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В. Савченко 


Полуправильные 
многогранники 


Читатели журнала «Кваня» пе 
встречались с правильными 
граиниками *). У 
гограпииков грани — равные пра- 
вильные многоугольники, и все мно- 
гогранпые углы равны. Но есть еще 


раз 
МНОГО - 
правильных мно- 


и такие многогранники, у которых 
все мпогограпные углы равиы, а 
грани — правильцшые много гОЛЬ- 


ники нескольких видов. Оли не мо- 
гут быть отнесены к правильным 
их называют равноусольно пои 
правильными иноеоеранникалми. 
Простешиим "з полуправильных 


мпогограиников является правнль- 
пая л-угольная призма (п во, 
6. ...). все ребра которой равны, 


а боковые грани — квадраты. Осно- 
вания. например, шестиугольной при- 
змы —- правильные шестиугольннки: 
у нее 12 вершин, 8 граней п 18 ребер. 

Другой — представитель — равио- 
угольно  полуправильных — много- 
гранииков — так называемая — ам- 
мипризма. Предсгавьте себе, напрн- 


мер. два правильных шестиуголь- 
ника, расположенных в параллель- 
пых плоскостях, одии из которых 


повернут вокруг центра относитель- 
но другого на 30. Каждая веринита 
как нижнего, так и верхнего шести- 


=) 'б.. 
резнвиа 
Кваит>, 


наиример, статью В.Н. Бе- 
«Правильные многогранники», 
1973. № 5. 
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угольников, соединена с двумя бли- 
жайшими вершинами другого. Рас- 
стояние между — шестиугольниками 
(основаниями) подбирается так, что- 
бы боковыми граиями были правиль- 
пые треугольники (рис. 1) — в елучае 
шестиугольной антипризмы это рас- 
стояние (высота) равно Я а] УЗ —1 
(проверьте, что это так}. У ести- 
угольной антипризмы [2 вершии. [4 
граней и 24 ребра, все ребра и все 
четырехграиные углы равиы между 
СоОООн. и 

Используя для призм и антииризм 
все правильные многоугольники, мы 


ПОЛУЧИМ бесконечные серии полу - 
правильных  мпогогранников. Одна-- 
ко этн серпи не исчернывают всех 


равноугольно полуправильных мпо- 
гогранпиков: существуют и другие 
полуправильные многограиники. 
Простейший из них получится. если 
срезать углы правильного тетраэдра 
плоскостями, каждая из которых 
отсекает третью часть от ребер, вы- 
ходящих из одной вершины (рис. 2) 
этот миогограиник имеег 12 вершин. 
8 граней и 18 ребер. и называется 
уссченным тетраэдром. Все его трех- 
гранные углы равиы между собой 

каждый из пих содержит по два 
плоских угла в 120 и одии плоский 
угол в 60. У усечелного тетраэдра 


четыре граии являются  правиль- 
ными  шествугольниками, и еще че- 
тыре — правильными  треутгольни- 
ками. 





Рис. 1. 
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Рис. 2- 


Если описанным сбразом срезать 
вершины правильного икосаэдра, 
то мы получим еще одий полупра- 
вильный  многограиник (см. рис. 3). 
Он называстся  усеченным икосазд- 
ром и папомниает изображение фут- 
больного мяча, которое можно уви- 
деть на экране телевизора. 

Из других правильных много- 
гранников можно получить еще ие- 
сколько  полуправильных — много- 
гранников. Наиболее сложный из 
них называется  плосконосым  доде- 
каздром п имеет 60 вершии, 92 гра- 
ни и 150 ребер. 

Сколько же всего существует по- 
луправильных многограпииков? 
Более двух тысяч лет думали. что 
голько трипадцать(их называют лела- 
ми Архимеда), не считая двух беско- 
печных сернй, составленных из призм 
и антипризм. Но совсем недавно со- 


ветский математик В. Г. Ашки- 
пузе пашел еще один полупра- 
вильный — многограниик. Посмотри- 


те на рисунок +: если в этом много- 
граннике верхнюю «восьмнуголь- 
ную чашу» повернуть на 45, то по- 
лучится  миогогранпик, изображен- 
ный па рисунке 5. Именно его и сб- 
наружил Ашкинузе. Правда, этот 
многогранник «не совсем архимедо- 
ко» тело: он не обладает иекоторыми 
свойствами, которыми сбладают нер- 
вые тринадцать представителей (но 
зато у него есть своп свойства). Мно- 


Рис. 3. 
гогранник Ашкинузе иногда назы- 
вают «исевдоархимедовым»ь телом. 


Но оказывается, что тела Архи- 
меда не исчерпывают всех видов 
полуправильных мпогогранников. 
Возьмем  шестиугольную призм» 
(рис. 6) и проведем плоскости через 
середины каждой тройки ребер, вы- 
ходящинх из одной вериниты. 
Взаимно пересекаясь, эти илоскости 
образуют новый многограиник, имею. 
щий столько же граней, сколько 
вершиаи было у призмы {в данном 
случае — 12). Одна из таких пло- 
скостей — $РО — содержит отрезок 
АВ, принадлежащий основанию при- 


змы, а другая  илоскость — РАС — 
содержит отрезок СО, припадлежа- 
щий нижнему оспованию призмы. 





Рис. 4. 
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Так как [АВ] || [СО |, то плоскости 
5ЕС и РЕС пересекаются по прямой 
Е(, параллельшой АВ. — Образо- 
вавшпийея  многогранник  представ- 
ляет собой объединение двух равпых 
правильных — инюстиугольных пира- 
мид, верщииы $ и Р которых лежа“ 
по разные стороны их общего основа- 
ния. Многогранник такого вида на- 
зывается бипирамидой. Шесть пло- 
скостей. проходящие через точку 5, 
пересекаются с плоскостями, прохо- 
Лящими через точку Р, образуя пра- 
вильный шестиугольник,  середниа- 
мп сторон которого являются сере- 
дины боковых ребер призмы. Отсю- 
да следует, что бипирамида, получив- 
нгаяся из шестиугольной призмы, име- 
ет 8 вершин и 18 ребер. Она содер- 
жит многогранные углы двух видов: 
шестигранные и четырехсранные. 
Так как все грани бипирамнды — рав- 
ные между собой равнобедренные тре- 
угольники, то се относят к равно- 
еранно полуправильным  многогран- 
никам. 

Аналогично можно получить еще 
один равногранно  полуправильный 
многограниик, ссли провести плос- 
кости через середины каждой чет- 
верки ребер антипризмы, выходящих 
из одной вершины. Так, плоскость 
5М,ОТ, (рис. 7) проходит через 
середины М, Г, СнН ребер ВА, ВС, 
ВР и ВЕ. Число граней этого много- 
гранника равно числу вершин анти- 
призмы, то есть 12. Подечитаем чис- 
ло вершин такого  многограниика. 
Через середниу каждого из боковых 
ребер антипризмы проходит ребро 
нового многогранника, образуя про- 
странственный  двенадцатнугольник. 
Прибавив к его двенадцати верши- 
нам точки $ и Р, получим, что всего 
14 вершин. Нетрудно видеть, что этот 
многогранник имеет 24 ребра. Все 
его грани равны между собой и яв- 
ляются  четырехугольниками,  сло- 
женнымн из двух  равнобедрепных 
треугольников с общим оспованием 
(такой четырехугольник называется 
делыпоидом).  Многогранник содер- 
жит два шестигранных угла и две- 








Рис. 8. 


падцать трехграиных углов. Все 
углы правильпые. (Вынуклый мно- 
гогранный угол называется пра- 
вильным, если все его плоские углы 





Рис. 8. 
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равны.) На рисунке 8 дан общий 
вид такого мпогограниика*). 

Если провести плоскости через 
середины каждой тройки ребер, ис- 
ходящих из одной веришны усечен- 
исго тетраэдра (рис. 2), то, взаимно 
перссекаясь, эти плоскости образуют 
новый  равнограино — полуправиль- 
пый многограниик. Он имеет 12 гра- 
ней, 8 вершин и 18 ребер. Построе- 
ние такого многограниика изобра- 
жено на рисунке 9. У этого много- 
траиника по четыре правильных трех- 
граиных и иестигранных угла, а 
гранями являются равные между 
собой равнобедренные  треугольни- 
ки. Общий вид  многогранинка ио- 
казан ма рисупке №. 

Между  равноугольно  полупра- 
вильными  многогранниками и полу- 
чаощимиея из них равногранпо по- 
ЛУ правильными многогранниками 
существует определенная зависн- 
мость. Сопоставим  чнело вершин, 








*} Из рисунка 7 видно, что вершина 5 
может быт зределепа как точка пересече- 
НИЯ 0 инни ЭР с нрямьй КЮ, где К 
н Ю — середины параллельных отрезков М/Т 
и СН. Одновременно прямая КЮ определя- 
с1 точку О па Р№: 


ребре 


Рис. Ю. 
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граней н ребер каждой пары рас- 
смотренных — многогранников. 

У шестнугольной призмы 12 вер- 
шин, 8 граней и 18 ребер, а получен- 
ная из нее бипирамида имеет 8 вер- 
шин, 12 граней и 18 ребер. Таким 
образом, числа вериин и граней у 
призмы н у бипирамиды как бы «пе- 
реставлены», а число ребер остается 


нензменным. Убедитесь, что такое 
же соотношение наблюдается и у 
остальных пар рассмотренных мно- 


гогранников. — Установленная — за- 
кономерность вытекает из принципа 
двойственности, который состоит в 
следующем: для всякого предложения 
относительно точек, прямых и пло- 
скостей всегда можно  сформулиро- 
вать двойственное ему предложение, 
заменив слово втъочка» словом «плос- 
кость», а слово «плоскость» — словом 
«точка», оставив слово «прямая» без 
изменения. 

Принцин двойственности = отно- 
сится не только к многогранникам: 
он распространяется на все фигуры 
и утверждения, когорые рассматри- 
ваются в проективной осометрии. 
Там же этот приннии находнт свое 
обоснование, а здесь мы доказывать 
его не будем. 

Выше указывалось, что 
вует 14  равноугольно — полупра- 
вильных  многогранников. Кажло- 
му из них соответствует определен- 
ный двойственный ему равнограино 
полуправильный  многогранник. На 
рисунке И вы видите три архимедо- 
вых тела (в левой колонке), изобра- 
женных вместе се вх равногранно 
полуправильными  «двойниками» (в 
правой колопке). С полным перечнем 
всех этих многогранников читатели 


сущест- 


Рис. 11. Равноугольно полуправильные мно- 
гограиникн вместе с двойствениыми к иным 
равногранно полуправильными: 

а} ромбонкосаэдр; 

6) ромбоусеченный нкосододекаэдр; 

в) курносый куб. 
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могут — ознакомнться по — статье 
В. Г. Ашкинузе, помещенной в Эи- 
цнклонелии Элементариой Матема- 
тики, книга четвертая (М., «Наука». 
1963). 

Проверьте, есть ли равиогранио 
полуправильный многограниик, от- 
вечающий телу, пайденному Ашки- 
нузе. Подумайте, какие свойства 
равиоугольно полуправильных мно 
гогранииков обеспечивают палнчие 
«двойственных» им  равнограино 
полуправильных многогранников. 


Унражнения 

|. Что представляет собой антииризма. 
основаниями которой служаг правильные 
трехгольникин? Определите двойственный сей 
многограввик. 

2. Вычнслнте объем ангинризмы © вс- 
стиугольным основанием (рне. 1). считая, 
что данна ребра равна а *). 


3. Многогранник, показанный па рисун- 
ках 9и 10, можно получить другим сносо- 
бом. Достаточно на каждую грань нравиль- 
ного тетраэдра поставить правильную тре- 
угольную пирамнау. Вычислите высоту  эзон 
пирамиды н плоский угол ирн ее першиис. 
сслн ребро тетраэдра равно и. 

4. В условиях упражнения 3 вычислизе 
объем нолученного миогогравники. 


5. Вычислите плоский угол $ при вер- 
шине грани многограниика, похазанного па 
рисунке 7, и носгройте его развертку. 

6. Срезая углы правильного октаудра, 
иостройте полуправильный многьграиник. у 
которого 8 граней — правильные шеств- 
угольники и б граней — квадраты. н нанди- 
ге его объем. 


7. Определите многогранник, двойствсн- 
ный к убеченномиу октаздру (упражнение 6) 
Найлите плоский угол 4$ при вершине сго 
грани. 





*) Обьсм антипризмы модию вычнелить 
но форииае Неъютона — Симпсона: Г 


- ти 451 -1- 5. -:- 454) „где й — высота, $. и 


$, -- пломадн оснований, $,— плозиадь сред- 
него сечения (см. сталью 1. Шары- 
гнна «Достраиваняе тетраэдра», с. 00). 
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и реди  полуправильных тел, 
о которых рассказывается в 
статье В. Савченко (см. с. 2), 
наиболее интересны с точки зрения 
конструктора равногранные полупра- 
вильные многогранники и правиль- 
ные платоновы тела. 

Дело в том, что если продолжить 
плоскости граней любого равногран- 
ного полуправильного тела, то линии 
нх пересечения с каждой из плоско- 
стей образуют конгруэнтные между 
собой снстемы. (Например, на за- 
ставке к статье Приведена система 
линий, получающихся в каждой из 
плоскостей граней равногранного по- 
луправнльного 120-гранника, изобра- 
женного иа рис. 11, б на с. 6.) 
С другой стороны, продолженные гра- 
ни равногранного многогранника «вы- 
рубают» в пространстве огромнсе мно- 
жество всевозможных многогранных 
образований, порой самой иричудли- 
вой формы. И все этн образования, 
благодаря  отмеченнсму — свойству, 
удобно задавать на системе лсевдо- 
ребер, лежащих в одной плоскости 
(псевдоребром мы будем называть лн- 
Нин пересечения продолженных 
граней}. 

Поясним это на иримере. Возьмем 
равногранный 24-гранник (см. 
рис. 11, в, с. 6). Система его псевдо- 
ребер, иринадлежащих одной пяо- 
скости, показана на рисунке 1. Поме- 
тим на нем ссобые точки О, О;, О., 
О., ... н некоторые углы с верши- 
нами в этих точках. Что это за точки 
и углы и как их находить, мы ска- 
жем немного позже. Пока лишь за- 
метим, что если одно из псевдоребер, 
проходящих через такую точку, по- 
вернуть на отмеченный угол, то оно 
перейдет в другсе псевдоребро, про- 
холящее через эту же точку, так, что 
все точки пересечения, лежащие на 
этих псевдоребрах, совместятся. 





*) Исключением является лишь епсевдо- 
равкогракный» многогранник, двойственный 
так называсмому  псевдоархнмедову телу, 
найденному В. Ашкинузе. 
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Сконструируем с помощью рисун- 
ка | многогранник, состоящий из 
двух пересекающихся неправильных 
треугольных пирамид. 

Сначала построим эти пирамиды. 
Возьмем отмеченную точку О (см. 
рис. 1). проходящие через нее псев- 
доребра и точки 5’н 5'"' наэтнх исев- 
доребрах, переходящие друг в друга 
при повороте на отмеченный угол 
вокруг точки О. Точки 5°и $" — 
это точки пересечения двух псевдо- 
ребер; возьмем вторые псевдоребра, 
проходящие через них. Пересекаясь 
с ранее выбранными, они задают нам 
точку А’ (на прямой 05”) и точ- 
ку В" (на прямой 0$’). Получаются 
два треугольника 5’ОА’ и $'””ОВ”". 
Поскольку ребро 0$’ конгруэнтно 
ребру О$""', то эти два треугольника 
можно по этим ребрам зприкленть» 
друг к другу; примем их за две бо- 
ковые грани одной из будущих пира- 
мид. Заметим теперь, что при пово- 
роте вокруг точки О ма отмеченный 
угол против часовой стрелки точка А” 
переходит в точку А, а при повороте 
вокруг О по часовой стрелке точ- 
ка В"'”' переходит в точку В. Вместе 
с точкой О эти две точки образуют 
треугольник АВО, который «приклеи- 
вается» к выбранным боковым гра- 
ням но ребрам ОВ (к грани $’””ОВ"”": 
[ОВ”*] > 108} и ОЛ (к грани 
$'0А': 1ОА’] < [9А]. Примем этот 
треугольник за основание будущей 
пирамнды. 

Осталось найти еще одну боковую 
грань так, чтобы ее можно было при- 
кленть к уже выбранным боковым 
граням и к основанию. И тут пронс- 
ходит чудо! 

Возьмем отмеченную точку О, на 
ребре А’5’ и повернем вокруг нее 
на отмеченный угол в 180” точку А’ 
ни точку 5’. Эти точки перейдут в 
точки А” и $*”’ соответственно, при- 
чем [4’5'| < ]А”$"”]. Вторые псев- 
доребра, проходящие через точки А” 
и 5”, пересекаются в точке В”, 
образуя треугольник $’А”В””. От- 
меченная точка О, является точкой 
пересечения ребер А”В” и АВ, так 
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Рис. 1. 


что при повороте па огмеченный угол 
вокруг О, эти ребра еовмещаются 


(А” переходит в А, В переходит 
в В’. и [АВ > ПА”В"]. Таким 


сбразом, трехголынк $”А” В” при- 
клеивается к основанию по ребру 
А”’В” и к боковой грани 5’ОД’ 
но ребру А”5’””. Осталось приклеить 
5$“"А”В” к гранн 5””ОВ””'. Но тут 
нас снова «спасает» отмеченная точ- 
ка — ее не видно на рисунке, дужкой 
помечен только Угол с веришиой в 
этой точке: сна является точкой пере- 
сечения ребер 5”'В"”" и 5”В"”; так 
что при повороте иа отмеченный Угол 
вокруг этой точки ребра 5”В” и 
$’”’В"'  совмешаются п-Вы 
> 15” В" |); по этим ребрам и осу- 
ществляетея последнее  приклеива- 
ние. 

Точно так же удается выбрать 
вторую пирамиду: ве ребра на ри- 
сунке | отмечены синим ивстом (при- 
чем треугольник РЕЁЕ — это основа- 
нне второй ппрамнды). 


Теперь нужпо нонять, как эти 
пирамиды пересекаются. Здесь воз- 
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пи- 


свобода: 
папример, ее основание, в 
рассматриваемом примере может за- 
цимать 24 различных положения в 


можна большая 
рамилы, 


грань 


пространстве (по числу нересекаю- 
щихся плоскостей), а потому столько 
же различных положений может за- 
нимать и каждая пнрамида. Однако 
взаимное размещение этнх двух ин- 
рамид можно задать всего одной ли- 
ннен — линией пересечения каких- 
нибудь двух их граней; иапример. 
на рисунке | линин Г, и /› конгруэнт- 


вы и представляют собой ту одну 
линию в пространстве, по 
которой пересекаются основания АВО 
н ВЕЕР построенных пирамид. Пря- 
мая /, имеет с каждым из ребер 
сснования по одной общей точке 
(или на самом ребре, или на его про- 
должении; всего — три точкн): на- 
пример. с ребром ВО — точку М. 
Но основание АВО «приклсивается» 
по ребру ВО к боковой грани 
$’”ОВ"", значит. точке М на ребре 
В"*'О, конгруэнтиом ВО, будет соот- 
ретствовать точка Л’ (точки М и 


М’ на нашем рнсунке — шестые по 
счету точки). Через- точку М’ в гра- 
ни 5 ”ОВ” проходит, кроме ребра В””О, 
еще одна прямая — сбозначим се {.- 
В основанин РЕЁ ей соответствует 


прямая #.. По лннин, задаваемой {, и 


{ о, н пересекает основание ЕР второй 
пирамнды грань 5””ОВ"” первой пи- 
рамиды. Точно так же находятся лн- 
нин пересечения всех остальных гра- 
ней первой пнра- 
миды с основанием 
второй. Затем на- 
ходятся линии пе- 
ресечення всех гра- 
ней второй пира- 
миды с основанием 
иервой. 

На рисунке 1 
справа нзображена 





развертка получа- 
ющегося тела, а 
на рисунке 2— 

Рис. 2. его общий вид. 
Объясннм  те- 
перь вкратце, откуда берутся 
наши отмеченные точки ин углы. 
Мы уже говорили, что в каждой 
нз плоскостей граней равногран- 


ного правильного или полуправиль- 
ного многогранника в результате ее 
пересечения с остальными  плоско- 
стями-гранями образуются конгруэнт- 
ные снстемы лийнй {это получается 


благодаря тому, что многогранник 
равногранно полуправильный, и су- 
нествует перемещение — простран- 


ства, которое одну из его граней пере- 
водит в любую наперед заданную, 
так, что нрн этом сам многогранник 
переходит в себя). Зафиксируем пло- 
скость какой-нибудь грани нашего 
многогранника и получившуюся в 
ней систему линнй пересечения с 
остальными плоскостями-гравямн. 
Возьмем еще какую-нибудь грань и 
отметим линию ее пересечения с пер- 
вой выбранной гранью ина нашем 
чертеже — пусть это прямая {,. По- 
вернем теперь наш многогранник во- 
круг некоторой оси так, чтобы вто- 
рая Грань перешла в первую (эта 
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ссь вращения либо пересекается с 
линией пересечения двух выбранных 
граней, либо ей параллельна — по- 
пробуйте доказать это самостоятель- 
но). При этом первая выбранная 
грань перейдет в еще какую-то грань, 
а их линия пересечения — в линию 
пересечения [, первой грани с той 
гранью, в которую она перешла в 
результате поворота. Найдем теперь 
прямую, соответствующую линии Г, 
на нашем «илоском» чертеже — иусть 
это прямая [,. Точка пересечения 


прямых {[, и Г, н есть отмеченная 


точка, а угол между этими ирямы- 
ми — отмеченный угол. 
На нервой странице обложки при- 


веден более сложный чертеж — он 
получен в результате продолжения 
плоскостей граней многогранника, 


нзображенного на рисунке 11, а на 
с. 6. Аспиранты кафедры приклад- 
ного нскусства МГПИ им. 
В. И. Ленина под руководством ав- 
тора этих строк сконструировали но 
этому чертежу много сложных и кра- 
снвых многогранных форм; некото- 
рые из них легли в основу реальных 
архитектурных проектов: комплекса 
университета в Калабрин (Италия), 
оперного театра в Софии (Болгария), 
дворпа культуры в Ногинске. На 
3-ей странице обложки вы видите 
однн из таких проектов. 

Мы рассказали вам «рецент», ио 
которому получаются все этн заме- 
чательные тела, н теперь вы можете 
приступить к конструированию свое- 
го, еще никем не найденного много- 
гранника*). Желаем вам удачи! 





“) Многогранник-«голову», изображен- 
пый па заставке к статье [с. 8), «изобрела» 
студентка 2 курса МГПИ Марниа Бойцова. 
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С. Овчинников 


Плоские 
переключательные 
схемы 


Что такое ипереключательная  схе“ 
ма, легко понять из рисунка |. Имет 
ются две группы по п полюсов — груп” 
па входов и группа выходов (на рис. 1 
п —4). Каждый нолюс входа соеди- 
нен связью с одним и только с одним 
полюсом выхода. Читатели,  знако- 
мые с понятием графа, могут заме- 
тить, что переключательная схема 
представляет собой граф спениаль- 
ного вида. Такие графы называются 
сетяли. 

При создании технических — уст- 
ройств, использующих  переключа- 
тельные схемы, требуется, чтобы пе- 
ресекающиеся. связи были нзолиро- 
ваны друг от друга. В обычных 
устройствах соединения осущест- 
вляютея проводами, и поэтому это 
требование легко удовлетворяется. 
Примером такого устройства может 
лужить  переключательная схема, 


Вхойы 


Выходы 





Рис. 1. 


42 


‘все связи 


подсоединяющая ваш телефон К Нод- 
станции.) Однако при переходе к 
микросхемам современной электро- 
никн задача сильно усложняется. Со- 
единения в такнх схемах реализуют- 
ся напылением на изолирующий слой 
в нужные места тончайшего проводя - 
щего слоя. Ясно, что в этих случаях 
пересекающиеся связн нужно раз- 
мещать в разных слоях. Например, 
в переключательной схеме па рисун- 
ке | связи разного цвета надо расно- 
ложить в разных слоях, а связи од- 
ного цвета можно расположить в 
одисм слое. Схему, изображенную 
на рисунке 1, можно выполнить в 
двух проводящих слоях: в первом 
слое разместить связи красного цве- 
та, а во втором — связи синего цве- 
та (см. рис. 2). 

Возникает естественный 
каково минимальное ° число слоев 
для реализации данной  переключа- 
тельной схемы без пересечения свя- 
зей? (При этом предполагается. чго 
находятся внутри  лла- 
прямоугольника на нашем 


вопрос: 


ты — 
рисунке). 
Рассмотрим два «крайних» случая. 
Для схемы на рисунке 3, очевидно, 
рисунке + 


нужен один слой. На 








Е Слай 








1 2 З 4 
2 Сий 


Рис. 2. 
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Рис. 3. 


изображена схема, реализующая сим- 
метрню л чисел: 1-й вход соединен 
с (1—#1-м выходом. Для этой схе- 
мы необходимо я слоев, так как каж- 
дая пара связей должна лежать в 
разных слоях. 

Сформулируем теперь строго ус- 


ловия задачи и докажем основную 
теорему. 
Пусть нам задана переключа- 


тельная схема с л входами и л выхо- 
дами; занумеруем их целыми числа- 
ми 1, 2, ..., п. Каждая такая схема 
задает взанмно однозначное отобра- 
жение на себя множества чисел 
{1. 2, ..., п}; иными словами, схема 
задает лерестановку Р множества чи- 
сел {1, 2, ... п}, ставящую в соот- 
ветствие номеру входа номер соеди- 
ненного с ним выхода. Например, 
переключательной схеме на рисун- 
ке | соответствует перестановка 
1—2, 2-4, 3->1, 4—3. Очевидно, 
что каждой - перестановке, в свою 
очередь, соответствует некоторая пе- 
реключательная схема. Поэтому в 
дальнейшем мы не будем различать 
переключательные схемы и соответ- 
ствующие им перестановки. 

Число п называется степенью пе- 
рестановки Р. Связь, соединяющую 
вход { с выходом |, будем обозначать 
(1, 7). Тогда перестановка Р может 
быть определена как множество 
{(:, 7} всех связей. 

Рассмотрим некоторые прнмеры. 
Схеме на рисунке 1 соответствует 
перестановка степени 4, которую мож- 
но записать в виде множества свя- 
зей: , 

Р. = {(3,1), (1,2), (4,3), (2,4) }. 


Рис. 4. 


Перестановки степени л,  соот- 
ветствующие схемам на рисунках 3 
и 4, записываются так: 


Р. р {< 1. 1). (2, 2), ча 


(п.л) }, 
Р; = 41,1), (и—1,2}, ..., 1, п)}. 

Задача 1. Докажите, что две связи 
(. Пир, 9) пересекаются тогда и только тог- 
да, когда (:—р)1— 9 < 0. 

Подмножество связей называет- 
ся слоем перестановки Р, если нн- 
какие две связи из этого подмножест- 
ва не пересекаются. На рисунке 2 
изображены два слоя перестановки 
Р,. Перестановка Р, сама является 
слоем, а для перестановки Р., каждый 
слой состоит ровно из одной связи. 

Толщиной — перестановки Рна- 
зывается минимальное число слоев, 
на которые ее можно разложить. В 
наших примерах толщина Р, равна 2, 
толщина Р., равна |, а толщина Р, 
равна п. Очевидно, что толщина лю- 
бой перестановки не превосходит ее 
степени пл. 

Задача 2. Докажите, что для любо- 
го целого р=п существует перестановка Р 
степени л и толщины р- 

Перестановки толщины 2 называют- 
ся 2-реализуемыми (их можно раз- 
ложить ровно на два слоя} и обла- 
дают следующим свойством. Назо- 
вем связь (1, / правой, если Е >= |}, 
ни левой, если [<] (на рисунке 5 
изображена перестановка, правые 
связи которой выделены красным 
цветом, а левые — синим). Оказы- 
вается, что множество всех левых 
связей 2-реализуемой перестановки 
является слоем. (Докажите это.} 

Например, перестановка на ри- 
сунке 5 не 2-реализуема: ее левые 
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Рис. 5. 


связи (2, 5) и (3. 4) иересекаются. 
Противоположным по смыслу поня- 
тню слоя является нонятие 
пучка. Подмножество связей назы- 
вается пучком, если любые две связи 
из этого подмножества пересекают- 
ся. Толщиной пучка называется чис- 
ло входящих в него связей. Каждую 
связь мы будем считать пучком тол- 
щины 1. 

Вернемся к нашим примерам. У 
перестановки Р, (<м. рис. |) имеется 
тр" пучка толщины 2: 

{‹3, В, (1, 21}. {3, №. 12. 4)} н 
{(4. 3), (2.%4)}. 
Все пучки перестановки Р. (рик. 2) 
имеют толщину |. У перестановки Р. 
{рис. 3) любое подмножество связей 
является пучком. В частностн, сама 
перестановка Р, является пучком. 

Средн пучков данной переста- 
новки особый интерес представляют 
пучки максимальной  толжаииы. Та- 
кие пучки назовем максимальными. 


Задача 3. Докажите, что максималь- 
пый пучок произвольной перестановки не 
может состоять из одних только левых се 
связей. 

Между толщиной перестановки 
н толщиной ее максимального пучка 
существует очевидная зависимость: 
чем более толстые пучки имеются у 


перестановки, тем она сама толще. 
Следующая теорема конкретизирует 
эту зависимость. 

Теорема 1. Толщине  пере- 
становки равна толщине ее макси- 
мального пучка. 


Так как связн из максимального 
пучка должны лежать в разных сло- 
ях, то число слоев не может быть 
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Рис. 5. 


меньше толщины иучка. Поэтому для 
доказательства теоремы достаточно 
постронть такое разложение данной 
перестановки, число слоев которого 
равно числу связей в максимальном 
пучке. Иными словами, в каждом 
слое такого разложения должна 
лежать ровно одна связь из макси- 
мального пучка. 

Прежде, чем доказывать теорем 
1. установим одно важное свойство 
максимального — пучка. 

Лемма. Пусть 

(Г Фыр --: Г) 

— связи, входящие в максимальный 
лучок, причем 

че 
Если некоторая связь (5, |) пересекает 
связь (1. р), то < 1. 

Доказательство. Ирсдполо- 
жив противное, из результата задачи 1 по- 
лучим, что |<. Но тогда связь (г, ]) пересе- 
кает все связн данного пучка, а это противо- 
речит его максимальности. 

Будем говорить, что связь (2, ] 
начинается в полюсе |. Тогда дока- 
занное свойство геометрически оз- 
начает, что любая связь начиннающая- 
ся левее максимального пучка, не 
пересекает самой левой его связи. 
Аналогично, всякая связь, начннаю- 
щаяся правее максимального пучка, 
не пересекает его самой правой свя- 
зи. Церестамовка на рисунке 6 ил- 
люстрирует нашу лемму. Красным 
отмечены связи максимального пуч- 
ка. (1, 5) — самая правая связь мак- 
снмального пучка, (4, 2) — самая 
левая. Заметим, кстати, что макси- 
мальных пучков может быть не- 
сколько. Для перестановки на ри- 


сунке 6 их три: 
{(4.2). (3. 4), (1, 5)}. {7, 3), (3, 4), 
5)} и {17, 3), 56, 6}, (5, 7)}. 
Доказательство тео - 
ремы 1. 


Мы дадим конструктивное 
доказательство, то есть укажем нроцесс, 
с помощью которого можно каждую переста- 
новку разложить ина минимальное число 
слоси. 

Обозначим толщину максимального пуч- 
ка через р. Отнссем связь (и:, 0 йо ссть са- 
мую левую связь перестановки) в первый слой 
| обозначим ее (и. г). Средн псех связей 

‚ р. не керссекающих (ну, и). рассмотрим 
хи с нанмепыинм {. Ее сбозначим (из, 
2.) и тоже отнесем в первый слой. Перебирая 
нодряд связи, начиная с самой левой. и от- 
нося к первому слою те, которые не нересе- 
каюг уже выбранных, мы получим множе- 
ство моларзо  мемересекаюмихся связей 
(ине), (из. #).... (Ни, 2). которые и 
образуют нервый слой. 

Связи, ие попавшие в нервый слой. са- 
мн образуют некоторую нерсстаповку. При- 
меняя к этой перестаповке предыдущее по- 
строспис, мы получим второй слой и так дё- 
лес. 

Посмотрим, что при 
происходит с максимальным 
„значим связи, входящие в этот нучок через 
(Г. р), {г 2, 12). „ (р. {[^), пр —- . У Т- 
Согласно ‘лемме, связь {. И) ие пересска- 
ется нн с одной связью, начинающейся сле- 
ва ог нес, и, следовательно. Должна нонасть 
в перный слой. Иикакис другие связи НЗ 
этого максимального пучка в первый слой 
уже ис понадут, так как оии пересекают связь 
(7. 1). Поэтому из каждого максимального 
нучка в первый слой попадег по одной связи. 

Выделим из нашей персстановки первый 
слой. Легко видеть, что в оставшейся перс- 
становке максимальные пучки нмеют тол- 
мину р—1. Выделив второй слой, мы по- 
лучим в остаинейся пересгаповке максималь- 
ные пучки толщины р—2. Продолжая этот 
процесс выделения слоев, мы на (р—П-м 
шаге получим персстановку, максимальные 
нучки которой имеют толщину 1. Но это 03- 
начаст, что связн в этой перестамовке пс 
пересекаются, и, саедовательно. она 
образует последний р-й слой. 

Итак, мы показали, что любую персста- 
новку можно разложить иа слон, число ко- 
торых равно толщине максимального пучка; 
это разложение н доказывает теорему. 

Упражнение. Проверьте спра- 
ведливость теоремы для Р,, Рьи Р-. 


Рассмотрим — переключательные 
схемы, соответствующие перестанов- 
кам толщины 9, то есть 2-реализуе- 
мым  перестановкам; они представ- 
ляют особый интерес, так как для их 


этом построении 
пучком. Обо 


сама ^ 
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нзготовлення требуется всего два 
проводящих слоя. Пусть две такие 
переключательные схемы  соедние- 
ны так, как показано на рисунке 7. 
Очевндио, что получившаяся на рн- 
сунке 7 схема эквивалентиа  пере- 
ключательной схеме на рисунке 8. 
Обозначим перестановку. соответст- 
вующую схеме рисунка 8, через Р, 
а перестановки, соответствующие 
верхней и нижней схемам рисун- 
ка 7 — через Р, и Р. соответственно. 
Будем говорить, что иерестановка Р 
равна произведению — перестановок 
Ву .. 

Аналогичным образом можно оп- 
ределить произведение любого чрсла 
перестановок. Порядок сомвожителей 
в таком  нроизведении важен: на- 
пример, если взять 


перестановку 


Разрыв 


\ 
ря = — 1130 ируницего 
7 


| 











6274 


93 


45257225 





Р,.Р, (см. рис. 7), то ей будет соот- 
ветствовать схема, нзображенная 
на рисунке 9 (а не на рисунке 8!). 
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Оказывается, любую перестанов- 
ку можно разложить в произведение 
нескольких 2-резлизуемых! (Дока- 
жите это.) 

Если перестановка представляет- 
ся в виде произведения $ читук» 
2-реалнзуемых перестановок, то го- 
ворят, что она $-каскадно реализуема. 
(Так, изображенная на рисунке 8 
перестановка Р (толщины 3) 2-кас- 
кадно реализуема;: разложение Р 
на 2 каскада 2-реализуемых пере- 
становок осуществляют перестанов- 
кн Р, и Р. рисунка 7.) Технологи- 
чески 5$-каскадно реализуемая пере- 
становка имеет два проводящих слоя 
и один изолирующий, прерванный 
$ — | раз. Прерыванию изолирующего 
слоя соответствует разрыв между кас- 
кадами: очевидно, что в разрыве изо- 
лирующего слоя пересечения связей 
не пронсходит. Каждая связь 5-кас- 
кадно реализуемой — перестановки 
(разложенной в ироизведение 2-реа- 
лизуемых) проходит через каждый 
каскад, но, быть может, в разных 
проводящих слоях — см. рисунок 10; 
связи, лежащие в одном проводящем 
слое, обозначены одним иветом. 

Итак, как мы сказали, для 
любой перестановкн каскадное раз- 
ложение существует. А чему равпо 
мннимальное число кас- 
кадов, необходимых для каскадного 
разложения данной перестановки? 
Попробуем это выяснить. 

Начнем с перестановкн Аь, ста- 
вящей в соответствие числу Е число 
р—Г-- 1, тоесть реализующей сим- 
метрию р чнсел. 

Как уже отмечалось, перестанов- 
ка А, совпадает со своим максималь- 
ным пучком н имеет толщину, рав- 
иую р. Сейчас мы построим некото- 
рое каскадное разложение переста- 
новки А» на двуслойные ‘перестановки 
и затем покажем, что построенное раз- 
ложение — минимально. 

При р 2 перестановка А. са. 
ма является каскадом (единственным). 
Как разложить перестановку КА, 
(р 4), видно из рисунка Ш. Ис- 
пользуя идею разложения на каска- 


ды для перестановки К., построим 
каскадное разложение перестановки 
К, (р = 8) — см. рисунок 12. Теперь 
уже ясно, как построить каскадное 
разложение перестановки Кр. еслн р 
равно степени двойки. Верхний кас- 
кад (для р = 27) изображен на ри- 
сунке 13. Остальные каскады симмет- 
рично реализуют перестановки по- 
люсов 1,2, ..., 27] и полюсов 97-Е -- 
1, 2712, ..., 27; при этом Ё-Й 
каскад перестановки степени 2” по- 
лучается объединением двух одн- 
наковых (^—1)-х каскадов переста- 
новкн  стеленн 27-1. Очевидно, что 
число каскадов в построенном кас- 
кадном разложении перестановки 
К.’ равно г. 

Пусть теперь р ие является сте- 
пенью двойки; тогда существует та- 
кое г, что 2" < р< м. Рассмот- 
рим каскадное разложение переста- 
новки К›г+: степени 27+1 и выделим 
в нем связи, начинающиеся в полю: 
сах с номерами, не превосходящими р. 
Очевидно, что Этн связи определяют 
перестановку К» (входы с номерами 
271 р--1, 27+ р-+2, ..., 271 нуж- 
но перенумеровать, начиная с еди- 
ницы: |, 2, ... р), а данное каскадное 
разложение перестановки К.г+1 осу- 


м. 


Рас. 
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ществляет также разложение пере- 
становки Ар. Например, на рисунке 
\14 каскадное разложение для пере- 
становки Кз выделено из разложения 
для К,. 

Итак, для перестановок К,„, яв- 
ляющихся пучкамн, мы построили 
каскадные разложения. Если р та- 
ково, что 27-1 < р 2”, то число 
каскадов равно г. Иначе это можно 


записать так: г= Лор.р[, где |а| 
обозначает наименьшее целое, не 
меньшее а. 


Покажем теперь, что построенные 
каскадные — разложения перестано- 
вок Кр состоят из минимального чис- 
ла каскадов. Для этой цели приме- 
ним индукцию по р. Заметим, что 
если р<4, то для минимального 
каскадного разложения  перестанов- 
кн степенн_4 требуется каскадов не 
меньше, чем для минимального раз- 
ложения перестановки  степенн р. 

Прн р =2 наше утверждение 
очевидно. Пуеть утверждение дока- 
зано для р - №. Рассмотрим два 
случая. 


З) а Пой, 

Для перестановки К, степени А 
нмеем г-каскадное разложение. При 
переходе от А и А--|1 число каскадов, 
как следует из нашего замечания, не 
уменьшается. Но так как № — чнс- 
ло целое, то А--1 < 7/, и, значит, 
мы можем построить — г-каскадное 
Разложение перестановки К»: сте- 
пени А--]; понятно теперь, что оно 
и является минимальным. 


6) А = 2/. 
Рассмотрим перестановку Киз: = 
К»... Так как 2-1 < 274, 


то мы можем построить для переста- 
новки К‚., (Г---каскадное — раз- 
ложение. Покажем, что г каскадов 
Аля разложения перестановки К». 
недостаточно (тогда  (г--1)-каскад- 
ное разложение как раз и будет ми- 
нимальным). 

Предположим противное: пусть 
нмеется г-каскадное разложение пе- 
рестановки К»”,; степени 2”--1. Рас- 


смотрим верхний каскад этого раз- 
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ложения. Один из двух слоев этого 
каскада содержит больше половины 
связей, то есть больше, чем 2/71 свя- 
зей. Эти связи не пересекаются и, 
следовательно, оставшиеся г—| кас- 
кадов должны реализовать  разло- 
жение пучка этих связей, что невоз- 
можно, так как степень этого пучка 
больше 2/”-*. Полученное противоре- 
чие завершает доказательство. 

Так как для каскадного разло- 
жения произвольной перестановки 
(не являющейся, как Кр, пучком) 
требуется каскадов не меньше, чем 
для разложения ее макснмального 
пучка, то справедлива 

Теорема 2. Минимальное чис- 
ло каскадов, необходимое для двуслой- 
ной реализации перестановки степе- 
ни п и толщины р, не мениш?, чем 
Нов.р|. 

Мы получили оценку «снизу» для 
минимального числа каскадов. Ис- 
пользуя очень похожие рассуждения, 
можно получить оценку «сверху»: 

Теорема 3. Произвольная пе- 
рестановка степени п допускает 
Повоп [-каскадную — реализацию. 


Задача 4. Докажите теорему 3. 


Полученные «верхняя» и «ниж- 
няя» оценки мало отличаются для 
«толстых» перестановок. Однако для 
перестановок малой толщины раз- 
личие весьма существенно, н возни- 
кает необходимость в более точных 
оценках. Следующие две задачи да- 
ют некоторое продвижение в этом 
вопросе, однако точная формула для 
минимального числа двуслойных кас- 
кадов, необходимых для разложения 
данной перестановки, пока неиз- 
вестна. 

Задача 5. Докажите, что перестанов- 
ка толщины р допускает (2- Пов.р|-—1)- 


каскадную реализацию. 
Задача 6. Докажите, что перестанов- 


ка толщины р допускает (2 1085 к + 2} 


каскадную реализацию. 


Пленники 
царя Дадона 


Во время набега царь Далон 
захватил 100 пленников. Их 
посадили в одиночные ка- 
меры, а по тюремному корн- 
дору ходила до зубов воору- 
женная стража. Каждая ка- 
мера запиралась на замок; 
ко всем ста замкам подходил 
ключ, хранившийся у царя 
Далона на поясе. Один по- 
ворот ключа отпирал замок, 
еще один поворот вновь за- 
пирал, следующий поворот 
опять отпирал и Т. д. 

Ко дню своего рождения 
царь решил освободить за- 
ключенных, н еще накануне 
послал человека, который 
вставлял ключ в замок каж- 
дой камеры и поворачивал 
ка один оборот. Все двери 
оказались отпертыми. Однако 
день рождения еще не на- 
ступил, и выйти из камер 
было невозможно: вдоль ко- 
ридора ходила вооруженная 
стража. 

Едва посыльный услел 
возвратить ключ, как царь 
Дадон изменнл свое решение. 
Он поручнл новому посланцу 
повернуть ключ в замке каж- 
дой второй камеры. Дьерн 
второй, четвертой, шестой и 
всех остальных четных ка- 
мер оказались вновь запер- 
тыми. Следующий посланец 
сделал по одному обороту 
в замках третьей, шестой, 
девятой, двенадцатой н т. д. 
камер. Еще один — в каж- 
дой четвертой камере. То же 
самое повторялн следующие 
лосланцы царя — до сотого 
включительно, который по- 
вернул ключ лишь в замке 
сотой камеры. 

Наконец день рождения 
царя наступил. Стража была 
снята и сидевшие в открытых 
камерах вышлн ка свободу. 

Сколько пленников отпу- 
стил на свободу царь Далон? 


. Х. 
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Всплывающий 
воздушный пузырек 
и закон Архимеда 


Представьте себе, что вы готовитесь 
к экзамену по физике, расположив- 
шись на лесной опушке на берегу 
озера. Повторяя второй закон Нью- 
тона, вы хотите применить этот за- 
кон к движенню всплывающих со 
дна пузырьков газа. И тут начинает- 
ся что-то странное... 

Сила тяжести, действующая на 
пузырек, раз в тысячу меньше веса 
вытесняемой им воды (плотности воз- 
духа и воды отличаются примерно в 
тысячу раз). Сила сопротивления 
при жидком трении, пропорцнональ- 
ная скорости пузырька, поначалу 
мала, поэтому ее учитывать не сто- 
нт *). Таким образом, ускорение оп- 
ределяется, в основном, архимедо- 
вой выталкивающей силой: 


Грр —- 
о 9 УрЕ’ (1) 
т м 


Здесь т — масса, а — ускорение пу- 
зырька, У — его объем, р — плот- 
ность воды. Пусть плотность газа 
Ро. Гогда м == Ури 


а == № р = 1030. 
Ро 
Итак, ускорение пузырька по- 


рядка тысячи 5. Это очень большая 
величниа. Вспомним, что ускорение, 


*) О роли силы сопротивления будет ска- 
зано дальше. 


ры 


которое приходится переносить кос- 
монавтам и летчикам, достигает не- 
скольких & (скажем, до 10 5). Еслн 
снаряд будет двигаться в стволе дли- 
ной | м с таким ускорением, то он 
сможет взлететь на высоту Я = 1 км 
(проверьте это самостоятельно); если 
внутрь нашего  всплывающего пу- 
зырька попадет букашка, она будет 
раздавлена в таком «лифте»; и т. д. 
и т.п. Поистине богатые возмож- 
ности для нзобретателей! 

Впрочем, сидя на берегу озера, 
можно увидеть собственными глаза- 
ми, что на самом деле ускорение пу- 
зырька вовсе не так велико. 

Вместо того чтобы сразу дать от- 
вет на возникшую загадку, зададим 
еще одну. 

Пусть вы без труда можете под- 
нять пудовую гирю (т 16 кг) 
на высоту 1 м. А что если приложить 
силу, равную весу этой гири, к ка- 
мешку массы | г (или к копеечной 
монете) на пути тоже в | м? Нетруд- 
но сообразить, что камешек после 
этого взлетит на высоту 16 км. (С>- 
противление воздуха не учитываем. 
Ясно, что дело не в нем.) Что это — 
еще один фантастический проект? 
Нет, на этот раз разоблачить автора 
проекта совсем легко: поднимать при- 
дется не только камешек, но и соб- 
ственную руку! К каждому ее грам- 
му нужно прнложить силу порядка 
160 м. Вся рука будет весить не- 
сколько тоня, и поднять ее не хватит 
сил. 

Таким образом, иеподвижная или 
движущаяся с небольшим ускорени- 
ем рука может приложить к грузу 
снлу гораздо большую, чем рука, 
которая движется с большим уско- 
рением. 

Но ведь при движении воздуш- 
ного пузырька в воде возникает 
аналогичная картнна. Когда пузырек 
поднимается, некоторая масса воды 
устремляется вниз, заполняя осво- 
божденное место. Пузырек взаимо- 
действует с движущейся, а не с 
неподвижной водой. По-видимому, 
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Рис. 1. 


н сила, действующая со стороны 
воды на пузырек; зависит от уско- 
рения самой воды. Закон Архимеда, 
записанный в обычном виде Рьы.— 
—=Уря, неприменим к пузырьку, двн- 
жущемуся ускоренно! 

Оказывается, задача о пузырьке 
очень близка к задаче о движенни 
грузиков, связанных переброшенной 
через неподвижный блок нитью 
(рис. 1). Нетрудно увидеть аналогию 
между ними. Действительно, один 
нз грузиков (с массой 71) как бы иг- 
рает роль — пузырька, другой 
(с массой М) — роль воды, а натя- 
жение нити 7 — роль выталкивающей 
силы. 

Второй закон Ньютона в приме- 
ненни к грузику массы ль можно за- 
писать так: 


та 


Т—тв. (2) 


Если грузик массы т удерживать, 
то натяжение нити Т окажется чис- 
ленно равным весу грузика ^ Ав 
(весу «вытесненной» воды). Подста- 


вив Г — Ме в уравнение (2), полу- 
чаем: 
М—т 
ве (неверно!). {3) 
При М» оказывается ав. Этот 


вывод своей нелепостью похож на 
вывод об огромном ускорении пу- 
зырька (см. (1)). Причина обеих оши- 
бок одна и та же: необходимо учи- 
тывать движение грузика массы М 


20 


Куап.тссте.ги 


н движение «вытесненной» воды. На- 
помним, что для правильного реше- 
ния задачи о грузнках нужно запи- 
сать еще уравнение второго закона 
Ньютона для грузика массы М 


Ма = М#—Т ” (4) 
и решить систему уравнений (2) ин 
(4). Отсюда 
_ М-м =. 
“= мы. (5) 
2тмМ 
Г-м-иё 


При < М оказывается а2=в, Г« Мв, 
что вполне соответствует действи- 
тельности. 

Можно решить эту задачу идру- 
гим способом — воспользоваться за- 
коном сохранения энергнн. При сме- 
щении грузика массы 27 вверх (и 
соответственно, грузика массы М 
вннз) на расстояние А потенцнальная 
энергия системы уменьшится ца ве- 


личину Майб— трйя. Кннетическая 
„ № Ми 
энергия станет равной ->— -- —>-, 


где о— скорость грузиков (началь- 
ную скорость считаем равной нулю). 
Приравняв величины 


Май — твй = а +7, 


находим 


И й 


а 
ы Ил 8 ы 


{5} 
02 == Зай. (6) 


Такая связь скорости и перемещения 
характерна для движения с постоян- 


или (см. 


ным ускорением а. (В данном случае 


М —т 


5 Мтё- } 


Воспользуемся этим для решения за- 
дачн о движении тела в жидкости. 
Правда, привести полное решение за- 
дачи о воздушном пузырьке мы не 
сможем. Лело в том, что распределе- 
ние скоростей жидкости вокруг 


пузырька слишком сложно (рис. 2). 
Однако мы решьм похожую задачу. 

Рассмотрим движение длинного 
стержня радиуса г, длины { и мас- 
сы т вдоль оси заполненной жид- 
костью плотности р трубки радиуса 
Ю< (рис. 3). В этом случае движе- 
ние жидкости легко рассчитать. Вы- 
тесняемая верхней частью стержня 
жидкость смещается вниз и заполня- 


ет место, освобождаемое нижней 
частью стержня. Если исключить 
небольшие участки вблнзи торцов 


стержня, то скорость жидкости всю- 
ду между стержнем н стенками труб- 





Рис. 2. 


Рис. 3. 
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ки оказывается одной и той же. Обо- 
значим через о скорость стержия, 
а через и, — скорость воды, движу- 
щейся между стержнем и стенками 
трубки, в тот момент, когда стержень 
поднялся на высоту Й от того уровня, 
на котором его скорость была равна 
нулю. Приравняв объем лг?оА{ жид- 
кости, вытесненной. стержнем за 
малый промежуток времени АЁ объе- 
му п (Е —т) и.АЕ жидкости, про- 
щедшей за это же время между стерж- 
нем и трубкой, находим 


г? 


Ча — бое 


о. 

За то время, пока стержень под- 
нимался на высоту й, масса жидко- 
сти, равная Ур (У = лг?{ — объем 
стержня), опустится тоже на Й, 
тэгда уменьшение потенциальной 
энергин стержня и жидкости равно 
Урай—тай. Кинетическая энергия 


2 
и? т т 


т 
системы равна —5_ | 





где 


т, — масса ет жидкости. 
Кинетическую — энергию жидкости 





удобно записать в таком виде: 
ти? д (В? — #2) р с 
—2- = Е раба, 01 ее 
м У в 2 ы 
2 (Ю? — и?) 2» 
ИУрг? 


Воспользовавшись законом сохра- 
нения энергии, получим 
т? т’ 
Урай —тЕй= ——+-—5, 
откуда 


УВ — 
= РЕН ен. 
Такой зависимссти скорости и от пе- 
ремещения Й отвечает движение с 
ускорением (см. (6)) 


Ур-——мт = 
те. (7) 


Таким образом, стержень движет- 
ся так, будто бы его масса увели- 


а = 
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чилась на величину лг’, а выталкн- 
вающая сила осталась равной гид- 
рестатической — архимедовой силе 
(Ура). Величину т’ называют при- 
соединенной массой. Это чисто фор- 
мальное, но удобное толкование ра- 
венства (7). Формула (7) получается 
из неправильной формулы (1) добав- 
лением в знаменателе слагаемого пт’. 
Отметим, что подобным же обра- 
зом формула (5) получается из (3) 
добавлением в знаменателе слагае- 
мого М. 

Силу Рьы., © которой движу- 
щаяся жидкость действует на стер- 
жень, теперь легко получить из вто- 
рого закона Ньютона 


ша = Рьъыг— Ш, 


откуда 

3 Ур -|- т’ 
Евыт = т (ва) = тет (8) 
В частности, если тли, то Рьыт = 


рю: 
==тЕ г; при К — г выталкивающая 


снла оказывается порядка веса стерж- 
ня (н не имеет отношения к весу 
вытесненной воды}. Если же пгЪяг, 
то Рыт 2 Уря, то есть мы возвраща- 
емся К закону Архимеда в обычном 
виде. 

Для шарика (в частности, для 
пузырька) расчет дает такой резуль- 
тат: кинетическая энергия жидко- 


1 
сти равиа Ур? где У — объем 


шарика, и — его скорость. Тогда при- 
соединенная масса для  пузырька 


1 
т’ = Ур, Т. е. опа равна половине 


массы вытесненной воды. Пузырек 
всплывает с ускорением 


Ур — Ире 


2 а И а. х 
а Тр, рур 8 28. 
Вытал кивающая сила оп ределя ется 


нз уравнения (8), она приблизитель- 
но равна Рут А 3 тв, т. е. тройному 
весу неподвижного  пузырька (н 
во много раз меныше веса вытеснен- 
ной воды). 
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Рис. 4. 


Теперь вспомним о силе сопротив- 
ления. Для пузырька газа в жидко- 
сти она определяется формулой Ре - 

12лцго, где г — радиус пузырька, 
о — его скорость, ц — так называе- 
мый коэффициент вязкости среды *). 
С учетом силы сопротивления урав- 
нение движения пузырька запишет- 
ся так (см. (7)): 

(т-+-т)а — Урв—тя— Е . (9) 


Очевидно, что Ре уменьшает уско- 
рение (а значит, и скорость) пузырь- 
ка по сравненню с тем случаем, ког- 
да мы ине учитываем сопротивление 


4 
жидкости. Однако, если -; лг?рд` 


"ри 
91‘ 
сопротивления можно пренебречь. 
Например, если речь идет о пузырь- 
ке радиуса г—З. мм **), движущем- 
ся в воле Е г/смя, \ 1,0х 
х 10—*гИсм-сек), то его скорость 
должна быть много меныше величи- 


Я 
ны 90 91] 


> 12мри, т. е. прий < силой 


10 м/сек. Прикинем. 


на каком пути А, пузырек достигнет 





*) Приведсиная формула справедлива при 
рг7г>ц;  ссли риг«и, коэффициент |2“ 
следует заменить на 4. Для твердого ша. 
рика при рег<п коэффиииект равен бл 
(формула Стокса). 

**) Пузырек большего радиуса ие может 
сохрапить шарообразиую форму (подобно 
падающей дождевой капле, деформируемой 
силой давления воздуха;  см., иапример, 
статью И. Ш. Слободецкого «О фор- 
мс дождевой капли», «Квант», 1970, № 8). 





Рис. 5. Рис. 6. 


такой скорости. Для грубой оценки 
воспользуемся равенством 12 = 


[1 
= 2ай, где а == Зр: 


И 
й» = бе ^^ ом. 


Таким образом, на пути 1,5 м 
силой сопротивления можно пре- 
небречь. При этом и. = 19 мдек — 
это предельная скорость, которой 
может достичь всплывающий пузы- 
рек газа в воде. 


Упражневия 

1. Цилинадрическая труба, состоящая 
из двух частей с раднусами А, и Р, {рис. 4), 
соединенных плавным переходом, заполие- 
на водой. Вдоль осп трубы движежся длин- 
вый стержень радиуса г и плотиости ро- 
Скорость стержня в левой части трубы рав- 
на 9,. Какой стаиет его скорость после пе- 
рехода в правую часть трубы? 

2. В жидкости плотности р плавает ша- 
рик радиуса К < трубкой раднуса г<Ю 
(рис. 5). Масса шарика с трубкой равна т. 
Шарик удален от поверхиости жидкости, 
дна и стенок сосуда иа расстояние, много 
большее его радиуса. Шарик слегка припод- 
няли за трубку и отпустили. Определить ис- 
риод возникших колебаний шарика. 

3. Вдоль оси трубки с водой всплывает 


стержень массы т (рнс. 6). Определить силу, 
действующую па дно. 


Ребусы 
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В каждом из следующих 
примеров цифры заменены 
буквами (кажлой цифре ссот- 
встствуст одна буква), вме- 
сто звездочек могут стоять 
любые цифры. Восстановите 
первоначальный вид приме- 
ров- 

1. хи кс 

икс 

сз 

жТзх 


Девять 


2. икс 
х 
икс 


= 
хзз* 
#х+Кк 
сах 


‘четыре 


3. икс 
Е 
ихс 
жз=* 
икс 

хже* 


ВЕ ТБ 





> 
эн 
с 
ьы 





хх 
+ 
* 
$ 


У 
+ 





Е 
= 


#э 


а 
рез 
-- 
се #| 





+ 


| их 
х 2|* += 
о че 
юоэо -+ 
н-зх 


+ 

+ * 

о + 
+ 


% 
+ 
+ 





сорок 
Э. Рекстин 
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М. Хапланов 


Трансцендентные 
числа 


Понятие о числе формировалось на 
протяженни тысячелетий. И лншь 
двести лет тому назад — прежде все- 
го в трудах Л. Эйлера (1707— 
1783) — в математику вошли комп- 
лексные числа, н завершилось раз- 
витие понятня о числе. 

Напомним этапы (нехронологиче- 
ские} этого развития: 

а) натуральные числа 1, 2, 3, ...; 


6) целые числа ... —3, —9, —1, 
р м. 

в) рациональные числа, т. е. 
числа вида г. где р — целое, д — 
натуральное число; 

г) действительные числа, т. е. 
числа, выражаемые — бесконечными 
десятичными дробямн; 


д) комплексные числа, т. е. числа 
внда а-- 9, где а и $ — действитель- 
ные числа, а символ {Е определяется 
условием #- —. 

В этой последовательности каж- 
дый следующий класс содержит все 
числа предыдущего класса и допол- 
ннтельно «новые» числа. При каж- 
дом расширении класса чисел мы 
приобретаем возможность произво- 
дить во всех случаях те или иные дей- 
ствия, которые не всегда выполнимы 
В «старых» числах. Так, в классе 
целых чисел всегда выполнимо вычн- 
танне, а в классе рацнональных сверх 
того всегда выполнимо деление, в 


классе действительных чнсел всегда 
выполнимы не только четыре арифме- 
тических действия, но — для 
положительных чисел — извлечение 
корня, и вообще возведение в любую 
действительную степень, а также на- 
хождение логарифма. Наконец, как 
доказал в 1799 году Гаусс (1777— 
1855), в комплексных числах всегда 
разрешимы алгебраические  уравне- 
ния любой степени: уравнение 

аъ" Ра," + ... На, ==0, (1) 
где п — натуральное число, а козф- 
фициенты — комплексные, нмеет 
п комплексных корней. Еще раньше 
(1748 г.) Эйлер построил теорию по- 
казательной, логарифмической, три- 
гонометрнческих и обратных нм функ- 
ций от комплексного аргумента. 

В настоящей статье мы рассмот- 
рим другую классификацию чисел, 
именно, разбиение их на алгебраичес- 


кие и неалгебраические (иначе — 

трансцендентные)*). 
Определение. Число на- 

зывается алгебраическим, если суще- 


ствует  алеебранческое уравнение с 
целыми коэффициентами, корнем ко- 
торого оно является. 

Подчеркнем, что для того, чтобы 
число было алгебранческим, уравне- 
ние (1), которому оно удовлетворяет, 
должно иметь коэффициентами це- 
лые числа (нли может быть приве- 
дено к такому уравнению). 

Очевидно, рациональные числа яв- 
р 


ляются  алгебраическимн: в ть 
корень уравнения 92—р -- О с це- 
‘лымн коэффициентами д и — р. 
Алгебраическимн  числамн являют- 


ся корни квадратных уравненнй с 
целымн коэффициентами, например: 
чнсло # (корень уравнения 2*--| = 0), 


число —И5— Е (корень уравнения 


*) См. также статью Д. Б. Фукса и 
М. $. Фукса «Рацнональные приближе- 
ния и траисцендеитность» и статью Л. А. Ка- 
лужника «К 100-летию теорни множеств 
Георга Кантора», «Квант», 1973, № 12. 


22--22—4-- 0}, число 1 —ЁИ5 (корень 
уравнения 27—22--6 — 0). 


Существуют ли 
трансцендентные числа? 


Естественно  возннкает вопрос: а 
есть ли вообще — трансцендентные 
числа? 


Положительный ответ на него дал 
в 1844 году французский математик 
Лиувилль (1809—1882). В 
1873 году Эрмит доказал транс- 
цендентность числа е, в 1882 году 
Линдеман — трансцендентность 
числа л. В 1900 году на П Между- 
народном конгрессе математиков в 
Париже Д. Гильберт (1860— 
1940), среди поставленных нм и став- 
ших знаменитыми 23 проблем, сфор- 
мулировал седьмую проблем _ 
трансцендентны ли числа вида а 
где & — алеебраическое число, отлич- 
ное от нуля и единицы, а В — ирроа- 
циональное — алгебраическое — число? 
Положительный — ответ на этот 
вопрос дал в 1934 году выдающийся 
советский математик А. О. Гель- 
фонд (1906—1968). 


Результаты Лиувилля 


В дальнейшем мы будем  предпола- 
гать, что алгебраические ин транс- 
цендентные числа — действитель- 
ные, хотя все остается справедливым 
н для комплексных чисел (см. уп- 
ражнения в конце статьн). 

Теорема 1. Листь ® — ир- 
рациональное число, являющееся кор- 
нем уравнения 


| (2)==ао2“--а,27— + ... а, ==0. (2) 


По коэффициентам уравнения и 
произвольному А >| можно най- 
ти такое число М, что для любой 





дроби в = | <А ‚ не являющейся кор- 
нем иравнения (2), справедливо нера- 
венство 
р. 1 
| т | ма: (3) 
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Доказательство. 
теоремы имеем: 


На) = ва" ай --...-- 


+ аала-на, = 0, 
е-челывГе 


аи 1 (2 0 560. 


-[е’-=} 


че =] 


По условию 


— 
— 
5 [3 
— 

}] 

' 

— 
— 
5 |3 
— 

— 

— 

[5 

— 

| 





Так как |“|< А, | [А то 


чем. в 
где 
М = [вом А"— 1+ а,] х 
хп ПА"? + @,—1|. (5) 
Но 
|’ [=] - [аи аа 9... г @9" || 
9 4" 
(6) 


В числителе дроби (6) а, а,,..., 
а, р, а— целые числа, поэтому чнис- 
литёль (6) — целое число, а так как 


(=) 50, то он не меньше единицы. 
Следовательно, 


|и (2 = 2 (7) 


Из (4) и (7) следует (3). Теорема дока- 
зана. 
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Теорема 2. Число 


нс с 
@ — со + о 


где со — произвольное целое, а с;, С..... 
принимают одно из значений 0, 1, 
2...., 9 и не равны нулю подряд, на- 
чиная с некоторого, — трансценден- 
тно. 





Доказательство. Положим 
Сь сз Ск р 
4. = — = = — 
10 паг... 10“ 9’ (8) 
Тогда 
р бу бк. 
через ей 1 ->0, 
и так как а - 10*', то 
р Ска , Ск. * 
м палят — итнотя 1 
р. + 4 Г 21 
Отсюда 
р 1 
&а— = 9| 9" 1 ее 
| 9 
' ЕН . } 94—19 
{9) 
Чтобы доказать  трансцендент- 
ность числа о, предположим  про- 


тивное — что оно алгебраичес кое; тог- 
да и удовлетворяет уравнепию (1), 
коэффициенты которого — целые чис- 
ла. Обозначим через 4 кратчайшее 
расстояние от корня « до других 
действительных корней уравнення. 
Положив А -- |] --4, вычислим 
по формуле {5) число М и выберем 
натуральнсе число А таким большим, 
чтобы одновременно выполнялись 
следующие три неравенства: 


в вы 
49—19 
9 | 

ия ОЕ 
ее" см 

В силу неравенства (9) и сред- 

него из условий (10), г отстоит от & 


РП, 


(10) 
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меньше чем. на 4, и потому не ЯВ- 


ляется корнем уравнения (1). Так как 
р р` 
а а— — |= 
| 9 | | ( 9 |= 
«в < +4, 


то выполняются условия теоремы 1, 
и следовательно, 


‚-. 


ВЕ: 
м Ма" | 


р (11) 


С другой стороны, из неравенст- 
ва (9) и последнего из условий (10) 





р 1 
&— — — 12 
| ы |< Ма" то 
Таким образом, предположение, 


что & — алгебранческое число, при- 
вело к противоречивым неравенствам 
(11) и(12). Следовательна, < — транс- 
цендентное число. 

Итак, теорема 2 позволяет нам строить 
трансцендентные числа. — Именно, 
трансцендентное число можно по- 
лучить нз Рсякой бесконечной дроби, 
у которой не все цифры, начиная с 
некоторой, нули, по следующему спо- 
собу: нужно &-ю цифру после запятой 
поставить на место с номером #!, 
а остальные места заполнить нулямн. 
Например, из числа 0,314159... по- 
лучается такое трансцендентное чис- 
ло: 


0,3100040... 010... 050... 
ы } 
6-е 24-е 120-е 
место место место 
Заключение 
С одной стороны, — действительные 
трансцендентные числа составляют 
часть всех действительных чисел. 


Но приведенный в конце предыду- 
щего пункта пример показывает, что 
В некотором смысле трансцендентных 
чисел «столько же», сколько и дей- 
ствнтельных, — именно в том смыс- 
ле, что из каждого действительного 
числа (кроме конечных десятичных 


чисел) 
дентное. 
Однако в некотором другом смыс- 
ле почти все действительные чис- 
ла — трансцендентные, — алгебраи- 
ческие же составляют лишь ничтож- 
ную часть действительных чисел! 
В 1878 году немецкий математик 
Г. Кантор (1845—1918) доказал, 
что алгебраические числа можно 
занумеровать так, что каждое алгеб- 
ранческое число получит свой но- 
мер, и под каждым номером будет 
алгебраическое число (см. Прни- 
ложенине). Возьмем отрезок сколь 
угодно малой длины, например длн- 
ны ё = 10° см (напомиим, что ра- 
диус электрона равен приблизитель- 
но 101? см}. Изобразив действитель- 
ные числа точкамн числовой прямой, 
покроем алгебранческую точку № | 


отрезком 


можно образовать трансцен- 


1 
дЛННыЫ 8, 


кую точку № 2 — отрезком длины 
1 В 
3=е. алгебраическую точку №п — 


алгебраичес- 


1 
отрезком длины я Е ин так далее. 


Сумма длин покрывающих отрезков 
равна &, хотя они частично и накла- 
дываются друг на друга и покрыва- 
ют не только все алгебраические чис- 
ла, но и часть трансцендентных. Вся 
числовая ось бесконечна, а сумма 
длин отрезков, покрывающих алгеб- 
раические точки, составляет всего 
тысячную долю раднуса электрона! 
Это наглядно показывает, что почти 
все числа — трансцендентные, алгеб- 
ранческие же числа являются редки- 
ми исключениями. 


Приложение 


Назовем рангом уравнения (1) число г: 
га ве... На, (13) 
здесь п|. |а,|2>1, следовательно, г>2. 
Для каждого иатурального 72-2 иеой- 
релелениое уравнение {13) имеет конечное 
число решений в целых неотрицательных чи- 
слах. Следовательно, существует конечное 
число уравнений каждого ранга. Например, 
ранга 2 — два уравиення: +х--0; ранга 
3 — шесть уравнений: 
=2=0, Ех -=0; 
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ранга 4 — уравнемия 
3 =0, + +х=0 + 7 
2—0, +21 =0. 

Найдем корни этих уравнений и выпишем 
их друг за другом: сначала корки уравне- 
ний ранга 2, затем — корки уравпений ран- 
га З н так далее; корни уравнений одного ран- 
га выписываем в произвольном порядке, 
причем если число является корнем несколь- 
ких уравнений, то выписываем его только 
один раз. Получим последовательность чи- 
сел: 


0,1, —1; 


+1 =0 


1 1 
2` У 
далее — корни уравнений ранга 5 и т.д. 
Каждое алгебраическое число, таким 
образом, будет выписано и получит свой 
порядковый иомер в последовательиости. 
Если интересуются только действительными 
злгебраическнми числами, то комплексные 
опускают. 


 —, 2, — 2, 


Упражиения 
}. Докажите, что число 


с 2, . 


ба, 
< == Си о .. + 


ОЕ Зв 


ГАе Со — целое, а С, с2, ... принимают одно 
из значений 0 или 1, — трансиендентно. 

2. Докажите, что теорема 2 справедли- 
ва и в том случае, если числа {ск! принимают 
любые целые значения, ограниченные в 
совокупностн, т. е. еслв существует такая- 
константа В, что [сд]<В для всех значений 
индекса 

$. Докажите, что в теореме 2 можно 
положить 


ее и 
10 Го 10 т 





& = 6 -- 


гле |пк} — любая последовательность на- 

туральных чисел, подчиненная условию 
Пк ьпь. Ё = ео 

а {Ак} — произвольная бесконечно возраста- 

ющая последовательность действительных 

чисел, например, Ак = 164. 

В следующих упражнениях под целым 
комплексным числом мы попимаем число 
вида @а -? М, нод рациональным комплекс- 
ным — чнсло (а -- №)'4, где а, 6--целые, 9 — 
ватуральное Число, а Г-- такое, что #2 -= —1. 

4. Докажите, что если число & удовлет- 
воряет уравнешию {1} с целыми комплексны- 
ми коэффициентами, то оно алгебраиче- 
ское. 

5. Дохажите, что теорема | справелли- 
ва. если в ее условиях © — комплексное ир- 
рациональное. а р’ — кочпаексное  рацио- 
нальное число. 

6. Докажите, что теорема 2 и утвержде- 
ния упражнений 1, 2, 3 справедливы и тогда, 
когза коэффициенты {с»} принимают целыз 
комплексные значення. 
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3. Теомеладзе 


Нелинейное 
программирование 


Земля! Земля! 


Густая мгла тропической ночи обво- 
локла остров, но люди, почувствовав 
под вогамн твердую почву, поверили 
в спасение. Поверили впервые за 
неделю, прошедшую с тех пор, как 
смыло за борт бочонки с водой, впер- 
вые за те тринадцать суток, что про- 
шли после кораблекрушения. 

— Пить! — бормотали  пересох- 
шие губы, когда группа отошла по- 
дальше от моря вглубь острова. Ни- 
каких припасов не осталось — толь- 
ко бесполезные судовые приборы та- 
щили они с собой, словно не решаясь 
расстаться с этой последней реших- 
вией с затонувшего судна. 

— На острове должна быть вода. 
Утром мы займемся ее поисками. 

— Боюсь, кое для кого к утру 
будет уже поздно, — через снлу про- 
изнес Зейдель. — Искать нужно сей- 
зас. В низине должен быть ручей. 

— Но как мы доберемся до ни- 
знны? У нас пет инчего, кроме не- 
скольких слабых фонарей, которых 
хватвт ненадолго, а тьма такая, что 
я не вижу собственной руки, — уста- 
ло возразил Коши. — Вот если бы 
можно было подняться над местно- 
стью ва воздушном шаре и осветить 
ВЕ 

— Воздушный шар? — хрипло 
воскликнул Растригин. — Прожекто- 
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ры?! Зачем предаваться грезам? Нам 
нужно подумать, как обойтись фо- 
нарями. Что скажете вы, Ферма? 

— Господа судьи, — начал Фер- 
ма, но тут же поправился. — Про- 
стите — галлюцинации! Мне показа- 
лось, что я снова в суде — ведь я 
юрист. По моему разумению, нам но- 
может обычный плотницкий уровень. 
Есть ли он среди корабельных прн- 
боров? 

— Да, ях иесколько. Но какое 
отноше... 

— Погодите. Мы должны двигать- 
ся в направлении низины, приклады- 
вая к земле уровень. Как только уро- 
вень покажет, что поверхность го- 
ризоятальна, — мы в низине. Вот 
как я здесь представил на рисунке. 

И он изобразил на листке из 
судового журнала рисунок 1. 

— Но позвольте, — как можно 
вежливее остановил его измученный 
Гаусс, — ведь так мы найдем лишь 
самую низкую точку по выбранному 
направлению. А как его выбрать, 
если ни зги не видно? Что думаете 

Зейдель? 

— Спасибо, ` господин Гаусс, что 
вы сочли возможным обратиться ко 
мне. Я думаю, что в этой ситуации 
нам не помешал бы компас, — ага, 


ваправление движения 
— о р 


Рис. 1 


вот ‘и он. Давайте действовать так; 
сначала установим уровень, ориен- 
тируя его с запада на восток, — он 
показывает снижение местности к во- 
стоку, видите? Пойдем на восток 
до тех пор, пока местность будет по- 
нижаться, как нам любезно подска- 
зал господин Ферма. А дойдя до 
этой точки, снова приложим уровень 
к земле, но уже в направлении с юга 
на север. Допустим он укажет на 
понижение местности к северу. Тог- 
да отправимся на север ин будем ид- 
ти, пока местность будет понижать- 
ся. Так мы будем сворачивать до 
тех пор, пока не придем в низ- 
шую точку. В ней уровень будет 
горизонтален, как его ни поверни. 
Не так ли? 

— Я думаю, сын мой, вы правы, 
и через час мы уже будем здесь с 
полными фляжками, —ответил Гаусс, 
и оба побрели к востоку, захватив 
с собой компас н один нз уровней. 
Ферма отправился за ними. 

— Они правы, правы, — приго- 

варивал деятельный Кошн, нетерпе- 
ливо поглядывая на другой уро- 
вень, — но не во всем. Гаусс и Зей- 
дель отправились на восток. И дей- 
ствительно, местность понижается к 
востоку. Но понижается слабо. Смот- 
рите, сильнее всего снижение про- 
исходнт в направлении на северо- 
восток. Может, туда ин стоит отпра- 
виться? Пожалуй, я так и сделаю. 
Пройду несколько шагов и снова 
проверю, в каком направлении нуж- 
но спускаться, и снова сделаю не- 
сколько шагов. Где моя фляжка? 
Ах, вот она. Минут через сорок она 
уже будет полна! 
‚  — Месье! Кажется, можно прий- 
ти к цели и проще! — крикнул ему 
вслед Канторович, с трудом раскры- 
вая пересохшие губы. — Вам не сле- 
дует останавливаться через несколь- 
ко шагов. Последуйте лучше совету 
господина Ферма я идите до тех пор 
по выбранному направлению, пока 
местность снижается. На уменьше- 
нии числа промеров вы изрядно сэко- 
номите время! 


Куап. тссте.ги 


Но энергичного Коши уже погло- 
тила мгла, и Канторович был вынуж- 
ден поспешить с фляжкой за ним. 

— Ну как? Догнал он его? — 
зачем-то спросил Иномата. 

— Куда там! — возразил ему со 
вздохом Кумада, который в этот мо- 
мент возился с глобусом, снимая его 
с оси. — Им уже не встретиться. 
Они могли бы уже здесь сказать 
друг другу «до свидания». Ну что, 
двинулись и мы, Иномата-сан? 

— Конечно! Зачем нам уровень, 
а тем паче компас? Вот этот шар 
доведет нас до цели. Пусть он сво- 
бодно катится, а мы просто пойдем 
вслед. Ведь шар скатится в самую 
низкую точку. 

И оба скрылись в темноте, ста- 
раясь не упустить шар из виду. 

Цетлин утомленно смотрел вслед 
людям, растаявшим в ночи. 

— © чем вы думаете? — спросил 
его Гельфанд, с трудом поднимаясь 
с земли. — Не о том ли, что Гаусс 
н Зейдель придут не туда, куда 
направлялись? 

— Вы угадали. Они собирались 
найти самую низкую точку, пред- 
ставляя себе местность в виде впа- 
Дины с гладкими стенками (рис. 2). 
Но судьба может сыграть с ними 
злую шутку: им может встретиться 





Рис. 2. 
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на пути овраг. М он быстро начер- 
тил на листке из судового журнала 
рисунок 3. 

— Их счастье, если по дну овра- 
га протекает ручей. А если родник 
в самой низкой точке? 


— Да, тогда судьбе Гаусса н 
Зейделя не позавнаухешь: идя на 
восток, они придут в точку А — 


это самое низкое место на их пути. 
А в направлении север — юг самая 
низкая точка — это снова точка А. 
Таким образом, бедняги придут к 
выводу, что А — самая низкая точ- 
ка на местиссти и умрут в ней от 
жажды. 

— Но может быть, 
фляжка Конии? 

— Боюсь, что и фляга Коши ас 
танется пустой, если он встрегится 
с оврагом. Оказавшись у дна овра- 
га, он будет искать направление са- 
мого крутого спуска, и оно неизбеж- 
но приведет его в точку по другую 


их спасет 


сторону оврага. Мз этой точки он 
вернется на прежнюю сторону и 
далыше пойдет пеболыпими шажка- 


мн до тех пор, пока жажда не сва- 
ант его. Ведь весь овраг он Увидеть 
не может — его фонарь сиособен ос- 
ветить местность лишь у самых ног. 
Надо придумать что-нибудь другое... 

— А что если Канторович дос- 
тигнет пели? Хотя не думаю: если 
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овраг искривлен, а овраги редко 
бывают прямыми, то он начнет ме- 
таться по дну оврага, почтн ие приб- 
лижаясь к цели. Надо стараться 
двигаться по дну оврага. 

— Разумеется, но как? Впрочем... 
кажется, придумал. Посмотрите на 
рисунок 4. Давайте мы оба, вы и я, 
пойдем из двух разных точек мето- 
дом Канторовича. Скажем, я от- 
сюда, а вы — отойдя шагов на сто 
в любом направлении. 

— Понятно, а дальше? Ага, даль- 
не мы оба снустимся на дно оврага 
н постараемся увидеть фонари друг 
друга. Допустим, нам это удастся. 
Тот из нас, чей фонарь выше, двн- 
нется по направлению к тому, чей 
фонарь ииже, 

— Но встретившись, не остано- 
внтся, а пройдет дальше в том же 
направленни до точки Р. Из этой 
точки он снова спустится на дно ов- 
рага, н мы опять попытаемся уви- 
деть друг друга. И так до тех пор, 
нока уровень на дне оврага не ука- 
жет горизонтальный участок. 

И, выбрав фонари поприметнее, 
оба отнравились каждый своим ну- 
тем. 

— А вы, я вижу, не торопитесь 
к влаге? — спросил Растригина Ви- 
нер. — Иначе почему бы вам не вос- 
пользоваться одним из весьма ра- 
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зумных способов, которые предложи- 
ли наши друзья по несчастью? 

— У всех этих способов один 
недостаток — слишком много прихо- 
дится вознться с уровнем, пока най- 
дешь нужное направление. А что 
если пойти по какому-либо направ- 
лению наугад, нока оно ведет на 
спуск? Потом изменить направление 
ни снова спускаться по нему. Изме- 
нить, разумеется, тоже наугад. Раз- 
ве таким образом я не приду к цели? 
Стоит ли терять время на отыска- 
ние направления наискорейшего спус- 
ка, если уже через несколько шагов 
оно перестает им быть? 

И не успел Винер возразить или 
согласиться, как Растригин закрыл 
глаза, повернулся несколько раз на 
месте, как делают при нгре в жмурки, 
н отправился в темноту. 


Методы спуска 


Необходимость пайти максимум илн 
минимум (объединяемых названием 
«экстремум» — «крайнее значение») 
некоторой функции возникает во мно- 
гих задачах экономики и техники. 
А местность можно считать макетом 
функцин двух переменных, скажем 
широты н долготы. — Значение 
функини — это высота местности (над 
уровнем моря} в данной точке, го- 
ризонтали — линин уровня, вдоль 
них функция постоянна. И ситуа- 
ция, возникающая при поиске эк- 
стремума, во многом сходна с той, 
в которой оказались неудачливые пу- 
тешественникни. Поиск экстремума 
происходит как бы в темноте, един- 
ственным средством ориентации слу- 
жат значения минимизируемой (мак- 
снмизируемой) функцин в какой-то 


точке, а также направления ее 
наискорейшего убывания или воз- 
растания. 


Придумано уже немало методов 
отыскания экстремума. Не случайно, 
как заметил читатель, фамилии иотер- 
певших кораблекрушение совпадают 
с фамилиями ряда математиков прош- 
лого и настоящего, которые решали 
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эту проблему. А путь, которым они 
отправились, показывает сущность нх 
методов отыскания экстремума. 

Великий француз П. Ферма 
(1601—1665) первым ясно осознал и 
сумел описать аналитически свойство 
экстремума гладкой непрерывной 
функцин: касательная в этом месте 
должна быть горизонтальна. К. Га- 
усс (1777—1855) и А. Зейдель 
(1821—1896), следуя своему методу 
покоординатного спуска, по очереди 
спускались то вдоль одной, то вдоль 
другой координаты. Спускались до 
тех пор, пока касательная к направ- 
лению движения не станет горизон- 
тальной. А положение уровня ес- 
тественно определяет направление ка- 
сательной. 

Обратнте внимание на то, что 
Гаусс и Зейдель не стремились спус- 
каться по тому направлению, где 
крутизна болыше всего. К этой идее 
первым пришел О. Коши (1789— 
1857). Вектор, указывающий направ- 
ление (вверх} с наибольшей крутиз- 
ной, называется градиентом, асам 
метод Коши — градиентным  мето- 
дом. Именно ио градиенту стал бы 
прокладывать свой путь Коши, если 
бы его иелью была самая высокая 
точка местности, чтобы осмотреться. 
Но всиомним, что на острове стояла 
мгла кромешная н целью Коши бы- 
ла вода. Поэтому он отправился ино 
направлению нанскорейшего убыва- 
ния высоты местности, или по направ- 
ленню анптшградиента. Для опреде- 
ления антиградиента функции суще- 
ствуют точные и приближенные ме- 
тоды, но нам достаточно представнть 
себе уровень, который мы приклады- 
ваем к земле и разыскиваем то на- 
правление, при’ котором воздушный 
пузырек быстрее всего убегает к 
краю шкалы. Конечио, способ этот 
весьма неточен, да и мороки с ним 
немало. Но и для определения гра- 
диента с помощью упомянутых ана- 


яитических методов тоже приходит- 
ся повозиться. 

А потому нетрудно понять 
наших современников, японцев 
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С. Иномату н М. Кумаду, 
которые попытались придать процес- 
су спуска по антиградиенту выше- 
описанный физический смысл. Между 
прочим, нх метод так н назвали «ме- 
тодом тяжелого шарика». Только ра- 
зумеется, при сего использовании ие 
катают глобус по макету функции, 
а лишь решают дифференциальные 
уравиения движения. 

Немало трудностей ждет того, кто 
ишет экстремум Функции, по одна 
из самых коварных — это овраги. 
Любой из методов, даже наиболее 
совершенный в вычислительном от- 
нсшеннии метод наискореииего спу- 
ска Л.В. Канторовича, из- 
вестного советского математика, пирн- 
водит к беспомощному метанию по 
дну оврага. Поэтому советские ма- 
тематики И. М. Гельфанд н 
М. Л. Цетлин н предложили ‹0в- 
ражный поиск», который позволяет 
выследить дно оврага. Итак, как мы 
видим, почти все численные методы 
понска наилучшего направления 
спуска так или иначе связаны с ан- 
тиградиентом. Правда, оказалось, что 
труды по отысканию антиградиента 
не всегда вознаграждаются качеством 
найденного направления спуска, и 
советский ученый Л. А. Растри- 
гян предложил вообще ме тратить 
сил и машинного времени на поиск 
антнградиента, а шагать куда себе 
вздумается, то бишь по случайному 
направлению. И представьте, резуль- 
таты такого образа действий оказа- 
лись ничуть не хуже в вычислитель- 
ном отношении, чем поиски наилуч- 
ших путей. Мначе говоря, не на- 
столько этн наилучшие пути прево- 
сходят по качеству случайный, что- 
бы стоило тратить время на их поиск. 
Разумеется. чтобы выбрать направ- 
ление спуска случайным образом, 
не крутятся на месте с закрытыми 
глазами — для этого в машине ис- 
пользуют датчики случайных чисел. 
И вообще численную сторону методов 
нелинейного программирования труд- 
но продемонстрировать на бумаге — 
это существенно машинные методы. 
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Но вернемся к потерпевшим ко- 
раблекрушение и узнаем, кому из 
них сопутствовал успех в поиске 
воды. 


Там. за перевалом 


Итак, все разбрелись в поисках во- 
ды, кроме кучки Скептиков. 

— Дьявольская жажда! — про- 
молвил один из них. — Неужели вас 
она не мучит? 

— Не меныне, чем вас, — ответил 
Винер от имени остальных. И я 
охотно двинулся бы на поиски во- 
ды, если бы меня убедил какой-то 
из предложенных способов. Но увы! 
Если мы начнем таким способом ис- 
кать высшую точку Земли, то вме- 
сто Эвереста окажемся на вершине 
соседнего холмика. И самое ужасное 
то, что у нас нет никакого средства 
отличить этот холмнк от Эвереста. 
Если, конечно, не привлечь на по- 
мощь математике обыкновенную гео- 
графию. 

— Как это нет? Почему? — поин- 
тересовался молодой Скептик, кото- 
рого скептицизм не отучил еше за- 
давать вопросы. 

— Очень просто. С помощью фо- 
нарнка мы способны лишь убедиться, 
что из данной точки пути ведут вниз. 
А что там, дальше? Вот тут наши 





Рис. 5. 


друзья предложили ряд способов, — 
сн снисходительно показал на остав- 
шиеся листки из судового журнала. — 
Они исходили из того, что на острове 
только одна низина. А если их мно- 
го, и вода лишь в самой низкой из 
этих низин (рис. 5)? Спуск приведет 
нас в точку А, а вода в точке В — 
там гуще горизонтали и, следова- 
тельно, ниже отметка. Задумайтесь 
над этим. 

— Я уже задумывался, — сказал 
первый Скептик. — И решил действо- 
вать так. Сначала пойду куда глаза 
глядят. Потом спущусь в ближайшую 
низину и замерю сё высоту высото- 
мером. Запомню её расположение и 
перейду в новую случайную точку. 
Из нее снова спущусь в низину и 
снова взгляну на высотомер. До- 
пустим, он покажет на сей раз мень- 
шую высоту. Это значит, что вторая 
визниа ниже первой, и там больше 
шансов найти воду. Затем... 

— Что будет затем, ясно, — пре- 
рвали его. — Но уверены ли гы, 
что найдете воду прежде, чем сва- 
литесь с ног? 

— Могу ли я быть в этсм уверен? 
Ведь я же Скептик! Просто это 
лучше, чем стоять сложа рукн. 

И первый Скептик скрылся в 
темноте. 

Второй Скептик привязывал в это 
время шпагат к футбольному мячу, 
невесть как оказавшемуся среди при- 
боров. 

— Уж не собираетесь ли вы по 
следам Кумады? — спросил его Ви- 
нер, одновременно к чему-то прн- 
слушиваясь. 

— Вы почти угадали. Но я по- 
ступлю несколько иначе. Спустив- 
шнсь в низину, я замерю ее высоту, 
а затем буду бить по мячу ногой 
в разные стороны. Если мяч будет 
каждый раз скатываться назад, зна- 
чит, поблизости нет перевала, за 
которым новая иизина. Если же мяч 
не скатится ко мне, я отправлюсь 
по шпагату за ним, приду в низину, 
в которой сн застрял, и замерю ее 
высоту. И так далее... 
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— Но так можно обнаружить 
лишь недалекий перевал. 

— Что вы! У меня сильный удар. 
Меня обычно просят ударить от ворот. 

— В таком случае может прои- 
зойти еще худшее: вы перебьете мяч 
через низину, которую нщите. Мяч 
не вернется к вам, но уведет вас 
от целн. 

— Вы правы... Тогда, пожалуй, 
я не буду стараться каждый раз 
ударить посильнее. Я буду чередо- 
вать сильные и слабые удары. Или, 
скажем, буду постепенно усиливать 
их, начав со слабых. 

— Что ж, я желаю вам успеха. 
Если наградой вам н не послужит во- 
да, то во всяком случае вы повыси- 
те свою спортивную форму. 

— А я поступлю иначе, — обра- 
тился третий Скептик к Винеру. — 
Я отправлюсь просто бродить по 
сстрову, не стараясь найти нанлуч- 
шее направление, и буду погляды- 
вать на высотомер. Побродив, за- 
мечу, где самая низкая точка, и 
уже там начну поиски воды. Все 
эти разговоры убедили меня, что 
если у нас нет карты острова, то 
никакой разумной стратегии движе- 
ния быть не может. Так зачем же 
тогда тратить время на возню с прн- 
борами? Но вы, кажется, не слу- 
шаете меня? 


Где кончается асфальт 


Когда приходится определять экстре- 
мум функции, у которой их много, 
задача намного усложняется. В этом 
случае обычно требуется не только 
найти экстремум (скажем, миинмум), 
но и определить глобальный (общий) 
экстремум, или «минимум минимо- 
рум». К великому сожалению, боль- 
шинство реальных математических за- 
дач, для которых ищется минимум, 
многоэкстремальны. Точно так же 
трудно найти местность, на которой 
одна вершина господствовала бы без- 
раздельно на очень большом про- 
странстве. Обычно даже вблизи вы- 
сочайших вершин имеются вершины 
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поменьше, но есть и относительно 
небольшая область, из которой подъ- 
ем безусловно приведет к высочай- 
шей вершине. Эта область называет- 
ся областью притяжения глобаль- 
ного экстремума. Достаточно вый- 
тн за границы этой областн или ока- 
заться за ними в начале поиска, 
как достижение глобального экстре- 
мума уже становится трудно гаран- 
тировать. Увеличиваются шансы по- 
пасть в местный (локальный) экстре- 
мум. 

Существует много способов борь- 
бы с многоэкстремальностью, одна- 
ко ни один из них не гарантирует 
успеха. Эти методы носят нестрогий, 
как говорят математики, эвристиче- 
ский характер. Сторонники трех раз- 
ных многоэкстремальных методов 
встретились в группе Скептиков. Мы 
не приводим них имена: фронт науч- 
ных исследований в этой области за 
последнее время настолько расши- 
рился и столь многие вступили в 
борьбу с многсэкстремальностью, что 
указанные методы трудно связать с 
чьими-то конкретными именами. 

Одни пробовали выскакивать из 
экстремума, если уже попали в не- 
го, и по успешности или неуспешно- 
сти этих попыток судить о достиже- 
нии глобального экстремума. Дру- 
гне пытались спускаться из несколь- 
ких случайно выбранных точек. На- 
конец, третьи (верх скептицизма!) 
пришли в выводу, что разумнее все- 
го не напрягать разума, а просто 
бродить по острову, поглядывая на 
высотомер. 

Все этн три образа действий на- 
ходят приверженцев средн ученых, 
хотя третий — все реже. Составлены 
специальные программы для вычис- 
лительных машин, которые реализу- 
ют каждый из этих способов и еще 
многие другие. Тем не менее не толь- 
ко завзятые скептики, но и неуны- 
вающие оптимисты не рискуют се- 
годня считать проблему решенной. 
И первое побуждение при анализе 
какой-либо функции на экстремум — 
это попытка доказать ее одноэкстре- 
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мальность. Нередко это достоинство 
почитается не ниже, чем правиль- 
ность математической модели вооб- 
ще. Так, например, отсутствие ло- 
кальных экстремумов в задачах ли- 
нейного программирования — важ- 
ный довод в пользу линейных мо- 
делей, перевешивающий многие их 
недостатки. 

Существуют весьма изощренные 
способы объединения разных мето- 
дов. Например, всех трех скептиков 
можно было объединить в один кол- 
лектив. Вы скажете, между ними 
мало родства? А много и не требу- 
ется. Достаточно того, что они мало 
верят в свои собственные методы. 
Можно отправить их на поиск низи- 
ны общей группой из трех человек, 
порешив, что на каждом шаге поис- 
ка будет действовать тот из них, на 
которого ладет жребий. Скажем, все 
трое будут тянуть из шапки свер- 
нутые бумажки, на одной из которых 
стоит крестик. И, представьте себе, 
в пользу такого образа действий есть 
Свон Доводы. 


Эпнлог 


— Простите, что вы сказали? — пе- 
респросил Винер. 

— Я говорю, вы, кажется, не 
слышите меня? Разве мой метод не 
разумен? 

— Прошу прощения, быть может, 
ваш метод и хорош, хотя лично я 
поостерегся бы назвать его методом. 
Но меня отвлек иной звук. Слышите? 

— Нет... впрочем, да. Кажется, 
это журчание. Но почему здесь, а 
не в низине? 

Оба бросихись на слабый звук, 
который раньше заглушали голоса, 
и припали к роднику, бьющему из 
скалы. Хрустальные струйки, исте- 
кая, тут же терялись среди камней. 

— Как видите, в нашем случае 
решить проблему отыскания воды 
было весьма просто, — сказал Ви- 
нер, светя фонарем своему спутни- 
ку. — Достаточно было всем замол- 
чать на минуту. 


У нас в гостях журнап «Человек м закон» 


Куапетесите.ги 





Я. Шестопал 


Наука читает 
невидимые следы 


Никто не упрекнет историка, если он не зивЕТ 
первого закона термодинамики. Зато его 
безусловно должен знать физик. Ннкого 
не удивит, если специалист по ботанике 
плохо разбирается в математических законах, 
как не удивит и математик, не разбирающийся 
в законах живой природы. Как говорнтся, 
каждому — свое. 

Но есть законы, зиать которые обязан каж- 
дый. Это — правовые нормы государства, 
в котором мы живем. Им должны подчиняться 
люди разных профессий, рангов и званий, 
разных возрастов — н подросток, и убелен- 
ный сединами старик. 

Часто можно слышать особенно в среде 
подростков, ссылку на незнание законов. 
«Я ие знал, что этого делать нельзя». 
«Не думал, что то-то и то-то влечет за собой 
уголовную ответственность». Можно лн в та- 
ком случае остаться безнаказанным? Нет! 
Нормами права предусмотрено, что незнание 
законов не освобождает от ответствеиностн. 
Вот почему совсем недавио приказом мини- 
стра просвещения СССР с нового учебного 
года в восьмых классах общеобразователь- 
ных школ страны введено преподавание 
курса «Основы советского государства 
н права». Право изучается н в ПТУ. Одна- 
ко, овладение этим предметом еще впереди. 
А пока... Пока расскажем о том, как ма- 
тематнка и физнка помогают бороться с пра- 
вонарушениямн, 

Публикуеный ниже матернал подготов- 
лен по нашей просьбе редакцией научно- 
популярного журнала Миннстерства юсти- 
ции СССР «Человек н закон». 


Наверное, многие читатели «Кванта» 
искренне удивятся, узнав, что М. В. 
Ломоносов занимался судебными 
экспертизами. Между тем, это дей- 
ствительно так. Его участие в боль- 
шом количестве экспертных работ 
по Делам о подделке золотых и се- 
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ребряных изделий, об изготовлении 
фальшивых монет и т. д. в свое вре- 
мя сыграло важную роль в установ- 
лении истины. 

Довольно часто следователи и 
судьи обращались за помощью к та- 
ким ученым, как Д. И. Менделеев, 
А. М. Бутлеров, Н. Н. Зинин, Н. Д. 
Зелинский, Н. И. Пирогов, А. Н. Кры- 
лов и другим, чьи имена известны 
всему миру. Произведенные ими 
экспертизы позволили юристам рас- 
крыть ряд серьезных преступлений, 
найти истинных виновников. 

Впрочем, список таких имен мож- 
но продолжить, и о каждом расска- 
зать множество интересных историй, 
связанных с детективными изыска- 
ниями, которые проводились задол- 
го до зарождения подлинно научной 
криминалистики, В наше время в на- 
учных институтах и лабораториях 
Министерства юстиции СССР, кото- 
рые имеются во всех союзных рес- 
публиках, в научно-технических от- 
делах органов внутренних дел бок о 
бок ‹ юристами трудятся физики, 
математики, химики, биологи. На 
службу правосудию поставлены выс- 
шая математика и электронно-вы- 
числительная техника, лазеры и не- 
видимые лучи, микробиология и тон- 
чайший химический анализ. 

Здесь же речь пойдет лишь о 
том, что наиболее близко читателям 
«Кванта», — © применении достиже- 
ний физики и математики в кримина- 
листических исследованиях. 

Широкое применение в кримина- 
листике нашел люминесцентный эанз- 
лиз, основоположником которого по 
праву считается советский физик 
С. И. Вавилов, чей вклад в изучение 
природы люминесценции неоспо- 
рим. С именем американского физи- 
ка Р. Вуда связано фотографирова- 
ние в инфракрасных и ультрафиоле- 
товых лучах, что также используется 
в криминалистических целях. 

„.Возникло подозрение, что у 
гражданина Х. поддельный военный 
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ПОЛНЫЙ БИЛЕТ 





ОЛлНЫЙ БИЛЕТ 
ЕТСКИЙ ВИЛЕТ 1 
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Рис. 1. Фотографии поддельного  железио- 


дорожного билета. сделанные в обычном 


свете и в ультрафиолетовых лучах. 


билет. Эксперт сфотографировал 
документ в ультрафиолетовых пу- 
чах. В результате удалось прочитать 
текст, невидимый при обычном све- 
те. Как это ему удалось? 
Ультрафиолетовые лучи, подчи- 
няясь общим законам поглощения, 
отражения и преломления электро- 
магнитных волн, вместе с тем погло- 
щаются и отражаются рядом ве- 
ществ иначе, чем видимые лучи. Од- 
ни вещества обладают свойством 
поглощать ультрафиолетовые лучи, 
другие, наоборот, беспрепятственно 
их пропускают, оставаясь в то же 
время непрозрачными для лучей ви- 
римого света. Под воздействием 
ультрафиолетовых лучей многие ве- 
щества люминесцируют, т. е. испу- 
скают видимый свет. Наблюдение 
этого свечения — самый удобный и 
распространенный сгособ исследо- 
вания ультрафиолетовых лучей. При 
облучении изучаемого объекта (на- 
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пример, картины или документа) 
ультрафиолетовыми лучами стано- 
вятся видны детали, невидимые при 
обычном освещении. Можно полу- 
чать и фотографии в ультрафиолето- 
вых лучах (см. рис. 1). Для этого 
на светочувствительный слой фото- 
пластинки накпадывают слой люми- 
несцентного вещества, который пре- 
образует невидимое излучение в 
видимое. Фотографии. полученные 
таким образом, оказываются более 
четкими, < болышим количеством 
деталей. 

Так именно и засветилась старая 
запись в военном билете. Окззз- 
лось, что он принадлежал другому 
человеку, был присвоен Х., который 
вытравил фамилию и другие дан- 
ные, относившиеся к прежнему вла- 
дельцу. 

На свойстве инфракрасных лучей 
поглощаться и отражаться некото- 
рыми веществами не так, как види- 
мый свет, основано их применение в 
судебно-зкспертной практике. На- 
Пример, фотографирование в ин- 
фракрасных лучах позволяет выя- 
вить подчистки в документах, читать 
залитые или замазанные тексты (см. 
рис. 2). 

Так же, как в случае ультрафио- 
летовых лучей, присутствие инфра- 
красного излучения можно обнару- 
жить с помощью люминесценции. 
Известны некоторые кристаллофос- 
форы (твердые люминесцентные ве- 
щества), которые дают вспышки све- 
чения под действием инфракрасно- 
го излучения. Правда, для этого ато- 
мы вещества должны быть предва- 
рительно возбуждены. Иногда мя- 
фракрасные лучи оказывают, наобо- 
рот, гасящее действие на возбуж- 
денный кристаллофосфор. В обоих 
случаях результат действия невиди- 
мого излучения становится  види- 
мым. Сравнительно недавно для на- 
@людений в инфракрасных лучах ста- 
ли использоваться злектронноопти- 
ческие преобразователи. В этих при- 
борах (см. рис. 3) изображение 
предмета в инфракрасных лучах по- 


лучается на поверхности светочув- 
ствительного слоя. Электроны, «вы- 
битые» с поверхности слоя под дей- 
ствием инфракрасных лучей, ускоря- 
ются электрическим полем, попада- 
ют на люминесцентный экран и за- 
ставляют его светиться. Такой метод 
обнаружения инфракрасного излуче- 


ния оказывается гораздо чувстви- 
тельнее, чем обнаружение с по- 
мощью прямого действия инфра- 


красных лучей на люминесцентныйя 
экран. 

Известно, что рентгеновские лучи 
обладают большой проникающей 
способностью. Это позволяет ис- 
пользовать их для выяснения вну- 
треннего устройства оружия, бое- 


припасов, замков и т. п. С помощью 
этих лучей можно, например, легко 
обнаружить частицы металла или 
другие инородные предметы в теле 
человека, в деревянных предметах 
ит. д. Между прочим, первым в Рос- 
сии начал исследования по примене- 
нию рентгеновских лучей в кримина- 
листических целях изобретатель ра- 
дно А. С. Попов. В частности, им бы- 
ли проведены успешные исследова- 
ния в кронштадском морском госпи- 
тале, которые позволили обнару- 
жить ружейную дробь в теле чело- 
века. 

В настоящее время эксперты, 
владеющие современными научны- 
ми методами исследований порой 
не только помогают установить исти- 
ну при разоблачении преступников, 
но и оказывают большие услуги на- 
уке. Так, во Всесоюзном научно-ис- 
следовательском институте судеб- 
ных экспертиз Министерства юсти- 
ции СССР умеют восстанавливать 
«угасшие» тексты. Удалось, напри- 
мер, прочесть рукописи и докумен- 
ты прошедших веков. Делается это 
< помощью радиоактивных изото- 
пов. Дело в том, что некоторые сор- 
та бумаги интенсивно собирают на 
своей поверхности радиоактивные 
ионы. А выцветшие чернильные 
штрихи эти ионы не притягивают. По- 
этому, если пропитать чугасший» 
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Рис. 2. Фотографнин трудовой книжки с тек- 
стом, залнтым чернилами, и той же книжки 
< текстом. выявленным с помощью инфра- 
красных лучей. 


текст ревзктивом, содержащим ра- 
Ддиоактивные изотопы, и затем сде- 
лать отпечаток, фиксирующий их из- 
лучения (например, опять с по- 
мощью люминесцентного экрана), то 
получится негативное изображение 
«угасших» записей. 

Теперь немного расскажем об 
использовании в криминалистике од- 
ного из самых современных методов 
исследования внутренней структуры 
веществ — спектрального анализа. 

...Мз охотничьего дробовика убит 
человек. Как найти убийцу? Следо- 
ватель изъял у нескольких подозре- 
ваемых лиц дробь одного и того же 
калибра. Казалось бы, что может 
быть более схожим между собой, 
чем одинаковые, как капли воды, 
дробинки? В отличие от пуль на них 
даже не остается следов канала ство- 
ла ружья. И все же сходство 
дробинок кажущееся. На самом де- 
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Рис. 3. Схема электроннооптнческого 


пре- 
образователя. / — объект, освещенный ия- 
фракрасными лучами; 2 — объектив: 9— фо- 
токатол (светочувствительный слой): 4 —- све- 
товсе Изображение; 5—5’ — фокусирующие 
электроды; 6 — электронное изображение; 7— 
люмицесцирующий экраи (а —- алюминиевая 
пленка, защищающая фотокатод от излуче- 
ния кристаллофосфора. 2 — слой кристалло- 
фосфора, в — стеклянная подложка); 5 — 
глаз наблюдателя. 


ле, свинец, из которого они сдела- 
ны, имеет различные примеси. Коли- 
чества этих Примесей в различных 
партиях дроби, хотя и очень незна- 
чительно, но все таки различаются. 
Для тщательного исследования в та- 
ких случаях применяется спектраль- 
ный анализ. Каждый химический эле- 
мент имеет свой собственный и толь- 
ко ему присущий спектр излучения 
и, соответственно, спектр поглоще- 
ния. Если кусочек свинца, из которо- 
го была изготовлена дробь, сжигать 
а пламени, например, электрической 
дуги. то в спектроскоп можно будет 
увидеть «следы» примесей в виде 
соответствующих черных линий на 
фоне сплошного спектра излучения 
дуги. По «интенсивности» этих чер- 
ных линий можно судить и о коли- 
честве каждой примеси. Таким обра- 
зом была установлена тождествен- 
ность химических составов дроби- 
нок, обнаруженных в теле убитого и 
изъятых у одного из подозреваемых, 
т. е. был найден человек, совершив- 
ший убийство. 

Или такой случай... Хулиган нанес 
человеку удар трехгранным слесар- 
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ным инструментом — шабером. Из 
раны пострадавшего был извлечен 
крошечный осколок металла, ау по- 
дозреваемого обнаружили свежеза- 
точенный шабер. По всей версятно- 
сти инструмент и заточили специаль- 
но для того, чтобы замаскировать 
следы облома. Необходима тща- 
тельная проверка. Для этого следст- 
вме прибегло к серьезному комп- 
лексному исследованию. С помощью 
спектрального анализа определили, 
какие металлы и в каких соотноше- 
ниях входят в состав материала ша- 
бера и найденного осколка. Рентге- 
носпектральный анализ дополни- 
тельно выявил микропримеси, не об- 
наруженные спектральным анали- 
зом. В результате удалось установить 
полное совпадение химических со- 
ставов металлов осколка и шабера и 
таким образом найти преступника. 


се чаще и чаще для криминали- 
В стических исследований исполь- 
зуются различные математиче- 
ские методы и электронно-вычисли- 
тельная техника. 

..В одном городе участились ог- 
рабления учреждений. Исчезали пи- 
шущие машинки, вентиляторы, на- 
стольные лампы и личные вещи, 
оставленные сотрудниками. По всему 
было ясно, что орудует одна и та же 
хорошо организованная и очень 
осторожная группа. Но как поймать 
преступников? 

Тут на помощь следственным ор- 
ганам пришли математики. Они про- 


анализировали все точки, где были 
совершены ограбления, и вероятные 
транспортные пути, по которым сле- 
довали преступники. Затем с по- 
мощью электронно-вычислительной 
машины был просчитан возможный 
пункт следующего ограбления. Рас- 
чет оказался настолько точным, что 
грабителей задержали прямо на ме- 
сте преступления. 

Электронно-вычислительные ма- 
шины широко используются в право- 
вой справочно-информационной 
службе, судебной статистике, для 
проведения различных судебно-экс- 
пертных исследований. В частно- 
сти, для идентификации фотопор- 
третов (т. е. для установления их 
тождественности). Сущность этого 
метода вкратце в следующем. 

Как известно, любое изображе- 
ние на плоскости можно представить 
в виде отдельных точек. Для уста- 
новления идентичности фотопортре- 
тов на них на самых характерных зо- 
нах — глазах, бровях и т. п. наносят 
группы! точек. Затем соответствую- 
щие сочетания точек и их положения 
на плоскости сравниваются между 
собой. 

Криминалисты проводят такие ис- 
следования с помощью ЭВМ, снаб- 
женных специальными устройствами 
ввода и вывода. Машины сами про- 
ставляют точки на фотографиях, 
проводят сравнения и выдают гото- 
вые результаты. 

заключение — немного о Ме- 

ждународной выставке крими- 

налистической техники, которая 
проходила недавно в Москве. В вы- 
ставке принимали участие более ше- 
стидесяти стран и фирм. Здесь были 
представлены: самые современные 
приборы и аппараты, всего около де- 
сяти тысяч экспонатов. 

Посетители выставки могли уви- 
деть охранные устройства, излучаю- 
щие на десятки метров вокруг элект- 
ромагнитные волны, которые, собст- 
венно, и создают охранное поле. 
Стоит преступнику попасть в него, 
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как моментально срабзтывает сигнал 
опасности, по которому вызываются 
патрульные машины. Или аппарат, 
фотографирующий даже в кромеш- 
ной темноте, и портативные теле- 
установки, которые фиксируют и пе- 
редают дежурному по городу ин- 
формацию с места происшествия. 
Любопытное новшество — электрон- 
ноуправляемые печатающие автома- 
ты. Они экономят много времени, 
уходящего обычно на составление 
различных протоколов, постановле- 
ний. Из заранее запрограммирован- 
ных стандартных предложения, 
фраз, слов автомат со скоростью 
50 000 знаков в минуту находит нуж- 
ный вариант и печатает необходимый 
документ со скбростью 900 знаков в 
минуту. 

Были представлены на выставке 
сравнительные микросколы, помога- 
ющие криминалистам идентифици- 
ровать мельчайшие частички пыли, 
волос, ниток, бумаги; масс-спектро- 
метр, обнаруживающий и исследую- 
щий один пикограмм (10-!? г) веще- 
ства (причем ббльшая часть работы 
производится автоматически}; теле- 
фонный анализатор—гроза телефон- 
ных хулиганов, определяющий но- 
мер аппарата, с которого звонят 
абоненту, и записывающий голос 
говорящего на пленку. 

Рассказ о том, как служат юсти- 
ции достижения физики и математи- 
ки, мог бы заполнить солидную кни- 
гу. В этой статье мы ограничились 
лишь незначительным количеством 
примеров. Но иих достаточно, чтобы 
понять, какое обширное поле дея- 
тельности может ожидать будущих 
специалистов, окончивших физико- 
математические факультеты, если 
они захотят посвятить себя борьбе с 
преступностью и нарушениями зако- 
на. Приведенные примеры дают так- 
же понять, что любое преступление 
может быть раскрыто. Невидимые 
следы остаются всегда, и современ- 
ная наука научилась с достаточной 
полнотой их читать. 
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Лаборатория «Кванта» 





Физика — наука экспериментальная. Каждое физическое исследование начинается с 
наблюдения и нзучения какого-либо природного явления н заканчивается сравнением 
теорнн с результатами эксперимента. 

Многие законы н явления природы в основе своей не так уж сложны, а нх характер- 
ные черты можно проследить даже в сравнительно простых экспернментах. Гаянлей 
открыл законы падения тел, наблюдая за тем, как онн падалн с вершнны Инзанской 
башни. Ньютон установил, что солнечный свет является сложной смесью различных 
цветов, с помощью простой стеклянной призмы. Поразнтельно простымн, но необычай- 
но глубокнмн по содержанию н выводам былн многне опыты Фарадея. 

Конечно, сегодня очень мало надежды на то, что с подручнымн средствамн можно 
открыть новый закон прнроды. Физнкам нашнх дней нужны очень сложные эксперн- 
ментальные установкн — ускорнтелн заряженных частиц, атомные реакторы, электрон- 
ные н протонные микроскопы н т. п. Но многое из того, что уже нэвестно науке, мож- 
но самому проверить в простых домашних экспериментах. Движенне маятннкое, рост 
кристаллов, дифракцня н интерференцня волн, поверхностное натяжение наи сухое 
трение — все это можно исследовать простымн подручнымн средствамн. Деревянные 
кубнкн нлн шары, лист бумагн, швейная игла, мыльный пузырь нли струя воды 
нз открытого крана, не говоря уже о компасе н карманном -фонаре, — все это можно 
использовать для разнообразных н поучительных физических экспернментов. Такне 
зкспернменты — первая ступень к самостоятельным нсследованням. Онн помогают 
глубже проннкнуть в суть различных фнизнческнх явленнй, развивают наблюдатель- 
ность н сообразнтельность. 

Раздел «Лабораторня «Кванта» принадлежит к числу снстематнческних разделов на- 
шего журнала. В нем мы стремнмся дать нашим чнтателям возможность пронзвестн 
простые, но весьма поучительные эксперименты. не требующие специального лабора- 
торного оборудовання. 

Из писем наших читателей мы видим, что многне из них охотно проделывают пред- 
лагаемые намн эксперименты н даже стремятся творческн видонзменить их (варьнро- 
вать условня — менять температуру, напряженне нлн другие участвующне в опыте 
фнзнческие величины, подбнрать другне вещества н матерналы н т. д.). Прн этом у 
ннх возникает много неожнданных н интересных вопросов, с которымн онн обращаются 
в нашу редакцию. 

Прн воспронзведенин опнсываемых намн опытов необходнмо обращать особое вни- 
манне на технику безопасностн н строго выполнять рекомендуемые в статьях меры 
предосторожностн. 

Мы надеемся, что «Лаборатория «Кванта» поможет нашнм читателям лучше разо- 
браться в свонх способностях, развнть навыкн будущнх серьезных исследователей 
природы. 
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М. Головей 


«Водяная улитка» 
Архимеда 


Насколько это великолепно, предо- 
ставляю решать тем. кто это до кон- 
ца поймет. 


Галилео Галилей 


Начальный этан развитня физики 
тесно связан с изобретением разанч- 
ных механизмов, облегчающих труд 
человека. Пользуясь совершенно при- 
митивными средствами н матернала- 
ми, познавая на практнке в процес- 
се работы основные законы геомет- 
рин, механики, гидравлики, ученые 
еще задолго до нашей эры создавали 
машины, которые и по сей день по- 
ражают нас глубиной копструктор- 
ской мысли, остроумием и мастер- 
ством исполнения. 

Одним из самых выдающихся изоб- 
ретателей древности был Архимед. 


а} ИРИНА 





Рис. 1. 


И хотя в настоящее время с его име- 
нем связывают прежде всего закон 
о выталкивающей силе, действующей 
на тело, ногруженное в жидкость, 
Архимеду принадлежит огромное чн- 
сло хитроумнейших изобретений. И 
самое выдающееся из них — подъЕм- 
ный винт, который до снх пор так 
и называется винтом Архимеда. Галн- 
лей в одной из своих работ писал, 
что это нзобоетение «не только ве- 
ликоленно, но просто чудесно, по- 
скольку мы видим, что вода поды- 
мается в винте, бесгрерывно онуска- 
Ясь». 

И действительно, при первом бег- 
лом знакомстве с этим устройством 
даже трудно себе представить, как 
может вода, опускаясь по лопасти 
винта или винтовому каналу, на 
самом деле подниматься вверх по 
трубе. В одном из своих сочинений 
Галилей дает подробное описание 
принципа действия этой машины, на- 
зывая ее «водяной улиткой Архиме- 
да». Издали эта машина действитель- 
зо чем-то напоминает улитку. 

Как же работает винт Архимеда? 
Взгляните на рисунок 1, а. На чем 
изображен нилиндр АКСВ, на бо- 
ковой поверхности которсго сделан 
винтовой канал АЕОРХТНС, но ко- 
торому может, не выливаясь, про- 
текать вода или скатываться шарнк. 

Если опустить конец винтового 
канала А в воду, наклонить цилиндр 
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так, как показано на рисунке 1, 6, 
и начать вращать его вокруг опор 
М и М’, то вода потечет по каналу 
ин начнет выливаться из верхнего 
отверстия С. Как это ни кажется 
парадоксальным, но вода, начиная 
двигаться из точки А, все время 
опускается относительно поверхности 
винта, н в результате этого подни- 
мается вверх до точки С. Попыта- 
емся разобраться, как это происхо- 
дит. Пусть участок желоба АЁ со- 
ставляет угол @ с «дном» цилиндра 
АВ. Наклоним цилиндр с желобом 


на угол, болыпий ©. Тогда вода 
заполнит участок АЁ и часть уча- 
стка ЕО. 

Начнем вращать цилиндр вок- 


руг его оси. Все точки участка АЕ 
(кроме точки 41) начнут подниматься, 
в то время как все точки участка 
ЕО (кроме точки Е) будут опускать- 
ся, и вода будет постепенно переме- 
щаться из «затопленного» участка 
дальше по желобу, опускаясь от- 
носительно него вниз н поднимаясь 
относительно поверхности земли. Это 
будет происходить потому, что при 
вращении различные части желоба, 
последовательно замещая одна дру- 
гую, будут находиться по отноше- 
нию к воде в таком же положении, 
в каком находился участок АЁ; поэ- 
тому вода начнет олускаться по же- 
лобу, но в конце кониов ока- 
жется, что сна поднялась из точки А 
в точку С. 

У некоторых читателей уже, на- 
верное, возник закономерный воп- 
рос: «А не противоречат ли все эти 
рассуждения закону сохранения энер- 
гин, не представляет ли собой этот 
механизм вечный двигатель?» Дей- 
ствительно, на первый взгляд ка- 
жется, что так оно и есть. Мы вра- 
щаем колесо, вода стекает по винту, 
как по наклонной плоскости, под 
действием собственного веса нм выли- 
вается из верхнего отверстия. Оста- 
ется только преобразовать запасае- 
мую водой энергию в энергию вра- 
шения самого винта, н вечный дви- 
гатель готов! 
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Если бы эту задачу вам предло- 
жили на уроке физики, то, по-ви- 
димому, многие из вас сразу же воз- 
разили бы, что такое рассуждение 
противоречит закону сохранения 
энергия, а некоторые из вас пошли 
бы в рассуждениях еще дальше ин 
добавили бы, что вода поднимается 
по желобу за счет энергии, подво- 
Димой извне и приводящей винт во 
вращение, поэтому потенцналь- 
ная энергия воды всегда будет 
меньше затрачиваемой на ее подъем 
работы. 

Все это, конечно, верно, но ка- 
ким образом желоб передает воде 
подводимую извне энергию? В каких 
его участках это пронсходит? Как 
направлена при этом действующая на 
воду сила? Попробуйте ответить на 
эти вопросы сами. Для упрощения 
рассмотрения движение воды в же- 
лобе можно заменить движением ша- 
рика по винтовому каналу. 

Примитивную модель винта Ар- 
химеда легко сделать и в домашних 
условиях. Возьмите кусок трубы диа- 
метром 3—5 см и длиной 20-30 см 
мли круглый деревянный брусок та- 
ких же размеров. Роль желоба мо- 
жет выполнять любая резиновая, по- 
лихлорвиниловая (кембрик) или мед- 
ная трубки диаметром несколько мил- 
янметров (чем больше диаметр, тем 
лучше и нагляднее будет модель). 
Очень хорошо, если в вашем распо- 
ряжении имеется прозрачная гибкая 
трубка; тогда движение воды нли 
шарика можно прослеживать и внут- 
рн винта Архимеда. 

Сделайте из этой трубки винто- 
вой желоб, обмотав ею выбранный 
вами цилиндр по винтовой линии, 
н закрепите концы трубки у верхне- 
го и нижнего осмований этого ци- 
линдра с помощью ниток или про- 
волоки. Вот ин все, ваша модель го- 
това к работе. Опустите один конец 
винта в сосуд с водой и наклоните 
его на угол, больший угла наклона 
спирали к основанию цилиндра. Ес- 
лн теперь вращать винт Архимеда 
так, чтобы казалось, что он как бы 


ввинчивается в поверхность жидко- 
сти. оставляя его при этом на одной 
и той же высоте, то через несколько 
оборотов вода потечет из верхнего 
конца трубки. Вместо воды можно 
взять маленький шарик. И если по- 
местнть его в нижний конец желоба, 
то через несколько оборотов винта 
вокруг его оси шарик выпадет из 
верхнего конца этого необычного же- 
лоба. 

Таким же способом можно изгото- 
вить и настоящий насос, приводи- 
мый в движение, например, от вет- 
ряного или какого-либо другого двн- 
тателя. По сравненню с поршневы- 
ми насосами, пригодными для отка- 
чивания только чистой воды, у них 
есть важное преимущество: они мо- 
гут откачивать и сильно загрязнен- 
ную воду. В сравнении же с цен- 
тробежными насосамн Архимедов винт 
является устаревшим механизмом и 
совершенно неконкурентоспособен с 
ними, а поэтому в настоящее время 
для подъема воды он употребляется 
очень редко. Отдельные его экзем- 
пляры можно встретить еще и до 
сих пор только в слаборазвитых 
странах. 

Устройство типа Архимедова вин- 
та, изображенного на рисунке 1, 
называемое в технике шнеком (в пе- 
реводе с немецкого буквально «улит- 
ка»), широко нспользуется в раз- 
‚личных машинах для перемешивания 
и смешения сыпучнх, жидких и тес- 
тообразных материалов. Одной из 
наиболее распространенных его раз- 
новидностей является винтовой ро- 
тор обычной мясорубки. 


Ребусы 


В каждом из этих ре- 
бусов цифры запиифрованы 
буквами или звездочками. 
Одинаковым буквам соответ- 
ствуют одннаковые цифры, 
разным — разные, вместо 
звездочек в ребусе «Простые 
числа» должны стоять про- 


стые числа. Расшифруйте 
примеры. 


Щесть на два 


_ шесть два 
тис тр |" 
_ авт 
Вы. 
неь 
— иеь 


Партинтура 


ВЕ -- М! = ЕА 
РО + $1 == М! 
1Л-+ $1 _= $01. 


Простые числа 


‚ *** 
Х „»ь 
548 
еж» 

2+ 


эф“ 


„Л. Мочалов 
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Математуческий кружок 


Куапетесите.ги 









[ ву’ и] 


ГЕЙ 


Математику можно изучать по-разному. Мож- 
но слушать лекции или взять толстую кингу 
н читать ее подряд: определення, теоремы, 
доназательства. А можно действовать более 
активно:  прочнтать только определення 
и Фформулировкн теорем, отложнть кннгу 
в сторону и придумывать доказательства 
самому. Первый способ дает возможность 
поначалу двигаться быстрее. Но мимо тех, 
кто прндержнвается исключительно этого 
способа усвоення информацни, зачастую 
проходят прнемы н методы, с помощью ко- 
торых былн получены рассматриваемые 
результаты. Чнтатель и не подозревает, как 
много он пропустнт ннтересного, увлека- 
тельного, полезного, обрекая себя на роль 
пассивного воспрнинмателя нстнн. 

Второй способ, хотя он н отннмает больше 
времени, позволяет глубоко разобраться в 
математнческой теорни, учнт выделять то, 
что в данном контексте является нанболее 
важным. дает возможность надолго запомн- 
нать полученные собственным трудом ре- 
зультаты, развивает математические спо- 
собностн школьннков в открывает перед нн- 
ми все новые пути применения математиче- 
скнх знаний. Поэтому именно такой спо- 
соб — самостоятельное открытне нзвестных 
истин (нногда наряду с ннми открываются 
и ранее нензвестные) обычно используется 
в работе математнческнх семннаров, школ 
н кружков. 

Именно на такую актнвную работу чнтателей 
рассчнтаны статьн. помещаемые в разделе 
«Математический кружок». Значительная 
часть содержания статьн преподноснтся обыч- 
но в внде задач. Некоторые из ннх решены 
в тексте. но большинство — и легких, и 
трудных — оставлены для самостоятельного 
решення читателю. Краткне решения этнх 
задач, указання нлн ответы к ним иногда 
помещаются. на последних страницах журна- 
ла, но мы советуем попробовать решнть 
задачи без подсказки. 

Как правило. наш  «Математнческий 
кружок» достунен ученикам 8—9, а нногда 
и 7 класса. Письма с замечаннями н пожела- 
ннями по поводу этого раздела просьба 
ирнсылать с пометкой «Математический хру- 
жок» на конверте. 
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В. Рыжик 


Давайте 
складывать 
точки... 


Можно лин складывать точки? С дет- 
ства мы умеем складывать числа. 
Научились складывать многочлены, 
функции, векторы. Именно векторы 
и помогут нам научиться действовать 
с точками. После того, как мы научим- 
ся складывать точки и умножать 
нх на числа, многие геометрические 
факты можно будет проверять, про- 
водя формальные алгебраические вы- 
кладки. 

Вспомннм основные правила дей- 
ствий с векторами. Векторы можно 
складывать, причем сложение ком- 


а +6 = Ба) н ас- 
социативно (@ 5 5) +се=а-+ (6 + 


- 6)). Векторы можно вычитать. Век- 


мутативно 


торы можно умножать на числа; 
прн этом верны следующие равен- 
ства: 


Г. и ю. ‚а -+ № -а 
и -(^ ‚а — а. -1) а. 


р 05-9 №. 
{Здесь Л, Л,, А, — любые действи- 


> 


тельные числа, а н о произволь- 
ные векторы.) 

Займемся теперь сложением то- 
чек. Зафиксируем произвольную точ- 
ку 0; назовем ее полюсом. Возьмем 
произвольные точки А и В. Соедн- 
ним их с точкой О — получим век- 


торы ОА ин ОВ. Как сложить два 
этих вектора, известно — по прави- 
лу треугольника. Точку С, получив- 
шуюся в результате сложения, и 
будем называть суммой точек Ан 
В: С= А+В (рис. 1). Аналогич- 


но, точку Д, которая получится, 


если из вектора ОА вычесть вектор 


ОВ, назовем разностью точек А и 
В: = А-В. 

Ясно, что при этом сумма точек 
зависит от того, где мы выбрали 
полюс. Но как только полюс зафик- 
сирован, сложение точек сводится 
к сложению векторов. 


Упражнения 

1. Как нало выбрать полюс, чтобы сум- 
ма двух точек А и В лежала на прямой АВ? 
На луче АВ? На отрезке АВ? 

2. Сложите трн вершнны равносторон- 
него треугольника при различном выборе 
полюса: в вершине треугольника, в его цент- 
ре, в произвольной точке. 

3. А, В, С — три любые точки, не лежа- 
щие на одной прямой. Выберите полюс так, 
чтобы нх сумма лежала внутри треуголь- 
ника АВС; вне его. 

4. Пусть А. А....., А, — правиль- 
ный многоугольник. Где надо выбрать по- 
люс О, чтобы выполнялось равенство А,-= 


--Аз-... - Ал==0? Однозначно лн определя-. 


ется полюю этим условием? 

5. Докажите, что четырехугольник АВСО 
является параллелограммом тогда и толь- 
ко тогда, когла А С=В-Б. 


Теперь несложно сообразить, что 
значит умножить точку ма число. 
Пусть полюс О задан. Возьмем прс- 
извольную точку А. Предположим, 
что ее нужно умножить на 2. Ум- 
ножим на 2 вектор ОА, получится 
вектор ОВ; точка В и будет искомой. 
Мы пишем: В = 2А. Вообще, если 


ОВ = ^..ОА, то точку В мы 
называть произведением точки 


будем 
А на 





Рис. 1. 
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число ^: В =АЛ. Так как умноже- 
ние точек на числа мы определили 
через умножение векторов на Числа, 
то для умножения точек на числа 
выполняются равенства 1” — 3°, если 
заменить в них векторы на точки. 

Назовем выражение &-А + 
+ В.В, где а и В — любые числа, 
линейной комбинацией точек А и В. 

Упражнекия 

6. Постройте разность точек ДА и В. 
Постройте, взяв точки А. В и полюс О не 
на одной прямой, точки —В, —А, —А—В, 
—А +В. 

7. Докажите, что если полюс ие лежит 
на одной прямой с точками А и В, то вся- 
кую точку плоскости можно представить 
как линейную комбинанию точек А и В, 
причем единственным образом. 

8. Полюс выбран в центре правильного 
шестиугольника А,Аз... Аз. Запишите точ- 
ки А, А, А.. Азв виде линейных комбина- 
нцнй точек А,и А... 

9. Может ли точка 2.А--З-В лежать на 
прямой 18? При каком условии? 


В предыдущих задачах результа- 
ты действий с точками зависели от 
выбора полюса и тем самым были не- 
однозначны. Однако существует та- 
кой способ действия с произвольной 
системой точек, результат которого 
уже не зависит от этого выбора 
(этот способ окажется полезным нам 
в дальнейшем, при решении зна- 
стоящих» геометрических задач). По- 
смотрим, когда не будет зависеть 
от выбора полюса линейная комби- 
нация двух точек Аи В. — 

Пусть Х.=а.А - В. В, если полю- 
сом является точка О}, и Х. =&.А-- 
+ В-В,- если полюсом является. точ- 
ка О,. Мы хотим, чтобы точки Х, 
ни А_ совпали; для этого необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось ра- 


| 


—+ < 


венство О,А,-=О,Х.. Имеем 0, Х. = 


| 


= 0,0, + О.Х, = 0,0, + а.0,А -— 
+8-0,В = 0,0, + а-б.А— 
—0,0.)+8.(0,8—0,0,) = «.0,А + 
+8-0,В + И @+8)1.0,0, = 
=: 0-Х, + ИП — @+8/-0,0.. Дая 
равенства векторов ода н О. Х, 





Рис. 2. 


ам и достаточно, чтобы © 
чер = Щ. 

Точно так же доказывается ана- 
логичное утверждение для п точек: 
линейная комбинация и - А; + 
-а..А. -... Та, А, определяет 
единственную точку тогда и только 
пшгда, когда о, - а. +... а == 1. 
Докажите его. . 

Будем называть линейную ком- 
бинацию точек нормированной, если 
сумма коэффициентов в этой линей- 
ной комбинации равна 1. В далрней- 
шем мы будет работать в основном 
с нормированными линейными ком- 
бинациями точек, не оговаривая это- 
го каждый раз. 


Понятие нормированной линейной ком- 
бинации л точек имеет простой механический 
смысл; пусть в точках А’, А., ..., Ан 1О- 
мещены массы п,>0, ц;>0, -.., Ви>0, 
причем д, иуЕ ... Рил==1. Линейная ком- 
бинация и Ат нА 2-|"... РивАа — 910 
центр тяжести С системы п масс (см. упраж- 
нение 14) *). 


Следукицая теорема объясняет на- 
глядный геометрический смысл про- 
извольной нормированной линейной 
комбинации двух точек. 


*} С помощью этой механической ии- 
терпретании можно получить многие красн- 
вые факты н теоремы геометрин — см., на- 
пример, статью 3. А. Скопеца «Расстоя- 
НИС между центроидами двух систем точек» 
(«Квант», 1975, № 3). Однако в нашей за- 
метке мы выводим все пужные нам понятия 
из операций над векторами на плоскости н в 
пространстве. (Одно из преимуществ ‘такого 
наложения в том, что Сразу можно рассмат- 
ривать линейные комбинации, в которых не- 
ао ИЗ «масс» д}, Ио, ... . Ни отрицатель- 
вы). 
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Теорема 1. Всякая почка Х 
прямой АВ является нормированной 
линейной комбинацией точек А и В. 

Докажем эту теорему. 

Пусть Х — точка прямой АВ (рис. 2). 


Тогда АХ =А-АВ; следовательно, 


ОХ — 0% =^-®В — 04), 

то есть 

Х—А=лА. (В — А), 
н потому 

Хх =(-Л№.А-А.В. 
Мы видим, что сумма коэффициен- 
тов равна 1. Обозначим число | — 
— ^ через &, а ^. — через В. Получим 

Х =&в.А-- В.В, где + В = 1. 


У пражнення 

10. Докажнте обратное утвержде- 
нис: всякая пормированная линейная Ком- 
бинацня точек А и В прнвадлежит прямой 
АВ. 

Утверждение, доказанное в упражнекии 
10, позволяет вместе с теоремой | охарак- 
теризовать прямую АВ как множество всех 
точек, являющихся нормированными ли- 
нейными хомбннациями точек А н В. 

Н. Найдите множество точек, которое 
получится, если рассматривать всевозмож- 
ные нормированные лннейные комбинацин 
точек А н В ири следующих ограничениях: 

а) коэффициент при А иеотрицателен, . 

6) коэффициент прн В неотрипателен; 

в) оба коэффициента неотрнкательны; 

г} коэффициент при А неотрицателен, 
а прн В неположнтелен. 


З 
12. Пусть Х 1 А 8. В каком 


отношении делится отрезок АВ точкой Х 
(считая от 4)? ; 

13. Докажите, что середины сторон про- 
извольного (даже пространственного) че- 
тырехугольника образуют папаллелограмм. 

М. Докажнте, чго если С=@аА-ГВВ, 
&--В=1, то |АС|: [СВ | =| В: | (если 950). 

Из упражнения 14 видио, что если & 
н В — положительные числа, то точка &А-- 
--В8 совпадает с центром тяжестн двух масс 
и В, помещенных в точках Л и В. Подумай- 
те, как, используя свойства |”, 2°, 3°, по- 
казать, что зналогнчный смысл имеет и нор- 
мироваиная линейная комбинация п точек 
< положитеаьиымн коэффициентами. 


Посмотрим теперь, как будет выг- 
лядеть доказательство теоремы о ме- 
дианах треугольника, если нсноль- 
зовать действия с точками. 

Рри медианы треугольника пере- 
секаются в одной точке и делятся 





Рис. 3. 
ею в отношении 2: 1, считая от вер- 
ашны. 

Пусть в треугольнике АВС проведены 


мелианы АЁ и ВК, Н — точка из пересече- 
ния (рис. 3). Выберем полюс в точке А. 


1 1 
Тогда нЕ (3 в - р С | = 


А, А 


(чему равно число А, мы пока ие знаем). С 

другой стороны, точка Н лежит на прямой 

ВК; поэтому Н-=аВ Е ВК = «В-Р(1 — @К. 
"реа 

то сесть НИ=авВ- °С. 


В снлу единственностн представления 
точки Н в внде линейной комбинании точек 
В иС (см. упражнение 7) 

}. 


а , 





2 
Решив эту систему, получим А = З и 


| 2 
© == 3; ‚откуда В = /.Этн значения коэф- 
фициентов дают такие отношения длин 
отрезков: |[АН|НЕ]=2:, |ВНЩНК]?:1. 
Осталось показать, что Н принадлежит 


2 
третьей медиане. Так как Н а 5 то 
| 
Н=з (8+0)- Но В=2Т, где Т — сере- 


дина стороны АВ. Поэтому ИН = 5 (27 -- 
2 


1 
-2С), то есть Н = т-+ 3 С: Сумма 
коэффипиентов равна |, оба они положн- 
тельны, поэтому Н — точка отрезка СТ, 


делящая его в отношении 2:1. 
Рассуждения, примененные нами 
при доказательстве теоремы о ме- 
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дианах, помогают во многих случаях 
вместо дополнительных построений. 
рассмотрения подобных треугольни- 
ков н т. п. обойтись простыми вы- 
числениями. 


Обычно схема рассуждений та- 
кова: 

1) выбираем полюсе в наиболее 
удобной для решения точке (если 


мы работаем с нормированными ли- 
нейными комбинациямн, То это ни 
на что ие влняет); 

2) получаем для какой-либо точ- 
кн два представления в виде линей- 
ной комбинанин двух точек, не ле- 
жащих с полюсом на одной прямой; 

3) решаем систему, связывающую 
между собой коэффициенты получен- 
ных лннейных комбинаций (в нор- 
мированных комбинациях появляет- 
ся еще условие, что сумма коэффи- 
циентов равна 1). 

Попробуйте применить эту схе- 
му в следующих задачах. 
и. 


15. В треугольнике АВС отложили на 
сторонах АС и ВС точки К и Е так, что 


| 1 
МК = д Ма, 1ВА = 186]. В ка. 


ком отношении делятся точкой пересечения 
отрезки ЯЁ н ВК? Лежит ли она на меднанс, 

проведенной из вершияы 
16. В треугольнике АВС отложилн на 
сторонах АС, СВ н ВА отрезки АК, СЕ 
1 


и ВМ так, что каждый из них составляет з 


соответствующей стороны. Проведены отрез- 
ки АЕ, СМ, ВК. В каком отношении онн 
разделились точками пересечения? 

+7. Прямая пересекает треугольник АВС 
так, что сторона АВ делится в отношении 2:1, 
сторона ВС — в отношении 3:1. В каком 
отношении делится вершиной С отрезок 
АЕ от вершины А до точки Ё пересечения 
прямой АС сс давной прямой? Попробуйте 
обобщить эту задачу. 

18. Вершина параллелограмма соединепа 
с серединами противоположных сторон. В 
каком отиошеннн делят проведенные от- 
резки диагональ лараллелограмма, протнво- 
положную данной вершине? 


В основиом все, что мы до сих 
пор делали, происходило в плоскс- 
сти. А теперь «выйдем» в простран- 
ство. 

Теорема 2. Всякая точка пло- 
скости АВС является нормированной 


А7 





линейной комбинацией точек А, В 
и © 

Доказательство. Пусть 
точка Х принадлежит плоскости АВС 


(рис. 4). Имеем ОХ — бА + АХ. Так 
как точкк А, В, С ие лежат на од- 


прямой. то АХ = ^,- АВ - 


—> — 


Ной 
+-^..АС. Теперь получаем: ОХ = 
- АНА . А-а = + 

+ №, -©В — ОА) + 2, (06 — 0А) 

= — № —№) ‹ 0.4% бВы- 


-- ^.:ОС. Сумма коэффициентов рав- 
на 1. Обозначим число 1—2, — А, 
через а, число А, — через В и А, — 
через 2; тогда Х =@А -- ВВ + УС, 
где а ЕВ ту == 1. 

Упражнения 

19. Докажите обратное утвержде- 
ние: всякая нормировациая лилейная ком- 
бинация точек А, В н С, не лежащих на 
одной прямой, принадлежит плоскости АВС. 

20. Если три точкн и полюс не лежат в 
одной плоскости, то исякая точка простран- 
ства единственным образам представляется 
в виде линейной комбинанин трех данных 
точек. Докажите это. 

Решенне элементарных стереомет- 
рических задач с использованием дей- 
ствий над точками основано на тех 
же принципах, что и решение задач 
планиметрии. Рассмотрим, например, 
такую задачу: в параллеленипеде 
АВСЕА,В,С,Е‚ проведена диагональ 
АС,: доказать, что плоскости АВЕ 
з В.Е,С делят эту дназональ на 
три равных по длине отрезка. 
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Для доказательства выберем по- 


люс в точке А (рис. 5). Пусть К — 
точка пересечения прямой АС, и 
плоскости АВЕ. Тогда К = *.-С,, 
то есть К =А.(В + Е-+А,). С дру- 
гой стороны, К принадлежит плоско- 


стн АВЕ; поэтому К=а-А, + 
+ В.В - ъ-Ё3, ге о ВУИ. 
Получаем систему: 

0-й: В=м т-м№ яфруу=1, 


с ы 1 
нз которой находим, что А = 3. Га- 


ким образом, |АК] == МС. Пусть 


теперь М — точка пересечения пря- 
мой АС, и плоскости В,Е,С. Анало- 
ГИЧНЫМИН рассуждениями показывает- 


ся, что М = = Си ‚откуда ТАМ! = 


2 
ЕР з МС . 


Упражнение 

21. Докажнте, что все диагонали парал- 
лелепинеда пересскаются н одной точке. 

Заметим, что названия операций 
«сложение» и «умножение на число», 
которые мы ввели для точек, не обще- 
приняты. Обычно говорят не о ли- 
нейных комбинациях точек 2,А, -Г... 
... то,А„. ао лннейных комбинациях 


векторов 42,04, + .-. +,„ОЛ), 
явно указывая выбор «полюса» 0. 
Это, разумеется, не меняст существо 
дела — разница лишь в обозначени- 
ях; именно в краткости обозначений 
состоит главное преимущество «ал- 
гебры точек», с которой вы позна- 
комились В этой статье. 
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Этот раздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала. Задачи, пуб- 
ликуемые здесь, нестандартны, но для нх решения не требуется знаний, выходящих 
за рамкн нынешней школьной программы. Многне задачи будут понятны ученикам 
7—8 классов. Наряду с относнтельно легкими задачамн здесь встречаются н такне, ко- 
торые нелегко решить н специалистам — математнкам н физикам. Самые трудные за- 
дачи помечены звездочкой. Еслн не сумеете быстро справиться с задачей, — не опускай- 
те рукн, попробуйте вернуться к ней еще раз — через день, через неделю. Еслн задача 
вас заинтересовала, то не откладывайте ее даже после того, как решение найдено, — 
подумайте, как наиболее рационально н убедительно записать решенне, как можно 
обобщить задачу, уточнить нли усилить ее результат, какне близкие к ней задачи вы 
встречали. Мы будем рады получить от читателей решения задач м относящиеся к ним 
соображення. 

Во второй частн раздела «Задачник «Кванта» мы помещаем решения задач (примерно 
через полгода после публикации условий) с учетом присланных читателями писем. По 
существу, решення задач — это небольшие заметки, н мы советуем познакомиться с 
нимн и тем, кто не получал в прошлом году «Квант» нлн не решал задач. В нечетных 
номерах «Кванта» {№№ 1, 3. ...) мы приводим фамилни читателей, приславших нам 
правильные решення задач. Школьники, которые в течеине года регулярно присылают 
интересные н полные решения, получают приглашение на республиканские олимпнады 
по математнке нлн физике (этн олимпнады, как правило, проходят в весенине каникулы }. 
Кроме того, для победителей нашего постоянного конкурса по решенню задач редак- 
ция устанавливает несколько специальных премий. 

Разумеется, не все нашн задачи публикуются впервые. После формулировки мы обычно 
указываем, кто предложил нам эту задачу. Придумать новую орнгинальную задачу — 
сделать небольшое самостоятельное «открытие» — пожалуй, даже труднее, чем ре- 
шить готовую чужую. Если вам это удастся, пришлите нам задачу вместе с решеннем. 
Напишите, как возникла у вас задача: встречали ли вы похожие задачи нли идеи реше- 
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результат. Нанболее красивые н интересные задачн мы опубликуем в «Задачнике» или 
других разделах «Кванта». 

Наш‘адрес: 113035, Москва, Ж-35, ул. Б. Ордынка, 2/16, редакция журнала «Квант». 
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«задачи М361!, М362» нли «ФЗ73» или «новая задача по математике (по физнке)» . 
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стараемся отвечать всем нашим постоянным корреспондентам. Очень просим оформлять 
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вать только в том случае, еслн онн будут написаны на русском языке н присланы не 
позже, чем через полтора месяца после выхода из печатн соответствующего номера. 
Крайний срок присылки ответов на задачн этого номера — | марта 1976 года. 
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Задачи 
№361 —М365; ФЗ73— $377 
М361. Двое нграют в следующую 


игру. На клетчатой бумаге выделя- 
ется прямоугольник тон каеток. 
Каждый по очереди вычеркивает все 
клетки какого-нибудь горизонталь- 
ного или вертикального ряда, в ко- 
тором еще есть иевычеркнутые клет- 
ки. Выигрываег тот, кто вычерки- 
вает последние клетки. 

Кто может обеспечить Выиг- 
рыш: начинающий или его партнер? 
(Ответ, конечно, зависит ог ён п.} 

А. Бернард, А. Фелыитын, А. Ткачев 


М362. Поделим каждую сторону вы- 
пуклого четырехугольника ЛВС па 
три равные частн и соединим отрез- 
ками соответствующие точки на про- 
тивоположных сторонах (рис. 1). До- 
кажите, что площадь «среднего» че- 
тырехутольника в 9 раз меньше нило- 
щади четырехугольника АВС. 

А. Лошииц 


М363. Две параболы © параллельны- 
ми осями пересекаются в точках А. 
и В.. Ча первой из них берутся то- 


чки А,--., Ав, На второй — точки 
В...-.. Вы т чо ДЖ ВВ, 
А, А. || В,В.,..., Аш, Аз | Выя-, Вл: 


Докажите, что АВ. || Во Ле. 

Науен Коне Кви 
М364. Из 16 космонавтов нужно вы- 
брать А-х— экипаж ксемического ко- 
рабля. Тренировки проводятся с 4- 
мя экипажами по 4 человека в каж- 





Рис. 1. 
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дом. Можно ли составить расписание 
тренировок таким образом, чтобы 
любые два космонавта побывали в 
одном экипаже ровно один раз? 


М365. а) Сумма нескольких чисел 
равна |. Может ли сумма их кубов 
быть болыцше единицы? 
6) Тот же вопрос для чисел, каж- 

из которых меныше единицы. 
в) Может ли случиться, что ряд 
ата, та. |... сходится, а ряд 
д м +- фм 

(Напомним, что ряд ох, Ех, 
-- хз --... называется сходящимся, 
если последовательность чисел 5» 

х. + х. +... + х,„ имеет предел.) 


де 


$Ф373*. Два биллиардных шара, один 
из которых первоначально покоит- 
ся, испытывают упругое — «косое» 
столкновение. Линия, проходящая че- 
рез центры шаров при столкновении, 
составляет угол 60’ с направлением 
первоначального движения налетаю- 
щего шара. Во время столкновения 
шары деформируются, и часть кине- 
тической энергин налетающего шара 
переходит в потенциальную энергию 
упругой деформации шаров, которая 
при разлете шаров вновь переходит 
в кинетическую энергию. Определить 
максимальную Часть энергин шаров. 
переходящую в энергию упругой де- 
формацни в процессе удара. Шары 
считать абсолютно гладкими. 


$3З74*. На дне стакана с водой лежат 
несколько запаянных с одного кон- 
ца и заполненных воздухом капил- 
лярных трубок. Диаметр трубок 4 
:0,2 мм, высота уровня воды в сга- 
кане д — 10 см. При кипенин воды 
у открытых концов трубок обрз- 
зуются пузырьки пара. Чему равна 
температура воды на дне стакана, 
если атмосферное давление равно 
10° я/м:? Коэффициент иоверхност- 
ного натяжеляия воды принять рав- 
ным 57 дин/см. Считать, что давле- 
ние насыщенных паров воды вблизи 
100°С возрастаст на 27 мм рт. ст. 
при повышении температуры на 1". 


$375. На горизонтальной поверхно- 
сти лежат два бруска с массами ту 
н 21,, соединенные недеформирован- 
ной пружинкой. Какую наименышую 
горизонтальную силу Р нужно при- 
ложить к одному из брусков, чтобы 
сдвинулся и второй брусок? Коэф- 
фициент трения брусков о поверх- 
ность равен А. 

Г. Коткин 


$376. Песочиые часы диаметра & 
вставлены в запаянную и заполнен- 
ную водой стеклянную трубку диа- 
метра р (р = а). В начальный мо- 
мент часы находятся внизу трубки 
{рис. 2). При переворачивании труб- 
ки часы па некоторое время оста- 
ются вверху трубки, затем медленно 
онускаются вниз. Найтн время, в те- 
чение которого часы находятся ввер- 
ху трубки, если высота часов Й 
(й>4), их масса АЙ, масса нахо- 
дящегося в часах песка гп и коэффи- 
циент трения часов о стенки трубки 
равен А. Время пересынания песка 
из верхнего в нижний отсеки часов 
равно т. 


ФЗ77. Если смотреть прищурившись 
на далекие яркие лампы, то обычно 
зидиы вертикальные или слегка ва- 
клонные столбы света, идущие вниз 
и вверх от лампы. Объясните это 
явление. Придумайте и поставьте опы- 
ты для того, чтобы проверить ва- 
не объяснение. 

Подсказка. Поверхность ро- 
говицы не бывает сухой. Она всегда 
покрыта слоем слезиой жидкости. 


Г м — 








Рис. 2. 
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Решения задач 
М321_М325; ФЗЗ3, $335 —ФЗ38 


М321. Имеется прямоугольный стол площа- 
ди 1. Докажите, что для любого >> можно 
указать систему прямоугольных салфеток, 
покрывающих этот стол (края салфеток 
параллельны краям стола), такую. что лю- 
бая ее подсистема, состоящая из неперекры- 
вающихся салфеток. имеет няощадь, мсне- 
шую в. 


Мы будем говорить, что система салфеток 
А является подсистемой системы В, ссли 
всякая салфегка из А является салфеткой из 
В. Введем такое обозначение $(А) — ла2- 
щедь системы А — это площадь части стола. 
покрытой всеми салфеткамн из А. 

Прежде чем начать решать задачу, опишем 
построение двух систем салфеток, которые 
пригодятся нам в дальнейшем. 

1. Построение снстемы А^. 

Система А? состонт из одной салфетки с 
координатами вершин (0, 0), (а, 0), (0, 5), 
(В). 

Система А® получастся нз системы А*—1 
добавлением двух салфеток: (см. рисунок 1): 
салфетки с координатамн вершин 
(0. 0), (2%а, 0), 0, 25), (а, 2—5), 
и салфетки с координатами вершин 
(0. 0). (2—*а, 0), (0,2* 5), 2—*а, 215). 
Каждая из этнх салфеток имест площадь аб н 
ровно наполовину вылезает из системы АЁ-, 
ноэтому 





$(АР) = З(А--аь и (АЕ 06, 
то есть Е 
(площадь каждой салфетки) = — . . @) 


Заметим, что всякие две салфетки из системы 
Ай перекрываются. 


2. Построеине системы ВА. 


Система В совпадает с уже построенной 
системой АА, у которой параметры а и В 


подобраны так, что 2^-а и 2.5 — это длины 
сторон стола, а система координат хОу свя- 
зана со столом следующим образом: начало 
координат О — произвольный угол стола, а 
осн координат нанравлены по сторонам стола. 


Система В® получается из снстемы В 
так. Нужно часть стола, не покрытую салфет- 
ками системы В“ _,, мысленно разрезать иа 
прямоугольные столики и на каждом из них 
чюстроить «свою» систему Вё. Затем к сал- 


феткам системы В ‘нужно добавить полу - 
чившиеся ‘повые салфетки — это н будет 
система В. 


Теперь легко решить задачу. Пусть =>0. 


2 
Выберем В так, чтобы Ен = >. Заметим, 


51 





что система ДЕ состоит из большого числа по- 
парно неперекрывающихся подсистем, подоб- 
ных АА, Если в ВА выбрать подсистему С непе- 
ресекающихся салфеток, то в каждую из 
таких систем, составляющих 8 ‚ входит не 
более одной салфетки из С. Используя (»), 





$ (В 
получим, что $ (С) = : и 
|| } т 
А так как $ (В) <1н <>, то 
1 
$©<5е (=) 


для любого п и любой подсистемы ССВ. 
Осталось выбрать л. Заметим, что 

$ (в&} = 5 (А*) = (&-- пав; 
но так как Зстола == 22*.06(=\), то, сле- 
довательно, 


$ (в#) = 


2- 


= 1 
о? 





- (площадь стола, 


на котором построена В). 


Телерь ясно, что плошадь части стола, 
не покрытой салфеткамн системы В\, равна 
разности между площадью Части стола, ие- 


покрытой салфетками системы Ва у и про- 





изведением ета то есть 
#—5 (в#) В 
. И 
588, (Е). 


Из этого следует, что площадь части 
стола, не покрытой системой ВА, меньше, 


ЕЯ 
чем (1 -—— из] - 
В -}- \\ 
Выберем п так, чтобы (| —= = < Е 


Часть стола, не покрытую системой В", по- 
кроем  неперекрызающимися салфетками 


на эту площадь, 
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х 


как-нибудь, а затем добавим их к системе 
В. Тогда мы получнм нужную систему. 


Действительно, пусть в ней выбрана под- 
система цеперекрывающихея салфеток. Те 


из них, которые принадлежат к Ви, имеют 


= 
общую площадь меньше 5 в силу выбора № 
н соотношения (#*). А все остальные салфетки 
2 
имеют общую площадь также меньше =. в си- 


лу выбора п. 
А. Браилов 


М322. а) Фигура, состоящая более чем из 
одной точки, Является пересечением М кру- 
208. Докажите, что границу этой фигуры 
можно представить в виде объединения не 
болег 8№—2 дуг окружностей. 

6) В алфавите № букв. Несколько букв 
выписано по окружности так. что никакая 
буква не встречается два разо подряд и дая 
яюбых двух различных букв а, 6 можно про- 
вести прямую так. что все буквы а будут 
по одну сторону от прямой; а буквы 8 — 
по другую (рис. 2). Докажите, что выписано 
не более 2№—2 букв. 


Покажем, каким образом задача а) выво- 
дится из задачи 6). 

Возьмем алфавит из № букв н присвоим 
каждому из данных кругов одну из букв э1о- 
го алфавита. Будем обходить граиицу даиной 
фигуры, выписывая последовательно ‘буквы, 
обозначающие кругного границам которых мы, 





Рис. 2. 


проходим (рисунок 3; на нем изображены че- 
тыре круга). Если этн буквы с сохраиением 
порядка расположить по окружности 
(рис. 4), то полученное расположение будет 
удовлетворять условию задачи 6}, иотому 
что окружности не могут пересекаться так. 
как иа рисунке 5. Так как (в силу задачи 6} 
выписано не более 2№—2 букв, то граница 
данной фигуры состоит не более чем из 2М—2 
дуг окружностей. 

Утверждение задачи 6) докажем индук- 
цией по М. 

База кидукции очевидна. Для осуществле- 
ння индукционного перехода предположим, 
что буквы расположены по окружности рав- 
номерно (в вершинах правильного много- 
угольиика), н выберем пару одинаковых букв 
с мннимальным расстояннем между пими {рас- 
стоянием между двумя точками. окружности 
мы пазываем длииу меньшей из дуг, соеди- 
ияющих эти точки). Пусть это будет пара букв 
а, н пусть $ — одна из букв на кратчайшей 
дуге, соединяющей две буквы а. Тогда из ус- 
ловия задачи вытекает, что буква © встреча- 
ется на окружности в единственном экземи- 
ляре. Вычеркием букву 6 и одну из букв а, 
если после вычеркнвания буквы $ две буквы 
а окажутся рядом. Так как теперь на окруж- 
кости встречаются лишь №—1 разных бухв, 
то по индукпионному предположению выпи- 
сано не более 2(^/—1)—2=2№М—4 букв, 


а так как было вычеркнуто’ не более двух 
букв, то всего было выписано не более 2—2 
букв, что и требовалось доказать. 

С. Фомин 





Рис. 3. 





Рис. 4. 


Куап.тссте.ги 





Рис. 5. 


М323. Докажите. что любую функцию, оп- 
ределенную на всей числовой прямой, можно 
представить в виде суммы двух функций, 
график каждой из которых имеет центр 
симметрии. 


Пусть функция {} определена по всей число- 
вой оси. Представим ес в внде суммы функ- 
ций & и Я, график первой из которых симмет- 
ричен относительно начала координат, а гра- 
фик второй — относительно точки с коорди- 
натамы (1. 0). 

На промежутке [—1!, 1[ определим фуик- 
иию & так, чтобы она была нечетной, а фуик- 
цню А зададим равенством #(х)= НК -—в(х). 
Затем положим #(=0. а на промежутке 
П, 3{ определим функцию Я так, чтобы ее 
график был симметричен относительно точки 
(1.0). Для этого нужно положить #(х)= 
= —#(2—х} (ели хЕИ. 3. то 2-х С 
с ]—1, Ц). Функцию Е на промежутке 
{1, З[ зададим равенством &(х) = Кх) — №Мх). 
Теперь мы можем определить функцию & на 
промежутке |—3, —1] равенством вх} = 
— — в(—х), а затем и функцию Л иа этом 
промежутке равенством й(х) = Их) — 20. 
Далее можно определить функции бий 
на промежутке [3, 5[: Я = —#@—»), 


2) = Кх) — #(х). затем на промежутке 
—5, —31:80) = —&(—2%0. 8) — Ко—&() 
н так далее. 

А. Сергеев 


№М324. Имеется несколько кучек камней. 
Двое играют в игру, ход которой состоит. 
8 том, что игрок разбивает каждую кучку, 
состоящую более чем из одного камня, на две 
меньшие кучки. Ходы делаются поочередно 
90 тех пор, пока во всех кучках не остинется 
по одному камню. Победителем считается 
игрок, сделавший последний ход. Как должен 
нграть начинающий, если сначала в каждой 
кучке было от 80 00 120 канней? 


Будем следить за максимальным числом 
камией в одной кучке {назовем его М). 

Своим первым ходом начинающия может 
сделать М= Тогда после первого хода 
второго нгрока М будет заключено между 32 
н 62, и начинающий своим вторым ходом мо- 
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жег сделать А1.= 31. После очередного хода 
второго игрока будет выполнено иеравенсгво 
16 = М = 30, и начинающнй свонм третьим 
ходом делает М=15. Далее своими ходами 
вачннающий последовательно добивается, 
чтобы число М равнялось Т, 3 и. наконец, 1, 
что и означает его нобеду. 

Так же можно доказать, что в этой игре 
выигрывает вачииающий, если вначале М 5 
2 2—1, где А — натуральное, и его парт- 
нер — если М = 2—1. 

С. Фомин 


№325. В числовом треугольнике верхнее чис- 
ло равно 1 и крайние числа в каждой строке— 
тоже \, а каждое аз остальных чисел не мень- 
ше суммы Овух чисел, стоящах над ним (в 
частности, зпюму условию идовлетворяет 
«треугольник Паскаля»). Пусть натуральное 
число а, большее 1. встречается в этом тре- 
угецарник" Е раз. Докажите, шно № а?. 


Разобьем чнсловой треугольник на пря- 
мые углы (см. рисунок 6) и занумеруем эти 
углы числами 0. 1,2, 3, 4,... Пусть ха — Чис- 
ло, стоящее в вершине 11-го угла, а Ум и 
2: — числа, стомщие над числом хи, > 1 
Тогда ут > Хт—ь И 2т в Хт-а, а Так как 
Хи: = Ут -Г т. 10 Хи >> Хт—ь, Причем если 
то 2, ТО Ут_> Хт-ь 2т> Хт—ь Т@К ЧТО 
хи > 2хы—. Так как хь = 1, т хт > 27, 
причем хт > 2" при тс 2. Предположим 





Рис. 6- 


теперь, что х„„— наибольшее ия чисел, распо- 
ложениых в периинах углов, не превосходя- 
щее числа а, то ссть хи а, Хиль» а. «Сторо- 
ны» каждого из углов с померами 1, 2, ..., т 
содержат не более двух чисел, равных а, 
а углы с померами, большими т, состоят из 
чисел, болыних а. Следовательно, В <= 2т. 
В то же время а >> хи, > 27, откуда следует, 
что 2 = 21т — а?, причем равенство 2 == 
= и? возможно лишь при л'! >= 1. Но тогда 
в = 2, 2* = 4, так что а = 2. Но легко убе- 
диться, что число 2 может встретиться в чис- 
ловом треугольнике не более одного раза, так 

что и в этом случае 2 < а?. 
Ю. Нонин 


$333. Ма непроводнщем диске радиуса Ю 
закреплена по хордге проволока Флиной {. 
Диск вращается с постоянной угловой ско- 
ростью ш. Перпендикуаярно к диску направ- 
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Рис. 1. 


лено мигнитног поле с индукцией В рис. Т). 
Найти разность потенциалов между сере- 
диной и кояцом проволоки. 


Рассмотрим сначала проводник ОА дзу- 
ны Ю, закренленный па диске вдоль его ра- 
днуса. Прин вращении диска на свободные 
электроны проводника будут действовать си- 
лы Лоренца, вследствие чего между концами 
проводника возникнет разность потенциалон. 
Ее можно рассчитать, представив, что лдви- 
жущийся конец А проводника скользит по ио- 
лукруглому  контактному проводу, соеди- 
меккому с конпом О через вольтметр (рис. 8). 
Тогда за малый промежуток времени Аг 
площадь контура, образованного движущим: 
ся и покоящимися проводниками. изменится 
на А5 = Ю?%А4(2, а магиитиый поток через 
этот контур — на АФ = ВА$. Следователь- 
но, абсолютная велнчина 3. м. ©. МиИАукции 
в контуре, равная модулю разности потен- 
иналов на концах проводника, будет равца 

«| = АФГА: = ВЮ*м2, 
арнчем потеициал неподвижного конца О 
проводника будет выше потенциала коица А. 

Если бы длина протодиика была равна а, 
то потенциал конца О был бы выше соответ. 
ственно па величину 

%. == Ва*2. 

Вориемся теперь к исходной задаче. 
Дополним проволоку длины /, закрепленную 
по хорде, двумя  проводинками длины А н 
@ == И А? — {?/4, соединяющимн центр диска 
с одним из коицов проволоки и с ее серединой 
(точки А и С на рисунке 9}. При врашении 
аднска магнитный поток через треугольный 
контур АОСА не меняется, следовательно, 
полная э. д. с. НиДУКЦИИ В контуре равна 
нулю, т. е. 

Чел — + $ = 0. 
Эго означает, что искомая разность потенциа- 


лов между серединой С проволоки и ве кон- 
цом А равна 


Во 
СА = И: = (А: — а?) 55 В? /8 й 
Б. Буховцев 
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Ф335. Цияиндрический сосуд радиуса В. 
ось которого составляет угол @ с вертикалью. 
заполнен водой. В цилиндр опускают хорошо 
притертый поршень, материал которого 
пропускает воздух, но непроницаем для во- 
ды. При каком минимальном весе поршня 
вся его нижняя поверхность будет касаться 
воды? 


Рассмотрим снлы, действующие на пор- 
шень. Это — снла тяжести лб. равнодейст- 
вующая @ сил давления воды и сила реакции 
М со стороиы стенок цилиндра (рис. 19). 

По условию задачи вес поршня должен 
быть минимальным. Это означает, что в самой 
верхней точке касання поршня н воды (точка 
О на рисунке 10) давление воды равио нулю. 
С увеличением х давление р растет пропорино- 
нально х: 











р == р&^ = рах зта | Рис. 8. 


(р — плотность воды). Для того чтобы найти 
равнодействующую @ сил давления на пор- 
шень, разобьем его поверхность соприкосиовс- 
ния с водой на узкие полоски такие, что на 
каждой из них давление можио считать по- 
стоянным. Выберем две одинаковые нолоски 
А нр (с площадью 5 каждая), расположенные 
по разные стороны от центра поршня ина рав- 
ных расстояинях а от него (рис. 11), и Под- 
считаем силу АО, действующую на обе поло- 
ски вместе. Давление воды в точках полоски 
А равно ра = рехдзт а = ра(В — а) эта, 
а в точках полоски В — рр = рахвзт а = 
— рЕЮ-Ра) эта. Поэтому 


АО = рлз -- рез = 25рЕР т а. 


Отсюда видно, что сила АО не зависит от рас- 
стояния а, т.е. ис зависит от положения 
полосок. Она определяется лишь сум- 
марной площадью выбранных полосок. Следо- 
вательно, снла давления, действующая на 
весь поршень, будет равна 


@ = рЕЮзта. Ут, 


где 5$, — площадь {-й полоски. Но У5$; — это 
площадь поршия, т. е. №5; — лА?, и 


О = прёВЗ зта. 


Будем считать, что трения между порш- 
нем и стенками цилнидра нет; тогда сила реак- 
ции М направлена перпендикулярио к стен- 
кам цилиндра. 

При равновесин поршня сумма проекций 
всех сил на любое направление, а значит, н 
на ось У, равна нулю. Тогда 


© — мясо & = 0, нли тя = лряЮ\ и а. 


Так как в нашем случае вес поршия {(си- 
лаР, с которой поршень действует на опо- 
ру — на воду и стенки цилиндра) равен по аб- 
солютной величине силе тяжести, то 

Р = т& == прию ва. 


И. Слободецкий 
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Рис. 11. 


$336. Цилинарическая ченика со ртутью вра- 
щается вокруг вертикальной оси с угловой 
скоростью . При этом поверхность ртути 
образует параболическое зеркало. Определить 
фокусное расстояние этого зеркала. Палот- 
ность ртути р. ускорение свободного паде- 
ния Е. 


Свободная поверхность жидкости во вра- 
мающемся сосуде приинмает форму парабо- 
лонда вращения. Рассмотрим на поверхности 
жидкости некоторый малый элемент массы ит, 
находящийся на расстоянии х от осн враще- 
ния (рис. 12). На этот элемент действуют сила 
тяжестн тр ин сила реакции М со стороны ос- 
тальной жидкости. Сила М направлена пер- 
пендикулярно свободной поверхиости жид- 
кости. Это следует нз того, что свободная по- 
зерхниость жидкости есть поверхность по- 
стоянного давлепия. 

Поскольку выбранный элемент равно- 
мерно вращается по окружности раднуса х, 
результирующая сила, действукуцая на него, 
направлена по горнзонтали к оси вращення н 
разна то?х. Мз параллелограмма сил на 
рисунке 12 находим: 

®*х 
ша= — 


г {1) 


1 
| 
й 





Рис. 12. 





и, 
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где © — утол наклона касательной к поверх- 
ности жидкости в выбранной иами точке. 
Отметим, что из соотиошения (1) следует, что 
поверхность жидкости имеет форму парабо- 
лонда. 

Рассмотрим теперь сферу некоторого 
раднуса А н найдем угол В наклона касатель- 
ной к этой сфере в точке, находящейся на рас- 
стоянии х от вертикального диаметра. Нз 
рисунка 13 следует, что 


зшВ = 1 (2) 


Формулы (1) н (2), вообще говоря, опи- 
сывают разные поверхности. Однако, еслн 
нас интересуют участки поверхностен, не 
очень сильно удаленные от оси, для которых 
углы наклона достаточно малы, то прибли- 
женно можно таигенсы и синусы заменить 


а 


самимн углами, и мы получим: 


Рис. 13. 


2х х 
Ид 2 , В== В: 


Отсюда следует, что наилучшим приближе- 

нием к поверхности вращающейся жидкости 

[4 

яе адиу ев 

является сфера радиуса К =. 

ное расстоянне такой цоверхиоссти {вогнузого 
зеркала) есть *)} 


Фокус- 


К В 


Ре ТД 





*) Фокусное расстояние параболическо- 
го зеркала можно кайтк иепосредственно. 
Для этого надо воспользоваться каноннче- 
ским уравнением параболы и ее фокаль- 
ным свойством (м., например, статью 
И.Н. Броиштейна «Парабола», 
«Квант», 1975, № 4). 


ФЗЗ7. При наблюдении в телескоп яркие 
звезды видны даже днем. Объясните, почему. 


Гели смотреть невооруженным глазом, 
то звезды не видиы на фоне яркого дневного 
неба из-за слабой контрастной чувствитель- 
ности глаза. Контраст может быть резко по- 
вышен, если иаблюдения вестн с помощью 
телескола. Разберемся в’этом подробнее. 

Глаз оценивает яркость объектов по осве- 
менности их изображений на сетчатке. Чем 
более яркий источник, тем больше освещен- 
ность его изображения. Мерой контраст- 
ности изображения звезды иа фоне неба мо- 
жет служить отношение освещенностей нх 
изображений на сетчатке глаза, т. е. Езь. Еф. 
Это отношение зависит как от параметров са- 
мих источников (звезды н фона), так и от оп- 
тических инструментов, с помощью которых 
ведутся наблюдения. 

Рассмотрим сиачала картину, которая об- 
разуется на сетчатке невооруженного глаза. 
Пусть 4 — диаметр зрачка, / — фокусное рас- 
стояние глазной оптики. Освещенность на- 
ходился как отношение светового потока к 
нлощади нзображення. При этом нужно 
иметь в виду, что изображение звезды (то- 
цечного источника) имеет вид дифракинонно- 
го пятна. Размер этого пятна нельзя получить 
по формулам геометрической оптнкн- тес- 
рин днфракции показывается, что линейный 
размер дифракционного лятна в фокусе лин- 


зы порядка т {, где А — длина волны *). 


Выберем небольшой элемент неба (фона). 
Световой поток от этого удаленного источнин- 
ка света, попадающий в глаз, очевидно, про- 
порционален 42. Площадь изображения тако- 
го протяженного источника пропорцнональ- 


‹ 
на}. Отсюда освещенность фона (Еф), —: 


Коэффициент пропорцниональности опреде- 
ляется яркостью источника и це меняет. 
ся ты изменении способа наблюдений. 

ветовой поток от звезды также пропор- 
циоиален 42, а площадь дифракционного 
изображения на сетчатке пропорциональна 
. ® о 


(з й . Таким образом, (ав), 9х 8 = 
а! 

=}. Важно отметить, что освещенность 

Анфракционного изображения звезды оказа- 

лась пропорциональной 4. Отношение осве- 


щенностей изображений звезды и фона на сет- 
чатке невооруженного глаза пропоринональ- 





*) См.. например, статью В. Е. Бе- 
лонучкина и С. М: Козела «Оп- 
тический телескоп», «Квант», 1972, № 4. 
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но 42/42, т, е. 
42 
(Е. Ефуь—— д. 0. 


В реальных условиях дневного наблюдения 
это отношение (Е;в/Еф),, являющееся мерой 
контрастности изображений, таково, что не- 
вооруженный глаз практически не видит 
звезды на фоне яркого неба. 

Пусть теперь глаз вооружен телескопом. 
Телескоп состоит из двух лицз: объектиза и 
окуляра. Ход лучей от бесконечно удаленного 
объекта, находящегося на оптической оси те- 
лескопа, показан на рисунке 14. Первое изо- 
бражение объекта получается в фокальной 
плоскости объектива О;. Глаз рассматривает 
это изображение через. окуляр О» как через 
лупу. Мзображенне, которое получается на 
сетчатке глаза, подобно изображению в фо- 
кальной плоскости объектива. Поэтому для 
решения нашей задачи достаточно рассмот- 
реть отношение освещенностей нзображений 
звезды и фона в этой плоскости. Повторяя 
рассуждения, приведенные выше, получим: 


з 


(Езв/ Еф) 2, (2) 


где Г) — диаметр объектива телескопа. По- 
скольку коэффициенты пропорциональности 
в выражениях (1) и (2) одни н те же (они за- 
висят только от самих источников света — 
звезды и фона}, то 


(Езь/Еф)а а 2 

(Е/ Е), 47° 
Таким образом,  толескол увеличивает 
контрастность изображення звезды на фоне 


р\? 
неба в (2) раз. 


Для больших астрономических телеско- 
нов зто отношение достигает значений поряд- 
ка 10° — 108. С помощью таких телескопов 
можно увидеть днем даже очень слабые звез- 
ды. 

ь С. Козел 


ПЛОСКОСТЬ 


—— == — = 


х 
= 
Е 
2 
з 
х 
© 
> 


Рис. 14. 
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$338. Два стержня из разных металлов с 
коэффициентами линейного расширения В: 
и В. при температуре 0°С имеют малораз- 
личающиеся длины | и 15 и поперечные се- 
чения Зум $2. При кских темлературах 
стержни будут иметь одинаковые а) длины? 
6) поперечные сечения? 8) объемы? 


Так как длинны, площадн сеченнй и, 
следовательно, объемы стержней при © °С 
различаются мало, можно считать, что ис- 
комые температуры таковы, что В{ «1. В этих 
условиях коэффициент объемного расшире- 
ния ©-ЗВ, а коэффициент расширения пло- 
щади у2=28. 

Темперазуру {:, При которой стержии 
будут иметь одинаковую длину, можно 
найти из уравнения 


В этом номере мы приводим список чита- 


телей, приславших правильные решения 
задач М316 — М325 и ФЗз28 — $337 
{жирные цифры после фамилий — послед- 


ние цифры номеров решенных задач). 


Математика 

В большинстве писем содержалось вериое ре- 
шение задачн МЗЕб. Остальные задачи реши- 
лн: Д. Азов (Челябинск) 8; Е. Асарин (Моск- 
83) 8; М. Бабаев Е И. Бандос (Харь- 
ков) 4; В. Басманов (Воронеж) 8; 3. Берка- 
лиев (Караганда) 8, 9; В. Берман (Херсон) 4; 
О. Бобрович (Могилев) 4; 0. Болтенков 
{Днепропетровск) 8; И. Бохан (ст. Красно- 
армейская Краснодарского края} 8, 4; 
Ю. Булавский (Новосибирск) 8; В. Варин 
(Воронеж) 8, 4; А. Верпаховский  (Леннн- 
град) 8; Я. Верховский (Рыбное Московской 
обл.) 7, 8, 9а), 26), 3,4; А. Ворович (Москва) 
7; А. Гарнаев (Таллин) 4; Р. Гассиев (с. Суи- 
жа СОАССР) 4; И. Гасско (Москва) 4; Р. Ги- 
дя206в (Навои) 9. 4; В. Гишларкаев (с. Урус- 
Мартгн ЧИАССР) 4; С. Гришин (Рыбное 
Рязанской обл.) 8; М. Грищенко (ГСВГ) 
8: А. Гисев (Абакан) 8: А. Данилов (Цумер- 
ля Чув. АССР) 4; А. Иванов (Москва) 7, 8; 
Р. Измайлов (Баку) 9 а); А. Камалян (Ид- 
жеван) 8, 2 6), 4, 5; Б. Каплан (Киев) 8; 
И. Клевчук (с. Ставчаны Черновицкой обл.) 
4; 7. Клименок (Москва) 8; А. Князюк (Киев) 
8. 92). 2, 5; В. Кулаков (Ленинград) 2а). 
3; К. Купалов (Москва) 8; Д.- Литвиненко 
(Севастополь) 7, 8, 5; О. Лищенко (Киев) 8; 
А. Малышев (пос. Курагино Красиоярского 
крзя} 98); А. Манасян (Тбилиси) 8; Е. Мар- 
тынсва (Нежин) 8; В. Медведь (Молодечно) 
8, 26). 4, 5; М. Морайнэ (ПНР) 7, 8, 2, 4, 5: 
И. Морозов (Горький) 8, 4, 5; С. Мягков 
({Челябниск) 7, 8; В. Нейман (Ленинград) 4; 
О. Окунев (Казань) 5; И. Панин (Апатиты) 
3—5; Д. Папуш (Жарьков) 4; В. Паразян 
(Чаренцаван) 4; М. Питателев (Москва) 4; 
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В В) = Ба 8,1). 
Соответственио. для температуры {+. 
при которой одинаковы площади поперечных 
сечений, получим уравнение 


$4 (1-Е 281) = $3 (1 -- 2821). 
а для температуры &5 (одинаковые объемы} — 
уравнение 

У, (1 -+ 38,65) = У, (1-Е 3В.ё3)- 
Таким образом. 


—Ь $! — $ 


п во, 
СИИ: 

Зе, ВИ. 

Б. Буховцев 


П. Побылица (Ленинград) 4; Р. Портной 
(Черновцы) 4; С. Пославский (Харьков) 
7, 8, 2, 4, 5; Ю. Пошехонов (Эигельс) 2, 4; 
С. Путинцев (Краснодар) 8. 9, 26), 
3—5: А. Радулиу (Кишинев) 26); А. Разбо- 
ров (Люберцы) 4; А. Рейбольд (с. Соколовка 
Северо-Кустанайской обл.) 4; В. Рогава (Тби- 
лиси) 8; В. Розовский (Минск) 4; Н. Рудаков 
(Брянск) 8, 9, 4; Ю. Рудяк (Териополь) 
4; К. Стемпак (ПНР) 3; В. Ткачук (Москва) 
8. 92а); С. Трегуб (Ташкент) 7, 8, 26), 4,5; 
Н. Тренев (Москва) 2а), 4; В. Третьяков 
(Москва) 8.4; В. Фалько (Харьков) 4; С. Фи- 
лимонов (Ленинград) 8, 9а): Ю. Философов 
(Саратов) 8; Д. Флаас (Иркутск) 4; В. Хара- 
тоник (ПНР) 7—9; С. Цалиев (Великие Лукин} 
8; Э. Цходадзе (Тбилиси) 8; С. Шаташвили 
(Тбилисн) 8; К. Шахназарян (Баку) 8. 9а); 
В. Шпильрайн (Москва) 4; С. Яковенко 
(Москва) 9; Б. Яцало (с. Морочное Ровен- 
ской обл.) 8, 26), 4. 


Физика 

Х. Абдуллин (Алма-Ата) 1, 3, 4, 6; Г. Айзин 
(Брест) 8; М. Алексеев (Уфа) 1, 2; 
К. Алиакберов (Казань) 1; А. Аскарсв (Уфа) 
1,3; И. Астров (Таллин) Т;И. Ба- 
бакулов (Каттакурган) 4; С. Батуев (Ан- 
гарск) 8, 1; И. Бандос (Харьков) 3,4; В. Ба- 
хрушин (Орджоникндзс) 4; А. Беликов (Моск- 
ва) 1—4, 6; В. Бойко (Москва) 4; Ю. Богомо- 
ло8 (Казань) 1,2; А. Вечер (Мниск) 3: О. Вии- 
непольский (Рига) 3. 7; Б. Виноградова (Вс- 
ликие Лукн) 1; Н. Выскварко (д. Киевичи 
Минской обл.) 3, 4; В.`Гаврилов (Камень- 
Каширский) 1; В. Галашов (п. Кубника Мос- 
ковской обл.) 1; Ю. Гараженко (Воркута) 2; 
М. Гедалин (Тбилиси) 8, 1, 2; Е. Глуз (Чер- 
кесск) 4; О. Годин (Симферополь) 1, 3,4, 6, 7: 
Ю. Гоник (Брянск) 1, 3,4; В. Губени (Угнев) 
1; С. Данилов (Дрогичин) 3; Демчук 
{Лунк) 1; У. Джуманиязов (Хазараспский 
р-н Хорезмской обл.) 6; В. Докучаев (Мвано- 
во} 1; Г. Залескис (Внльнюс) 3,4; А. Измай- 
лов (Зеленодольск) 4; А. Казаков (Белая 


Церковь) 1; Р. Кашаеве (Волжский) 4; 
С. Керем (Рига) 3, 7; А. Князюк (Киев) 
8, 3,4, 6; К. Копейкин (Ленинград) 4, 6; 
Д. Корин (Киев) 1; Л. Кизнецова (Волгоград) 
4; О. Кузнечихин (Котово) 4; Ш. Киухаленшви- 
ли (с. Зеда-Эцерн Зугдидского р-на) 3, 4; 
А. Кицман (Черновцы) 1; С. Кущнир (п. Бы- 
ково Московской обл.) 1; А. Листовничиа 
{Киев} 8, 4; Ю. „Литвинович (п/о Ситница 
Брестской обл.) 4; О. Лишщенко (Кнев) 8, 1, 
3, 4.6, 7; М. Магид (Дзугавпилс) 1, 3, 6, 7; 
В. Маревелошвили (Тбилиси) 4; Е. Марты- 
нова (Курск) 8, 1, 3, 6, 7; Е. Мартынова 
(Нежин) 1; П. Мидодашвили (Цхинвали) 4: 
С. Мельниченко (Комсомольск-из-Амуре) 1; 
А. Миния (Чебоксары) 4; Г. Марзоян (Горнс) 
1; И. Морозов (Горький) 3, 4, 6; Ю. Микар- 
ский (Киев) 3, 4; П. Мухин (Симферополь) 
4; С. Немнюгин (Волгоград) 3; Ю. Никулин 
(с. Кривцово Брянской обл.) 1; Е. Огмевенкий 
(Днепронетровск) 4; В. Окунев (Рудный) 
1, 2; Д. Остапов (Орджоннкидзс) 8; А. Па- 
поян (Кафан) 2; В. Паразян (Чаренцаван) 
3; В. Пиотух (Севастополь) 2; П. Побылица 
(Ленннград) 4; А. Пожалов (Лнепая) 7; 
В. Поздняк (Барановнчн) 8, ®, 1. 3, 4, 6; 
Е. Пономарев (п. Черноголовка Московской 
обл.) 3, 4, 6; В. Потемкия (Великие Лукн) 4; 
А. Прохоров {Барнаул} 1, 2; С. Пятернев 
({Сэратов) 1; А. Радул (Кишинев) 3; С. Рас- 
пономарев (Оренбург) 3; В. Розовский (Минск) 
4; д. Рудерман (Ленинград) 8, 1; А. Савельев 
(Киев) 8, 1; И. Сапаев (Саратов) 1; Т. Сар- 
газаков (Фрунзе) 3; В. Смолко (Кишинев) 1; 
А. Смоляков (Кэдневка) 3; А. Святченко 
{Кишииев) 6; В. Сухолет (Калинни) 2; 
В. Старшенко (Запорожье) 8, 1; Н. Тикиу- 
нов (Артемовск Красноярского кр.) 4; 
К. Гретьяченко (Киев) 8. 3; А. Тымчук 
(Львов) 1; У. Федин (Омск) 8, 9, 1; А, Фролов 


(Старая Русса) 1; А. Фрумкин (Курск) 8, 1;. 


Ю. Хабаров (Пэвловский Посад) @, 3, 4; 
И. Хамитов (Ухта) 4, 6, Т; К. Хачатурян 
(Москва) 8; С. Цветков (Егоръевск) 3, 4, 6; 
Г. Ципурский (Сухумн) 3,4, 6, 7; Э. Цхададзе 
{Тбнлиси) 2; Л. Черных (Лида) 4; Р. Шарипов 
(Каракуль) 4; А. Шведов (Запорожье) й; 
3. Шифрин (Днепропетровск) 4; С. Шихарев 
(сг. Раевская Краснодарского кр.) 8, 1,2; 
Г. Шпарик (Стрый) 4; Е. Яценко (Киев) 8,4, 6. 


Курьёзный рекорд 


Миссис Дрю. домохозяйка 
нз амернканского города Уо- 
терлу. потратила пять лет 
н 2473 листа бумаги на то. 
чтобы перепечатать на ма. 
шинке последовательно исе 
числа от единицы до миллно- 
на. А побудило ее к этому 
заявление сына, в то время 
еше школьника, который ут- 
верждал, ссылаясь на слова 
учителя, что ни один человек 
в мире не сосчитал еще до 
миллнона, начав с единицы. 

Опрезелнте, на одной илн 
на двух сторонах листа печа- 
тала цифры миссис Дрю 
(стандартная машинойнсная 
страница имеет 30 строк по 
60 знаков в каждой: между 
каждыми двумя числами 
должна быть запятая н про- 
бел, на которые уходнт два 
знака). 


Геометрическая 
задача 


Четыре точкн А. В. Сир 
не лежат в одной плоскости. 
Точки АС [АВЬДЕ [ВС], 
Ме СВ] и мс [РА] зелят 
этн отрезки в отношениях 


АК ВЫ 
В! = ® 241“ В, 


см, М 
МЫ = ^* МА! *° 


Найдите, какому усло- 
вию должны удовлетворять 
числа @, В, фин ^. чтобы 
точки А, Ё. Ми М лежали 
в одной плоскостн. 

Сформулируйте и реши- 
те зналогичную задачу для 
трех точек на плоскости. 

Вам поможет статья 
«Давайте складывать точки» 
(см. с. 44). 

В. Рыжик 
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Практикум абитурнента 





В 1976 году в нашем журнале будет продолжаться традицнонный раздел «Практикум 
абнтурнента» . Редакционная почта, встречи с читателями «Кванта» свидетельствуют, 
что «Практикум абитуриента» вызывает большой интерес школьников, учителей, 
студентов н даже... родителей, далекнх по своей специальности от этих наук. 
Вполне естественно: вопросы о том, какне задачи предлагают поступающим, как лучше 
организовать подготовку к прнемным экзаменам, волнуют многих. Редакция «Кванта» 
надеется по возможности отвечать на подобные вопросы. Мы будем публиковать 
статьн по различным темам программы вступительных экзаменов; в этих статьях из- 
ложенне теоретического матернала сопровождается разбором задач, взятых нз практн- 
кн приемных экзаменов. На страннцах журнала будут помещены тексты варнаитов, 
предлагавшихся в прошлом году поступающим в различные аузы страны. Чнтателы 
сами убедятся, что для решения задач варнантов вступительных экзаменов достаточ- 
но хорошо н глубоко знать обычные школьные курсы физнки н математики. 
Авторы ряда писем в редакиню интересуются, как изменятся программы приемных 
экзаменов в связи с переходом к новым программам по математике н физике в школе. 
В 1976 году программы прнемных экзаменов по математике н физике не меняются — 
овн полностью соответствуют старым курсам средней школы. 

Не секрет, что некоторые поступающие надеются без труда подготовиться к экзаме- 
нам и выдержать конкурс с помощью репетиторов. Однако опыт показывает, что 
«натасканные» репетиторамн абнтурненты зачастую получают лишь формальные 
поверхностные знания, н это доаольно легко выявляется на встулнтельных экзаменах. 
Залог подлинного успеха —- систематическая м регулярная самостоятельная работа. 
Тот, кто действительно хочет стать студентом, добъется этого, если не теряя времени 
начнет настойчиво повторять теорню н активно треннроваться в решеннн задач. Мы на- 
деемся, что добрым советчиком поступающих станет «Практикум абитурнента» - 
При подготовке к вступнтельным экзаменам будет полезно познакомиться и с темн 
материалами «Практикума абитуриента», которые уже публиковались в журнале. 
Тематический список статей для поступающнх, напечатанных в 1970— 1973 гг., можно 
найти в «Кванте» № 1, 1974, с. 52. Ниже помещен список таких статей, опублико- 
ванных в 1974 м 1975 гг. (в скобках указаны номера страннц). 


Математика 


Арифметнка: 1974 — № 9 (70); 1975 — № 3 (12). № 8 (59). 

Алгебра и элементарные функции: 1974 — № 1(53), № 3 (48), № 11 (54), № 12 (66); 
1975 — № 1(23, 36). № 2 (43), № 4 (37). 

Геометряя: 1974 — № 2 (46), № 5(58), № 9(53), № № (32), № 12(55); 1975 — №1 
(55). № 3 (61). 

Кроме того, некоторым общим вопросам посвящены статьи: 1974 — № 6 (38, 49); 
1975 — №2 (25), № 3(24), № 5(58, 68), № 6 (ЗЬ 39), № 7 (53). 


Физика 


Механнка: 1974 — № 4 (18), № 8(28), № ИП (60); 1975 — № 1(60), № 4(2). 
Молекулярная физика: 1974 — №1 (60), № 6 (57), № 7 (69), № @Ю (10). 

Основы электродинамики: 1974 — № [ (22), № 5(64); 1975 — № 1 (24), №4(4\, 
№ 12 (51. 

Колебания и волны: 1974 — №6(31, № И (2)- 

Оптнка: 1974 — № 6(2), № 11 (30). № 12 (23); 1975 — № 2(18). № 3 (25). 

Физика атома н атомного ядра; 1974 — № 12(7); 1975 — №5(1), № 6(10). 
Кроме того, некоторым общим вопросам посвящены статьи: 1974 — № 3(52); 1975 — 
№ 1 (9. 18, 1), № 5 (60), № 8 (54), № 93(71), № ЮО. № 1 (50). 


куапетесте.ги 


Куап.тссте.ги 





И. Шарыгин 


Достраивание 
тетраэдра 


Один из красивых приемов, который 
может быть использован при реше- 
нин геометрических задач, состоит 
в замене изучаемой геометрической 
фигуры другой, в каком-то смысле 
более удобной. Так, например, если 
в условии задачи фигурирует треу- 
гольник, В котором проведена медиа- 
на, часто полезно достроить этот тре- 
угольник до параллелограмма, про- 
должая меднану на расстояние, рав- 
ное‘ ей самой. В данной статье рас- 
сматриваются несколько задач про 
треугольную пирамиду — тетраэдр,— 
которые оказывается возможным ре- 





Рис. 1. 


шить, достранвая тетраэдр до дру- 
гого многогранника (как правило, 
параллелепипеда). 

Первый способ достраивания пн- 
рамиды до параллелепипеда изобра- 
жен на рисунке 1. Здесь АА,ВР — 
данная пирамида, а плоскостн гра- 
ней РССО,, СВВ.С, и А.В.С.О, 
параллелепипеда проходят через од- 
ну вершину пирамиды и параллель- 


иы трами пирамиды, противолежа- 
щей этой вершине. 
Задача 1. (Пункт а) задачи 


предлагался на вступительном экза- 
мене на механико-математическом фа- 
культете МГУ.) Дана треугольная 
пирамида АА,ВО, в которой ребра 
АД,, АВ и АБ попарно перпендику- 
лярны, а их длины равны соответ- 
ственно а, 6, с. 

а) Доказать, что вершина А пи- 
рамиды, точка пересечения  медиан 
грани АВР и центр описанного 
шара лежат на одной прямой. 

6) Найти радиус шара, описан- 
ного около этой пирамиды. 


Достроим пирамиду АА,ВО до 
параллелепипеда (прямоугольного!), 
как показано на рисунке 1. Тогда 
шар, описанный около этой пирами- 
ды, является одновременно описан- 
ным шаром и для всего параллелепн- 
педа. Радиус этого шара равен поло- 
вине днагонали параллелепипеда, 


а именно 5 (а НЫ? 2?) *, это явля- 


ется ответом на пункт 6). 

Чтобы доказать утверждение пун- 
кта а), рассмотрим прямоугольник 
АА,С,С (советуем сделать для него 
отдельный чертеж). Центр О шара 
находится на днагонали АС,, меди- 
ана А.О, треугольника А,ВО пере- 


секается с АС, в точке М, и если 
[Ам 


мы докажем, что --*— =2 то это 
МО} . 

будет означать, что М — точка пе- 

ресечения медиан треугольника 


А,ВО; тем самым мы докажем ут- 
верждение пункта а). Из подобия 
треугольников 4.,С.М и АО0мМ 
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Рис. 2. 

следует: 
[Ам] _ 1АСН _. 
мон” А9и . 


что и требовалось доказать. 

Другой часто встречающийся спо- 
соб достранвания тетраэдра до па- 
раллелепипеда состоит в следующем. 
Проведем через каждое ребро тетра- 
эдра плоскость, параллельную про- 
тивоположному ребру. Эти плоскости 
ограничат некоторый параллелепипед 
(рис. 2), днагоналями граней которо- 
го будут ребра исходного тетраэдра. 

Небольшой практический совет: 
чертеж удобнее начинать с изображе- 
ния параллелепипеда. 

Задача 2. Найти радиус 
шора, касающегося всех ребер правиль- 
нога петраздра. длина ребра которо- 
го равна а. 

Как легко видеть из рисунка 2, 
построенный описанным способом па- 
раллелепипед будет кубом с ребром 
а// 2; шар, вписанный в этот куб, 
будет искомым. Ответ: а/2 |2. 

Первый из предложенных спосо- 
бов достранвания тетраэдра до па- 
раллелепнпеда удобен, когда даны 
плоские углы при одной из вершин 
тетраэдра (особенно если все они 
прямые), второй используется в за- 
дачах, в которых фигурируют скре- 
щивающиеся ребра тетраэдра. 
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Рис. 3. 


Задача 3. Даины двух скрг- 
щивающихся ребер тетраздра рав- 
ны а, два других скрещивающихся 
ребра имеют длину 6 и оставишеся 
два — с. Найти расстояние между 
центром вписанного в тетраэздр шара 
и центром шора, касающегося одной 
из граней тетраздра и продолжений 
остальных гранен. 

На рисунке 3 АВСР — даниый 
тетраздр, а параллелепнпед ограни- 
чен плоскостями, проходящими че- 
рез ребра тетраэдра параллельно про- 
тнвоположным ребрам. Так как дна- 
гонали каждой грани равны соответ- 
ственно противоположным ребрам тет- 
раэдра, которые по условию равны, 
то все грани параллелепипеда — 
прямоугольники, а сам паразлеле- 
пипед — прямоугольный. 

Центр вписанного в  тетраэдр 
АВСР шара совпадает с точкой пере- 
сечения днагоналей параллелепипеда 
(докажите!), а центр шара, касаю- 
щегося грани ОСВ тетраэдра (из даль- 
нейшего видно, что ответ не зависит 
от выбора грани) и продолжений 
его остальных граней, совпадает с 
вершиной Ё параллелепииеда (она 
равиоудалена от граней ОСВ ин 
АСР — для доказательства  рас- 
смотрите пирамиду — В’Ё-СО, где 
В". |= ШВ|, равную пирамиде 
ВЕСР; точки А, О, В’и С лежат 





Рис. 4. 


в одной плоскости; аналогично до- 
казывается, что точка /, равноудалена 
от плоскостей ВСВ и АСВ, ОСВ 
и АБВ). 

Значит, расстояние, о котором го- 
ворится в условии задачи, равио 
половине длины диагонали паралле- 
лепипеда. Обозначим через х, у, 2 
длины ребер нараллелепипеда 
(см. рис. 3). По теореме Пифагора 
получаем систему трех уравнений 

и =, 

Х8-+ 22 — Ь:. 

2 =, 
складывая которые, находнм, что 





ыя в. 


= = р Хит -Е 7 = 





Задача 4. Сечение тетраздра 
плоскостью, параллельной двум его 
скрещивающимся ребрам и равноуда- 
ленной от этих ребер, имеет пло- 
щадбь $. Расстояние между этими 
скрещивающимися ребрами  тетро- 
эдра В. Найти объем тетраздра. 

Пусть АВСРА,В,С.2, — парал- 
лелепипед, ограниченный плоскостя- 
ми, проходящнми через ребра тетра- 
эдра параллельно противоположным 
ребрам (рис. 4). Тогда объем тетра- 


Куап. тссте.ги 


эдра АВС. равен объему паралле- 
лепнпеда минус объемы четырех тре- 
угольных пирамид (одна из них 
А,АВО), объем каждой нз которых 
равен '/з объема параллелепипеда (по- 
чему?). Значит, Утегр = Мнар/З. 
Пусть  скрещивающиеся ребра, 
о которых говорится в условии,— 
А.С, и ВЮ, а КЕММ — сечение 
параллелепипеда плоскостью, прохо- 
дящей через середины АА,, ВВ,, 
СС: и ОО,. Тогда вершинами сече- 
ния, о котором говорится в условии, 
будут середины сторои параллело- 
грамма АГММ. Следовательно, пло- 
щадь параллелограмма К.ММ равна 
2$ и равна площади основания АВСО 
параллелепипеда. Теперь найдем объ- 


емы параллелепипеда и тетраэдра: 
2 
и и = 
Утетр = 3 Ипар = 35. 


С помощью только что решенной зада- 
чи нетрудно доказать справедливость фор- 
мулы Симасона, служащей для вычисления 
объема многогранников специального вида, 

Дан многогранник, все вершины которого 
лежат в двух параллельных плоскостях, 
находчщихся на расстоянии В друг от друга. 
Пусть $, — паощадь грани. лежащей в 00- 
ной плоскости, 5», — площадь грани, рас- 
положенной во второй плоскости, а Зер — 
ллощадь сечения многогранника плоскостью, 


й 
удаленной на расстояние < от каждой из 
р 


данных плоскостей. Тогда для объема мноео- 
гранника справедлива формила: 
А 


1 
и = 6(5: 71 5. -- 45ср). 


Для доказательства проверьте, что эта 
формула верна, если многогранник является 
тетраэдром. а потом разбейте произвольный 
многотранник, вершины которого располо- 
жены в двух параллельных плоскостях, 
на тетраэдры с вершннами в этих же пло- 
скостях: площади грацей тетраздров, рас- 
положенных в одной плоскости, в сумме да- 
дут $,:. расположенных во второй плоско- 
сгн дадут в сумме 5,. а сумма площадей 
средних сечений тетраэдров равна Зер мно- 
гограииика. 


В заключение приведем пример 
задачи, в которой оказывается удоб- 
нее достранвать тетраэдр не до па- 


аллелепипеда, а до треугольной 
} 
призмы. 
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Рис. 5. 


Задача 5. В тетраздрс 
площади двух граней равны 5, и 
$». Овугранный угол между ними 
равен а, площади Овух других ера- 
ней О и О, угол между ними В. 
Доказать, что 
57 + $: — 25,5, с0$ © = 

—=@1 + 9 — 20,0, со В. 

Докажем сначала, что если пло- 
цадь одной боковой грани треуголь- 
ной призмы равна $, две другие гра- 
ни ‘имеют площади $, и 5., а дву- 
гранный угол между ними @, то 

52 + 52 — 25$:5..с03м = 5%. 

В самом деле, пусть плоскость 
АВС (рис. 5) перпендикулярна бо- 
ковым ребрам призмы, ВАС -= а. 
Запишем теорему косинусов для тре- 
угольника АВС 
ВСЁ = МВ МС — 

—2 АВ |- 1АС | с0$ а. 
Осталось умножить последнее равен- 
ство на Ё, где [ — длина бокового 
рёбра призмы. 

Перейдем теперь к решению за- 
дачи 5. Пусть АВСР — данный те- 
траэдр, Зллвь = $:, Зьъльс = 5», 

заАвС — Чь ъряс = @:,  ДВУ- 
гранный угол при ребре АД равен «., 
а при ребре ВС — В. Рассмотрим 
треугольную призму с основанием 
АВС, одно из боковых ребер кото- 
рой — АР (рис. 6). Обозначим че- 
рез 5 площадь параллелограмма 
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Рис. 6. 


ВВ,С.С, тогда по только что дока- 
занной нами формуле 

451 + 45: — 85,5, 05% = 5", 
причем $ легко выразить через дли- 
ны ребер ВС и АР и угол ф между 
ними: $ = |АО |. |ВС |-5т $. 

Если мы рассмотрим другую тре- 
угольную призму с основанием АСР 
и боковым ребром ВС, то получим 

407 1 40; — 80,0, соз В = 5°. 
Отсюда следует утверждение зада- 
чи 5. 


Упражнения 

1. Доказать, что сумма квадратов длин 
ребер тетраэдра равиа учетверенной суммс 
квадратов расстояний между середннами его 
скремивающихся ребер. 

2. (МГУ, физфак, 1964). Дан тетраэдр 
АВСР. Доказать, что его ребра АО н ВС 
взанмно перпендикулярны в том н только 
в том случае, когда выполняется равенство 

АВЕ ОСА 4-10 81". 

3. Длины двух противоположных ребер 
тетраэдра равны а, длины двух других про- 
тквоположных ребер равиы 6, оставшихся 
двух — с. Найтн 

2) объем этого тетраэдра; 

6) раднус описанного вокруг него шара. 

4. Длины двух противоположных ребер 
тетраэдра равны а н а,, угол между ннмн ра- 
вен <, длниы двух других ребер соответсгвен- 
но равны би 6., угол между нимн В и, нэкс- 
нец, длины двух оставшихся ребер равны с и 


л 
с:, Угол между ними $} (@. В. = 3) " 


а) Доказать, что одно нз чнсел аа1с0$ ©, 
661с0$ В. сс1со$ у равно сумме двух других. 

6) Найти углы %, В ну, если даны а, 
а, 6, ба, С, С1- 
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Московский 
инженерно-физический 
институт 


Подробно о Московском ордена Трудового 
Красного Знамени ннженерно-физнческом ип- 
ституте мы рассказывали в «Квантс» № 1 за 
1973 год. В этом номере мы приводим варнан- 
ты вступительных экзаменов по математике 
н билеты экзаменов по физнке в МИФИ в 
1975 году. 


Математика 


Вариант 1 


1. Три лыжинка проходят дистанцию, 
двигаясь равномерно. Через #1 минут после 
старта третьего лыжника ему остается пройтн 
часть дистапини, которую первый лыжник 
может пройтя за п мниут, а второй — за р 
минут. Определить, за сколько мниут может 
пройти всю дистаниию каждый нз лыжников, 
если скорость третьего лыжника равна полу- 
сумме скоростей первого н второго. 

2. В треугольной пирамиде ЗАВС все 
плоские углы трехгранных углов с вершина- 
ми в точках А и 2 равны &, АВ—а. Опредс- 
лить объем пирамнды. 

3. Решить неравенство 


3 ЮЕах 1- о, | 
1овсх -- 2 
4. Решить уравнение 


2 соя х: (созх-- И8.Шшх) ==5. 


Вариант 2 


1. Лодка спускается по теченню рекн на 
расстояиме 10 км, а залсм поднимается против 
течения на расстоянне 6 км. Скорость тече- 
ння реки равна { км/ч. В каких пределах 
должна лежать собственная скорость лодки, 
чтобы вся поездка заияла от 3 до 4 часов? 

. 2. Найти объем ппавильмой треугольной 
пнрамиды, зная раднус г виксанпого в пее на- 
ра ин угол наклона < се боковой грани к илос- 
костн основания. 


3. Решить иеравенство 


Ш! 2х Ню х 
(1.25) “” < 0.64) Е 
4. Решить уравнение 
р 2лх се 
в ие к-т = — 3. 


Взярнант 3 


|. В бассейн может поступать вода через 
две трубы разной пропускной способности. 
Меныпая труба за | секунду пропускает | м® 
ноды. В бассейне нмеется кран, через который 
может вытекать в течеенс секунды 1 1 воды. 
Найти, в какнх пределах может нзменяться 
пропускная способность болышней трубы. что- 
бы за время. ве менынесе 8 г и не болышее 
4 с, поступило в бассейн 16 м?. причем 10 м“ 
ноступило при одновременном действии обеих 
труб при закрытом кране, аб м" — прн дей- 
ствин тоаько большей трубы и открытом кра- 
не. 

2. Неперссекающисся днагонали Двух 
смежных боковых граней прямоугольного ва- 
раллелепипеда наклонены к плоскости его ос- 
нования под углами < и В. Найтн угол между 
этими диагоналями- 

3. Решить неравенство 


1х —Зщх-2 
у 100 --х 


4. Решить уравненне 
Зи х — 2 с05°х | 22 = 0. 


0. 


Физика 
Билет 1 

1. Работа перемещення заряда в электрн- 
ческом поле. Понятие о потенциале. Потен- 


цнал поля точечного заряда (без вывода). 
Единицы потенциала электрического поля: 
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Рис. 3. 


2. Абсолютная 
Объединенный закон 
Гей-Люссака. 

3. На край доски массы 17 — 3,2 ке. ле. 
жащей а гладкой горнлоитальной поверх- 
пости. поместили пебольшой брусок массы 
ип: — 1,6 кг (рис. 1). Коэффиниент трения 
между бруском и доской # — 0,25. Какая ра- 
бота А будет произеедена изд доской в течение 
времени, за которое брусок переместится ог- 
осительно Земли из начального положения 
на рассгояние, равпое длине доски Тим, 
ссам па брусок подействовать вдоль доскн 
горнзоитальной силой ЕР —^ 2 и? 


температурная 
Бойля — Марнотта — 


шкала. 


Билет 2 

1. Даэлемие. Закон Иаскаля для жид- 
костей н газов. Принцин устройства гидрав- 
лического пресса. Плотность. Давление жид- 
косги на дно н на стенки сосуда. Заков сооб- 
щающихся сосудов, 

2. Поток магнитной нидукини. Электро- 
магнитная индукиия. Возникновение элск- 
тродвижущей силы нидукции. Э.д.с. ии 
дукции. Закон Ленца. 

3. Длинный стержень с закрытым корот- 
ким нилиндром на конце вращается с угловой 
скаростью < — 20 рад сек в горизонтальной 
нлоскости вокруг оси, проходящей черсз 
конец стержня. О (рис. 3). В цилиндре, пло- 
щаль сечения которого $ 100 см", находнг- 








| 
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ся однородный воздух, разделенный поршнем 
массы т 490 г. При вращенин расстояние 
от цептра поршня до точки О г— 1.36 м. 
Найти отношение объемов УИ, воздуха в 
ннлиндре при нращении, если известно, что в 
отсутствие нранцения объемы одинаковы н 
давление воздуха в них р > 1.1.10 н 2. 


Билег 3 

1. Источники тока. Электродвижущая 
снла. Закон Ома для замкнутой цеин. 

2. Закои всемирного тягогения. Гравита- 
инонная постоянная. Снла тяжести. 

3. В однородное электрическое поле с 
напряженностью Е 100 в см номестилн сн- 
стему из двух одннаковых и противоположно 
заряженных шарнков, соедниенных тонким 
нзолнруюшим стержнем длинны Ё— 0 см 
(рне. 3). Масса каждого шарика #: — 2,5 г. 
абсолютная величина заряда 9 №Ю-* к. 
На какой угол повернется эта система, еслн 
шарикам сообщить начальные скорости, чнс- 
лено ранные ух, СА мсек? Цоле тяжести 
отсутствуст. 


Билет 4 

1. Киистиисская и потенммальная энер. 
ГИЯ . Переход потенциальной эиейин в кине- 
тнческую н обратно. Закон сохранения энер- 
ни в механике, 

2. Лисперсия света. Спсктр. Снектры 
испускания н поглощения.  Снектроскон. 
Понятие о снектральном анализе. Ивфра- 
красная ни ультрафиолетовая частн спектра. 

3. Проводящий стержень ОЛ вращается 
в плоскостн, перпендикулярной к индукции 
магнитного поля В 1 ша, с угловой ско- 
ростью « — 300 рад’еек вокруг оси, проходя- 
щей Через одни из его концов. Свободпый 
конец стержня скользит по дуге окружности 
радиуса Ю — 10 см. Между точкой С дуги 
и точкой закрепления стержня на оси вра- 
иения включена батарея. как показано на 
рисунке 4. На том же рисунке указаны на- 
правлення вранения стержня н вскгора маг- 
нитной индукции В. Сопротналения стерж- 
ня, дуги ин контакта между ними препебре- 
жимо малы но срависиню с впугрениим со- 
противлением батарен. Найдите напряжение 
на зажимах батарен. 


А. Забосв. Г. Пантюхов, Н. Шолохсв 


Рецензым, библиография 
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Плазма — 
четвертое состояние 
вещества 


Так называется  научно-по- 
нулярная книга, написанная 
профессором Д. А. Фраик- 
Каменецким и выпущенная 
в свет чствертым изданием 
в 1975 году издательством 
«Атомиздат» *). Давид Аль- 
бертович Франк-Каменсцкнй 
был одним из луших нопу- 
ляризаторов современной фн- 
зики. К сожалеиню, он умер 
в том же году, когда родился 
«Квант», и мы успели поме- 
стить на страннцах нашего 
журнала только одну его 
статью («Электрическое соп- 
ротивление — квантовое яв- 
ление», «Квантя, 1970, № 9). 
Многие и сейчас считают се 
одной из лучших статей по 
физике, напечатанных в па- 
нем журнале за вее годы сего 
существования. 

Идею создання этой книги 
предложил автору академик 
И. В. Курчатов. Он попро- 
снл Д. А. Франк-Каменец- 
кого «изложить основы фн- 
зики плазмы без лишней 
математики, но с достаточной 
полнотой». Будучи к этому 
временн крупным специалн- 
стом в области физики плаз- 
мы, автор, тем не менее, ока- 
зался перед счзиь трудиой 
задачей. Ведь эта молодая 
н необычайно бурно расту- 
мая область физики практн- 





*) Д. А. Франк-Ка- 
менецкний. Плазма — чет- 
вертое состояние вещества, 
Изланне 4-е. М., Атомиздат, 
1975 г. Тираж 80000 экз, 
цена 26 к. 


чески не имела еще своей 
научно-популярной  литера- 
туры. А многие процессы и 
явления, происходящие в 
плазме, совершенно не похо- 
жи иа процессы и явления, 
происходящие в газах, жид- 
костях и твердых телах. 
ИП автору пришлось заново 
тщательно продумывать всю 
физику илазмы, чтобы, не 
пользуясь сложным матема- 
тическим аппаратом, объяс- 
нить все основные происхо- 
дящие в пей процессы. 

Кинга невелика по объе- 
му — в ией всего полтораста 
странни. Но она действи- 
тельно охватывает все ос- 
новные процессы, протекаю- 
шие как в низкотемператур- 
ной, так и в высокотемпера- 
турной плазме. 

Рассказав о том, как полу- 
чается н нсследустся плазма, 
автор подробно характери- 
зуст различные типы неус- 
тойчивостей, которые ло снх 
пор не позволяют удерживать 
горячую плазму в течение 
времеин, достаточного для 
осуществления в ней управ- 
ляемых термоядерных реак- 
ций. Он рассказывает о 
гндродинамической неус- 
тойчивости, неустойчивости 
так называемого — «пииича», 
желобковой неустойчивости, 


благодаря которым плазма 
просачивается через изо- 
лнрующис ее магнитные 


ловушкн ин поладаст на стен- 
ки сосуда, в котором она 
заключена. В кннге рассмаг- 
риваются также разиообраз- 
ные колебательные п роцессы, 
происходящне в нлааме, рас- 
пространенне ударных воли 
в ней, различные варнанты 
столкновеннй частнц плазмы 
друг с другом. Несколько 
параграфов посвящено прак- 
тическим применениям плаз- 
мы. В инх рассказывается об 
электромагнитных насосах, 
плазменных резонаторах н 
волноводах. Словом, рецен- 
знруемая книга — это ма- 
ленькая изучно-популярная 
энцинклонедня по физике 
плазмы. 

Создавая эту книгу, автор 
старался сделать ее доступ- 
ной даже для читателей, 


имеющих образование в обл - 
ме средней школы. Киига не 
предполагаст наличия каких- 
либо знаний из области физи- 
кн плазмы у своих будущих 
читателей. Математический 
аппарат, нспользуемый в о<- 
новном тексте книги, ие вы- 
хоянт за рамкн школьной 
алгебры, а ее физическая 
часть опирается на тот объем 
знаний в области молеку- 
лярной физикя, электриче- 
ства и Магиетизма, Который 
полностью укладывается в 
рамки школьного курса фн- 
знки. Автор не избегает стро- 
гнх нпаучвых терминов — он 
беседует с читателем ва язы- 
ке сво-й паукн, Однако каж- 
дый новый термин подробио 
разъясняется и выделяется 
курсивом для того, чтобы 
в случае необходимостн сего 
легко можно было бы найтн 
в тексте. Более трудные для 
первоначального ознакомле- 
иня места выделены в книге 
петнтом, 

Итак, книга вполне до- 
стуниа даже для совершенно 
незнакомого с этой областью 
физнкн читателя, овладев- 
шего школьным курсом физн- 
ки и математики. Но чнтать 
ее надо неторопливо и вдум- 
чнво, с карапдашом и бума- 
гой в руках. Такому читате- 
лю книга, безусловно, до- 
ставит истинное удовольст- 
вие, обогатив его понима- 
нием интереснейших явле- 
ний, совершенно не отражен- 
ных в школьных учебинках. 

Киига написана очень, жи- 
во, образно, доступно и ув- 
лекательно. Автор исноль- 
зует исожиданиые  сравне- 
ния, глубокие физические 
аналогин, вскрывающие ос- 
повные сторовы рассматри- 
ваемых явлений. 

Несомненные  достоннства 
этой превосходной книги по- 
зволнан автору нослесловия 
к четвертому изданню ака- 
домику Р. 3. Сагдесву (кста- 
тн, одному из учеников 
Д. А. Фраик-Камененкого} 
высказать мненне о том, что 
ее можно причислить к золо- 
тому фонду паучно-популяр- 
ной литературы. 

В. Лешковцев 
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Новый прием 
во Всесоюзную заочную 
математическую школу 


Во Всесоюзную заочную математическую школу Академии педагогических наук СССР 
при Московском университете (ВЗМП!) принимаются ученики седьмых классов. Школь- 
ники, проживающие в Москве, Ленниграде н их прнгородах, в школу не принимаются. 

Занятия начнутся с 1 сентября 1976 года. Обучение в школе бесплатное. 

Учащиеся, принятые в школу, будут регулярно получать задання, в которых содер- 
жатся объяснеиия теоретических вопросов и задачи для решения. Срок обучения—трн года. 

Ниже публикуются задачи вступительной контрольной работы. Желающие поступить 
в ВЗМШ должны выслать решения этих задач не позднее 20 марта 
1976 года. После проверки работ (примерно в нюле 1976 года) будет сообщено, при- 
няты ли вы в школу. Преимуществом при поступленин пользуются школьники, прожи- 
вающие в сельской местности ин рабочнх поселках. 

Хотя некоторые нз вступительных задач отличаются по внешнему виду от обычных 
школьных, для их решения не требуется инкакнх дополнительных знаний по математике. 
Для того чтобы быть принятым в школу, не обязательно решить все задачи без исключе- 
ння. При оценке работы будет учитываться не только количество решенных задач, но и 
качество решення. Решение каждой задачи должно быть обосновано. Ответ без всяких 
обоснований может быть не засчитан. Если в задаче возможны иесколько разных ответов, 
то надо указать их все. 

Работа должна быть выполнена на русском языке в ученической тетради в клетку. 
Вступительные работы обратно не высылаются и рецензии на них не выдаются. 

В конверт вместе с тетрадью нужно вложить листок бумагн размером 1456 см с вашим 
почтовым адресом (мы наклеим его на конверт, когда будем посылать вам ответ). 

На обложку тетради наклейте листок клетчатой бумаги, разграфив н заполнив его 
по следующему образцу (иначе ваша работа проверяться не будет}: 





Область Вологодская 
Фамилия, имя Иванов Петр 
Год рождения 1962 2. 
Класс 7-й класс «Аз 
Школа (полное названне) закола № 2 о. Тотьмы 
Фамилня, имя, отчество учителя математики Никаноров Владимир Алексеевич 
Место работы н должность родителей отец — шофер автобазы № 3, 
мать — домениняя хозяйка 
Полный почтовый адрес 123456, г. Тотьма, ул. Ленина 
9. 3. кв. 23. 

Результаты проверки 

6 7 
1 2 3 4 5 аа б 8 э 10 |. 12 13 
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Школьники, проживающие в Архангельской, Вологодской, Калининградской, Пенин- 
градской, Мурманской, Новгородской и Псковской обласглх, Коми и Карельской АССР, 
Белорусской, Латвийской, Литовской н Эстонской ССР, присылают работы по адресу: 
г. Ленинград, П-228, ул. Савушкина, 61. Специнтернат при ЛГУ. ЗМШ. На конкурс. 

Учащиеся. проживающие в Воронежской, Белгородской, Тамбовской, Курской и Ли- 
пецкой областях, присылают рабсты по адресу: г. Воронеж, Университет, ФЗМШ. На кон- 
кирс. 

Школьники, проживающие в остальных областях РСФСР и в других союзных респуб- 
ликах, должны присылать работы по адресу: 117234, г. Москва, В-234, МГУ, мех-мат, 
ВЗМШ. На конкурс. 














Задачи вступительной 
контрольной работы 
в ВЗМШ в 1976 году 


}. По дороге едет телега. Дизметр ее 
колес — 1 метр. В одно колесо вбит гвоздь. 
а раз, когда гвоздь ударяется о доро- 

‚ раздается шелчок. ШЩелчки повторяются 
о секунду. С какой скоростью едет 
телега? 


2. Трн прямые пересекаются в одной 
точке так, что каждые две из иих образуют 
угол 60”. Точка М находится ва расстоя- 
нии Зси от одной прямой и на расстоянии 
5 см — от другой. На каком расстоянии от 
третьей прямой может находиться точка М? 

3. Какую цифру означает каждая из букв 
М, Н, Л, А, Н в равенстве НАЛИМ Х 4 
= ЛИМАН? 

4. Какое наибольшее число точек само- 
пересечения можст иметь замкиутзя ломаная 
линия, состоящая нз 7 звеньев? 

5. Сколько существует пар целых чнсел 
{х; и), удовлетворяющих неравенству 2х3 -1- 
—— 25 о ов 

6- Дедушка с внуком пошли вместе кз- 
таться из лыжах. Бабушка знаст, что по ров- 
ному месту оба едут со скоростью 7 км/час; 
нод гору: дедушка — 8 кличас, внук — 
20 км/час; в гору: дедушка — 6 км/час, 
внук — 4 км час. Оба проехали иб одному и 
тому же маршруту. 

Может ли бабушка определить, что боль- 
ше — протяженность спусков или подъемов 
на их пути, — если первым вериулся 

а) виук, 

6) дедушка? 

7. Сколько сторон может иметь много- 
угольннк, являющийся: 

а) псресечением; 

6) объединеннем 
треугольиика и вынуклого четырехугольни- 
ка? (Укажите все возможные значения н из- 
рисуйте примеры. } 

Можно ли внисаль в клетки таблины 
Зх Зчисла |, 2, 3,4, 5. 6, 7. 8, 9 так, чтобы 
каждые два числа, стоящие в сосединх кле!- 
ках, отличались не больше чем на 2? (Сосед- 
иими называются клетки, имеющие общую 
сторону .} 

9. Можно ли разрезать квадрат на не- 
сколько остроугольньх треугольников? 

10. Найдите три числа, каждое из кото- 
рых равно квадрату разности двух других. 

11. Докажите, что при любом патураль- 
ном п число п? -1 п? -:- 1 — составное. 

12. На плоскости нарисованы три кон- 
груэитных отрезка. Сколько осей симметрии 
может иметь это множество {объединение даи- 
ных трех отрезков)? 
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13. Укажите ‚три Сани вЫ сум- 

мы А -- 9100 = 3100 | - 4100 
99999819 -1- ододосноо, 

Ниже мы приводим для образца тщатель- 
ио выполиенное решение одной из задач 
вступительной работы прошлого года. На- 
деемся, что и присылаемые вами решения 
будут так же хорошо обоснованы. 

Элементами множеств А, Ви С сщжат 
числа 1.2,3,....9. Известно — следующее: 
АПВ = 11:21; ВПС == {3:7 АУВ-И:; 
2; 3:6;7;8:;: АМС = (1:2;:3:4;5:7;: 91. 
Найдите множества А, Ви С. 4(3дсь АПВ — 
пересечение множеств А и В. АИВ - объеды- 
нение этих множеств.) 

Решеине. В этой задаче можно рас- 
сужлать © каждом чнсле отдельно. факти- 
чески решая девять исзавиенмых задач, 

1) Начнем с числа |. Поскольку | при- 
надлежнт пересечению А и В, то 1 принал- 
лежит обоим мпожествам А и В. Если бы 
| принадлежала еще н С, то | принадлежала 
бы пересечению В ин С, а это не так. Значит, 
1 не принадлежит С. 

2} Число 2 входит ровно в те же множест- 
ва. что и |. Поэтому для 2 проходит такое 
рассуждение. 

3) Число 3 входит в ВПС, поэтому оно 
входит и в В, ив С. Но 3 не входит в АЙВ, 
поэтому 3 не входит в А. 

4) Число 4 не входит в АЦВ. 
Фио не входит нн в А, ни в В. Но оно входнт 
в ДУС. поэтому оно входит только в С. 

5) Для 5.6.8, 9 те же рассуждения, 
что ни для 4. 

6) Для 7 те же рассуждения, р и для ы 

Ответ. А- 11:25 В=1; 2; 3; 

7: 81; С 13459. 

Если вы хорошо разобрались в приве- 
денном решении, вам легко будет понять, 
что решение можно записать и горазло ко- 
роче. 

1} Так как множества АПВ и ВПС не 
имеют общих элементов. то нет такого зле- 
мента, который принадлежал бы одиовре- 
менно всем трем множествам А, В и С. Ог- 
сюда следует, что чнела 1,2 принадлежат 
и А. и В. но ие принадлежат С, а числа 3 
и 7 прниадлежаги В, и С. но ие приналле- 
жат 4 

2) Если элемент не принадлежит КУЁ, 
то он не принадлежит ии А, ни Р.а если он 
одновременио принадлежнт КУМ. то он 
принадлежит /1. Отсюда следует, что числа 
би 8 принадлежат 8, но не принадлежат ин 
А, ни С, а числа 4, 5, 9 принадлежат С, но 
не принадлежат ни А, пи В. 


поэтому 


Ж. Раббот 
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Заочная физико- 
техническая школа 


при Московском физико- 
техническом институте 


Дорогие ребятё! Заочная физико-техническая школа при Московском ордена Трудо- 
вого Красного Знамени физико-техническом ниституте объявляет набор учащихся 
на 1976-77 учебный гол. 

Вот уже 10-й год заочиая физико-техническая школа при МФТИ проводит избор уче- 
наков в 8-й. 9-й, 10-й классы. 

Форма обучения в пашей школе отличается от привычной для вас работы с учителем 
из уроках. Заочное обучение прививзет павыки самостоятельности, учит работать с допол- 
нительной литературой, коиспективио излагать свои мысли. 

Выпускники ЗФТИ получают хорошие дополнителытые знания по физике в матема- 
тнке. Многие выпускники ЗФТИ поступают в различные вузы страны и успешио в них 
занимаются. 

В ЗФТШ принимаются учащиеся восьмнлетиих и средних школ, расположенных 
преимущественио на территории РСФСР. 

Цель нашей школы — помочь ученикам в самостоятельных занятиях во физике н мате- 
матике. Вот иочему при приеме в шкозу предпочтение отдается ученикам, проживающим 
в сельских местпостях н рабочих поселках, где помощь ЗФТШ особенно пеобхолима. 

В ЗФТШ принимаются и физико-технические кружки, которые могут быть оргапизо- 
ваны ва месте по инициативе двух иреподавателей — физики и математикн. Руководители 
кружка набирают и зачисляют в иих учащихся, выполиныших вступительное задание ЗФТИ]- 
Кружок принимается в ЗФТШ. если директор школы сообщит в ЗФТШ фамилия руководи- 
телей кружка и поимеиный список членов кружка по классам (с указзинем итоговых оценок 
за вступительное задание). 

Учащиеся, принятые в ЗФТШ, и руководители физико-технических кружков будут 
регулярно получать задания по физике и математике в соответствии с ирограммой ЗФТИТ, 
а также рекомендуемые ЗФТШ решения этих заданий. Задания ЗФТШ включают теорети- 
ческий матернал и разбор харакгерных задач но теме, а также 10—14 задач для самостоя- 
тельного решення. Задачи подбираются разными но сложности: от простых до сложных 
{на уровие конкурсных задач в МФТИ). Работы учащихся-заочииков проверяют в ЗФТШ 
или се филиалах, а членов кружка — сго руководители. 

С учащимися г. Москвы проводятся очные занятия по физике н математкке 2 раза в 
неделю по программе ЗФТШ в вечерних консультационных пунктах (в ряде московских 
школ), кабор в которые проводится по результатам выполнения вступительного задания 
ЗФТИ| 

Вступительное задание каждый ученик выполняет самостоятельно. Работу надо сас- 
лать па русском языке н аккуратно переписать в одну школьную тетрадь. Порядок задач 
должен быть тот же, что н в заданин. Тетрадь перешлите в большом конверте простой 
бандеролью. Вместе с решением обязательно вышлите справку нз школы, в которой вы 
учитесь, с указаннем класса. Справку наклейте на внутреннюю сторону обложки тетради. 
Без этой справки решение рассматриваться не будст. 
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На внешиюю сторону обложки тетради наклейте лист бумаги, заполненный по образиу: 


1. Область (край или АССР) Кемеровская 064. 
2. Фамилия, имя. отчество Глухов Валерий Иванович 
3. Класс восьмое 
4. Номер ин адрес школы акола № 6, ул. Шишкина. 26 
5. Национальность русскей 
6. Профессия родителей и заии- 

маемая должность 

отец слесарь, мастер цеха 

мать 


бухга.миер 

653023, г. Проконьевск, 
у. Урожайная, 9. 11, кв. 20 

Срок отнравлення решения — ие поздиее 10 марта 19746 года (по почтовому штемпелю 
места отправления). Встулнтельные работы обратно не высылаются. 

Зачисление в школу будет производиться приемной комиссией Московского физико- 
техиического иистятута и приказом директора ЗФТШ.- Решение приемной комиссин будет 
сообщено не поздиее | августа 1976 года. 

Тетради с вынолиенными заданиями присылайте по адресу; 141700, г. Долгопрудный 
Московской области. Московский физнко-технический институт, для ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, Вологодской, Калининской, Кировской, Ленинградской, 
Мурманской, Новгородской, Псковской областей, Карельской и Коми АССР, Латвийской, 
Литовской, Эстонской н Белорусской ССР высылают работы по адресу: 198904. г.`Старый 
Петергоф, ул. 1 Мая, д. 100, ЛГУ, филиал ЗФТШ при МФТИ. 

Учащиеся Амурской, Камчатской, Иркутской, Сахалинской. Читинской областей, 
Красноярского, Приморского, Хабаровского краев, Бурятской, Тувииской, Якутской АССР, 
Чукотки, Казахской, Киргизской, Таджикской, Туркмеиской, Узбекской ССР высылают 
работы по адресу: 660607, г. Красноярск, ул. Перенсона, 7, Педииститут, филиал ЗФТШ 
при МФТИ. 

Ниже приводятся вступительные задания ио физике » математике. В задапин по фи- 
знке задачи |—5 предназначены для учащихся 7-х классов, 3—8, 12 — для учащихся 8-х 
классов, 6—12 — для учащихся 9-х каассов. Во вступительном задании по математике 
задачи 1—5 — для седьмых классов, 4—0 — для восьмых классов, 7—13 аля девятых 


— 


. Подробный домашний адрес 


классов. 


Вступительное задание по физике 


1. Потребовалось срочно отвесить по 
100 г растительного масла или манной крулы, 
но весов в доме не оказалось. Опишите, как 
вам удалось справиться с этой задачей. 

2. Найти средиюю скорость поезда, если 
известно, что первую треть пути оя прошел 
со скоростью 50 кл. час, вторую — #5 км, час, 
а последнюю треть — со скоростью вдвое 
больше средией скорости на первых двух 
участках. 

3. Герметично закрытая коробка массой 
0,1 хг и размерами 5`< 10 10 см илаваст ма 
поверхности воды. Синзу к коробке поднеси- 
ян алюминиевый грузнк такой, что опа це- 
ликом погрузилась в воду, но продолжает 


илавать в ней. Найти массу грузика, еслн 
плотность алюминия 2,7 г см, а плютность 
воды | ем. 

4. Можно ли. пользуясь барометром, 
определить высоту здания? Проведите несю- 
ходимые измерения и расчеты и сравните по- 
лученный результат с действительной высо 
гой. 

5. Топливная смесь приготовлена из с\- 
хих древесных опилок, торфа и камсиного 
угля, массы которых взяты в отношеини 
6:3:1. Какое колнчество тепла выделнтся 
ири сгораини {1 кг такой смеси, если 
удельные теплоты сгорания взятых го- 
рючих веществ соответственно равны 107, 
1,4107 и 3-10 дж/кг? 

6. Два сопротивления, иключенные иа- 
раллельню, выделяют в исни электрического 
тока силой 4 а мощность 144 вт, а при по- 
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следовательном соедннении выделяется мощ- 
пость 36 вт прн силе тока | а. Найти величи- 
ны этих сопротивлений. 

7. Используя  экспериментальные дан- 
ные для ускорения свободного падения н 
длины земкого экватора, оцените среднюю 
плотность Землн. Опишите другие возможные 
способы определения средней плотности пла- 
иеты. 

8. Тонкая нить из капрона, натянутая 
торизонтально, рвется, когда посередине 
нити подвешивают груз массой 2 кг. Какой 
массы груз можно подвесить на ней в верти- 
кальиом положении ? Учесть, что а момент 
разрыва нить составляла с горизонтом угол 
1°, Принять во виимание, что для малых уг- 
лов 5$ @ яго. 

9. В цилиндре объемом 2 д под невесо- 
мым поршнем находится некоторое количест- 
во идеального газа. На поршень положили 
груз массы 20 кг, в результате чего поршень 
опустился на 40 см. Во сколько раз нзмени- 
лась температура газа после перемещення 
поршня? Площадь сечения поршня 50 2м?, 
атмосферное давленне 1 атм. 

10. Сможет ли воздушный шар, напол- 
ненный гелием, поднять груз массы 150 ке, 
если его объем 150 м3 и масса ето оболочки 
8 кг? Давление и температура гелия внутри 
шара н воздуха снаружи одинаковы и соот- 
вэтственно равны | атм и 15°С. Отмоситель- 
пая молекулярная масса гелия 4, воздуха 29. 

11. Когда содержится больше влаги в 
1 м3 воздуха: осснью (льет холодный дождь, 
температура -!-3°С) или засушливым летом 
(температура --30°С, относительная влаж- 
ность 20%}> 

12. Предлагается измерить плотность ча- 
стнц сахарного песка. Опишите подробно нс- 
пользуемый метод и результат ваших изме- 
рений. Какие другие возможные способы из- 
мерения плотности частии сахариого песка 
можно предложить? 


Вступительное задание по математике 


1. Найти значение выражения 
Иа-Иа —&х 
раз вх —Уа— 


при 
зат 
х= ОИ (2>0, &>0, т>0}. 
2. Вкладчик взял из сберегательной 


кассы сначала 1/6 часть своих денег, потом 
50 р. и, наконец 2/5 оставшейся суммы. Всего 
затри раза он взял 510 р. Сколько денег после 
этого осталось у него в сберкассе? 

3. Построить ромб яо заданной стороне 
длины а, если известно, что длины диагона- 
лей относятся как #1 : п. 
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4. Двузначное число, деленное на сумму 
своих цифр, дает в частном 4 и в остатке 3; 
если цифры этого числа переставить, то 
иолучится число, на 5 большее ушестсренной 
суммы его цифр. Найти это число. 

5 < р 14т 3 
- Сократима ли дробь Эта» Где 
т — целое число? 

6. Найти все действительные значения д, 

при которых корни уравнения 
< Пе 2х + а+-3=0 
положнтельны. 

7. В прямоугольном треугольнике най- 
тн отношение длин катетов, если длины вы- 
соты и медиаиы, выходящих из прямого уг- 
ла, относятся как 40:41. 

8. Сумма членов и разность арифмети. 
ческой прогрессии положительны. Если уве- 
лнчить разность прогрессии иа 2, не меняя 
ес первого члена, то сумма се членов уве. 
личится в 3 раза. Если же разность исход- 
ной прогрессии увеличить в 4 раза, не меняя 
лервого члена, то сумма членон прогрессин 
увеличится в 5 раз. Определить разность 
исходной прогрессин. 

3. В равнобедренном треугольннке АВС 
(А В1=|8ВС]) на высоте ВБ как на диа- 
метре построена окружность. Через точки А 
н С к окружности проведены касательные 
АМ и СМ, продолжеиня которых пересека- 
ются в точке 0. Определить отношение 
а. если с! = Ё и высота ВВ больше 


основання АС. 

10. Автобус из лункта А н автомобнль 
из плуикта В отправляются одновременно и 
осуществляют безостановочное движение с 
ностояннымн скоростями между А и В. Пер- 
вая встреча их произошла через 42 мин по- 
сле начала движения, а через 2 ч 34 мин 
лосле начала движения автомобиль первый 
раз обогнал звтобус. Через какое время по- 
сле начала движения автобус и автомобиль 
первый раз окажутся одновременно в пуик- 
те Л? 

11. Доказать методом математической 
индукции иеравенство 


у ! | р 
+ +... р7=> Уп 
у! у2 ул 

при л—2. 

12. Найти количество всех трехзначных 
чисел, составленных из цифр |. 2, 3, 4, 
5, 6 так, что в каждое число входит не 60- 
лее двух одинаковых цифр. 

13. Последовательность [хи] задана ре- 
куррентной формулой 

о 
[2 а Хв—1 2 
Хи =, Ха = 5. р] П— 


причем 0<а<1. Найтн предел последова- 
тельности. 
В. Аслонян, А. Кирьянов, Т. Чувунова. 
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«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. В языке племени сдола всего 
два звука: «Д» и «О». Два слова озна- 
чают одно и то же, если одно полу- 
чается из другого при помощи неко- 
торого количества следующих опера- 
ций: пропуска идущих подряд зву- 
ков ДО или ООДД и добавления в 
любое место сочетания ОД. Означают 
ли слова ОДД и ДОО одно и то же? 
2. Две медные трубки опускают в 
воду на болыную глубину. Одна 
трубка запаяна с обоих концов, а у 
другой — один конец открыт. Что 
произойдет с трубками на глубине? 
3. Восстановите запись деления, в ко- 
торой некоторые «сбежавшие» цифры 
заменены звездочками. 

4. Известно, что длина тени, которую 
отбрасывает предмет, в течение дия 
меняется. Самая короткая тень — 
в полдень, к вечеру тень «растет». 
А есть ли на Земле такое место, где 
длина тени в течение дня не меняется? 
5. В игре «Кто первым назовет чис- 
ло 100» участвуют двое. Один назы- 
вает любое целое число от } до 9 вклю- 
чительно. Второй прибавляет к иа- 
званному любое целое число от \ 
до 9, которое ему понравится, и на- 
зывает сумму. К этой сумме первый 
снова добавляет любое целое число 
от |1 до 9 и называет новую сум- 
му и т. д. Выигрывает тот, кто пер- 
вым назовет число 100. В этой игре 
начинающий всегда проигрывает, ес- 
ли только его противник откроет 
один секрет. В чем же секрет, ключ 
нгры, который обеспечивает второму 
игроку победу? 
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А. Савин 


Как нарисовать 
пятиконечную 
звезду? 


Не правда лн, красива правильная 
пятиконечная звезда. Ее мы видим 
на гербе и флаге нашей Родины, она 
сняет па военных фуражках и на 
нитилях башен Кремля. 

Кто в детстве не пытался нарнсо- 
вать эту звезду? Наверное, всякий. 
Но получалось нечто кособоксе и пе- 
уклюжее, что-нибудь вроде рисун- 
ка 1. 


Первая попытка 

В школе вы познакомились с инстру- 
ментами для геометрических  по- 
строений — пиркулем и линейкой. 





Попробуем возобновить попытки на- 
рисовать правильную пятиконечиую 
звезду. Сиачала спросим себя, что 
значит правильную? Наверное, нуж- 
нэ, чтобы пять вершин были соеди- 
нены отрезками равлой длипы. Ли- 
нейка поможег нам сделать стороны 
звезды прямыми, а при помощи цир- 
куля постараемся сделать их рав- 
НЫМИ. 

Пристуним. Строим угол © вер- 
шиной 4. На его сторонах отклады- 
ваем равные отрезки АВ и АС 
(рис. 2). Гри вершины есть. Осталось 
найти еще две, и все в порядке. Одна 
из них (О) должна быть удалена 
от точки В на такое же расстояние, 
что и точка А. Зпачит, она должна 
лежать на окружности с центром в 
точке В радиуса АВ. Проведем дугу 
(2) этой окружности. Аналогично про- 
ведем дугу (3) окружности такого же 
радиуса с центром в точке С. На ней 
должна лежать вторая из оставшихся 
веришин (Е). 

Всномним, что мы хотим: расстоя- 
ние между вершинами Б и Е долж- 
но быт, равно расстоянию между 
остальными вершинами. Поэтому, ие 
изменяя раствора циркуля, ставим 
одну из его ножек в какую-нибудь 


точку Р одной дуги (это будет чег- 


Рис. 3. 


вергая вершипа звезды} Н проводим 
окружность (4), которая пересечется 
дугой (.3) в точке Е. Получили пятую 
вершину. Соедиипли отрезками полу- 
чепные точки. М что же? Длииы 
стрезков равны, а звезда явио не- 
правильная. 


Вторая попытка 


Где же ошибка? Она сразу видна. 
Стороны у звезды равны, а вот углы 
при вершинах — иет. Как же ‹де- 
лать, чтобы были равны и все сторо- 
ны, и все углы? 

Нарисусм окружность. Разобъем 
се па 5 равных дуг, а затем соедииим 
концы дуг через одну (рис. 3}. Нет 


сомнений, что это и есть нужная 
нам звезда! Только как разделить 
окружность па 5 равных частей? 


С помощью транспортира? Во всей 
окружности 360, значит, в каждой 
частн по 72. Берем транспортир... 
где же он? Опять куда-то исчез. 
А может быть, сумеем обойтись п 
без него? 


Приближенный метод 


Попробуем «на глазок» отложить на 
окружнести угол в 72. Так... семь- 
десят два градуса — это больше 60. 
но меныше 90°. Гдело между ними, 
чуть ближе к 60, чем к 90. Дугу 
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Рис. 4. 


в 60 отложить нетрудно, так как 
длина хорды, стягивающей ее, рав- 
на радиусу окружности. Еще легче 
построить и дугу в 90. Отмегим 
конны «нужной» дуги (в 72} — точ- 
ки А и В (ри. 4). 

Проверим, действительно ли ду- 
га АВ равна \; дуги окружности. 
Отложим с помощыо циркуля дуг\ 
ВС. равную АВ, затем дугу СБ, 
дальше РЕ и, когда ножку циркуля 
мы поставим в точку Е, то вторая 
его ножка должна попасть в точку А. 
Попала? Нет. Зпачит, мы все делали 
зря? Цет! 

Отметим точку Р, в которую попа- 
ла вторая пожка цпиркуля. Мы оиб- 
лись на дугу АР, значит, каждый 
раз мы ошибались на /. этой дуги, 
причем, если точка Ё оказалась правее 
гочки А. то мы выбрали дугу больше, 
чем нужно. а если левее, то меныие 
требуемой. 

Сделаем поправку. «Ма глазок» 
отложим на дуге АР ее пятую 
часть — дугу АС (рис. 5). Дуга СВ 
уже гораздо точнее приближается 
к (/; дуги окружности. чем дуга АВ. 
Теперь сделаем еще раз такую же 
проверку, что и раньше. Если после 
нятн откладываний ножка циркуля 
попадет в черное пятньико, которым 
мы отметили точку С, то построение 
выполнено с нужной точностью. А ес- 
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ли нет, то еще раз таким же способом 
уточним размер дуги. Двух уточне 
ний практически всегда хватает. 


Точное решение 


А нельзя ли сразу получить точное 
решенне? Оказывается, можно. 

Вот один из «рецептов» такого 
построения. Пусть ВС — диаметр ок- 
ружности (1), АО — перпендикуляр- 
ный ему радиус (рис. 6). Проведем 
окружность (2) радиуса ВО с цен- 
тром В. Через точки пересечения 
окружиостей (/) и (2) проведем пря- 
мую и обозначим через ЮР точку ее 
пересечения с диаметром. Затем с 
центром в точке ДР радиусом ВА 
проведем еще одну окружность (3). 
Точку ее пересечения © днамегром 
обозначим через Е. Проведя окруж- 
ность (4) радиуса АЁ с центром А, 
в пересечении с окружностью ([) 
получим точки Аи М. 

Дуга АМ равна дуге АМ’ и 
равна '!/, дуги первоначальной ок- 


ружностн. 

Чтобы обосновать это, нужны зна- 
ния математики старших классов 
Школы. 


Вы сможете сами придумать обо- 
снованный рецепт построения, если 
прочтете статью А. Д. Бендукндзе 
«Золотое сечение» («Кваит», 1973, 
№ 8. Там рассказывается о замс- 
чательных геометрических свойствах 
правильной нятиконечной звезды. 


Обсудим сказанное 


Некоторые читателн возмущенно воз- 
ропщут: 


«Зачем же рассказывать о 





Рис. 5. 


76 


Куаптссте.ги 





Рис. 6- 


приближенном построении, сели есть 
точиое?» А вот зачем. 

Во-вцервых, что значит — «точ- 
ное»2 Если его провести идеальными 
инструментами, то оно действитель- 
но точно. Но вы же будете чертить 
реальными! каранлашом, циркулем и 
лниейкой. Заведомо при этом полу- 
читея иеточный результат. 

А, во-вторых, приближенный ме- 
тод годнтся для деления окружности 
на любое число равных частей. сле- 
довагельно, достаточно для этого за- 
помнить только одни метод. 

Далее, этот метод проще точного. 
А простота часто бывает важным 
аргументом. Так. миогие математи- 
ческие вычисления на электронных 
вычислительных машинах (ЭВМ) про- 
водят приближенными методами (хотя 
существуют и точные} лшиь потому, 
что их использование гораздо проще, 
а в ряде случаев возможности маши- 
ны не позволяют воспользоваться 1оч- 


ным, но громоздким методом. 
И последнее. Оказывается, пет 
и ие может быть точных методов 


для деления окружности ца 7, 9, 11, 
13, 14, 18, 21, 22. 23, 35 и еще много 
других равиых частей. Доказатель- 
ство этого факта принадлежит заме- 
чательному немецкому математику 
Карлу Фридриху Гауссу. 
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К статье «Полуправильные многогранинки» 


1. Октаэдр- Куб. 
2. У=о3И2УЗ --- 2. 








3. „ _2Уб. яп а = БИ. 
18 
4. у У? 
гу; —3 
5. и РЗ. 
6. И= ве. 
7. ит. 


К статье «Всплывающий воздушный пузырек 
н закон Архимеда» 


1. Из закона сохранения энергии 


ПЕ о Ро 
Е 
где т == Ур (У — объем стержня}, 
. 12 
т=Ур—=— (р — плотность воды), 
мг 
ры 22 
то = находим 
2 р Ю: И О | 


2. Т=2л уе Решение 
лг?ри 
задачи см.. например, в «Кванте», 1978, 


№ 6, с. 36. Только нужно т заменить иа 
Вал 
тт =ттьУр. 


3. Запишем второй закон Ньютона для 
стержия, для массы ть, = п (В? — г} ф во- 
ды, движущейся между стержнем и стенка- 
ми трубки, и для оставьиой, неподвижной 
воды массы т, = п" {2 —Цр: 


та == Рвыти -- Рвыт: — мй, 
— та, = — 78 — Рьыт — Ё,. 
0 — — тя — Рьыта = Ри Е. 


Злесь Рьыть (Евытз) — сила, с которой дви- 
жущаяся (неподвижная) вода действует на 
стержень, ЁР, — сила взаимодействия под- 
вижной и неподвижной воды, Е — сила, с 
которой на неподвижную воду действует дно 
трубки. Сложив все три уранения, нсключа- 
см силы Рвыть, Рвыта И Ри. Заметим, что 
а и г? 


ати Шт. 
ных преобразований получаем: 


Тогда после неслож- 


Е = тт 1- т) —а(Ур —т) = 
(Ир — м1)? 


Ирг? 
пе 


== (ВЗЁ — г" Л ре -- та — 


Отсюда видно, что сила давлення воды на 
дио (численно равная силе РЁ) меньше сум- 
марного веса воды и стержня. Причем это 
справедливо и когда стержень всплывает 
(Ир»мт), и когда ои тонет (п!> Ур). 


К статье «Давайте складывать точки» 


4. Полюс О нужно выбрать в центре 
правильного многоугольинка; причем это 
положение полюса условием задачв опре- 
деляется однозиачно- 
8. 4 =А, А, А. = —А,, 
А, = —А., Ав = А, —А.. 

И. а) Луч (ВА); 6) луч [АВ), 
в) отрезок [АВ], 
г) луч. лежащий на прямой ВА, с 
вершиной в точке В, не содержащий 
точку А- 

15. В отношевин п: (л — 1), считая от 
вершины. Точка пересечения отрезков АЕ 
и ВК лежит на медиане, проведенной из 
зершины С. 

16. В отношении 3:3:1, 
вершины. 

17. В отношении 1:2. 

18. В отношении 1:1: 1. 


К статье «Достраиванне тетраэдра» 

1. Достройте тетразэдр до параллелепи- 
педа вторым способом и воспользуйтесь для 
каждой граии параллелепипеда теоремой, 
связывающей сумму квадратов длин сторон 
параллелограмма и сумму квадратов длин 
его диагоналей. 

2. Достройте тетраэдр до параллелепн- 
педа вторым способом; для выполнения 
условия задачи необходимо и достаточно ‚что- 
бы соответствующая грань получившегося 
параллелепипеда была ромбом. 


считая от 


5 
3. а У т х 
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Указание. См. задачи 3, 4 в статье. 


4. Достройте тетраэдр ло параллеле- 
нипеда вторым снособом. Учетверенный квад- 
рат длины каждого ребра израллелепкледа 
выразите по теореме косинусов через длины 
диагоналей соответствующей грани и угол 
между ними (по одной грани на ребро). 
Затем к граням параллелепипеда примени- 
те теорему о сумме квадратов длин диагона- 
лей параллелограмма н сумме квадратов 
длин его сторон. Сложив все нолученные ра- 
венства, получите требусмый результат. 


К статье «Московский инженерио- 
физический институт» 


Математика 


Варнаит 1 


1. Обозначим скорости трех лыжников 
буквамн ид (8-1, 2, 3) (м:мин), а всю дн- 
станцию через $ {м). Третьему лыжнику пос- 
ле т (мин) остается пройти расстояние 
($—итез) (м). По условию задачи это расстоя- 
нис первый лыжник аройдет за л минут, а 
второй — за р минут. 

Учитывая этн условия и соотношения 
между скоростями, получим систему урзв- 
нений: 


$ — м С 
Ор яч 
$ — та { (8 


в -Е а == 303. 
Из системы (1) требуется найти отно- 
шения т (Е = 1,2, 3). Исключив из первых 
й 


Днух уравнений системы $-— лаз. получа- 





Рис. 1. 
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ем систему  уравненнй для  отюшеинй 
' Г. 
6 
и и. 
пр =0, 
из оз 
а [2 ы 
1 2 
7 = =. 
9‘ и 


Решение линейной злгебраической сис- 
темы линейных уравиений с двумя неизне- 
стнымн {2} имзет вид 


НЙ 2р и. 21 
#3 Пр’ г Пр” 


Теиерь из первых двух уравиенший системы 
{1} получим ответ: 


' 1 
$61 == [" эм -:- 


р ® 

35) {мин}, 
1 тр’ 

Зи: == (р ут “я (мин), 


; 2 
Зи == [= ;- 2) (мин). 


2. Из равенства плоских углов при 
вершинах А нВ (см. рис. 1) следует, что 
треугольники АСВ и АЗВ — равные ран- 


иобедрениые, поэтому ВС == СА = В$ =5А 
л 
на <. Соединим середину В отрезка АВ 


с вершинами Си $. Плоскость СО$ пер- 
неиднкулярна ребру АВ, тзэк как медианы 
СО и $0 равнобедренных треугольников 
АСВ и А$В одиовременно являются высо- 
тами этих треугольников. Объем У пира- 
мнды 5АВС равен суммз объемов пира- 
мид В0$С и АО$С, 


ь | 1 2 а 
| з 82.91 345:9- 3:29, (1) 


С0$, 


Таким 


ге О — площадь 
1 
вр. -ОА = 52 {по 


образом, для нахождения объема пирамиды 
достаточно вычислить площадь треугольии- 
ка С0$. 

Треугольник С0О5$ — равнобедреичный. 
так как СВ == $Р (это следуст из равенст- 
из прямоугольных треугольников СОВ и 
508. ПОВ — обиая стороиа 5580) == 

СВО =. “). Проведем БЕ! С$ (СЕ = 

Е$ по свойству высоты равнобздренного 
треугсльшика). Следовагельно, 


треугольника 


ностроению]}- 


@ == > С5.БЕ»з СЕ.ОЕ. (2) 


Величины отрезков СЁи ДЕ легко нахо- 
дятся из прямоугольных треугольников ВЕС 





ПТ, АВ я 
н ВОЕ: СЕ = ВС ут 9 = я" = 
= 
Я, рЕ=УЕРВБЕ 
9 == }" ( ) —( )7 = 
р але рр 
у ‚ Эсоз& 5 205 © ° 





В 9 : 
х р со — с05т а. 


Подставляя полученные значения СЕ м РЕ 
в (2), найдем: 





а ПА р Е 
в [в ‚эт. У ют фота 


и ответ: 
и 
ии ‚5 о а 
РЕ с05° 5 — ©0587 ©, 


д 
0<<5. 


3. ОДЗ: а>0, а2|, х>0. Так как 
ю82х -- 2>0, то исходное неравенство рав- 
посильно следующему: 

1057 х —З юрих — 4<0. 


Обозначив и == 1ойах, получим у? — Зу—4<0, 
откуда —1<у<4. Возвращаясь к х, полу- 
чим двойное неравенство ° — 1<Ю8.х<Я. 


|} 1 
Ответ: 1х = при О<а< д <<! 


при а> 1. 
4. ОДЗ: с0$ х7 0. Теперь исходное урав- 
нение равносильно следующему: 


2 мпах-- 2 УЗзтх 3 =0. 


Отсюда находим: 


ыы 


8) зшх = _э8 


= 


ь 


6) 5тх = и. 
2 

В случае а} решений ист, поскольку 

ЗИ? 


9 





< — 1, а случай 6} приводит к отве- 
. И 
ту х=(— ТД -Еле (А — целое). 


Варнаит 2 


у кич, 
3 


1. 4 лас где 


х — собственная 


—. а 1 
2. | Зав а. 3. 0<х<5, их ЗВ. 


скорость лодки. 
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— — Е 
Ртрл Е 
Е 
ря } 
Вы 
Рис. 2 
2 2 


Вариант 3 


1. 4 мк ЕЕ д/с, гдех— про- 
пускная способность большей трубы. 
2. агссоз (зшто-зтр). 3. 0 <х =. 


1 
== += — 


Ч агссоз (3—2 УЗ — а) -|- лА 


при <|<И2; х=лё приа=+ ра, ре 


шений инет при |а[> У 2 (# — целое). 


Физика 


Билет 1 

3. Прежде всего выясиим, скользит 
ли брусок по доске или система брусок — 
доска движется как единое целое. Максималь- 
ное значение силы трения покоя Ётр.и пр 
по достижении которого брусок мог бы на- 
чать скользить по доске, равно силе трения 
скольжения: Ртр. и Е Втал-З,9 н. 

Прилбженная к бруску внешияя сила 
Е—2н меньше Ртр. и пах. Следовательно, 


скольжения бруска по доске нет, т.е. си- 
схема движется как единое целое. Цооизкис- 
денная внешней силой работа Ари — ЕЁ идет 
на увеличение книетической эпергни системы: 
= (М--т)?/2. При этом над доской со- 
вершается работа А, равиая приращению 
<  книестической  эпергии:  А=М:.2. 
Исключив из папусаниых равеисть скорость 
с, найдем 


А== НММ- т) =1,3 дж. 


Задачу можно решить и инзче. Зани- 
шем уравиения движения бруска и доски, 
движущихся с одинаковым ускорением а 
{см. рис. 2, на котором изображены только 
горизонтальные силы, действующие ина бру- 
сок и на доску): 


та=Е—Ётр.п, Ме= Ргр.и. 


Отсюда найдем снлу трення покоя: Агр.и 
ЕМАМ--т). Эта сила, действующая со 
стороны бруска на доску, совершит нал до- 
ской работу 
А= Рлри = НМАМ--т). 
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Рис. 3. 


Билет 2 


3. Обозначим через р, и р» давления 
воздуха в частях цилиидра с объемами И, 
н М, соответственно. Запишем уравнення 
двнжения поршня: 


то? -=р.$—р,5 (1) 


(©?7 — центростремительное ускорение, р›5 
ир,5 — сиды давления воздуха иа поршемь). 
По закону Бойля — Мариотта 


РИ роИо но ра ро\о. {2) 
Из равенств (1). (2) н очевидного соотиоше- 
ния И, -И,—=2Ио пайдем 











г ТРИ] 
У = д Г ( ак, = 28. 
(У. $ + 2.8 ) -\ 
Билет 3 


3. Система, выведениая из положения 
устойчивого равновссня, испытываег тормо- 
зящее действие сил электростатического по- 
ля. Поэтому она будет поворачиваться до 
тех пор, пока изменение кинетической энер- 
гин системы пе станет равным работе элект- 
ростатических сил: 


—2 (ти) А. (1) 


Работа А\, совершаемая полем, например, 
над положительно. заряженным шариком, 
равна А = ($.—Ф,). где Фон Ф, — потен- 
цналы поля в начальюм и конечном поло- 
жениях шарика (см. рис. 3, где синими лн- 
ниями показаны эквипотенинальные поверх- 
ности однородного электростатического поля). 
Для однородного поля ф.—$=—Е4= 
—-—& (1/2) (1—с0$ 9%}. Тогда А, = -—4Е1 (1 
—560$ 2/2. Такую же работу поле совершит 
н над отрицательно заряженным. шариком. 
Следовательно, 

А=2А, — —9ЕЁ1 (1—6с0$ 9). (2) 
Из (фи <) 

ти 


с05 © = 1 — 3; 36 


Отсюда и-=60®. 
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Билет 4 


3. И ид= ВВ! 2=1,5 в. 
Указание. Подробиее см. решение 
задачи ФЗЗ3 в этом номере журизла. 


К залаче «Пленники царя Дадона» 


(см. с. 18) 


Открытымн окажутся те камеры, ключ 
в Которых повернут печетное число раз, 
т.е. че. к которым подходило иечетиое чис- 
ло посланцев царя Далона, или, иначе, 
номер которых имеет нечетное число дели- 
телей. 

Нечетное число делителей нмеют только 
точные квадраты: 1, 4, 9, 16, 25, 36. 49,64, 81, 
100 (у неквадратов х каждому делителю а 


соответствует делитель х’а), поэтому ипарь 
Ладони отпустила па свободу десять плен- 
ННКОВ. 
К ребусам 

(см. с. 43) 
«Шесть на два». Шесть == 52647. Два == 09. 
«Паргитура». ОогепыЁазо! = 40275683109. 


«ростые числа?. 325 Х 777=252525. 


(см. с. 23} 

1. 807х 807—651 249. 

2. 459х 459—210 681. 

3. 213х 213-=45 369 

4. 203 209— 43 681. 

5. 259> 259—671 081. 

6. 157х 157- 24 649. 

К заметке «Курьезный рекорд» 
(см. с. 99) 


На двух. Миссис Дрю напечатала 
7388894 зиаков. в среднем по 3190 на лист. 
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92 = грех ныне ее и=-& 
1.9. О Ча Я бя нове й ортез 
длесжист фаны а, р АЙ, %2- 
ИН. 
75 =. И плоти ©,с 
Ее и. я 
= реет а/ Е к^/ ВЕ 
. фола — в, “ис р» 


ду) тему и пе а т. го г 
2) стыд в). у -ы и а эслеки бу а: 


У - ду у я к лесворетн ее пе я Ус 
прот учи? ут +, 4с Зе рун у прет 
«3 & ОУ Ао вЫ, =, 


Длвс-У= +8; АЯ#х-- 3с 
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24 февраля 1825 г на заседании фиэнко-математяческого фа- 
культета Казанского университета Н И Лобачевский сделал 
доклад. в котором показывалось. что знаменитый пятый посту- 
лат Евклида недоказуем Проблема, две тысячи лет непод- 
дзвавшаяся уснлням математиков, была решена совершенно 
неожиданным образом! 

О Н И Лобачевском, о его замечательных открытнях расскз- 
зывается в статьях этого и следующего номеров нашего жур- 
нала 

Обложка этого номера (Ё-я и 4-я сграннцы} выполнена хулож- 
ником Г. Казэзковцевым. 





© Главная редакция физико- математической литературы 
тельства «Наука», «Квант». 1976 год 
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Навстречу ХХУ съезду КПСС 


Февраль 1976 года навсегда войдет в историю нашей страны. В этом месяце 
состоится ХХУ съезд Коммунистической партии Советского Союза. Съезд 
подведет итог грандиозной работы нашего народа но выполнению девятого 
пятилетнего плана и утвердит основные направления развятня народ- 
ного хозяйства СССР на 1976—1980 годы. 

Основная задача десятой пятилетки в области развития народного 
хозяйства — резкое повышение качества иродукции ин эффективности 
производственной деятельности во всех сферах труда. Недаром эту пяти- 
летку называют «пятилеткой качества». 

Успешно завершив девятый пятилетний план развития народного хо- 
зяйства, советский народ сделал крупный шаг на пути к коммунизму. 
В этих достижениях важную роль сыграли физика н математика. Роль 
этих наук в новом пятилетнем плане будет еще более существенной. 

Мы живем в эпоху, которую часто называют эпохой научно-техниче- 
ской революиии. Наука в наши дни превратилась в непосредственную 
производительную силу. могущество которой непрерывно растет. На про- 
тяжении последних трех десятилетнй мы стали свидетелями грандиозных 
успехов физико-математических наук, в результате которых возинкла 
ядерная энергетика, идущая на смену традиционной химической энерге- 
тике. Родилась ракетно-космическая техника. Появились электронные 
вычислительные машины. Они сделали доступными решения таких проблем, 
о возможности решения которых предшествующие ноколения могли только 
мечтать. Ширится производство полупроводников, радиоэлектронной ап- 
паратуры, разнообразных средств автоматизаини. Одновременно © этим 
наука готовит глубокие революционные перемены и в давно существующих 
отраслях нронзводства — металлургии н маншностроенни, легкой и пище- 
вой промышленности, строительстве и сельском хозяйстве. Смысл этих пе- 
ремен — в необычайно быстром повышенин пронзводительиости труда, 
эффективности производства и качества продукции. 

В недалеком будущем болынинство предприятий превратится в ком- 
плексно-автоматизированные пронзводства, на которых человек уже не 
будет привязан к станку или конвейеру. Все производственные операции 
возьмут на себя машины и контрольио-управляющие механизмы. Человек 
же будет созлавать этн сложные комплексы машии-автоматов, готовить 
для них программы работы и контролировать их исполнение, непрерывно 
совершенствовать производство. На таких заводах производительность 
труда сделает огромный скачок. А ведь именно небывалый рост произво- 
дительности труда является, по словам В. И. Ленина, решающим фактором 
в борьбе за коммунизм. 

Комплексно-автоматизированное производство ведет нас к изобилию 
материальных благ. Атомная и термоядерная энергетика открывают чело- 
вечеству путь к изобилию энергин. Болышая химия создает необычайное 
богатство исходных материалов и сырья для промышленности. Электрон- 
ные вычислительные машины позволяют своевременно н четко обрабаты- 
вагь гнгантскне количества разнообразной информации, перед которыми 
человек, лишенный этих средств, бессилен. Так, в ходе научно-технической 
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революцни поднимается на новую, качественно более высокую ступень 
производство, энергетика, матерналоведение и управленне. 

Сонналистическое общество открывает широкий простор для новых 
производительных сил, рождакицихся в ходе научно-технической револю- 
ции. Но полное освоенне этих замечательных возможиостей требует упор- 
ной творческой работы всех трудянихся. Задача исторической важностн — 
органически соединить достижения научно-технической революции с прен- 
муществами социалистической системы хозяйства, поставленная генераль- 
ным секретарем нашей партии товарищем Л. И. Брежневым в отчетном 
докладе на ХХИ\ съезде КПСС, по-прежнему остается одной из главных 
задач, с которыми мы встречаемся на пути к коммунизму. 

Проблема резкого повышения качества продукции и эффективности 
труда может быть успешно решена только с помощью современной науки. 
Большой вклад в ее решение должны внестн физико-математические наукн. 
Онн п сейчас широко нспользуются при определении качества продукции. 
В основе современных методов массового контроля качества изделий лежат 
теория вероятностей ин математическая статистика. Достиження онтики, 
физики рентгеновских лучей,’ физнки ультразвука, магнетизма. ядерной 
физикн являются научной основой разнообразной контрольно-измеритель- 
ной аппаратуры. Оптический и рентгеновский спектральчый анализ, маг- 
нитная ин ультразвуковая дефектоскопия, гамма-излучения радноактив- 
ных источников давно и успению нспользуются в производстве для из- 
мерсния толщины изделий и обнаружения скрытых дефектов. 

Современная физнка предоставляет промышленности прииципнально 
новые методы воздействия на матерналы. Концентрнрованные пучки бы- 
стрых электронов и нонов, луч лазера, мощные потокн нейтронов, созда- 
ваемые атомными реакторами, сверхсильные магнитные поля и сверхвысс- 
кие давлення позволяют воздействовать на всю толщу изделий, упрочняя 
кристаллическую решетку и придавая изделиям необычайную прочность, 
нзносоустойчивость, надежность и долговечность. Физика открывает путь 
к новым технологическим процессам и способам производства, изменя- 
ющим облик промыинтлениости, строительства, транспорта и связи. 

Возьмем в качестве примера создание атомных двигателей для 
морского транспорта — ледоколов, подводных лодок. — Советские 
атомиые ледоколы «Ленин» и «Арктика» проводят караваны судов 
зимой в таких высоких арктических широтах, которые совершенно недо- 
ступны для обычных ледоколов в это время года. Советские атомные по0д- 
водные лодки у спешно совершают кругосветные плавания, ни разу не веплы- 
вая на поверхность океана на всем протяженин своего пути. 

Благодаря выдающимся достижениям радиоэлектроники и ракетной 
техники открывается возможность создания новой международной 
снстемы радиорелейной и телевизноиной связи, которая позволит передавать 
телевизионные программы любого государства во все остальные страны 
мира. Для ее реализации потребуется запустить в экваториальных широтах 
несколько синхронных (обращающихся вокруг Земли с такой же скоростью, 
с какой Земля обращается вокруг своей оси) искусственных спутников 
Земли, снабженных мощными ретрансляционными устройствами. Так 
возникнет качественно новая система передачи информации. 

Наука раскрывает перед человечеством гранднозные перспективы раз- 
внтия и совершенствовання всех видов труда. М наиболее полно эти воЗ- 
можности могут быть реализованы только в условиях социализма. 
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П. Александров 


Николай Иванович 
Лобачевский 


Жить — значит чувствовать. наслаж- 
даться жизнью. чувствовать непремен- 
но новое. которое бы напоминало, что 
дих живем... Будем же дорожить жиз- 
ным». пока она не геряет своего доето- 
инстни. Пусть примеры в истории, ис- 
Тинное понятце о чести. любовь к оте- 
честву, продбужденния в юных алегах, 
дадут заранее... блисородное напривае- 
ние страстям. 


Лобачевский 


Для многих читателей, незнакомых 
с обликом Н. И. Лобачевского 
как ученого, культурного деятеля 
и просто человека, приведенные толь- 
ко что слова могут показаться нсожн- 
заннымин — настолько они противо- 
речат ходячему представлению о сис- 
циалисте-математике, все еще исот- 
делимому от представлений об узком, 
кабинетном ученом. Представденне 
это питается не только традицней, 
видящей в математике наиболее ото- 
рванную от жизнн науку, авесе пред 
ставителях — сухих людей, живу- 
них вне области действительных ин- 
тересов и волнений человечества, 10 
н бнографиями некоторых даже и 
очень больших математиков, как бы 
поддерживающими эту традицию. 
Лобачевский всей своей личностью, 
всеми чертами своей деятельности 
идет вразрез с упомянутой традн- 
цией — в исторни науки нелегко 
найти ученого, обладающего такой 
силой абстрактной мысли, весь. жиз- 
ненный облик которого был бы в то 


же время наполнен таким широким 
эмопиопальным движением, такой 
нпатетнкой в лучшем и наиболее под- 
линиом смысле слова, как Побачев- 
ский. И редко у кого личное научное 
творчество в такой мере, как у Ло- 
бачевского, переплеталось с большой 
общественно-культурной работой, с 
подлинным служением просвещению 
родной страны, составлявшим наря- 
Ду с научным творчеством основное 
устремление всей жизин и всей лич- 
ности Лобачевского. Геннальный 
ученый, принадлежащий — в такой 
мерс, как лишь весьма немногие его 
сотоварищи по науке — всему чело- 
вечеству, он в то же время всегда 
чувствовал себя борцом за русскую 
национальную культуру. каждоднев- 
ным строителем ее. живутим ес ИН- 
тересами, болеющим ее нуждами. 


Николай Иванович Лобачевский ро- 
Ддился 1 декабря 1792 года в Ниже- 
городской губернии в бедной семье 
мелкого чиновника. 

Николай Лобачевский поступил в 
гимназию в 1802 году, в июле 1806 го- 
да был, среди учеников, подвергнут 
испытанию; однако в университет вме- 
сте с некоторыми другимн принят не 
был — «дабы могли себя болыце усо- 
вершенствовать, и оссбенно в латин- 
ском»; к слушанию университетских 
лекций он был допущен лишь 9 ян- 
варя 1807 года, а в число студентов 
Казанского Университета был при- 
нят 14 февраля того же 1807 года. 

Серьезное увлечение студента Ло- 
бачевского математикой началось не 
сразу — имеются сведения, что он 
вначале готовил себя к занятиям ме- 
дициной; его выдающиеся способно- 
сти проявились скоро — уже весною 
1809 года он был выбран в так назы- 
ваемые камерные студенты — так на- 
зывались студенты-отличники, изби- 
равшиеся своими же товарищами для 
наблюдений за занятиями и поведе- 
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Казанский уннверснтет в 1840-е годы. С лнтографнн В. Турнна. 


нием всех вообще студентов. Однако 
уже первый, вообще очень лестный 
отзыв, который университетский ин- 
спектор дал Лобачевскому при ут- 
верждении его в звании камерного 
студента, дает почувствовать живой, 
экспансивный и шаловливый харак- 
тер молодого студента, в сущности, 
еще мальчика (не забудем, что Лоба- 
чевскому весною 1809 года не было 
еще и 17 лет!). 

В июле 18 года по постановле- 
нию Совета Казанского университета 
Лобачевский, очевидно, за плохое 
поведение, звания кандидата не удо- 
стаивается, но уже на следующем 
заседании Совета возводится прямо 
в степень магистра (утвержден был 
в этой степени 3 августа 1811 года). 

К этому времени Лобачевский уже 
математик — если в июне 1810 года 
(когда Лобачевскому еще нет полных 
17 лет!) Литтров *) начннает занн- 
маться с ним астрономией «для пре- 
дварительного приготовления к 





*) Литтров НМосиф Антонович — из- 
вестный астроном, первый профессор астроно- 
мии Казанского университета, затем директор 
Венской астрономической обсерватории. 


деланию наблюдений», то в октябре 
1811 года Бартельс *} уже зани- 
мается с Лобачевским у себя на дому 
математикой по четыре часа в неде- 
лю, проходя с ним недавно вышедшие 
«Арифметнку» Гаусса и первый том 
«Небесной механики» Лапласа — ве- 
ликие произведения математической 
мысли, с самого своего появления 
ставшие классическими. Одновременно 
Бартельс пишет восторженное пись- 
мо о Лобачевском попечителю учеб- 
ного округа Румовскому. Наконен, 
в это же время Бартельс привлекает 
Лобачевского к педагогической ра- 
боте со студентами на правах его, 
так сказать, приватного ассистента: 
«..сверх того, г. Лобачевский будет 
объяснять слушателям его, г. профес- 
сора, чего они недоразумеваюто... 
За частной ассистентурой у Бар- 
тельса не замедлило последовать и 
начало официальной педагогической 
деятельности Лобачевского: оно от- 
носится к 1812 году, и скромно вы- 





*) Бартельс Мартин Федорович — 
выдающийся математик, доктор философии 
Иснского универснтета; с 1805 года — про- 
фессор Казанского универснтета по кафедре 
чистой математики. 
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разилось в курсах арифметики и гео- 
метрии для готовящихся к экзамену 
«на чин». 

26 марта 1814 года Лобачевский 
произведен в адъюнкты чистой мате- 
матикн; 1814—1815 учебный год яв- 
ляется первым годом университет- 
ского преподавания Лобачевского; он 
читает в университете курс теории 
чисел по Гауссу и Лежандру. .(Тео- 
рию чисел «по Гауссу» Лобачевский 
читает и в 1815—1816 учебном году.) 
7-го нюля 1816 года Лобачевский был 
утвержден в звании экстраординар- 
ного профессора Казанского универ- 
ситета. В 1816—1817 учебном году 
он читает в университете курс эле- 
ментарной алгебры, геометрии ин трн- 
гонометрии {плоской ин  сфериче- 
ской) — «по собственным тетрадям», 
т. е. не опираясь ни на какой опре- 
деленный литературный источник, в 
1817—1818 году читает курс диф- 
ференциального и интегрального ис- 
числения по Монжу и Лакруа. Лек- 
ции по геометрии, читавшиеся Лоба- 
чевским в 1816—1817 учебном году, 
представляют для пас особый интерес, 
так как на этих лекциях он, по-Види- 
мому, впервые вплотную подошел к 
тому вопросу, решение которого со- 
ставило славу всей его жизни,— 
к вопросу об аксноме параллельных. 
Правда, это первое соприкосновение 
с основным предметом всей его твор- 
ческой деятельности было еще вполне 
традицнонным — Лобачевский, так 
же как и многочисленные его пред- 
нественникн в области неевклидорРОой 
геометрни, начал с попыток доказа- 
тельства знаменитой аксиомы Евклн- 
да. Теперь, благодаря дальнейшим 
работам Лобачевского, мы знаем, что 
попытки эти не могли привести к 
удовлетворительному результату. Но 
такое начало было, конечно, не толь- 
ко естественным, но и единственно 
возможным как с исторической, так 
н с психологической точкй зрения. 
Во всяком случае надо считать, что 
именно в эту пору, когда Лобачев- 
скому было примерно 24 года, Еоз- 
НИКлЛИ первые его геометрические 
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иден, приведшие его через несколь- 
ко лет к открытию неевклидовой 
геометрии. 

Юность Лобачевского кончилась. 
Начался период полного раскрытия 
богатой н многообразной личности 
на всех путях взаимодействия с ок- 
ружавшим ее миром: началось науч- 
ное творчество, исключительное по 
его отвлеченной математической си- 
ле, началась н быстро развивалась 
его изумительно многосторонняя, ис- 
полненная непреклонной энергии и 
страстного увлечения работа профес- 
сора — вскоре во всех отношениях 
первого профессора Казанского унн- 
верситета, началось его горячее уча- 
стие во всех сторонах работы, органн- 
зации н строительства университета, 
перешедшее затем в двадцатилетнее 
полное и единоличное руководство 
всей университетской жизнью, 


Как уже сказано, Лобачевский с 
1816 года — профессор Казанского 
университета; через два года начи- 
нается и его адуннистративно-орга- 
низационная Деятельность, различ- 
ные формы которой сопутствуют ему 
далее в течение трех десятилетий его 
жизни: в августе 1818 года Лобачев- 
ский назначается членом училишного 
комитета. В эти годы над Казанским 
университетом, да и над всем вообще 
российским просвещением собирались 
темные тучи; реакционные устремле- 
ння последнего десятилетия царство- 
вания Александра | с каждым годом 
усиливались, делались все более да- 
вящими. Наступавшая эпоха в нсто- 
рни русской культуры известна под 
названием «эпохи Магницкого», по 
имени знаменитого свомм мракобе- 
сием попечителя Казанского учебно- 
го округа. Казань делается, таким 
сбразом, центром и рассадником са- 
мой мрачной реакции, захватывающей 
все области культурной жизни. Тем 
бСолышие трудности выпали на долю 
Лебачерского, который именно в эту 
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Анатомический 
Снимок 1910-х годов. 


пору должен был делать свои первые 
шагн на поприше организационной 
университетской деятельности. Меж- 
ду тем, как мы сейчас увидим, рабо- 
та его на этом поприще быстрыми 
шагами развивалась: в декабре 
1819 года Лобачевский вместе с про- 
фессором Вердерамо получает пору- 
чение по приведению в порядок унн- 
верситетской библиотеки, находив- 
шейся в крайне запущенном состоя- 


нни. Через месяц, в январе 1820 года, ` 


с уходом Вердерамо из университета, 
вся работа по лриведенню в порядок 
библиотеки целиком ложится на плечи 
Лобачевского. Как и ко всякой взятой 
на себя работе, Лобачевский отнесся 
к своим тяжелым и утомительным 
библиотечным обязанностям с само- 
отверженной добросовестностью, тра- 
тя на их нсполнение массу времени 
р сил. Тем не менее обстановка была 
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такова, что в июне 1821 года он, 
‹обманутый надеждой привести биб- 
лиотеку в новый порядок», просит 
об освобождении его от работы в 
библиотеке. 

В конце 1820 года на Лобачевского 
ложатся еще более ответственные обя- 
занности: 19 ноября он нзбирается 
деканом физнико-математического фа- 
культета. Однако и эта его деятель- 
ность заканчивается летом 1821 го- 
да, приблизительно одновременно с 
библиотечной деятельностью. 

Профессорская деятельность Ло- 
бачевского в эти годы получила су- 
щественно новое содержание: ему ис- 
ручаются кафедры физики и астро- 
номии. В связи с этим Лобачевский 
два учебных года, 1819—1820 
и 1820—1821 годы, математического 
преподавания нс ведет, отдавая себя 
всецело преподаванию физики и аст- 


Астрономическая 
1834 —1842 гг. 


обсерватория Казанского 


рономин. Между прочим, Лобачев- 
ский и в дальнейшем не отказывается 
от преподавания физики и механики, 
продолжая`интересоваться также аст- 
рономней и метеорологией. Препода- 
вание математики было возобновле- 
но Побачевским в 1821—1822 учеб- 
ном году. 

25 февраля 1822 года Лобачев- 
ский избирается профессором, а вес- 
ною следующего 1823 года на него 
вторично падают обязанности декана. 

Однако, еще годом раньше — вес- 
ною 1822 года,-— Лобачевский оказы- 
вается перед лицом новых, сложных 
н утомительных обязанностей, не 
имеющих ннкакого отношения к его 
научной деятельности: образуется 
строительный комитет но постройке 
новых и приведению в порядок ста- 
рых университетских зданий, членом 
которого был Лобачевский. 





универснтета. Арх. М. П. Коринфскнй. 


Как всегда, Лобачевский отнес- 
ся к своим новым обязанностям не 
только с добросовестностью и серьез- 
ностью, но и с огромным увлечением. 
Через три года, в 1825 году, Лоба- 
чевский уже -— председатель строи- 
тельного комитета. Специально из- 
учив как инженерную технику строн- 
тельного дела, так и собственно ар- 
хитектуру, Лобачевский в значитель- 
ной мере делается руководителем 
строительных работ и в техническом, 
и художественном отношении. Мно- 
гие наиболее удачные в архитектур- 
ном отношенни здания на территории 
Казанского университета являются 
осуществлением строительных замыс- 
лов Лобачевского. Таковы — анато- 
мический театр, библиотека, астро- 
номическая обсерватория. 

Чуть ли не каждый год приносил 
Лобачевскому то или нное увеличе- 
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ние объема его организационной дея- 
тельности: в 1823 году Лобачевский 
вторично становится деканом физи- 
ко-математического факультета; в 
1825 году он становится университет- 
ским библиотекарем, поставив себе 
задачу, пусть очень большими тру- 
дами, но все же положить конец тому 
состоянню совершенного хаоса, в ко- 
тором находилась библиотека Казан- 
ского университета. Наконец 30 нюля 
1827 года Лобачевский назначается 
ректором университета. На этом посту 
он пребывает целых девятнадцать 
лет — до 14 августа 1846 года. 

Свои обязанности ректора Лоба- 
чевский понимал очень широко — 
от идейного руководства жизнью и 
работой университета в целом до лич- 
ного вхождения в повседневные нуж- 
ды университета. В качестве приме- 
ров энергии н активности, проявлен- 
ных Лобачевским на благо универ- 
ситету, упомянем об его роли во вре- 
мя двух трагических событий, обру- 
шившихся на население Казани в 
середнне прошлого века. Первым из 
этих событий была холерная эпидемия 


1830 года; эпидемия эта (бывшая 
частью холерной эпидемии 1829— 
1832 годов) свирепствовала у нас 


в особенности в Поволжье и унесла 
многие тысячи жертв. Когда холера 
в своем распространенин достигла 
Казани, Лобачевский сразу же при- 
нял в отношении университета герон- 
ческие меры: университет был фактн- 
чески изолирован от всего остального 
города и превращен как бы в кре- 
ность. Было организовано прожива- 
ние и питание студентов на самой уни- 
верситетской территории, все это при 
самом деятельном участии ректора 
Лобачевского 

Успех был велик — эпидемия йро- 
шла мнмо университета, среди сту- 
дентов ин работинков университета 
не было, или почти не было, случаев 
холерного заболевания. Энергичная 
и самоотверженная работа Лобачев- 
ского по борьбе с холерой произвела 
на все тогдашнее общественное мне- 
нне большое впечатление, и офи- 
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циальные инстанции почли необхо- 
димым ее отметить: Лобачевскому бы- 
ло выражено «высочайшее благово- 
ление» «за усердие по предохранению 
университета и других учебиых заве- 
дений от холеры». 

Другим стнхийным бедствнем, раз- 
разившимся над Казанью в эпоху 
ректорства „Лобачевского, был по- 
жар 1842 года. Во время этого ужас- 
ного пожара, уничтожившего часть 
города, Лобачевский вновь прннял 
чрезвычайно энергичные меры по спа- 
сению университетских построек и 
оборудования. В частности, благода- 
ря его распорядительности были со- 
хранены библиотека и астрономиче- 
ские инструменты. 

Интересно отметить, что даже бу- 
дучи ректором, Лобачевский не счи- 
тал возможным отказаться от обязан- 
ностей библиотекаря в течение целых 
восьми лет: лишь в 1835 году, когда 
работа библиотеки могла считаться 
уже вполне налаженной, „Лобалев- 
ский оставляет место библиотекаря. 

Необходимо указать также на из- 
дательскую деятельность Лобачев- 
ского (с 1823 года он — член изда- 
тельского комитета). Лобачевский 
впервые поставил издательское дело 
в Казанском университете на долж- 
ную высоту. Он создал «Ученые за- 
писки» Казанского университета, 
явивииеся на смену реакционному 
н малосодержательному « Казанскому 
вестнику», организованному Магнни- 
КИМ. 

Избрание Лобачевского на ност 
ректора университета было лишь не- 
сколькими месявами отделено от сме- 
ны попечителя учебного округа: 6 мая 
1826 года Магницкого отстранили от 
должности попечителя за денежные 
растраты. Отстранение Магиицкого, да 
еще с такой скандальной мотивиров- 
кой, не могло не разрядить атмосферу 
и в округе, и в университете, и это 
облегчило положенне Лобачевского, 
тем более, что новый попечитель, 
Мусин-Пушкин, очень уважал Лоба- 
чевского и в высшей степени считался 
с ним. Таким образом, становятся 


понятными те возможности, кото- 
рые получил Лобачевский для своей 
организационной деятельности. 


Для них и Солнце, знать не дышиг, 
И жизни нет в морских волнах, 
Лучи к ним в душу не сходили, 
Весна в груди их не цвела, 
При них леса ке говорили 
И ночь а звездах нема была. 

Тютчев 


„но вы, которых существование не- 
справедливый случай обратил в тяже- 
лый налог другим, вы, которых ум 
отупел и чувство заглохло, вы не на- 
слаждаетесь жизнью! Для вас мертва 
природа, чужды красоты поэзии, ди- 
цена прелести и великолепия архитек- 
тура, незанимательна история веков. 
Я итешаюсь мыслью, что из нашего 
университета не выйдут подобные про- 
изведения растительной природы; да- 
же не войдуг сюда, если, к несчастью, 
родились с таким назначением. Не вой- 
дут, повторяю, потому, что здесь про- 
должается любовь славы, чувство че- 
сти и внутреннего достоинства. 
Лобачевский 


Приведенные слова Лобачевского, как 
н те, которые взяты эпиграфом к 
этой статье, — из его знаменнтой речи 
«О важнейших предметах воспита- 
ния», произнесенной 5 июля 1828 го- 
да, н являющейся программной для 
всей деятельности Лобачевского как 
воспитателя юношества. Несомненно, 
что именно воспитателем юношества 
в первую очередь чувствовал себя 
Лобачевский в многообразин своих 
ректорских обязанностей. Все осталь- 
ные стороны его организационной 
деятельности составляли только рам- 
ку для двух основных устремлений 
его жизни: творческой научной дея- 
тельности и воспитательной. Эта по- 
следняя вобприянмалась им с нсклю- 
чительной широтой и охватывала все 
стороны формирующейся личности 
молодого человека, начнная с физн- 
ческого развития и кончая специаль- 
ным научным образованием. Пробле- 
мы воспитания интересовали Лобачев- 
ского во всем их объеме и самым 
горячим образом. Еще с 1818 года 


он состоял членом Училищного ко- 
митета, ведавшего средними и низ- 
шими школами, и с тех пор не терял 
нз виду наряду с вопросами универ- 
ситетского образования и всех сто- 
рон собственно школьного препода- 
вания. В частности, постоянно пред- 
седательствуя в комиссии по прнем- 
ным экзаменам в университет, Лоба- 
чевский прекрасно знал, с какими 
знаниями школьник того времени 
приходил в высшее учебное заведе- 
ние. 

Сам Лобачевский обладал в пол- 
ной мере разнообразием и широтой 
жизненных интересов, входящих в 
его ндеал гармоннчески развитой че- 
ловеческой личности. И он много 
требовал от молодого человека, при- 
шедшего в университет учиться: он 
прежде всего требовал от него, чтобы 
он был гражданином, который «вы- 
сокими познаниями составляет честь 
и славу своего отечества». Он под- 
черкивает, что «одно образование ум- 
ственное не довершает еще воспн- 
тания». 

Заметим, между прочим, что Ло- 
бачевский уделял внимание и физи- 
ческому развитию юношества, в ча- 
стности, содействевал введению за- 
нятий гимнастикой в средней школе. 

Лобачевский может служить при- 
мером, вероятно, самого крупного 
человека, выдвинутого нашей почти 
двухсотлетней университетской 
жизнью. И даже если бы он не на- 
писал ни одной строчки самостоя- 
тельных научных исследований, мы 
должны были бы вспомнить о нем 
как о значительнейшем нашем уинн- 
верситетском деятеле. Но в том-то 
и дело, что Лобачевский, кроме того, 
был еще и геннальным ученым. 


1У. 


Размещение научных открытий в жиз- 
нн сделавшего их ученого не у всех 
ученых одинаково: у одних оно более 
или менее равномерно н распределяет- 
ся если не на всю жизнь, то во вся- 
ком случае на значительную часть ее. 
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Титульный лист книги Н. И. Лобачевского «Воображаемая геомстриях. 


У других, наоборот, основные идеи 
рождаются как бы одним сгустком, 
в течение более или менее короткого 
периода, а дальнейшая научная дея- 
тельность заключается в развитии, 
обработке и изложении как самих 
этих идей, так и всего того, что на их 
почве удается сделать. 
Классическим примером ученого, 
у которого все основное вего научном 
творчестве осуществилось как бы од- 
ним кратковременным взрывом, был 
Ньютон — все его велнкие открытия 
в основном вмещаются в одно пяти- 
летие (1662—1667 годы), между 20 
и 25 годами его жизни. 
Лобачевский, по-видимому, при- 
надлежит к тому же типу ученого. 
В 1815—1817 годах он еще пытается 
доказать пятый постулат (аксиому 
параллельных) Евклида, а в 1826 го- 
ду он делает на факультетском заседа- 
нии свой знаменитый доклад, содер- 
жащий уже все основы главного со- 
здания всей его жизни -— неевклндо- 
вой геометрин. Конечно, еше многое 
Лобачевскому остается сделать: его 
основные работы по неевклидовой гео- 
метрии опубликованы лишь в трид- 
цатых годах, а последняя из его 
работ, «Пангеометрия», писалась в 
последний год его жизни; тем не ме- 
нее можно смело утверждать, что 
все эти работы являются закономер- 
ным развитием идей, которыми он 
полностью владел уже в 1826 году. 
Как ученый Лобачевский является 
в полном смысле слова революционе- 
ром в науке: до его открытий никому 
не приходило в голову сомневаться 
в том, что евклидова геометрия пред- 
ставляет собой единственную мысли- 
мую систему геометрического позна- 
ния, единственную мыслимую сово- 
купнкость предложений о `простран- 
ственных формах. Лобачевский пред- 
положил, что основные пространст- 
венные элементы геометрии — точки, 
прямые, плоскости — удовлетворяют 
всем основным требованиям евклидо- 
вой геометрни, кроме одного: требо- 
вания, чтобы к данной прямой в дан- 
ной содержащей ее плоскости можно 
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было провести лишь одну параллель- 
ную (Евклидова аксиома параллель- 
ных или пятый постулат Евклида). 
Отвергнув эту аксиому, т. е. предпо- 
ложив, что возможно через данную 
точку к даниой прямой провести по 
крайней мере две параллельные, Ло- 
бачевский из этого предположения 
и остальных аксиом Евклида вывел 
стройную цепь теорем, не содержа- 
щих никакого противоречия и со- 
ставляющих особую «геометрию», 
сильно отличавшуюся от обычной, 
но столь же безупречную с чисто 
логической точки зрения. Таким об- 
разом, он пришел к следующим за- 
ключениям: 

1. Евклидова оксиома параллель- 
ных медоказуема, т.е. не может 
бьипь выведена из других аксиом Ев- 
клида. 

2. Наряду с обычной евклидовой 
геометрией можно, не вподая ни в 
какое противоречие, построить с0- 
вершенно другую геометрию, причем 
вопрос о том, какая из двух геомет- 
рий фактически осуществляется в фи- 
зическом мире, есть вопрос не мате- 
матики, а физики: никаким мате- 
матическим рассуждением этот во- 
прос решен быть не может, ответ 
может быть получен лишь проверкой 
на опыте. у 

Эти выводы Лобачевского совре- 
менная наука полностью принимает 
с одной-единственной поправкой: мы 
считаем.в настоящее время, что нель- 
зя ставить столь просто и без даль- 
нейших пояснений вопрос о том, ка- 
кая именно абстрактно-геометриче- 
ская система осуществляется в физн- 
ческом мире: основные геометриче- 
ские понятия — точки, пря- 
мые и т. п., конечно, взяты из опыта, 
но не непосредственно, а получаются 
из опытных данных путем абстрак- 
ции. Поэтому бессмысленно спраши- 
вать, можно ли «на самом деле» через 
данную точку к данной прямой про- 
вести одну или две параллельные, 
так как «на самом деле», т. е. в обла- 
стн непосредственных опытных дан“ 
ных, не обработанных математической 
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абстракцией, не существует точек и 
прямых в том ндеализнрованном смы- 
сле, в каком их поннмает геометрия, 
а существуют лишь предметы, более 
или менее напоминающие точки н 
прямые. Тем более бессмысленно 
спрашивать о том, пересекутся или 
нет две данные «физические прямые» 
(например, два световых луча), так 
как инкогда и ни в каком физическом 
опыте эти «прямые» не даны ро всей 
их бесконечной протяженностн, а да- 
ны лишь большие или меныиие их 
отрезки. Поэтому единственно, что 
мы можем утверждать, оставаясь на 
почве опыта, это что евклидова гео- 
метрия является адэкватной идеалн- 
зацией пространственных представле- 
ний, полученных в условиях наблю- 
дения явлений, пронсходящих на зем- 
ной поверхности, или, ‘скажем, в мас- 
штабе Солнечной системы, но не вы- 
ходящих из этих масштабов слишком 
далеко ни в ту, ни в другую сторону, 
т. е., с одиой стороны, не ставящих 
вопрос о геометрии «мира как целого», 
а с другой. — не идущих в «микро- 


мир», скажем, в пределы атомного 
ядра. 
Геометрия мировых областей» 


средней величины есть, конечно, ев- 
каидова геометрия — в том смысле, 
что евклидова геометрия с вполне 
достаточной точностью опнсывает все 
то, что мы в этих областях действн- 
тельно наблюдаем. Если же выйти 
за них пределы, то, как обнаружн- 


вается в современной физике, могут. 


понадобиться системы, гораздо более 
сложные, чем даже и неевклидова 
геометрия, в том смысле, как ее по- 
нимал Лобачевский. Тем более нельзя 
говорить о «единой», неподвижной 
геометрии, раз навсегда охватываю- 
щей все разнообразие пространствен- 
ных соотношений, которые могут быть 
отвлечены нашим познанием от окру- 
жающего нас материального мира. 
Бессмертной заслугой Лобачевского 
является то, что он внервые пробил 
брешь в восприятии геометрии как 
единственной мыслимой логической 
системы. 


14 


куапетесте.ги 


Вполне понятно, что придя к 
столь смелым выводам, Лобачевский 
не мог рассчитывать не только па при- 
знание, но даже на простое понима- 
нне своих идей — потребовалось пол- 
века для того, чтабы эти нден вошли 
в математическую науку н сделались 
неотъемлемой ее составной частью. 
Поэтому при своей жизии Уюбачев- 
ский попал в тяжелое положение 
«непризнанного ученого». В такое же 
положение попал и его современник, 
венгерский ученый Янош Бойяи, ко- 
торый нришел к инеевклидовой гео- 
метрии иезавниенмо от Лобачевского, 
хотя и опубликовавший свои резуль- 
таты несколько позднее его. Но какая 
разница между двумя этими учеными! 
Если Бойяи был, если так можно 
выразнться, придавлен непризнанием 
свонх ндей и так н не пашел никакого 
выхода из создави:егося для пего 
в силу этого непризнания действи- 
тельно глубоко драматического поло- 
жения, то Побачевский нашел этот 
выход в разнообразной, кнпучей дея- 
лельности. Сила личностн Лобачев- 
ского восторжествовала не только 
над всеми трудностями времени, в ко- 
торое он жил, восторжествовала она 
н над тем, что для ученого, может 
быть, труднее всего пережить: над 
идейной изоляциен, над полным и 
всесторонинм непониманнем того, что 
ему было дороже ин нужнее всего — 
его научных открытий п идей. Не сб- 
паружив никакого противоречия в 
созданной им геометрической снстеме 
н получив нолную уверенность в том, 
что никакого иротиворечия в ней нет 
и не может быть, Лобачевский дока- 


. зательства непротиворечивости не дал 


н этим открыл возможности для раз- 
личных субъективных оценок произ- 
веденного им нереворота в геометрии. 
Он умер, не дождавшись того. чтобы 
основное дело всей его жизни было 
поиято и оценено. 

Из иностранных математнков толь- 
ко Гаусс понял и оценил Лобачев- 
ского вполие. Гауссу же принадле- 
жит и инициатива единственной на- 
учной почести, которая выпала на 


долю Лобачевского: по представле- 
нию Гаусса Лобачевский был избран 
в 1842 году членом-корреспондентом 
Геттингенского королевского обще- 
ства наук. 

Право на бессмертие в истории 
науки Лобачевский, несомненно, за- 
воевал свонми геометрическими ра- 
ботами; но не следует все же забы- 
вать, что н в других областях мате- 
матики он стоял на уровне современ- 
ного ему знания и опубликовал ряд 
работ по математическому анализу, 
алгебре и теорни вероятностей, а так- 
же по механике, физике и астро- 
номин. 


у. 


Если двадцатые и тридцатые годы 
Х1Х века быль периодом высшего 
расцвета как творческой, так и на- 
учно-педагогической и организацион- 
ной деятельностн Лобачевского, то с 
середины сороковых годов. и притом 
совершенио внезанно, для Лобачев- 
ского настунил пернод бездействия. 
Событием, принесшим с собой этот 
трагический перелом всей его жизни, 
было увольисние 14 августа 1846 года 
с должности ректора. Это произошло 
вопреки желанию как самого Лоба- 
чевского, так и Совета университета. 
Одновременно произошло и уволь- 
нение Лобачевского с должности про- 
фессора по кафедре чистой математи- 
ки. Последнему акту сам Лобачев- 
ский, быть может, дал векоторый 
повод, так как, исполняя с весны 
1845 года обязаниости попечителя 
округа вместо переведенного в Пс- 
тербург Мусина-Пушкина. он. пре- 
нровождая в министерство постанов- 
ление Совета университета 0б из- 
брании сго на новое пятилетие на 
кафедру математики, присовокупил, 
ЧТО «готов отказаться ог должности 
в пользу достойного молодого челове- 
ка, каков доктор математики Попов». 

Увольнение Лобачевского имело 
все черты грубой служебной дисква- 
лифиакацин, гепибиниией с прямым 
оскорблением. Такова была офв- 


цнальная благодарность правитель- 
ства императора Николая | не только 
величайшему русскому ученому де- 


вятнадиатого века, по н крупией- 
му нашему университетскому  дея- 
телю. 


Вполне понятно, что Лобачевский, 
лля которого его деятельность на по- 
прише университетского  образова- 
ння, да и вообще народного просве- 
щения, была большой и незаменимой 
частью всей его жизни, воспринял 
свою отставку как тяжелый, непо- 
правимый удар. Особенно тяжел был 
этот Удар, конечно, потому, что он 
разразился в ту эпоху жизни Лоба- 
чевского, когда его научная работа 
в ссновном была уже закончена и, 
следовательно, университетская дея- 
тельность естественно становилась ос- 
новным содержанием его жизни. Если 
к этому прибавить исключительно 
деятельный характер Лобачевского и 
нметь в внду его привычку, создан- 
ную десятилетиями, быть в органи- 
зационных делах именно руководи- 
телем, а не рядовым участником (при- 
вычка, на которую Лобачевский во- 
нстину имел право!, то размеры 
разразившейся над ним катастрофы 
станут вполне ясными. Лобачевский 
от этой катастрофы оправиться не 
смог. С весны 1847 года он фактиче- 
ски совершенно отстранился от уча- 
стия в делах как учебного округа, 
так н университета. Началась ста- 
рость — преждевременная, но тем бо- 
лее гнетущая, с прогрессировавшими 
признаками парадоксально раннего 
одряхления. Его здоровье быстро шло 
на убыль. Он стал слепнуть, и к кон- 
цу своей жизни ослеп совершенно. 
Его псследнсе научное произведе- 
ние — «Пангеометрня» — писалось 
уже под диктовку. Ко всему этому 
присоелиинлась еще смерть сына. Раз- 
битый жизнью, больной, слепой ста- 
рик, Лобачевский умер 12 февра- 
ля 1856 года. 
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А. Норден 


Великое. открытие 
Лобачевского 


„Легче остановить Солнце, легче дви- 
нуть Землю, чем уменьшить сумму уг- 
лов в треугольнике, свести параллели 
к схождению. и раздвинуть перпенди- 
куляры к прямой на расстояние. 


В. ХФ. Каган 


История великих открытий всегда 
поучительна. Но как часто остаюл- 
ся неизвестными обстоятельства, при 
которых они сделаны, и ход мысли, 
приведший к ним ученого! Вместо 
этого создаются легенды: об Архиме- 
де, открывшем свой закон в ванне, 
нли о яблоке Ньютона. Известно, 
однако, что на вопрос о том, как он 
пришел к своему открытию, Ньютон 
отвечал: «Постоянно о нем думая», — 
но он, нигде не опнсал своих мыслей, 
пока ие привел их к- полной ясности. 

В этом году отмечается стопятн- 
десятнлетие открытия Николаем Ива- 
новичем Лобачевским неевклидовой 
геометрни. Датой этого открытия ус- 
ловно считается день 24-го февраля 
1826 года, когда молодой профессор 
представил свой доклад физико-мате- 
матическому факультету Казанского 
университета. Текст доклада не со- 
хранился, но, по словам автора, его 
содержание было опубликовано в 
1829 году в статье под заголовком 
«О началах геометрии». 

Открытие Лобачевского позволило 
уже во второй половине прошлого 
века называть его «Коперником гео- 
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метрии», но только теперь становится 
ясным все его значение для матема- 
тикн в целом и для физики. Поста- 
раемся вкратце описать идеи великого 
геометра и осветить ход мыслей, ко- 
торый привел к ним. 

История вопроса, разрешенного 
Лобачевским, занимает два тысяче- 
летия. В третьем веке до нашей эры, 
в Александрии появилась рукопись 
«Начал» Евклида, в которой геомет- 
рия излагалась в строго систематиче- 
ском виде, мало отличающемся от то- 
го, который до самого последнего 
временн был принят в учебниках 
геометрии. В основу построения Ев- 
клнда положен ряд первоначальных 
утверждений (аксиом), которые не 
доказываются. Все остальные утверж- 
дения (теоремы) выводятся из ак- 
сном логически. Среди всех аксном 
Евклида выделяется «аксиома о па- 
раллельных»: Две прямые а и 6, пере- 
сеченные — третьей, пересекаются 
между собой с той стороны, где 
сумма внутренних односторонних уг- 
208 а. и В меньше суммы двух прямых 
углов (рис. 1). 

Это положение привлекло внима- 
ние продолжателей и комментаторов 
Евклида по разным причинам 
Во-первых, оно было сложнее всех 
остальных аксиом — например, таких, 
как «Через две точки проходит пря- 
мая» или «Все прямые углы равных. 
Во-вторых, обратное утверждение 


«Сумма двух углов треугольника мень- 
ше двух прямых», легко доказыва- 





лось. И вот создалось мнение, что 
евклидова ‹аксиома о параллельных» 
доказуема, но это доказательство еще 
нужно найти. 


Такое убежденне стало всеобщим, 
и поиски доказательства аксиомы Ев- 
клида продолжались в течение двух 
тысячелетий в Греции и Византии, 
на Востоке и в Западной Европе. 
Все эти поиски не привели ни к чему. 
«Начала» по-прежнему считались об- 
разцом научного изложения, н толь- 
ко теория параллельных казалась 
требующей улучшення. 

К концу ХУШ века интерес к 
этой теории возрос. Во Франции, 
по почнну Даламбера, одного из ав- 
торов знаменитой «Энциклопедии», 
были сделаны первые попытки улуч- 
шить изложение Евклида в методи- 
ческом отношенин. Этому требованию 
отвечал учебник геометрии Лежанд- 
ра, и в каждом из десяти его изданий 
приводились все новые н новые «до- 
казательства» аксиомы Евклида, пока 
в последнем издании автор не при- 
знал все эти доказательства ошибоч- 
ными. 


В Германии интерес к аксиоме 
Евклида получил философскую ок- 
раску. Как утверждал выдающийся 
философ-идеалист И. Кант (1724— 
1804), неизменность арифметики и 
геометрии в течение тысячелетий сви- 
детельствует о том, что они не осно- 
ваны на опыте, а являются учениями 
о времени и пространстве, которые, 
по Канту, не существуют во внешнем 
мире, а лишь соответствуют особен- 
ностям человеческого познания. По- 
этому аксиомы вполне обоснованы, 
если они «самоочевидны»; поскольку 
аксиома Евклида лишена этой само- 
очевидности, она должна быть дока- 
зана. 


Николай Иванович Лобачевский 
(1792—1856) подошел к теорни па- 
раллельных иначе, чем его предше- 
ственники. Геометрию он начал пре- 
подавать сразу после окончания Ка- 
занского уннверситета. Записки его 
лекций 1816—17 годов, дошедшие до 
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нас, еще содержат остроумную по- 
пытку доказательства аксномы Ев- 
клида*), ноуже в 1823 году он пишет 
в своем учебнике геометрии: «Строго- 
то доказательства сей истины до сих 
пор не могли сыскать». Где же искать 
обоснование теорин параллельных, 
если аксиому Евклида никак не 
удается логически вывести из других 
аксиом геометрии? В ответе на этот 
вопрос Лобачевскому помогает его 
псследовательная материалистиче- 
ская установка. «Оставьте, — пишет 
он, — трудиться напрасно, стараясь 
извлечь из одного разума всю муд- 
рость; спрашивайте природу, она хра- 
нит все истины и на все вопросы ваши 
будет отвечать вам непременно и 
удовлетворительно» **). В другом ме- 
сте он пишет, четко отвергая идеа- 
листическую априорную концепцию 
Канта: «Первые понятня, с которых 
начинается какая-нибудь наука, 
должны быть ясны и приведены к са- 
мому меньшему числу. Тогда только 
они могут служить прочным н доста- 
точным основанием учения. Такие 
понятия приобретаются чувствами, 
врожденным не должно — ве- 
рить» ***). 

Итак, аксиомы, как и все резуль- 
таты познания, имеют опытное 
происхождение. Но если другне ак- 
сиомы геометрин опираются на про- 
стое повседневное наблюдение, то ак- 
сиома о параллельных носит более 
сложный характер. Для ее обоснова- 
ния требуется эксперимент и теория 
этого эксперимента. Этой теорией, 


однако, не может быть геометрия 
Евклида, поскольку именно ее мы 
и хотим обосновать. Она должна 


быть более общей и глубокой. 


*) Они включены в выходящую в этом 
году книгу: Н. И. Лобачевский, 
«Научно-педагогическое наследие. Руковод- 
ство Казанским уннверситетом. Фрагменты. 
Письма», М., «Наука». 

**) Н. И. Лобачевский, Речь «О 
важнейших предметах воспитания». 

***) Н. И. Лобачевский . «О на- 
чалах геометрии». 


47 


куапетесте.ги 





Рис. 2. 


Такую теорию п создает Лобачев- 
ский. Он называет ее сначала осто- 
рожио «воображаемой» геометрией, 
а потом, в конце жизин, «/7ангеомет- 
рией», то есть геометрией всеобщей. 

Вернемся к рисунку 1, предполо- 
жив для простсты, что угол « прямой 
(рис. 2). Через точку В можно про- 
вести в правой полуплоскости раз- 


личные лучи, пересекающие пря- 
мую а. При вращении против часовой 
стрелки мы, ° наконец, — встретим 


первый из непересекающихся лу- 
чей; он пазывается параллельным пря- 
мой а. угол, который этот луч обра- 
зует с лучом ВА, называется углом 
параллелизма. Прямая В, содержа- 
щая такой луч, тоже называется 
параллельной а. 

Все сказанное справедливо иеза- 
висимо от аксиомы Евклида, которая 
утверждает, что угол параллелизма — 
прямой, так что прн В < 4 *) луч в 
пересекает прямую а. Если мы не 
примем этой аксномы, то нам придется 
ограничиться более общим и мецее оп- 
ределенным утверждением, Что угол 
пороллелизма П не превосходит 4. Па 
этом предположенин и основывает 
Лобачевский свом дальнейшие рас- 
суждения. 

Гели П = 4, то аксвома Евклида 


соблюдается, и из нее вытекают все 
предложения обычной геометрин — 
евклидовой, или, как ее называет 


Лобачевский, — «употребительноп». 
Если же П < 4, то из этого допуще- 


*) 4 — принятое обозначение величивы 
прямого угла. 
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Рис. 3. 


ния вытекают совершенно иные слел- 
ствня, которые составляют содержа- 
ине повой геометрии — ее Лобачев- 
ский и называет «воображаемой», а мы 
теперь называем геометрией Лоба- 
чевского. 

Многие теоремы «воображаемой» 
геометрии, к которым прн этом прни- 
ходит Лобачевский, явно противорс- 
чат нашим привычным представле- 
ниям, и нужна была болыная сила 
мысли, чтобы ие принять эти проти- 
воречия за логические. Лобачевский 
владел этой силой и развил свою 
геометрию с больиюй полнотой, за- 
вершив её построением своеобразной 
тригонометрии (которую принято те- 
перь называть гиперболической). 

Важным разделом геометрин Ло- 
бачевского является учение о сумме 
углов треугольника. Рассмотрим тре- 
угольник АВС (рис. 3), и будем вра- 
щать прямую ВС (5) против часовой 
стрелки вокруг точки В. Если мы ие 
принимаем аксиомы Евклида, то 
должны предположить, что прямая 6 
«оторвется» от прямой а и станет па- 
раллельной ей еще прежде, чем сум- 
ма углов а -|- В станет равной 24. 
С другой стороны, легко показать, 
что при вращении прямой 6 величина 
угла у при точке С стремится к нулю. 
Отсюда следует, что при некотором 
положении прямой 6 сумма углов 
© + В + ф будет меньше 24. Можно 
показать также, что неравенство @ -- 
+ В + у<_ 294 справедливо для лю- 
бого треугольника, так что в геомет- 
рии Лобачевского сумма внутренних 
углов треугольника меныце двух пря- 
мых. 


— 


Рассматривая число 
когорое называется дефектом тре- 
угольника, Лобачевский выводит сле- 
дующую замечательную формулу: 
5 

т (1) 
где 5 — нлощадь треугольника, 
а Ю— число, одинаковое для всех 
треугольников. Величину К, имею- 
щую размерность длины, называют 


радиусом кривизны пространства Ло- 
бачевского, а отрипательную величину 


1 . 
К= — -5= — кривизной этого прост- 


ранства. В пространстве Евклида 6 = 
= 0, и его кривизна считается равной 
НУЛЮ. 

Радиус кривизны участвует во 
всех формулах гиперболической трн- 
гонометрин; Так, например, имеет ме- 
сто формула 





р 
п в. 
вые, 2) 
в которой П— угол параллелизма 
(рис. 2), р— «стрелка», — длина 


периендикуляра АВ. 

Стоит теперь предположить, чтс 
Ю = ©, т.е что кривизна равна 
нулю, и мы получим 


и =, 


а это значит, что угол параллелиз- 
ма — прямой,— утверждение, рав- 
носильное аксиоме Евклида. Вот по- 
чему Лобачевский считал, что евклн- 
дова геометрия является частным 
(а лучше сказать, «предельным») слу- 
чаем его «воображаемой» геометрин. 

Формулы {1) и (2) показывают, 
что различия между евклидовой и не- 
евклидовой геометрией тем меныше, 
чем больше раднус кривизны про- 
странства. С другой стороны, этн 
различия будут прежде всего сказы- 


` ваться на фигурах больших размеров: 
`так, для треугольника эти различия 


увеличиваются вместе с его площадыю, 
а для параллельных прямых — вме- 


2+ 
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Рис. 4. 


сте с ростом «стрелки» (Отсюда сле- 
дует, что в геометрии Лобачевского 
не существует подобных фигур. Два 
треугольника, например, с соответ- 
ственно конгруэнтными углами кон- 
груэнтны между собой.) 

Все это было ясно Лобачевскому, 
когда он поставил вопрос 06 опытной 
проверке теории параллельных. Вот 
что он инсал по этому поводу: «На- 
прасные старания со времен Евклнда, 
в продолжении двух тысяч лет, `за- 
ставили меня подозревать, что в са- 


‚мих понятнях еше не заключается гой 


истины, которую хотели доказывать», 
и которую проверить могут лишь оны- 
ты, каковы, например, астрономиче- 
ские наблюдения» *}. ь 

Почему же именно астрономиче- 
ские наблюдения? Да потому, что 
астрономия наблюдает наибольшне из 
доступных нам фигур. 


Рассмотрим же одну из НИХ. 
Пусть В — точка, в которой нахо- 
дится Земля, а В” — другая точка, 


р которую она приходит через полго- 


да, так что 1838’ |=? АВ | — дна- 
метр земной орбиты, А — центр ор- 
биты, а |АВ|— радихе (рис. 4). 


Предположим, что в точке С находнт- 
ся неподвижная звезда, и допустим 
для простоты, что прямая СА перпен- 
дикулярна к плоскости земиой орбни- 
ты (эклиптики). Если (ВМ) тоже’ пер- 
нендикулярна этой плоскости, то угол 
годичным 


р 
=-—=СВМ называется ла- 





*) Н.И. Лобачевский, «Новые на- 
чала геометрии с полной теорией параллель- 
ных». 
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раллаксом звезды С — иными слова- 
ми, параллаксом называют  полови- 
ну угла 2, на который отклоняется 
за полгода луч зрения, идущий от 
земного наблюдателя к неподвижной 
звезде. {В учебниках астрономии па- 
раллаксом называется угол, под кото- 
рым был бы виден со звезды радиус 
земной орбиты; но доступен наблюде- 
нию только угол #, а такое определе- 
ние предполагает заранее, что про- 
странство евклидово.) 

Построим луч ВМ, параллельный 
лучу АС, и назовем дефектом парал- 
лелизма угол 6= а—П, дополняющий 
хгол параллелизма П до прямого. 
Дефект параллелизма обращается в 
нуль, если иространство евклидово, 
и во всяком случае удовлетворяет не- 
равенству 

< г. (3) 

Таким образом, дефект паралле- 
анзма, соответствующий стрелке 
р, равной радиусу земной — орбиты, 
меныне любого годичного параллакса. 

Астрономы используют параллак- 
сы при определенни расстояний до не- 
нодвижных звезд. Параллаксы из- 
мерены в большом количестве и с хо- 
рошей точностью; наименьшие из них 
имеют порядок 0,05'” (одна двадцатая 
угловой секунды}. Учитывая это и нце- 
равенство (3), можно получить из 
формулы {2), что с помощью прямых 
астрономических наблюдений нельзя 
обнаружить различне между евклидо- 
вой и неевклидовой геометриями, если 
радиусе кривизны последней больше 
шестидесяти световых лет *). С дру- 
гой стороны, оказывается, что если 
геометрия космического пространства 
и отличается от евклидовой, то это 
отличие незначительно. 

Основываясь на подобных рассуж- 
дениях, говорит Лобачевский, «наша 
теория параллельных оправдывает 
точность всех вычислений обыкновен- 
ной геометрии и дозволяет принятые 





*) Заметим, что во времена Лобачевского 
астрономических наблюдений было уже до- 
статочно, чтобы убедиться, что «Радиус Все- 
ленной» больше 60 световых лет. 
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начала этой последней рассматривать 
как бы строго доказаннымы» *}. 

Это высказывание, так же как и 
другие из первых сочинений Лоба- 
чевского, показывает, что первона- 
чально он смотрел на свою «вообра- 
жаемую» геометрию только как на 
средство для обосноваиия  евклидо- 
вой теории параллельных. Однако в 
середине 30-х годов, к моменту изда- 
ния его «Новых начал геометрии с 
полной теорией параллельных», у не- 
го появляется иная точка зрения. 
«В природе, — говорит — Лобачев- 
ский, — мы познаем собственно толь- 
ко движение, без которого чувствен- 
ные впечатления невозможны. Итак, 
все прочие понятия, например, гео- 
метрические, произведены нашим 
умом искусственно, будучи взяты в 
свойствах движения, а потому про- 
странство само собой, отдельно, для 
нас не существует. После чего в 
нашем уме уже не может быть ника- 
кого противоречия, когда мы допу- 
скаем, что некоторые силы в природе 
следуют одной, другие своей, особой 
геометрии» **). 

Идеи Лобачевского не встретили 
понимания среди его современников. 
Только великий немецкий математик 
Гаусс (король математиков») оце- 
нил их по достоинству, но он писал 
об этом своим друзьям в частных 
письмах, которые были опубликова- 
ны после смерти Лобачевского. В Рос- 
сии сочинения Лобачевского встреча- 
ли только грубые отрниательные отзы- 
вы и даже оскорбительные насмешкн. 
Лишь один математик, младший то- 
варищ Лобачевского по кафедре, ка- 
занский профессор П. И. Котель- 
ников решился в публичной речи 
произнести пророческие слова: «Труд 
Лобачевского рано нли поздно найдет 
свонх ценителей». 

Однако Лобачевский не сдавался, 
публикуя работы, содержащие раз- 





*) Н. И. Побачевский, «О на- 
чалах геометриих. 

**) Н.И. Лобачевский, «Новые 
начала геометрии с полной теорией парал- 


лельных». 


личные подходы к новой геометрии и 
ее прнложения к вычисленню инте- 
гралов. В последней из работ — 
«Нангеометрни», — которую он, уже 
слепой, диктовал незадолго до смер- 
ти, обсуждается вопрос об осущест- 
вимости «воображаемой» гесметрин в 
космическом пространстве. 

Иден великого русского теометра 
получили всемирное признание толь- 
ко после его смерти. Чтобы понять, 
как это произошло, нужно вернуться 
назад. В 1828 году вышла книга 
Гаусса „Исследования о кривых по- 
верхностях», в которой строится «гео- 
метрия на поверхности» или ее внут- 
ренняя геометрия. Гаусс дал форму- 
лы, позволяющуе вычислять длины 
дуг кривых линий на поверхности, 
определять углы между кривыми или 
площади ограниченных ими областей, 
находить геодезические (т. е. кратчай- 
шие) лнини на поверхности и опреде- 
лять так называемую  гауссову кри- 
еизну — величину, — характеризую- 
щую отклонение внутренией геомет- 
Рин поверхности от геометрии плос- 
кости. 

Ученик Гаусса, Ф. Миндинг 
{1806—1885}, работавший в Дерпте 
(ныне город Тарту), изучая так 
называемую — лсевдосферу, т. е. по- 
верхность постоянной гауссовой кри- 
визны, получил еще в 30-х годах про- 
шлого века некоторые формулы три- 
гонометрии геодезических треуголь- 
ников на этой поверхности. В 1868 
году итальянский геометр Э. Бельт- 
рами обратил виимание на то, что 
формулы Миндинга совпадают с фор- 
мулами гиперболической геометрин 
Лобачевского. Отсюда следовало, 
что внутренняя геометрия  псевдо- 
сферы является геометрией Лоба- 
чевского. 

Таким образом, оказалось, что в 
евклидовом пространстве можно по- 
строить модель *) плоскости Лоба- 





*) О моделях и их применении для дока- 
зательства иепротиворечивости ахсиом мы 
расскажем в следующем номере журнала. 
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чевского; этог-то факт и рассеял сом - 
нення в непротиворечивости неевкли- 
довой геометрии и быстро привел ее к 
всеобщему признанию. 

Интерес, вызванный знакомством 
с идеями Лобачевского, имел важные 
последствия. С 70-х годов прошлого 
века начали интенсивно разрабаты- 
ваться проблемы оснований геомет- 
рин. К началу нашего столетия были 
построены вполне строгие изложения 
этой науки (Д, Гильберт, В. Ф. Ка- 
ган), и началась работа по обоснова- 
нию арифметики, теории множеств, 
теории вероятностей и логики, кото- 
рая продолжается и в настоящее вре- 
мя. В последние десятилетия эта ра- 
бота стала весьма актуальной, полу- 
чив приложения к теории математи- 
ческих машин. 

Настоящий краткий очерк не дает, 
конечно, полного представлення о гео- 
метрии Лобачевского. Желающим бо- 
лее обстоятельно ознакомиться с «во- 
сбражаемой» геометрией и ее примене- 
ниями можно рекомендовать в пер- 
вую очередь книги: 


1. П.А. Широков. Краткий очерк 
основ геометрии Лобаченского, Гостехиздат, 
М., 1955. Содержит нанболее доступное из- 
ложение геометрии Лобачевского. 

2. В. Ф. Каган, «Лобачевский н его 
геометрия». Общедоступные очерки. Гостех- 
иэдат, М.. 1955. 

3. А.П. Норден. Элементарное ввс- 
дение в геометрию Лобачевского. Гостехиздат, 
М., 1953. 

4. Л. П. Нордеи, Вопросы обосно- 
вания геометрии в работах Лобачевского. 
Историко-малематические исследования. Вы- 
пуск ХТ, Физматгиз, М., 1958. 
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150 лет геометрии Лобачевского 
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Я. Смородинский 


Лобачевский 
и физика 


Математика всегда служила физнкам 
орудием исследования. Кеплер не смог 
бы сформулировать свон законы, если 
бы не знал теорию конических сече- 
ний. Ньютону для того, чтобы решать 
задачи механики, пришлось создавать 
новый раздел математики: дифферен- 
цнальное и интегральное исчисление. 
Но и на фоне этих великих открытий 
открытие неевклидовой геометрин вы- 
деляется по тому влиянию, какое оно 
оказало на наши представления о фи- 
зической картине мира. 

В те годы, когда работал Нико- 
лай Лобачевский, никто не сомневал- 
ся в правильности механики Ньюто- 
на, а вопросы о природе пространст- 
ва и времени хотя н интересовали 
ученых, но казались совсем абстракт- 
ными, не имеющимн практического 
значения. 

Лобачевского сравнивают с Копер- 
ником. Лишив Землю положения цент- 
ра мира, Коперник открыл Вселен- 
ную для исследования. Лобачевский, 
показав, что евклидова геометрия не 
единственна, заставил естествонспы- 
тателей задуматься о том, что про- 
странство, в котором развивается Все- 
ленная, также должно быть предме- 
том изучения. Геометрия после Лоба- 
чевского лишилась своей абсолютной 
непогрешимости и обратилась к опы- 
ту за подтверждением или отрицани- 
ем своих законов. 
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Лобачевский понимал, что возмож- 
ность изменения законов геометрии 
может повлечь за собой и возможиость 
изменения законов механики. «...не- 
которые силы в природе, — писал он,— 
следуют одной, другие своей особой ге- 
ометрии... силы всё производят одни: 
движение, скорость, время, массу, да- 
же расстояния и углы». 

Физики очень долго не обращали 
внимания на эти предостережения. 
Только после открытия специальной 
(СТО) и общей теории относительно- 
сти (ОТО) стало ясно, какой глубо- 
кий смысл содержится в этих словах 
Лобачевского. Физики должны счи- 
тать Лобачевского одним из великих 
творцов своей науки. История неевкли- 
довой геометрии до сих пор служит 
ярким примером того, как самые аб- 
страктные теории могут привести к 
полному пересмотру взглядов на наш 
реальный мир. 

Приведем несколько примеров, ко- 
торые покажут, как идеи геометрии 
Лобачевского нашли свое отражение 
в теории относительности. Начнем со 
специальной теории. 


СТО: сложение скоростей 


Решая задачи по кинематике, мы 
пользуемся правилами сложения век- 
торов, предписываемыми геометрией 
Евклида. При этом н векторы пере- 
мещений, н векторы скоростей мы 
складываем одним и тем же способом. 
С открытием специальной теории от- 
носительности стало ясно, что сложе- 
ние скоростей по правилам геометрин 
Евклида дает практически правиль- 
ный ответ лишь при условии, что 
скорости, встречающиеся в задаче, 
малы по сравнению со скоростью све- 
та с. Когда же скорости ср:внимы 
со скоростью света, для получения 
верного результата необходимо поль- 
зоваться иными правилами. 
Рассмотрим такой пример. Пред- 
положим, что мы наблюдаем с маяка 
за кораблем, который удаляется с по- 





Рис. 1. 


стоянной скоростью и. С корабля 
вертикально вверх выпускают раке- 
ты с разными скоростями у; относи- 
тельно корабля (1 =1, 2, 3,...). Как 
найти скорости ракет по отношению к 
маяку (то есть скорости у, ракет в си- 


стеме отсчета, связалной с маяком)? 
С точки зрения механики Ньютона 
у=и- у, {*) 

— суммарный вектор у, может быть 


найден по правилу треугольника 
(рис. 1). 

Решение этой задачи в специаль- 
ной теории относительности содер- 
жит математические трудности, пре- 
одолеть которые болынинство наших 
читателей не сможет. Поэтому мы при- 
ведем только ответ: 


у; =и У, Ве |. (+=) 


В тех случаях, когда скорости ц 
н У много меныне скорости света с, 
формула (**) практически оолоут 
в формулу (*). 

Но когда и ну; становятся срав- 
нимы со скоростью света, точное зна- 
чение скорости у; может быть найде- 


но только по формуле (ж+*)— именио 
кинематика СТО опнсывает движение 
тел с болышими скоростями. 
Очевидно, что ирн сложении век- 
торов ци и у, по евклидову правилу 
треугольника ответ {жж не может 
быть получен. 
Обратим еще раз внимание па тст 
факт, что мы пользуемся геометриче- 


*} Напомним, что скорости ци 
взаимнонерпендихулярны. Решение 
записано нменно для такого случая. 





и \; 


(+=) 
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Рис. 2. 


скими терминами и правилами, но 
применяем их ие к обычному прост- 
ранству, а к набору скоростей, о ко- 
тором говорят, что они образует про- 
странство скоростей. Пользуясь этой 
терминологией, из всего сказанного 
можио сделать вывод; иока мы оста- 
емся в рамках классической механи- 
ки, пространство скоростей совпада- 
ет с евклидовым пространством; в ме- 
ханике СТО для описания простран- 
ства скоростей геометрия Евклида 
неприемлема. 

Какой геометрический образ мож- 
но сопоставить пространству скоро- 
стей в релятивистской механике? Ока- 
зывается, этим геометрическим обра- 
зом может служить пространство Ло- 
бачевского. Но переход от физиче- 
ских величин к их геометрическим 
образам в релятивистском случае не 
так прост, как в кчассическом. Изо- 
бражая на евклидовой плоскости (на 
листе бумаги) скорости, мы рисуем 
отрезки, длины которых (в опреде- 
ленном линейном масштабе) равны 
значениям скоростей. Для того чтобы 
представить себе, как перейти от ско- 
ростей к отрезкам па плоскости Лоба- 
чевского, вернемся вновь к задаче о 
маяке, корабле и ракете. 

Итак, для скорости у’ ракеты в си- 
стеме отсчета, связанной с маяком, 
специальная теория относительности 
дает ответ (*+). Оказывается, на пло- 
скостн Лобачевского скоростям и, у. 
у’ соответствует прямоугольный тре- 
угольник, длины сторон которого рав- 
ны значениям некоторой нелинейной 
функции { от величин скоростей и, 
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и, и. Будем считать, что треуголь- 
ннк ВАР (рис. 2) нарисован на пло- 
скости Лобачевского, 


о =Ашр, 1ВТ=АО. 14-м * 


Нахождение скорости У’ сводится к 
нахождению по правилам геометрии 
„Лобачевского стороны 4 треугольни- 
ка ВАО по двум известным сторонам 
аифи прямому углу между ними *). 
Угол В треугольника ВАР — это угол, 
который составляет скорость у’с го- 


ризонтом,. Правило, но которому 
строится сторона 4, — это привыч- 
ное для нас правило треугольника. 


Однако формулы, позволяющие о#- 
ределить длину стороны 4, в гео- 
метрии Лобачевского иные, чем в гео- 
метрии Евклида (например, в рассмат- 
риваемой нами задаче теорема Пифа- 
гора неприменима). Но в том случае, 
когда скорости ин и много меньше 
с. эти формулы практически совпада- 
ют © формулами теометрия Евклида. 
Можно сказать. что СТО находится 
в таком же отношении х классической 
механике Ньютона, как геометрия „То- 
бачевского к геометрии Евклида. 

В рассмотренной нами задаче мож- 
но дать «физическое» представление 
геометрического нонятня параллель- 
ностн. Чем больше скорость ракеты 
у, тем больше угол х, который со- 
ставляет скорость у, с горизонтом. 
В классической механике скорость 
у; может быть как угодно велика. 


*) Для тех, кто знаком с натуральными 
логарифмамн, приведем вид фуикции Й 


в’ 


ар ты 4 


бу Е 





Чтобы ог стороцы 4 перейги х зиачению ска 
рости у’, надо совершить обратный переход: 
9 м ве 1 


у” { (ба ито 
| | в (4) аб ща 


*"*) В общем случае, когда скоростни и у 
‹оставляют друг с другом не прямой угол, ца 
нлоскости «Любачевского в соответствующем 
треугольнике угол между сторопами а и фра- 
вен углу между и му. 
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Рис. 3. 


При ус %—90`. То есть в этом 
предельном случае направления у, и 
у; стаповятся практически нараллель- 
ными. Таким образом, параллельные 
прямые евклидовой геометрии с точ- 
ки зрения физики — это векторы ско- 
ростей бесконечио быстрой ракеты, 
рассматриваемой из разных систем 
отсчета, движущихся друг относитель- 
но друга равномерно с конечными 
скоростями (рис. 3, а}. ' 

Согласно СТО скорость ракеты м, 
не может быть больше скорости све- 
та с. В том случае, когда у; = с — 
с корабля выпускают квант света (фо-- 
тои),— величина скорости у, также 
равна с. Действительно (см. (+*)}, 

= о [1 — 

—. 

Подетавив в эго выражение и; -=с. ио- 
лучим и, = с. 

На плоскости Лобачевского в этом 
случае стороны ф н 4 (соответствую- 
щие скоростям и, и 9) становятся 
бесконечно длинными (см. рис. 3, 6). 
Но угол В, который составляет сто- 
рона 4 со стороной а (соответствую- 
дей скорости и), при этом остается 


меньше 907. В геометрии Лобачевско- 
го этот угол называется углом парал- 
лельности и обозначается Г(а). Но В— 
это тот угол, который в системе от- 
счета, связанной с маяком, составля- 
ет скорость и’ с горизонтом. Величи- 


на этого угла определяется условием 
[23 


и ъ 
с0$ = к Это предельный, мак- 
симальный угол, под которым наблю- 
датель в этой системе может «увидеть» 
скорость фотона. Поэтому естествен- 
но возникает «физический» образ па- 
раллельных прямых геометрии Лоба- 
чевского: это скорости фотона, на- 
блюдаемые из разных равномерно дви- 
жущихся систем отсчета. 

Ко всему, что мы рассказали, мож- 
но добавить, что специальная теория 
относительности развивалась незави- 
симо от геометрии Лобачевского. Все 
ее формулы были получены Эйнштей- 
ном методами механики. Только в 
1909 году немецкий физик Зоммер- 
фельд обнаружил тождественность все- 
го математического аппарата СТО с 
геометрией Лобачевского. 

Развитие современной физики, та- 
ких ее областей как ядерная физика, 
физика элементарных частиц, невоз- 
можно без теорни относительности. Ес- 
ли читатьучебник по неевклидовой гео- 
метрин, то каждой теореме, каждой за- 
даче можно сопоставитьзадачу изфизи- 
ки элементарных частиц. И при расче- 
те путей частиц в ускорителях, процес- 
сов столкновения элементарных частиц 
формулы геометрии Лобачевского ока- 
зываются очень полезными — вычис- 
ления становятся короче и проще. 


ОТО: кривизна пространства 


Вероятно, каждый может себе пред- 
ставить, как выглядит поверхность 
шара с точки зрения двумерного жу- 
ка, который по ней ползает. Очевил- 
но, что его восприятие не совпадает 
с нашим. Мы можем посмотреть на 
‚шар «со стороны», из трехмерного про- 
странства, и увидеть, что поверхность 
его — сфера. А для двумерного жука, 
который этого сделать не может,-— для 
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него нет третьего измерения.— по- 
верхность сферы представляется п.ло- 
скостью. И если размеры жука много 
меньше радиуса сферы, то он заклю- 
чит, что эта плоскость — евклндова. 
Но если жук «грамотный», то, про- 
ведя некоторые измерения, он может 
убедиться, что геометрия на его пло- 
скости отличается от евклидовой. На- 
пример, измерив сумму углов очень 
большого треугольника, он обнару- 
жит, что она отличается от 180’. 

Живя в трехмерном пространстве, 
мы в какой-то степени находимся в по- 
ложении жука. Геометрию этого про- 
странства мы моделируем на основе 
повседневного опыта. ИМ до тех нор, 
пока мы имеем дело с обычными для 
нас земными расстояниямн, опыт го- 
ворит, что окружающее нас простран- 
ство — евклидово. А что можно ска- 
зать о геометрии пространства в масш- 
табах нашей галактики, всей Вселен- 
ной? Этот вопрос, по существу, был 
впервые поставлен Лобачевским. Спра- 
ведливы ли законы геометрии Евкли- 
да при громадных (с точки зрения 
Земли) расстояниях? Действительно 
ли. например, сумма углов очень 
большого треугольника равна 1802 
Основываясь на данных, полученных 
из астрономических наблюдений, Ло- 
бачевский пытался найти ответ на 
этот вопрос. Вывод его былтаким: 
«... втреугольиике, которого бока рав- 
няются почти с расстоянием Земли 
до Солица, сумма углов не может 
разниться с двумя прямыми более 
0,0003 секунды градуса». 

Хотя Лобачевский и не обнаружил 
отклонений от законов Евклида, но 
сама мысль о том, что мир, в кото- 
ром мы живем, может не быть евкли- 
довым, была поистине революцион- 
ной. 

За 150 лет, прошедших со време- 
ни создания Лобачевским его геомет- 
рии, наука сделала огромный шаг на 
пути познания реального мира. И са- 
мым важным этапом на этом пути яви- 
лось создание Эйнштейном общей тео- 
рии относительности. Она установн- 
ла связь между силой всемирного тя- 
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готения и свойствами пространства. 
Основной вывод, который следует из 
ОТО. заключается в том, что прост- 
ранство, в котором мы живем, искрив- 
лено. Вблизи тяжелых тел, например, 
вблизи Солица, механика становится 


ке иъютоновой, а теометрия прост- 
ранства — неевклидовой (см. рис. 4). 

Свет, проходя мимо Солнца, двн- 
жется ио кривой, похожей на пара- 
болу. Поскольку прямая — это, по 
определению. луч света. распростра- 
няющегося в одиородной среде, то в 
пространстве вблизи 'Солнна иря- 
мая — это искривленный световой 
луч. Стеиень искривленности 
странства характеризуется кривиз- 
ной луча. Раднускривизны *) светово- 





*) Радиусом кривизны кривой в точке 
А называется радиус окружности, дуга ко- 
торой в окрестности точки А точиее дуг всех 
другнх окружностей «совпадает» с дугой 
кривой. 
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Рис. 4. В плоскости, проходящей через Солн- 
це. сумма углов большого треугольника, 
вершины которого — звезды, больше 180. 


Рис. 5. Этот опыт проводился во время 
полного солнечного затмения. Цо расчетам 
звезда в это время находилась за краем 
Солнца. Однако вследствие искривления све- 
товых лучей, идущих от звезды, в поле тя- 
тотения Созица звезда наблюдалась иа неко- 
тором расстоянии от солнечного диска (во 
время затмения солнечный свет «загоражи- 
вастся» ‘Луной, и звезды, расположениые 
вблизи Солнца, становятся вндимымн). 
Соглясио ОТО угловое смещение звезд непо- 
средственно у края Солица должно составлять 
2=!’,75 (Г’— это угол. пох которым спи- 
чечная коробка видна с расстояния —-10 хм). 
Опыты, проводимые во время солнечных 
затмений, дают несколько большие значения. 
Однако, зхи резузьтаты, иесомненно, яв- 
ляются подтверждением кривизны простран- 
ства. 


го луча в точке, находящейся на рас- 
стоянин г от Солнца, называют ра- 
днусом кривизны пространства в 
этой точке. ОТО даег для него слс- 
дующую формулу: 


К=(Р Юр)". 


Здесь г — расстояние до Солнца, а 
Ю,р— так называемый гравитанцнон- 
мый радиус Солица, величина кото- 
рого характеризует степень влияния 
Солнца ина геометрию окружающего 
ето пространства: 


гр @ 





3 км, 


где ^М—10%° г— масса Солица, с 
==3,00. 10* м/сек — скорость света, у= 
==6,67-10-" ян.м?’/кг” — гравитаци- 
ониая постоянная. 

В 1919 году во время солнечного 
затмения были произведены астроно- 
мические наблюдения, результаты ко-_ 
торых подтвердили выводы ОТО 
(рис. 5). 


Теория относительности является 
незаменимым аппаратом в изучении 
свойств Вселенной. В настоящее вре- 
мя существует много моделей Вселен- 
ной. О справедливости их, о том, ка- 
кая из них в действительности опи- 
сывает свойства Вселенной, можно 
будет судить по результатам экспери- 
ментов. Но эти эксперименты чрез- 
вычайно сложны, многие из них по- 
ка лишь «мысленные», для их осуще- 
ствления современная наука не обла- 
дает возможностями. Но среди этих 
моделей есть такие, согласно которым 
геометрия пространства — это геомет- 
рия Лобачевского. 

Геометрические свойства Вселен- 
ной изменяются со временем; астро- 
номы видят, как разбегаются галак- 
тики и квазары; совсем недавно в с03- 


Фиызмкм шутят 





Если бы с такой постоян- 
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вездии Лебедь была открыта первая 
«черная дыра»— точка, где плотности 
обращаются в бесконечность, а длины 
в нуль. И наука может объяснить 
этн явления только потому, что 150 лет 
назад на берегу Волги молодой ка- 
занскнй математик Николай Лобачев- 
ский спросил: а так ли очевидно, что 
через точку вне прямой можно про- 
вести только одну прямую, не пере- 
секающую данную? Кто мог подумать 
тогда, что это был один низ самых 
каверзных вопросов, который когда- 
либо задал человек природе. 





ясиили физический смысл 


Чему равен 
один год? 


Недавио замечательный аме- 
риханский физик Р. Фейн- 
ман высказал важную космо- 
логическую гипотезу: 

1 год = д.10? сек. (1) 
где дл — число Архимеда. 

Докажем справедли- 
вость этой интересной ги- 
потезы. 

Известно, что Земля дви- 
жется вокруг Солица по 
круговой орбите, раднус ко- 
торой равен А ^= 150 ман. км. 
Орбитальная скорость Зем- 
ли равна с = 30 ки/сек. 


ной скоростью Земля Дви- 
галась не по самой орбите, 
а по ее диаметру, то она про- 


щла бы от одного «края» ор- 
биты ло другого за время 


2 


| 


_ 1.150. 16% 
Е 


По определению один 
год есть время обращения 
Земли по ее орбите вокруг 
Солнца. Понятио, что это 
время относится х найден- 
ному выше времени {, как 
длина окружности орбиты х 
ее днаметру. Последнее от- 
иошение для всяхой окруж- 
ности, согласно Архимелду, 
есть л. Отсюда следует, чо 
1 год = лп.-г. Подставляя сюда 
значение # из (2), приходим к 
формуле (1). 

Итак, мы доказали спра- 
ведливость гипотезы Фейн- 
мана. Более того, мы вы- 


= 107 сек. (2) 


коистанты 107, входящей в 
формулу (1). 

Для проверки справед- 
ливости гипотезы Фейнмана 
был иоставлеи следующий 
эксперимент: с помощью на- 
стенных часов «Маяк» мы 
определили  продолжитель- 
ность 1975 года. Она ока- 
залась равной 3,15-107 сек. 
Формула (1 дает 3х 
Хх 107 сек. Мы склонны ду- 
мать, что полученное рас- 
хождение теоретических и 
наблюдаемых данных есть 
результат одного из двух 
следующих эффектов: 2} ор- 
бита Земли отличается от 
круговой, 6} пространстве — 
время искривлено. 

Замечательно, что наше 
решение позволяет обобщить 
гипотезу Фейимава н для 
других планет. 


1976 год, январь, 


Бюраланская — обсерватория 
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Как известио, неподвижиое тело на- 
ходится в состоянии устойчивого рав- 
- новссия. когда ето потенциальная 
энергия минимальна. В частности, 
для математического (или физическо- 
го} маятника потенниальная энергия 
минимальна, когда его центр тяжести 
А. Натанзон, М. Плоткин находится под точкой подвеса. Ко- 
нечно, у такого маятника есть поло- 
Маятник жение равновесия и в перевернутом 
состоянии, когда центр тяжести рас- 
ноложен выше точки подвеса, но это 


С виб р И ру ЩИ М положение неустойчиво. Договорим- 


ся, что мы будем рассматривать такой 
подвесом математический маятник, у которого 

нерастяжимая невесомая нить заме- 
нена жестким невесомым стержнем. 
Однако не всегда положение цеитра 
тяжести тела над точкой опоры ис- 
ключает устойчивое равновесие. Па- 
пример, детская нгрушка юла не 
падает, пока вращается достаточно 
быстро. И ие только вращение может 
повысить устойчивость тела. 


Оказывается, при быстрых верти- 
кальных колебаниях подвеса маят- 
пика (т. е. точки закрепления) пере- 
вернутое положение маятника стано- 
вится устойчивым. В этих условиях 
он способен стоять в вертикальном 
положении или плавно качаться око- 
ло него (рис. 1). Количественное ис- 
следование этого явления связано со 
значительными математическими труд- 
ностями. В 1951 году академику 
П. Л. Капиие удалось приближенно 
описать поведение маятника с вибри- 
рующим подвесом для случая, когда 
длина маятника Ё много больше ам- 
плитуды вибраций подвеса хо м час- 
тота вибраций намного превосходит 
собственную частоту колебаний маят- 
ника. Мы же ограничимся лишь ка- 
чествениыми рассуждениями... 


Если при ваблюдении це обращать 
винмания на мелкое дрожание маят- 
ника, связанное с выбракией подвеса, 
то его плавное движение будет таким, 
как если бы на маятник действовал 
момент сил, стремящийся приблизнть 
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Напривление вибраций 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


его к направлению вибраций. Этот 
фиктивный момент сил П. Л. Капица 
назвал «вибрационным». 

Попробуем понять причину воз- 
никновения вибрационного момента. 
Предположим сначала, что силы тя- 
жести отсутствуют. Пусть подвес ма- 
ятника колеблется вдоль направления 
вибраций с амплитудой хо и частотой 
« но  гармоническому закону х= 
—Хо ©0$ 6. Допустим, что маятник 
составляет с направлением вибраций 
угол ф (рис. 2). Перемещение подве- 
са можно разложить на два переме- 
щения: вдоль маятника и перпенди- 
кулярно к нему. Первое лншь сме- 
щает груз вдоль линии стержня, а 
второе поворачивает стержень, не сме- 
щая груза (углы поворота предпола- 


гаются — малымн). Поэтому при 
нанбольших отклонениях маятник 
займет положения [ин Ш (см. 
рис. 2). 


Удобнее рассматривать поведение 
маятника в системе отсчета, связанной 
с подвесом. Положения маятника 1 
и И в этой системе показаны на рисун- 
ке 3. Выбранная система отсчета яв- 
ляется неннерциальтой *), поэтому в 


*) См., например, статью Я. А. Смо- 
родинского «О  снлах  ннерции», 


«Квант», 1974, № 8. 









Направление вибраций 


Рис. 3. 


ней на маятник (т. е. на массу, со- 
средоточенную на его конце) будет 
действовать сила инеринви, равная 
Е= —та, где а — ускорение гюдвеса 
в ланный момент времени. 

Так как подвес колеблется по гар- 
моническому закону, то проекция его 
ускорения изменяется тоже по гар- 
моническому закону: а= — ®*х = 
— —®*Хо 0$ 2. В крайних положе- 
ниях [и НП ускорение соответственно 
равно — "Хо и + 0*хо. Поэтому сила 
Р, проекция которой равна в этих по- 
ложениях Ё= Зто?хо, направлена, 
как показано на рисунке 3. Очевид- 
но, Что момент силы Е относительно 
точки подвеса в положении 1 больше, 
чем в положении 1, а так как время 
действия её «вверх» равно времени 
действия «вниз» (по половине периода 
вибрации, то в итоге маятник 
должен смещаться вверх, т. е. по крат- 
чайшему пути к направлению виб- 
раций. 

Вибрационный момент ММ „, под дей- 
ствием которого происходит это сме- 
щение, пропорционален разности мо- 
ментов силы Ё в положениях Ги И. 
Найдем эту разность. 

Пусть маятиник отклонен на угол 
{Ф от направления вибраций подвеса. 
Как видно из рисунка 2, угловая 
амплитуда мелких вибраций маятни- 
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хо эт 
ка а = РА, где /. — длина маят- 
ника. Эта же амплитуда изображена 


и на рисунке 3. Тогда 
М, — Ми =- ЕР (9 ©) —- 


—&п (4—©)| = 272 Ё зщ ал с0$ $. 
Так как 2 <1, то 
$1 ©, 25 9, 25 ——\- 


Значит, 
ПР 
„Мо — М, — Ми^— то*хозт 24. 


Такое качественное рассмотрение по- 
зволяет понять причины появления 
вибрационного момента и установить 
правнльную зависимость этого мМОМеН- 
та от амплитуды вибраций подвеса, 
частоты вибрация, массы маятника 
и угла отклонения ф, но не позволяет 
найти значения коэффициеита пропор- 
цнопальностн. Более строгое рас- 
смотрение, проведениое П. Л. Капи- 
цей, приводит к соотношению 
то? х? 
М. = т 34. (1) 





Пользуясь понятием вибрационно- 
то момента, напишем теперь условне 
равновесия маятника в поле силы тя- 
жести. Будем считать, что вибрации 
подвеса происходят в вертикальном 


‚ ры. 


— == 
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направлении. Кроме вибраиноиного 
момента М, на маятник действует 
еще момент силы тяжести М, = 
= 116. эт ф. В положенин равнове- 
сия эти моменты равны: 





2,2 
т тобхь 
тер у йф = т” эт 26, 
нли 
`` в 9 
эт ф иг. — 059 =0. (2) 
© ° хо 


Удовлетворяющие этому уравне- 
нию значения ф являются положения- 
ми равновесия. Они таковы: 


ие” 
фз = 180°, (3) 
фз, «= Е агссоз 6. ь 
#7 ха 
Здесь ф, =0 — верхнее положение 


грузика, <), =- 1807” — нижнее 
жение грузика. 

Рассмотрев соотношение величин 
вибрацнонного момента и момента 
силы тяжести около положений рав- 
новссия, можно убедиться, что Фи 
ф. — устойчивые положения, а фз н 
<: — неустойчивые. Таким образом, 
если маятник находится в области А 
(рис. 4), то он будет колебаться около 
положения фт, а если в области В, — 
около положения ф.. Из (3) видно, что 


если Ея = ф, = № =>, 


© - 
и положение ф, станет неустойчивым. 
Значит, для существования устойчи- 
вого равновесия перевернутого маят- 


2 
ника необходимо, чтобы г Ее. 
2 


поло- 


ь то 





Несколько более сложен для ана- 
лиза случай, когда направление внб- 
раций составляет некоторый угол с 
вертикалью. Но, оказывается, что 
устойчивое положение перевернутого 
маятника возможно при аюбом на- 
правлении вибраций. Правда, пара- 
метры маятника не могут быть при 
этом произвольными. Расчет дает; 
< 0,5, то 
р 


что если положение 


устойчивого равновесия перевернуто- 
го маятника всегда найдется. 

В заключение предлагаем вам про- 
вести самостоятельно  эксперимен- 
тальные исследования поведения ма- 
ятника с вибрирующим подвесом. 

В лабораторных условиях обычно 
для этой целн используют криво- 
шипнс-шатунный механизм, насажен- 
ный на вал мотора. В качестве маят- 
ника удобно использовать легкий 
металлический стержень или кусок 
толстой проволоки длиной 15—20 см. 
При скорости вращения 3 000 об/мин 
достаточно амплитуды вибраций под- 
веса 5—6 мм. 

Следует обратить внимание на то, 
что для стержня, являющегося физи- 
ческим, а не математическим маят- 
ником, во всех формулах выраже- 

261. 
ние 22 
*6 





необходнмо заменить 


[02 
481. 
Ра ` 





Ве Зы? х 

«Необычное» поведение маятника с 
вибрирующим подвесом легко можно 
наблюдать и в домашних условиях. 
Нужно только иметь  электробрит- 
ву типа «Нева», «Москва» или «Эра» 
ин два пустых стержня от шариковой 
ручкн. Сняв ножи с электробритвы, 
надо надеть иа ножки вибратора брит- 
вы по отрезку стержня длиной 3— 
3,5 см и проткнуть их концы прово- 
лочкой или булавкой (см. заставку к 
статье). (Такая длина отрезков обес- 
печивает их резонанс при колебаниях, 
что увеличивает амплитуду вибраций 
до нескольких миллиметров.) Эта 
же проволочка проннзывает конец 
целого стержня, который и является 
маятником. 

Заметим, что этот опыт совершен - 
нр безопасен для электробритвы. 


Задачи наших 
читателей 


1. Докажите, что в 
квадрате чнсел 


жх * = | 
< Е 

а: № 

 -х* >< 


в котором * заменяет неко- 
торые натуральные числа, 
число $ всегда равно шестн. 
Скоалькими разными свосо- 
бамн можно расшифровать 
эту запись? 

У. Шулте (г. Сигулда) 


2. Ни одно нз трех це- 
лых чисел а, 6, с не делится 
ка три. Докажите, что тог- 
да делился на трн 

а) а2+67 457; 

6) о?^ + Ь2" 4+ 52". 


3. Докажите, что если 
существуют такие натураль- 
ные числа № н Ё, что 

А 124% +3— 11" <200, 
то число А — простое 

С. Охитин (г. Оренбург) 


4. Известно, что для 
данного п любой набор из № 
натуральных различных чи- 
сел. ни одно низ которых пе 
больше л, содержит хотя бы 
три таких элемента, что су- 
ществует треугольник со 
сторонами, длины которых 
выражаюлся этимн числами. 

Какое нанименыиее эна- 
ченне может принять # как 
функция от 1? 


О. Беридзе (г. Батуми) 


5. На сторонах АВ, ВС 
н СА треугольника АВС 
взяты соответственно точки 
М, М и Т такнс, что 


РАМ! ^ |ВМ 
т, жж :ем, 
МВ] АС] 
кп _ 
ТА! 


Известно, что прямые ММ и 
ВТ пересекаются в точке ®.. 
Найти отновение |ВО1{:|ОТ|. 


Г. Сверчков {г. Москва) 
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ха 
№. 


Ю. Ионин, Л. Курляндчик 


Поиск 
инварианта 


В этой статье рассматриваются задачи, 
сходные по формулировке. В каждой нз них 
идет речь о некоторой совокупности чисел 
илн знаков, ин указаны операции, которые 
можно над нияи производить. Читатель. 
внимательно проработавший статью, обиа- 
ружит не только внешнее сходство встречаю- 
щихся в ней задач и упражнений, но н об- 
щую ндею, на которой основано их реше- 
ние. 


Задача |. На доске написано де- 
сять плюсов и пятнадцать минусов. 
Разрешается стереть любые два зна- 
ка и написать вместо них плюс, если 
они одинаковы, и минус 8 противном 
случае. Какой знак останется на дос- 
ке после выполнения двадцати четырех 
таких операций? 

Решение. Заменим каждый 
плюс числом |, а каждый минус чис- 
лом —1. Разрешенная операция опи- 
сывается тогда так: стираются любые 
два числа и записывается их произве- 
дение. Поэтому произведение всех 
написанных на доске чисел остается 
неизменным. Так как вначале это 
произведение равнялось —1, то и в 
конце останется число —1, то есть 
знак мннус. 

Это рассуждение можно было про- 
вести нначе. Заменим все плюсы ну- 
лями, а минусы — единицами, и за- 
метим, что сумма двух стираемых чи- 
сел имеет ту же четность, что и число, 
записываемое вместо них. Так как 
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сначала сумма всех чисел была нечет- 
ной (она равнялась 15), то и последнее 
оставшееся на доске число будет не- 
четным, то есть единицей, и. значит, 
на доске останется минус. 

Наконец, третье решение задачи 
можно получить, заметив, что в ре- 
зультате каждой операции число ми- 
нусов либо не изменяется, либо умень- 
шается на два. Поскольку сначала 
число минусов было нечетным, то и в 
конце останется один минус. 

Проанализируем все три решения. 

Первое решение основывалось 
на неизмевяемости произведения на- 
списанных чисел, второе—-на нензменяе- 
мости четности их суммы и третье — 
на нензменяемости четности числа 
минусов. В математике вместо слова 
«неизменяемость» употребляют тер- 
мин зинварнантность». Можно ска- 
зать, что в каждом решении нам уда- 
лось найти инвариант: произведение 
написанных чисел, четность суммы, 
четность числа минусов. Решение 
последующих задач и упражнений 
также основывается на удачном под- 
боре инварнанта. 

Упражнение 1. На доске напи- 
сано несколько плюсов и минусов, Разре- 
мается стереть любые два знака и написать 
вместа инх плюс, если они разанчны, и мн- 
нус в протнвном случае Докажите, что НО- 
следний оставшийся на доске знак не зависит 
от порядка, в котором пронзводнлись СТН- 
ранмя. 

Задача 2. В таблице 4х4 
знаки «+» ин «хх расставлены так, 
как показано на рисунке 1. Разрешает- 
ся изменить знак на противополож- 
ный одновременно во всех клетках, 
расположенных в одной строке, в 
одном столбие или вдоль прямой, 
параллельной какой-нибудь из днаго- 
налей (в частности, в любой угловой 
клетке). Можно ли с помощью элпих 
операций получить таблицу, не со- 
держащиую ни одного минуса? 

Решение. Заменим плюсы и 
минусы числамн 1 ин —1. В качестве ин- 
варианта можно взять произведение 
чисел, находящихся в клетках, кото- 


Рис. 1. 


рые заштрихованы на рисунке 2, 
поскольку оно в результате разре- 
шенной операции все время сохраняет 
первоначальное значение, равное —1. 
Но, значит, среди заштрихованных 
чисел всегда будет оставаться — 1, 
ледовательно, получить таблицу, не 
содержащую ни одного минуса, нель- 
зя. 

Улражнение 2. Решите задачу 2 
пт, изображенных на рисунках 

Задача 3*). На доске написано 
несколько нулей, единиц и двоек. Раз- 
решается стереть две неравные цифры 
и вместо них написать одну цифру, 
отличную от стертых (2 вместо 0 и 
1. 1 вместо © и 2, 0 вместо Ти 2). 
Докажите, что если в результате 
нескольких таких операций на доске 
останется одна-единственная цифра, 
то она не зависит от порядка, в ко- 
пором производились стирания. 





*) Это — задача М338 из «Задачника 
«Кванта», см. «Кванть, 1975, № 8. 
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Рис. 3. 


Решение. Обозначим через 
Ха, Ха, Хз Число нулей, единнц н двоек 
соответственно. Выполнив один раз 
разрешенную операцию, мы изменим 
каждое из этих чисел на [| и. следова- 
тельно, изменим четность всех трех 
чисел. Когда на доске остается одиа 
цифра, два из чисел хо, х,, х. ста- 
новятся равными нулю, а третье — 
единице. Значит, с самого начала два 
из этих чисел имеют одну четность, 
а третье — другую. Поэтому незавн- 
симо от того, в каком порядке произ- 
водятся стирания, в конце единице 
может равняться лишь одно из чисел 
Хо, Х:, Х», КОТОорое с самого начала 
имело не ту четность, что два других. 

Из приведенного решения видно, 
что если числа хо, Ха, х› имеют одну 
и ту же четность, то мы не сможем 
добиться, чтобы на доске осталась 


сдна-единственная цифра. Докажите, 
что если среди чисел Хо, х., х» есть 
как четные, так и нечетные, и, кроме 
того, хотя бы два из них отличны от 
нуля, то существует такой 


порядок 
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стираний, что в результате на доске 
останется одна цифра. 

Изменим условие задачи 3: по- 
требуем, чтобы один и те же две иерав- 
ные цифры стирались два раза, а 
вместо них записывалась одна пифра, 
отличная от стертых. Предположим, 
что снова после некоторого числа опе- 
раций на доске осталась одна-един- 
ственная цифра. Можно ли зара- 
нее, по числу нулей, единиц ни двоек, 
предвидеть, какая это нифра? 

Рассуждение с четностью здесь не 
помогает, ибо в результате выполне- 
ния каждой операции одно из чисел 
Хо, Ха, Х, Меняет свою четность, а 
два других сохраняют четность, так 
что числа, имевшие разную четность, 
могут теперь получить одну и ту же 
четность. Однако можно заметить, 
что остатки от деления чисел х., 
х:, х. на 3 изменяются каждый раз 
такнм образом, что равные остатки 
остаются равными, а неравные оста- 
ются неравными. Дальнейшие рас- 
суждения повторяют решение зада- 
чи 3. 

Задача 4. В каждой клетке 
таблицы 8^ 8 написано некоторое це- 
лое число. Разрешается выбирать в 
таблице любой квадрат размерами 
3` 3 или 4-4 и увеличивать на сди- 
ницу все стоящие в клетках выбранно- 
го квадрата числа. Всегда ли можно с 
помощью таких операций преобразо- 
веть исходную таблицу в таблицу, 
у которой все числа делятся на 32 

Решение. Нет, не всегда. Най- 
дем сумму чисел, написанных в за- 
итрихованных на рнсунке 6 клетках. 
Поскольку любой квадрат размерами 
4` 4 содержит 12 заштрихованных 
клеток. а квадрат размерами 3>. 3 — 
б или 9 таких клеток, то в результате 
описанной операции остаток от деле- 
ния на 3 этой суммы (чисел, стоящих 
в заштрихованных клетках) не будет 
меняться. Поэтому, если с самого на- 
чала найденная сумма ие делится на 
3, то среди заштрихованных клеток 
все время будут сохраняться клетки, 
в которых написанные числа не крат- 
ны трем. 
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Упражнение 3. Из всякой ли 
таблицы можно в условиях задачи 4 получить 
таблицу. не содержащую четных чисел? 

Задача 5. Числа Ё 2, 3, ... 
я расположены в некотором порядке. 
Разрешается менять местами любые 
два рядом стоящих числа. Докажите, 
что если проделать нечетное число 
таких операций, то новерняка полу- 
чится отличное от первоначального 
расположение чисел 1, 2, 3, .... п. 

Решение. Пусть а,, а., 

... а, — произвольная перестановка из 
чнсел 1, 2, 3, ..., л. Будем говорить, 
что числа а, и а, образуют в этой 
перестановке инверсию, если <], но 
а;>а у» то есть большее из этих чисел 
предшествует меньшему. Поменяв ме- 
стами два соседних числа в переста- 
новке, мы увеличим или уменыиим 
число инверсий на 1. Проделав же не- 
четное число таких операций, мы из- 
меним четность числа инверсий, а 
зиачит, изменим и перестановку. 


Унражненне 4 Докажите, что 
утверждение задачи 5 останется справедли- 
вым, если разрешнть менять местамн любые 
два числа в лерестановке. 

Указание. Докажите, что любые два чис- 
ла можно поменять местами , проделав нечетное 
число раз операцию, описанную в задаче 5. 


Переход от одной перестановки 
чисел 1, 2, 3, ..., п к другой переста- 
новке этих чисел, при котором какие- 
нибудь два числа меняются местами, 
а остальные остаются на месте, 
называется транспозицией. Результат 
упражнения 4 можно сформулировать 
так: выполнив нечетное число транс- 
позиций, мы изменим перестановку. 

Задача 6. В различных пунк- 
тах кольцевого автодрома в одно и то 
же время в одном направлении старто- 
вали 25 автомобилей. По правилам 
гомки автомобили могут обгонять 
друг друга, но при этом запрещен 
двойной обгон. Автомобили финиши- 
ровали одновременно в тех же пун - 
тах, что и стартовали. Докажите, 
что во время гонки было четное число 
обгонов. 

Решение. Окрасим один из 
автомобнлей в желтый цвет, а осталь- 
ным автомобилям присвоим номера 


1, 2, 3, ..., 24 в том порядке, в каком 
они располагаются на старте за жел- 
тым автомобилем. В центре автодро- 
ма установим световое табло, на кото- 
ром после каждого обгона будем ука- 
зывать номера автомобилей в том по- 
рядке, в каком они следуют за жел- 
тым автомобилем. Тогда обгон, в 
котором не участвует желтый авто- 
мобиль, приводит к тому, что на све- 


товом табло меняются местами два 
соседних числа. 
Посмотрим, что произойдет, если 


какой-нибудь автомобиль обгонит 
желтый.\` Если перед этим обгоном 
числа на табло образовывали переста- 
новку ат, аз, @з, ..., @за, ТО ПОСЛе Об- 
гона они образуют перестановку а, 
@з» ..., @2«, а,. Заметим, что к такой 
же перестановке можно прийтн, вы- 
полнив последовательно 23 транспо- 
Зицни: 
а,, @., @3, .... @24-—* а. @., @, 
... 4.4 —* @., аз, 
... @.з-* ...—а., @х, 
...: @1, @2а -* 40, @з, ..., оз @- 
Если же желтый автомобиль со- 
вершил обгон, то из перестановки 
а:, ао, аз, ...., аа Мы получим пере- 
становку @.., @:, @., @з, ..., @2з. 
Этот переход также можно заменить 
двадцатью тремя — транспозициями. 
Таким образом, любой обгон 
сводится к нечетному числу транспо- 
зиций. Если бы общее число обгонов 
было нечетным, то нечетным оказалось 
бы и общее число транспознций. Ос- 
тается воспользоваться результатом 
упражнения 4. 


Упражнения 

_ 5. По окружностн выписаны в произволь- 
ном порядке четыре единицы и лять нулей. 
В промежуток чежду двумя одинаковыми 
цифрами вписывается 1, а между разнымнк 0, 
после чего все первоначальные цифры сти- 
раются. Можно ли, повторив несколько раз 
эту операцию, получнть набор из девяти 
нулей? 

6. Петя разорвал листок бумагн на де- 
сять кусков, некоторые нз этнх кусков он 
снова разорвал на десять частей, н т.д. Мог 
ли Нетя получнть таким путем 1975 кусочков 
бумаги? 

7. На доске написаны чнсла 1,2, 3,..., 
1975. Разрешается стереть любые два числа 


а, 
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и написать вместо стертых чисел остаток от 
делення суммы этих чисел на 13. После неко- 
торого числа таких операций на доске оста- 
лось одно число. Каким оно может быть? 

8. Каждое число от 1 до 1 000 000 заме- 
няют числом, равным сумме его цифр. С по- 
лучившимися чнсламн проделывают ту же 
операцию, н так делают до тех пор, лока все 
числа не станут однозначными. Какнх чисел 
в результате получится больше: единиц или 
двоек? 

9. Из трехзначного числа вычлн сумму 
его цифр. С получнвшнмся числом проделали 
то же самое, и так далее — сто раз. Какое 
в результате получится число? 

10. Круг разбит на № секторов, в каждом 
из которых стоит по одной фишке. Одним 
ходом разрешается любые две фишки `перед- 
винуть в соседние секторы, но так, чтобы 
фишки двигались при этом в протнвололож- 
ных направлениях. Можно лн собрать все 
фишки в одном секторе? 

113). В вершине А,» правильного 12- 
угольника А, А.Аз..-.А!з поставлен мн- 
нус, а в остальных — вершинах — плюсы. 
Разрешается выбрать любые три вершины, 
образующие непрямоугольный равнобедрен- 
ный треугольник, м нзменнть Энакин, напи- 
санные в этих вершннах, на противополож- 
ные. Можно ли Сс помощью такнх операций 
добиться, чтобы в вершине А, оказался мн- 
нус, а в остальных вершинах — плюсы? 

6). Сохраннтся ли результат упражне- 
ния а), если допустнть перемену знака в вер- 
шинах любого равнобедренного  треуголь- 
ннка, в том числе и прямоугольного? *). 

12. В каждой клетке таблицы 4Х4`из- 
пнсан плюс или минус. Разрешается одно- 
временно менять знак на противоположный 
во всех клетках одной строкн или одного 
столбца. Нанменьшее число минусов, к ко- 
торому можно прнйтн, начав с данной табли- 
цы, называется характеристикой этой 
таблицы. Какие значення может принимать 
характеристика? 

13. По кругу стоят 30 фишек — 10 белых 
н 20 черных. Разрешается менять местамн 
любые две фишки, между которыми стоят 
еще три фишки. Два расположения фишек 
называются  женвалентными, если одно из 
них можно получить из другого, применив 
несколько раз указанную операцию. Сколько 
существует незквивалентных расположений 
фишек? 

14. Числа 1,2,3,..., 1975 записаны 
по порядку. Разрешается выбрать любые 
четыре числа и расставить их на тех местах, 
которые онн занималн, но в обратном по- 
рядке. Можно лн с помощью таких операций 
И к расположению 1975, 1974,..., 

‚ 2, 1? 


”) Эту задачу прислал в «Квант» уче- 
ник 10 ьласса школы № Зг. Нахичева- 
ни Вилаят Гусейнов. 
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Решения задач из этого но- 
мера можно посылать не 
поздиее 1 апреля 1976 г. 
по адресу: 113035. Москва, 
Ж-35, Б. Ордынка, 21/16, 
журнал «Квант». После ад- 
реса на конверте напишите, 
решения каких задач вы 


посылаете, например: «За- 
дачник «Кванта»,  МЗ66, 
№367» или «<... ФЗ78». Ре- 


шения задач по каждому из 
предметов (математике м фн 
знке), а также новые задачн 
просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Задачи 
из разных номеров журнала 
присылайте также в разных 
конвертах. В пнсьмо вложн- 
те конверт с написанным на 
ием вашим адресом (в этом 
конверте вы получите ре- 
зультаты вашнх решений). 
Условия оригинальных за- 
дач, предлагаемых для пуб- 
ликацни, присылайте в двух 
экземплярах вместе с ваши- 
ми решениями этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач 
ник «Кванта», иовая задача 
ло физике» нлм «... новая за- 
дача по математике»). Пос- 
ле формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложил нам эту задачу. Ра- 
зумеется, не все этн задачи 
лубликуются впервые. На- 
нболее трудные задачи от- 
мечены звездочкой. 
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М366—М370; ФЗ78—ФЗ382 


М366. Можно ли расположить на плоскости не- 
сколько треугольников так, чтобы две вершины 
каждого из них лежалн на сторонах (но не в вер- 
шннах) других треугольников? 

8. Колосов 


№367. Может ли произведение а) трех; 6) четырех 
последовательных натуральных чисел равняться ие- 
которой степени некоторого натурального числа 
{квадрату, кубу, и т. д.)? 

АД. Флешиман. уч № класса 


М368. Докажите, что пересечение трех прямых 
круговых пилиндров радиуса 1, оси которых по- 
парно взаимно перпендикулярны (но не обязатель- 
но пересекаются), содержатся в некотором шаре 
раднуса | 3/2. 

С. Фомин 
М369*. Дан остроугольный треугольник АВС. Н — 
точка пересечения его высот, } — окружность с цент- 
ром Н, лежащая внутри этого треугольника. По- 
стройте треугольник А.В,С;, описанный около ок- 
ружности ‘ н вписанный в треугольник АВС (так, 


что 
А, ЕВС], В, ЕТАС|1, С, ЕАВ\). 
Д. Изаак 


М370*. Пусть а, 5, с—- тройка положительных чи- 
сел. Образуем из нее новую тройку: 

1а—Ы, |5—с|, ка, 
затем из этой тройки но тому же правилу — сле- 
дующую и т. д. Обязательно ли среди получен- 
ных таким образом чнсел встретится 0, если исход- 
ные числа а} целые; 6) действительные? 


ФЗ78. Пассажиры самолета не испытывают непри- 
ятных ощущений, если только их вес в полете не 
увеличивается более чем вдвое. Какое максималь- 
ное ускорение в горизонтальном полете допускает 
это условне? 

В. Смирнитский 


$379. Внешний днаметр стеклянной капиллярной 
трубки существенно больше днаметра канала. По- 





Рис. 2. 


М326.Хорда окружности уда- 
лена от центри на расстоя- 
ние Н. В каждый из сегментов, 
стягиваемых хордой, вписан 
квадрат так, что две сосед- 
ние вершимчы квадрата лежат 
на дуге, две другие — на хор- 
де. Чему равняется разность 
длин сторон этих квадратов? 
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казатель преломления стекла л=4/,. Видимый че- 
рез боковую поверхность трубки днаметр канала 
а=2,66 мм. Определить истинный днаметр канала. 

Е. Кузнецов 
Фз80. Найти период малых колебаний системы, 
изображенной на рисунке 1. Стержни считать не- 
весомыми, их длины [; и [,, массы шаров т, н-ть. 


Фз81. В устройстве для определения изотопного 
состава (масс-спекгрографе) однозарядные ноны ка- 
лия с атомными весами А, —=39 и ДА, —41 сначала 
ускоряются в электрическом поле, а затем пона- 
дают в однородное магнитное поле, периенднкуляр- 
ное к направлению их движения (рис. 2). В про- 
цессе опыта из-за несовершенства аппаратуры уско- 
ряющий потенциал меняется около среднего зна- 
чения #о на величину Ан. С какой относитель- 


а Ай 
НОН точностью — — Нужно поддерживать значение 
® 


ускоряющего потенциала, чтобы пучки изотопов 
калня не перекрывались? 

ь С. Козел 
Фз82. Найти радиус наибольшей кайлн воды, ко- 
горая может испариться, не поглотив тепла извне. 


Решения задач 
М326—М329; ФЗ39—ФЗ42 


Введем следующие обозначення (рис. 1): О — центр окруж: 
ности, |418] = а — длина стороны большего квадрата, 
РА'В"| = а’— данна стороны меньшего квадрата, (ОН) |. 
|. {ВВ'). Точки А, Нв А” лежат на одной прямой. Опустим 
из точки О перпендикуляр на АА’: (ОК) | (АА). Пусть 


а’ КН | 


а 
АА ЗАЧЕТ в. 
Тогда 
а—а' = & (АН! — |А’Нр = КН = 2894. 
Из ДАВН: 
[АВ -- [ВИ = АН, 
1 6. 
, ‚ПАВ 
пав (57) =ТАНР, 
ан 
й \? 
"+(>) 1, 
откуда 
— 
=, 
а 8 [| 
н, значит, а—@' = Л. 


Н. Васильев 
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М327. В компании № человек. 
Каждому из них нравится 
ровно Ё людей из этой ком- 
пании. При каком наимень- 
шем & можно утверждать, 
что обязательно найдутся 
9ва человека из этой компа- 
нии, которые нравятся друг 
другу? 





М328. По правильному тет- 
раздру ползают муха н два 
паука. Миха ползает только 
по ребрам, а пауки — ло всей 


поверхности. Максимальная 
скорость мухи в 2 раза боль- 
ие максимальной скорости 
пауков. 

#) Докажите, что при 
любом начальном распогоже- 
нии пауки могут поймать 
миху- 

©) Верно дли это, если 
максимальная скорость мухи 
больше чем в 2 раза превос- 
ходит максимальную скорость 
пауков? 

а} Как изменится ответ, 
если разрешить паукам пол- 
зать только по реорам тет- 
раздра? по всему объему тет- 
раздра? (Муха по-прежнему 
Овижется только по ребрам.) 
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Обозначим членов компанин точками на плоскости (никакие 
три из которых не лежат на одной прямой). Тот факт, что А 
нравится В, будем обозначать отрезком со стрелкой, направ- 
ленным от точки А кточке 8. Тогда из каждой точкн будет вы- 
ходить ровно # стрелок, а всего Ап стрелок. Нам нужно найти 
число А, — наименьшее значение #, прн котором обязательно 
хоть на одном отрезке будут поставлены стрелки в обе <сто- 
роны. 
п— | 


1 
Всего существует ——— 5 отрезков без стрелок, соеди- 


няющих я точек. Еслк на каждом отрезке не более одной стрел- 





п("— |) 
ки, то стрелок ие больше, чем р. Значит” еслн 
пп!) 
Е о. АА. Отсюда 
м 
9, если л четное, 
Ко = (1) 
п! 
2 № если й нечетное. 


Докажем, что неравенство (1) можно заменить иа равенство. 
Поставнм в формуле (1) знак равенства н покажем, что и точек 
нрн любом п можно так соеднинть отрезкамн со стрелками, 
чго из каждой выходит ровцо № — } стрелок, и ни на одном 
отрезке нет двух стрелок. Вот один из способов сделать это. 
Надо п точек расположнть в вершинах правильного п-уголь- 
ника и из каждой точки направить стрелки в № — 1 вершин, 
следующих за ней но часовой стрелке. Поскольку 


п 
к, —1 <-5 при всех и, то микакие дье стрелки не ока’ 


жутся на одном отрезке. 


А. Колодин, А. Тоом 
® 
Обозпачим максимальную скорость пауков и мухи соответ- 
ственно через Опа Н Умах. Докажем. что, независимо от 
того, Как разрешено двигаться наукам (ло ребрам, граням, или 
же по всему объему тетраэдра), верны следующие два ут- 
всрждения. т , 

1°. Если Эмтах < дах, то пауки могут понимать 
муху ири любом начальном расноложенин. 

2°. Есян им пах. пах, то при некоторых началь- 

ных расположениях пауки ис смогут поймать муху, 
Ясно, что утверждение 1° достаточно доказать в самом «пло 
хом» для пауков случае — когда нм разрешено двнгаться лншиь 
ко ребрам тетраэдра; а утверждение 2”, наоборот, в самом 
лучшем» для науков случае, когда онн ползают ло всему 
объему теграэдра. 

Обозначим вершины тетраэдра буквами А, В, С, 2, точки, 
где находятся мухи ин лаукн — М, П; к По соответственно. 
Будем считать, что длниа ребра тетраэдра равна 1, н что 
Умтах 

Докажем утвержденне |°, считая, что паукам разрешено 
двигаться только по ребрам тетраэдра. 

Обозначим проекцию точки М на ребро АВ через М’ (ес- 
лн М находнтся на ребре, перпендикулярном ребру АВ, то 
М’ совпадает с серединой ребра АВ}. 

Стратегия пауков, обесиечнвающая ноимку мухн; можег 
быть следующей. 

Паук П, занимает вершину А и движется по ребру АВ, 
1юка ие достигнет точкн А!’ (это обязательно когда-нибудь 
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р произойдет, так как М’ не может выйти за точку В — см. ри- 
сунок 2). Затем П, движется по ребру АВ так, чтобы все время 
оставаться в точке М’: он может это сделать, если муха не на 
ребре АВ. поскольку им’ = Ум *60$ ©, где © — угол между 


ребром АВ и ребром, по которому движется муха, а для лю- 
Ям В бого из ребер, кроме ребра АВ, со5 & => (точнее, со$ равен 


либо \/з, либо нулю). Но на ребро АВ муха попасть ие сможет, 
так как для этого ей придется пройти либо через вершину А, 
либо через ИА, В, где она будет поймана науком П, ввн- 
ду условия Ц, = М” 
Итак, муха не может пройтн через точки А н В: доступная 
С сй область изображена на рисунке 3, а. 
Рис. За. Как видно нз рисунков 3,6 н в, паук П» теперь легко 
может поймать муху, Двигаясь все время к ней и сужая до- 
стунную ей область. Утверждение 1 доказано. 

Перейдем к утверждению 2” (теперь мы считаем, что па- 
укам разрешено двигаться по всему объему тетраэдра). Оно 
непосредственно следует из следующей леммы: 

Если в момент времени { муха не поймана и находится в 
вершине тетраздра, то за время ! она может переползти в 
Эругую вершину тетраздра (т.е. в интервале времени от # 
до 2-Е 1 пауки не смогут поймать муху). 

Докажем эту в Пусть муха находится в вершине А. 
Соединим точки П; и Пз. в которых сидят паукн, с этой вер- 
шиной; получим отрезки П.А н П.А. Докажем, что пайдется 
ребро тетраэдра, исходящее нз точки А, которое образует 
с каждым из отрезков П.А и П,А углы, не меньшие 30°. В са- 
мом деле, если бы такого ребра не оказалось, то один из 
отрезков, например, отрезок П.А, образовывал бы угол мень- 
ше 30° по крайней мере с двумя ребрами, исходящими из А, 
например, с АВ ис АС. Но тогда для плоских углов трех- 


„^^ —^` 
гранйого угла АВСИ, было бы ВАС = 60°, ВАП, < 30°, 
ры Ро ^^ 
г ; САП, < 30°, что невозможно (должно быть ВАП, -- САП, = 
> ВАС). 
Чтобы не быть пойманной, муха должна с максимальной 


м скоростью двигаться по ребру, образующему с отрезками П,А 
н П.А углы, не меньшие 30°. Через едимицу времени оца до- 


' ползет до другого конца этого ребра. Докажем, что на выбран- 
| ном ребре паукн не смогут поймать муху. Действительно, 
пусть какой-нибудь паук, например Гу, поймал муху в момент 





времени { -|- АЁв точке Р (принадлежащей выбранному реб- 
ру; см. рисунок 4), тогда 


МР —\ А Е Ям тах 
тах =, 
11,21 = 42 - ии хи.мМ= МАР 
(ах < "г ом тах) 
Опустим перпендикуляр РО на П,А; получим 


= А 


тах 


хх | 
1П.Р|- 129 |=ЕГАР |-зт (ПАР) = — ГАРЬ 
^^ 
поскольку ШАР >> 30° в силу выбора ребра. 


1 : 
Итак, с одной стороны НЫР| = 2 | АР], а с другой 


1 
1П.Р| < ->- |АР| — протнворечие; следовательно, науки не 


смогут поймать муху в интервале времени от Г до Ё-\!, н 
она доползет до другой вершины тетраэдра. Лемма, а значит, 
А п: а и утверждение 2” доказаны. 

Рикс. 4. А. Ходулев 
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М329. Выпиуклый п-угольник 
помещен в квадрат со сто- 
роной [. Докажите, что най- 
ется три веришны А, В, С 
этого п-угольника такие, что 

площадь треугольника АВС 
меныие 8/п?. 





Рис. 5- 
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Обозиачим через а,. а.....а» длины сторон нашего л-уГголЬ- 
пика, через ©, ..., 22, величины его внешних углов. Пусть 
$: — нлошадь Гого треугольника (со сторонами @р И рот 
см. рисунок 5, {= 1,2,...п— 1), $» — площадь треуголь- 
внка со сторонами а», а. Имеем: 2$; = аа: Яй о. 
= 1... 1 — № 251 == вла: Яп аа. Пусть $ — нанменыпая 
из площадей этих треугольннков. Тогда 
25 = аа; , Чао, 





откуда 
{25)" = па п $ ©; « п а:"). 
= Е зы 1 
мм 2:п 
то есть *<(П=| 
= 
Но 
1 и 
и У а, 
п «) 21 - а... +6") Ге 
ь : р а! - -@л => п т : 
ноэтому 
п 2 
ый 
=] 
25 < мг 


Пусть рён 9; — длнны проекций г-й стороны л-угольннка на 
вертикальную и горизонтальную стороны квадрата. Тогда 


а: < р: + 4, то есть Ма; < Ур У 91 = 4. 


+ Г В 
Поэтому 
4 \2 
25 < (--) у 
%. 
откуда 5 <=. 


Получившаяся оценка довольно трубз — мы с самого 
л 


начала отбросили П 512. оценив зто произведение сди- 


=] 
ницей. Уточпим эту оценку. Имеем: 


л и 
(25)" = п а?. п %12;, 
( 


= (281 
то есть 
п 
я гл п \ т 15 < тие 
25 = П-. - Пята ) а 
\ ба] | и и 





*) Здесь П — знак произведения: п а: =а,-... -@л. 
Г Е 
= 
**) Мы воспользовались неравенством о среднем ариф- 
метическом и среднем геометрическом. 





ФЗ39. Теянисный мяч попа- 
дагт на тяжелую ракетку и 
упруго отражается от нее. 
Масса мяча много меныше 


ракетки, а скорость мяча 
до столкновения с ракеткой 
равна у и составаяет угол 
@=—60” с лерпендикуяяром к 
ракетке. С какой постоянной 
скоростью должни поступа- 
тельно двигаться ракетка для 
того, чтобы мяч отразился 
от нее под прямым углом к 
направлению первоначального 
бвижения? Как 00, так и 
после столкновения с ракет- 
кой мяч не вращается. 
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п 
Так как \ а; = 2л (как сумма внешних углов л-угольни- 
{=1 п 
ка), то мы можем нитериретировать № зи1; как удвоен- 
„еси и 
=] 
ную площадь винсанного в единичную окружность п-уголь- 
ника с углами ©; при вершине О — центре окружностн 
п 





(рис. 6). Поэтому ру та; «Эл, и, значит, 
=] 
в 16л 
с пз 
А. Калячко 
Ф 


При упругом столкновении мяча с ненодвижной ракеткой 
скорость мяча не меняется по абсолютной величине, но меняет 
направление. При этом составляющая скорости у, (рис. 7, а} 


остастся постоянной (м, = му), а составляющая ух меняет 
направление на противоположное (у, = —\,). 


По условию задачи скорость ракеткн должна быть та- 
кой, чтобы мяч отражался под углом В == 30° (для неподвиж- 
ного наблюдателя). т.е. должио „выполняться условие (см. 
рис. 7. б. 


[6:22] 1 
Ух — = ИЗ ` С 


Посмотрим, как меняется скорость мяча прн столкновении 
с движущейся ракеткой. Для этого рассмотрим движение в 
системе коордннат, связанной с ракеткой, движущейся отно- 
сительно неподвижной системы координат с постоянной ско- 
ростью м (так как масса ракетки миого больше массы мяча, 
скорость ракетки после столкновения практически не меня- 
ется). Поскольку эта система иперциальная, отраженне '`про- 
исходит по закону «угол падения равен углу отражения». 
Скорость мяча в этой системе до столкновення равна и==у— 
— м (См. рис. 7, 8). Составляющие скорости и; н му равны 
соответственно Их = мх — №, цу = Му. При столкновенин сос- 


тавляющая иу остается постоянной (и„= их = му), а состав- 
ляющая и, меняет направление па противоположное: № = 
= м. 


= --Их и 
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ФЗ40. Спутник Земли мас- 
сой т-==10 ке, движущийся по 
круговой орбите в высоких 
слояхатмосферы, испытывает 
сопротивление разреженного 
воздуха. Сила сопротивления 
Е=5 -10—% н. Определить, на 
сколько изменится скорость 
спутника за один оборот 
вокруг Земли. Высоту полета 
спутника над поверхностью 
Земли считать малой по 
сравнению с радиусом Земли. 
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В неподвижной снстеме координат скорость мяча после 
столкновения равна у’ = и’ -Р м, причем составляющие 


у, ну, равны \, — уу, У; = ", м = — м 2“. 
Учитывая, что |%ы| == [у эта, [У = 40$ &. 
из условия (*) 





опа 1 
ус0$ @ -- 2 — 3 
найдем %:  _ 
3 озта — чсова _ ц у 
= 2 Ра 
И. Слободецкий 
Ф 


Полная энергня ЕЁ спутника массой т, движущегося по ор- 
бите радиуса К, складывается из его кинетической энергии 
2 
то тм 
К = -2 =Тэ8 (скорость спутника на кругозой околозем- 


] м 
ной орбите равна Ув: где Е — раднус Земли) и потен- 


тм 
циальной энергии Л = —7 Г. 





(знак «минус» обусловлен 


характером сил притяжения между спутником ин Землей: 
по мере сближения тел потенциальная энергия уменьшается). 
Таким образом, 


м 
Е=К+П=--5р.. 


В результате действия снлы сопротивления энергия спут- 
ника меняется, следовательно, меняется раднус орбиты. 
Подсчитаем изменение раднуса за один оборот. 

ИЯ спутника за одни оборот изменяется на велн- 
чину АЁ, численно равную работе силы сопротивления на 
путин 2лЮ, то есть АР = —2л ЕР. Таким образом, 


| тм тм тм АВ 
АЕ = 7 (Е АЮ +728 = 5 ` ЧЕРАЮЕ 
Предползгая, что |А В] «Ю. можем занисать 


М АЮ 
э—5- В: == —2л ВР. 





М 
Учитывая, что т - &. окончательно получим 
4 В ы 
АК = — кт яы —4- 10? м 


{2 =9,8 м/сек", Ю2=6,4-10% м). 
Видно, что сделаниое нами предположение |АА |< К спра- 
ведливо. 

Итак, в результате действия силы сопротивления радиус 
орбиты спутника уменышился. Следовательно, скорость 
спутника увеличилась. Найдем изменение скорости, 

Кинетическая энергия спутинка на орбите радиуса 


Ю® - АК равна 
т (о -+ Ао) тм 
Кан -— 2 УЕ АВ- 


$ФЗ41. В простейшей схеме 
магнитного гидродинамичес- 
кого генератора плоский кон- 
денсатор с площадью пластин 
$ и расстоянием между ними 
@ помещен в поток проводя- 
щей жидкости с удельной 
проводимостью 9. Жидкость 
движется с постоянной ско- 
ростью 9 параллельно плас- 
тинам. Конденсатор кахо- 
дится в магнитном поле с 
индукцией В, направленной 
перпендикулярно к скорости 
жидкости и параллельно плос- 
кости пластин. Какая мощ- 
ность выделяется во внешней 
цепи, имеющей сопротивле- 
ние В? 


Изменение кинетической энергии 
т 
АК — = [(% + 49)? — о?] 
АЕ 
(Е ГАЮЮ- 


Предположив, что Аи < и и учитывая. что | АВ | < В, можем 
записать: 


т м 
= 3 Роду (АН = 75 


АЮ 
2 Аи = УМ п, 
откуда 
м 88 
= Тю В. 
м 


Учитывая, что 9 == Ур == 8-103 м/сек (первая космичес- 


кая скорость), окончательно получим 


А 
Аи = —- р ==0,25 м/сек. 


$® 


Находящийся в магнитном поле конденсатор, заполменный 
проводящей жидкостью, представляет собой источник тока. 
айдем э. д. с. и внутреннее сопротивленне этого источника, 
На свободные заряды проводящей жидкости, данжущиеся 

со скоростью и, в Магнятном поле действует сила Лоренца 
Рл = ‘408, искривляющая траектории зарядов. В результате 
заряды оседают на пластинах конденсатора. Если коидеиса- 
тор не замкнут на внешнее сопротивление, процесс зарядки 
продолжается до тех пор, пока сила, действующая нз заряды 
со стороны возникающего электрического поля, не уравнове- 
снт силу Лоренца. Из этого условия найдем напряженность 


электрического поля в конденсаторе не замкнутом на внеш- 
нее сопротивление: 


Рол = Ел, или Ед = 998 —-+ Е = УВ. 


Следовательно, ` разность потенцналов между пластинами ие 

замкнутого койденсатора, (5. д. с.) равна ® = о8В4. 
Внутреннее сопротивление конденсатора равно сопротив- 

ко ПРОвОДЯЩЕ Жидкохсти между обкладками: 


г= — = 


о 5’ 
При подключении к конденсатору внешнего сопротив- 
ления В по цепи идет ток / == Е: При этом на сопротив- 


ленин Ю выделяется мощность 


(ова)аЮ 
ет м 
Я 


Обратим внимание на парадоксальность полученного 
результата. Джоулево тепло в цепн выделяется за счет ра- 
боты сторонних сил, то есть за счет работы силы Лоренца. 
Но ведь снла Лоренца всегда перпендикулярна скоростн за- 
ряда, следовательно, работы совершать не может. Как раз- 
решить этот парадокс? За счет какого нсточинка энергии вы- 
деляется джоулево тепло? Пожалуй, разбор этого вопроса 
интереснее н полезнее, чем решение первоначальной задачи. 
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Парадокс этот легко разрмшить. если прииять во винма- 
ние, что при замыкании ценн У свободных зарядов проводя- 
ней жнлдкостн появлястся составлякицая скоростн. направ- 
леиная перисидикулярно пластннам. Следовательно. появля- 
ется составляющая свлы Лоренца, направленная против ско- 
ростн у. Так что полная работа сплы Лорепца складывается 
из работ двух ее составляющих. И эта суммарная работа 
равна нулю. Убедимся в этом. 

Перемещение заряда внутри конденсатора ог одной ила- 
стины к другон происходит за счет действия составляющей 
силы Лоренца. нерпендикулярной пластивам. Знатение этой 
составляющей 


Е, = 428. 
Работа. совершаемая сизой Е, за единниу времени (т. ©. 
меншюсть), равна 
№; = Яо, = дуВи,, 

сле с, — составлякдая скорости заряда, направленная пер- 
пенликулярно пластенам. 

Составляющая силы Лоренца, панравленная против ско- 
рости у. рава по всавчние 


Г. = 95.8. 
Работа, совершаемая зтой силой за едимицу временн, 
№2 = — Ре = —9.Во 


(сила -Го действует как тормозяшая сила, и потому созер- 
шаемая ею работа отрицательна). 

Таким образом. работа сплы Лоренца {если учесть несе 
составляющие силы} действительно оказывается равной 
нулю: 

м М. = 0. 
Источником энергия в данной схсме, очевнаио. является на- 
сос, прогоняющий жндкость через конденсатор. Эгог насос 
должен постоянно совершать работу. так как иа жидкость, 
действует сила сопротивления, и вся эта работа в конечном 
счете переходит в тенью, выделяющесся в ценя. 


Ф 


$342. Найти заряд конден- По замкнутой неаи, состоящей из последовательно вклю- 
сатора 2 (рис. 8), если ‘ченных сопротивлений В и 2Ю в источинка с э. д. с. & нанут- 


С. Козел 


С‚==С.=Сз-= С. 3. 0. с. ис: # 
точника ®, внутреннее соп-  ренвим сопротивлением г, идет ск {— чу рр т 
ротивление источника г. 


Пусть падение напряжения на конденсаторах &., (., 
(з. а их заряды соответственно 9, 92. 43. (см. рис. 8. Сумма 
падений напряжения на конденсаторах С; и С, равна паденню 
напряжения на сопрогнвленни А, т. с. 


И, -- Ч = К. (0 
Сумма падений напряжения на конденсаторах С, н С, равна 
сумме падений напряжения на сопротиелениях К и 28: 
ии, = ЗВ. { 2) 
Суммарный заряд выделенной на рисунке части схемы 
равен нулю, т. е. 9, — 9; -|-9з ==0, наян 
| СЫ, — СЫ. -- СЦз-=0. {3) 
Решая совместно уравнення (1) — (3), найдем 
4 «А р 


3 ег. 





4 
=== 


Следовательно, заряд конденсатора 2 равен 


‚4 СЮ 
9: = С.» *В ВЕ: - 


Й. Слободецкиа 
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Головоломки 
Сэма Лойда _ 





«Крокет» 


Юная леди. которую вы 
здесь виднте, задумалась, как 
наименьшим числом прямых | 
ударов провести шар через 
все ворота, начиная с Ан 
кончая Я. 

Подскажите, как ей по- 
ступить. 


«Лиса и гусь» 


За сколько ходов вы Смо- 
жете поменять местамн гусей 
и лисиц? В конечной пози- 
ции гуси должны находиться 
на полях Зин 4, а лисы — 
на полях 5 н 6. 

Передвигать фигурки на- 
чинайте с лисицы. Каждая 
фнгурка за один ход пере- 
двигается низ соседнее поле 
(кружок). 





Практикум эбытурмента 
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Я. Сиконник, ПН. Горнитейн 


Простой ответ 
в «сложной» 
задаче 


В этой статье вновь ноднимается вопрос 
о том. как следует решать иланиметриче- 
ские задачи -- «алгебраических  нли же 
«чнсто геометрически»? *) Конечно же, 
было бы неразумио противопоставлять этн 
два метода, главная задача при нолготовке 
к вступительным экзаменам — научиться их 
сочетать. Поиски «чисто геометрического» 
решения целесообразны далеко не всегда — 
только если оно приходит в голову доста- 
точно быстро. Мы лишь хотим предосте- 
речь будущего эбитурмента ст головолом- 
ных вычислений в сравинтельно простой 
геометрической задаче, легко решающейся 
< помощью «чисто геометрической» идеи. 
Задачи, рассматриваемые в этой заметке, 
допускают разные, иногда очень громоздкне 
решения, хотя ответы всегда получаются 
простые. На их примерах можно легко убе- 
диться, насколько важно уметь «геометри- 
чески» мыслить и применять в общем-то 
хорошо всем известные теоремы планнмет- 
рин. Конечно, чтобы найти простое геометри- 
ческое решение, нужно проявить изобрета- 
тельность. Умение «решить задачу краси- 
во» — это искусство, овладеть которым мож- 
но, лишь постоянно развивая свое геометри- 
ческое мышление и ннитунцию. А для этого — 
решайте как можно больше задач, и помни- 
те, что поиск решения — проиесс творче- 
ский. 





*) См. также статью С. В. Рома- 
нова и И. Ф. Шарыгима «Алгебраиче- 
скнй метод решения геометрических задач», 
«Квант», 1975, № 11. 
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Цачием с таких двух задач. 

Задача 1 (МАИ, 1973). В пря- 
моугольном треугольнике один из ост- 
рых углов равен и. На отрезках гипо- 
тенузы, образуемых основанием опу- 
щенной на нее высоты, как на диамет- 
рах, построены полуокружности, рас- 
положенные от гипотенузы по одну 
сторону с данным  трецгольником. 
Найти отношение длин отрезков ка- 
тетов, заключенных внутри этих 
полуокружностей. 

Первое решенне. Пусть 
САВ — данный треугольник (угол 
А — прямой), АД — его высота, точ- 
ки Еи Р — точки пересечения полу- 
окружностей с катетами АС и АВ 
(см. рис. 1). Очевидно, что (ДЕ) (АС) 
и (РЕ) (АВ). Поэтому 


[РЕ - | АЕ]-|ЕВ\, 
[РЕВ =1АЕ1-1ЕС|. 


Введем неизвестные: х= |0ЕР|= 
= МЕ|иу= |АР| = |РЕ|. 
Тогда, обозначив |АС | = Би АВ] 


=с, получим систему: 
[2 = у (— 9) 
\ их»), 
откуда 





Следовательно, 
[28] с 
ГЕСТ = `53 - 
ле а „ ПОВ 
Но р = {+= а, значит, "рЕСТ= 
— {23 а. 
Второе решенне. Заме- 
тим, что 
2 0% р 
РСЕ=рАЕР=ВОР-==х. 
Поэтому 
ГЕВ| _ М а _ (ГАР |450) 16а 
ГЕСР = ТЕС] т 
_ ТВЕН _ з 
=—_ ТЕГ ^ г. 45 С. 


Мы видим, что для получения отве- 
та вовсе не нужно вводить никаких 
нензвестных и составлять алгебраи- 
ческие системы, — достаточно лишь 
заметить, что перечисленные три угла 
конгруэнтны. 

Задача 2. Дан треугольник 
АВС. Проведена окружность, ка- 
сающаяся стороны ВС в основании про- 
веденной к ней высоты АР длины № 
и проходящая через середину стороны 
АС длины Ь. Найти диаметр этой 
окружности. 

Первое решение. На ри- 
сунке 2 показано одно из возможных 
расположений: диаметр ОЁ окружно- 
сти меньше высоты, окружность пе- 
ресекает сторону АС в двух точках К 
и Е, из которых верхняя точка Е 
является середнной, и не пересекает 
второй стороны треугольника. 

Обозначим диаметр искомой ок- 
ружности через х: ОР | =х, а дли- 
ну хорлы КЕ — через у: КЕ | = 





Рис. 2. 
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Применяя теоремы о касательной и 
секущей, а также о двух секущих, 
проведенных к окружностн из одной 
точки (Си А соответственно), полу- 


чаем 
СР Ё = ЮК|. СЕ |, 
АР АО |= МЕ|. МК |. 
Отсюда имеем 
| 6 — # = = (> —ч 
| (А —х) = = (5 - у). 


Решая эту систему относительно х, 


} В. 
находим |ОЕ|=х = 


Однако это решение нельзя счи- 
тать исчерпывающим — ведь  оста- 
лись неразобранными другне возмож- 
ные положения окружности (напри- 
мер, когда |ОР| > |АР|, и вторая 
точка пересечения находится на про- 
долженни стороны АС). Разбор каж- 
дого из этих случаев приводит к раз- 
ным системам и, более того, требует 
использования разных теорем (в слу- 
чае ЮР | > |АР | понадобится тео- 
рема о двух пересекающихся хордах). 

Сейчас мы приведем другое, гео- 
метрическое решение этой задачи; 
убедитесь сами, что оно уже не зави- 
сит от того, как окружность пере- 
секает стороны данного треугольника. 

Второе решение. Соеди- 
ним точку Е с точками В и Р. По- 
скольку РЕ — медиана, проведенная 
к гипотенузе прямоугольного тре- 
угольника САР, имеем:| РЕ] = |АЁ|= 

и. 


ь У % м 
=->, н ЕВЕ=ЕАЁЖуглы при осно- 


о 


вании равнобедренного треугольни- 
ка). Следовательно, прямоугольные 
треугольники РЕЁ и АРС подобны. 
Отсюда 


1РЕ] 1РЕ| 
ТАст И 
или 1 БЕ 
_ ТАС] ВЕ] 
= |АБфр ' 
то есть 
ор = 
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Рис. 3. 


Часто решение геометрических за- 
дач алгебраическим методом приво- 
дит к сложным иррациональным урав- 
нениям. Иногда благодаря дополни- 
тельным соображениям этого удается 
избежать. Вот две типичные задачи. 

Задача 3 (ЛГУ, 1973). Опре- 
делить высоту трапеции, если дли- 
ны ве оснований равны 6 и 11, длина 
одной из боковых сторон равна 4, а 
сумма углов при нижнем основании 
>» 

Первое решение. Прове- 
дем в трапеции АВС высоты ВЕ и 
СЕ (рис. 3) и положим |ВЕ| = 
= |СЁЕ|=х. Будем считать, что 
[АВ |= 4. Из прямоугольного тре- 
угольника АЕВ находим |АЕ| = 
= И 16—х?. Поэтому 
ЕР|=| АБВ] — АЕ] -+|ЕР |) == 

= (АБ|--| ВС) —|АЕ|Г= 
= 5—И 16—х2. 


равна 


Поскольку сумма углов при осно- 


ы 
ванин АР равна -5-, прямоугольные 


треугольники АЕВ и СЕР подобны; 
следовательно, 





1ВЕТ _ [АЕ] 
ГЕО] СЕ|* 
Получаем иррациональное урав- 


нение 


х _ У — 
5— М16— 2 х ’ 
из которого находим высоту трапе- 
ции: 
х = |ВЕ| = 9,4. 
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Рис. 4. 


Второе решение. Сдела- 
ем дополнительное построение: про- 
ведем (ВК) параллельно (СО). Полу- 
чим (см. рис. 3 и условие задачи) 
прямоугольный треугольник АВК, из 
которого легко находится высота тра- 
пеции: 











_ АВТ. ВК] 
— В-УТАКЕ-ТАВЕ. 

[АК] 
—_АвУИАБТ-ТВС—ТАВР 
1251 — 185 | 
ЗИ (6) —16 _ 

| п 6 = 2,4. 
Задача 4. На сторонах АР и 


СР квадрата АВСР со стороной 3 
взяты две точки М и М так, что дли- 
на ломаной МОМ равна стороне квад- 
рата. Прямые АМ и ВМ пересекают- 
ся в точке Е. Найти длину отрезка 
МЕ, если |МЕ’| = 4. 

Первое решение. Обозна- 
чим длину отрезка РМ№ (рис. 4) че- 
рез х. Тогда | РЕ| = И 16—х?. Изию- 
добия треугольников РЕ и ВАЕ 
имеем 








ЕОм| _ | БЕ] 
| АВ] ^ ТАЕЁЕ` 

то есть 
х р 16 — х* 


Ию. 


Это иррациональное Уравнение сво- 
дится к такому уравнению четвертой 
степени 


х* — 6х3 -- 2х? -- 96х — 144 = 0. 





Рис. 5. 


Многочлен, получившийся в левой 
части, раскладывается в произведе- 
ние двух квадратных  трехчленов: 
х? -- 2х — бих? — 8х - 24. Поэтому 

(х° + 2х — 6)(х? — 8х + 24) =0. 

Это уравнение имеет единственный 

положительный корень: 


х=|Ом|=И 7—1. 
Теперь мы легко находим 
| МЕ|=|МР|+1РЕ|= 
=3—|Рм|-+ 16 —|мр= 


= 3—И7+1+ И 16 (У7— 1 = 


=4 — УТ + ИО +12 =5. 

Простой ответ наводит на мысль, 
что существует другое, менее слож- 
ное решение. Вот оно. 

Второе решение. По- 
скольку треугольники ВСМ и МРЕ 
подобны, то 





18С1 ТРЕ! 
См! = 1 5М|, 
или 
‚ |РЕ| 
3—1 МГ ТОМ |, 
то есть 


ЗЕ! — ОМ |} — ФМ! ФЕ |= ®. 
Приняв во внимание, что | МР | = 
=3— ФМ], и ЮМЕ+ ДЕЁ= 


== 16, получим 
[МЕ|=|мр[-+[2Е| = 
= (3—12М |) --1РЕ|= 
=И(3—|2м|+|РЕ} = 
=И9-+16+2.0=5. 
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Проявив изобретательность, мы 
смогли обойтись без иррациональнс- 
го уравнения, решать которое, со- 
гласитесь, было не так-то уж и прият- 
но! 

Одним из самых распространенных 
среди абитуриентов методов решения 
планиметрических задач является при- 
менение тригонометрии. Безусловно, 
это очень важный. и полезный  ме- 
тод. — порой введение тригономет- 
рических функций является естест- 
венным ин оправданным путем к реше-° 
нию. Однако в кажлом конкретном 
случае следует подумать, нет ли _бо- 
лее простого, геометрического репе- 
ния. Вот показательный пример. 

Задача5 (МГУ, факультет 
вычислительной математики и кибер- 
нетики, 1971). В треугольнике АВС 
сторона АС больше стороны АВ, а 
угол при вершине А равен «. На сто- 
роне АС взята точка В, так что 
АВ | = 1ЮС|1- Нить Е — середи- 
на отрезка АЮ, ОР — середина сторо- 


ны ВС. Найти угол СЕР. 
Первое решение (тригоно- 


метрическое). Обозначим длины сто- 

рон треугольника АВС буквами а, 

6, с, величины его углов —буквами 

А, В, С соответственно, а величину 

искомого угла СЕР буквой х. 
Тогда (см. рис. 5): 


| СО — 180 С++», 
СР =, 
1СЁ1=1СК|+| ВЕ|= 


По теореме синусов находим 
из треугольннка СЬЁЕ: 


Е И 
Ч в 5 
$ п 6 . т а ЕО 


` то есть 


ос а. 
эт (С --х) = шх } (1) 
из треугольника АВС: 
ры ЗИ 
зпА эпВ- ЭС, 
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то есть 
ь--с а 2 
ут В япс 5тА- (2) 
Деля соотношение (1) на соотноше- 
ние (2), получаем 
Ут В -=- 1 С $т А 
т (б--х) — Мих, 


нли, поскольку В = 180`—(А--С), 


5ш (А -:- С) + ми С. т (С х) 
зн" Д р. 5х ы 
то есть 
Е я я 
2 ( 5 ыы р] т С я 
Я А 5тх ? 
Эт 2 608 => 
откуда 
$ Е [22 
Ро 


Второе решение (геомет- 
рическое). Мы сейчас приведем даже 
два  гсометрических решения. 

1 `. Проведем в треугольнике АВС 
среднюю линию ЮРА. Имеем 


ЕЕ] == [СЕ1-- [СЕ |= 





то есть треугольник ДРЕЕ — равно- 
бедренный. Поэтому 


ое ПЕ Е. ра ва 
СЕВ - —- СЕР =. САВ -: 5. 





2 
2. Проведем  биссектрису АК 
угла А треугольника АВС. Тогда 
1СК\ а 1СР} а 
Е ЕР: ИЕ 


значит, треугольники СОЁЕ иСКА по- 
добны, н отрезок РЁ параллелен АК. 


2 

Не правда лн. «тригонометриче- 
ское» решение этой задачи нельзя на- 
звать удачным? — оба — геометриче- 
ских ранения, безусловно, более 
изящны. Но в некотором смысле они 
и более трулны —- ведь нужно было 
догадаться сделать дополви- 
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и ты 
Следовательно, СЕР САК 


куапетесите.ги 


тельные построения — провести сред- 
нюю линню РЁ в первом случае 
н биссектрису АК — во втором. 


Упражнения 

Е (ЛГУ, 1973). В прямоугольнике АВСО 
лано: АВ =: а, 1АБ] = 6 {@> В. 
Найти на стороне АВ точку Ё, для которой 
Х СЕР АЕВ. 

2 (НГУ, 1967). В плоском выпуклом 
четырехугольнике АВСПО точкн Е, К, К, 1. 
являются ссрединами сторон АВ, ВС, СО, 
РА. Отрезками ЕК и Е. данный четырех- 
угольпик разделен на четыре меньших четы- 
рехугольника. Доказать, что сумма площа- 
дей гех из этих четырехугольинков, которые 
нмеют вершины в точках А н С, равна сумме 
площадей двух других четырехугольников. 

3 (НГУ, 1974). В трапеции ЯАВСО бо- 
ковая сторона СР перпендикулярна к осио- 
вапию Ар, |8 С] = а, АО] = 6, 
а < В. На осповании АБ существует такая 
точка М. что (МВ) перпендикулярна к (АС), 
а (МС) перпендикулярна к (ВО). Найти вы. 
соту трапеции. 

4 (МФТИ, 1970). Дана трапеция АВСО 
с основаниями |АВ| = а, [С] = @<5. 
Окружность, проходящая через вершины 
А, Ви С, касается [АР]. Найти длину 
диагонали АС. 

$ {МФТИ, 1973). Две окружности ра- 
днусой В иг (В >> х} имеют внешиее касание 
в точке А. Через точку 8, взятую па большей 
окружности, проведена прямая, касающаяся 
меньшей окружности в точке С. Найти длииу 
отрезка ВС, ссли длина хорды АВ равна а. 
6 (МФТИ, 1973). В равнобочной траие- 

Е угол при основании АД равен 

4, 

ат 55. Окружность радиуса Ю касается 


ЦИИ 


основания АД, боковой стороны АВ и иро- 
ходит через вершину С; она отсскает на сто- 
ронах ВС и СО конгруэнтные отрезки МС 
и №С соответственно. Найти дливу отрез- 
ка ВМ. 

7 (МГУ, биофак, 1973). В круге прове- 
дены два днамстра ЛВ и СО, М — некоторая 


точка. Известно, что |АМ|] == 15,|8\| = 
20 и |СМ|] = 24. Чему равно |0М]? 


8 (МГУ, геолог. фак., 1974). Дан пря. 
моугольный треугольник „АВС с прямым 


‘углом при вершине С. Угол САВ равеи &. 


Бисссктриса угла АВС пересскаст катег АС 
в точке К. На стороне ВС как па диаметре 
построена окружность, которая пересекает 
гипотенузу АВ в точке М. Найти угол АМК. 
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Г. Мякишев 


Расчет цепей 
переменного тока 

с помощью 
векторных диаграмм 


Расчет цепей переменного тока значн- 
тельно сложнее, чем цепей постоян- 
ного тока. Однако в случае, если на- 
пряжение и сила тока изменяются по 
гармоническому закону, существует 
довольно простой и наглядный метод, 
расчета цепей — метод векторных ди- 
аграмм. С ним мы ихотим познако- 
мить читателей в этой статье. 


Уравнение, 
описывающее вынужденные колебания 
в колебательном контуре 


Промышленный переменный ток — 
это вынужденные электромагнитные 
колебания. Если напряжение м: 

и (1) на коннах пени меняется по 
гармоническому — закону 

и = 0, ©0903 =Ё (1) 

то сила тока также меняется гармо- 
нически с той же частотой «, но в об- 
щем случае ток сдвинут по фазе от- 
посительно напряження на постоян- 
ную величину $: 


2 -- 1503 (®Ё Я $). {2) 


Вирочем, в первый момент после 
замыкания цепи колебания тока 
имеют гораздо более сложную фор- 
му. Прн замыкании электрическая 
цепь как бы получает «толчок», и 
если она обладает собственной ча- 
стотой колебаний съ, то в ней воз- 
никают свободные  электромагнит- 
ие колебания. Эти колебания из- 





кладываются на вынужденные ко- 
лебания частоты в, но постепенно 
затухают из-за наличия в цепи ак- 
тивного сопротивления А (на кото- 
ром происходит выделение . энер- 
ги в виде тепла). Лишь после того 
как свободные колебання затухнут, 
вынужденные колебания можно 
считать установившимися. Ампли- 
туда силы тока /, в формуле (2) — 
это амплитуда установившихся ко- 
лебаний. Все происходит точно так 
же, каки в случае вынужденных 
механических — колебаний (более 
подробно об этом см., например, в 
статье Г. Я. Мякишева «Вынуж- 
денные механические колебания», 
«Квант», 1974, №11). 

Довольно простой, но очень важ- 
ный частный случай представляют 
собой вынужденные колебання в це- 
пи, состоящей из последовательно сое- 
диненных проводника с активным со- 
протввлением К, катушки индуктив- 
ности Г. н конденсатора емкости С 
(рис. Г). Такую цепь называют по- 
следовательным колебательным кон- 
туром. Пусть напряженне 2 на“‘кон- 
пах цепи меняется по закону, опи- 
сываемому уравнением (1); тогда 
сила тока & в цепи меняется в соответ- 
ствии с выражением (2). Чему равна 
амплитуда тока /, и сдвиг фаз 9? 

Как известно, уравнение, описы- 
вающее вынужденные колебания тока 
в этом контуре, имеет следующий вид: 

& ., 4 

Г-Н Е г 

Здесь 9 — заряд конденсатора. (Это 


== (/05С0$ 1. {3) 


н-0.с05 0 


Рис. 1. 
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уравнение аналогично уравнению, 
описывающему вынужденные меха- 
нические колебания, например, коле- 
бания груза на пружине.) 
Уравнение (3) можно истолковать 
следующим образом. В любой момент 
времени полное напряжение (и = 
= 0, с0$ в на концах цепи равно 
сумме напряжений на активном со- 
противлении (их = ЕЮ), на катушке 


индуктивности (4 = г) и на кон- 


денсаторе (ис = а 


иг т ид ие = и. (4) 
Колебания всех трех напряжений про- 
ИСХОДЯТ С ОДНОЙ и ТОЙ Же частотой, но 
нмеют различные амплитуды и сдви- 
нуты по фазе друг относительно дру- 
га. 

Чтобы найтн амплитуду колеба- 
ний силы тока и сдвиг фаз между 
током и напряжением, нужно уметь 
складывать гармонические колебания, 
сдвннутые по фазе. Для этого надо 
знать амплитуды напряжений ир, и; 
н ис, а также сдвиги фаз этих напря- 
жений относительно силы тока. Об 
этом и пойдет речь в следующих 
трех параграфах. 


Напряжение 
на активном сопротивлении 


Наиболее простой случай электриче- 
ской цепн — это. цепь, содержащая 
только активное сопротивление К. 
Для такой цепи основное уравнение 
{3) будет иметь следующий вид: 





Е = И оз. (5) 
Отсюда 
[= 2 С0$ {= 1060$ 0Ё. — (6) 


Амплитуда напряжения связана с 
амплитудой силы тока соотношением 
и = 1 В. (7) 
Колебания силы тока и напряжения 
на пктивном сопротивлении совпада- 
ют по фазе. Заметим, что равенство 
(7) ничем не отличается от закона 
Ома для постоянного тока. 
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Напряжение 
на индуктивном сопротивлении 


Пусть цепь состоит из катушки с ин- 
дуктивностью Ё. Активным сопро- 
тивлением катушки  пренебрежем. 
Вместо уравнения (3) будем иметь в 
этом случае более простое уравнение 


& ‚ 
ГА Ре {70 с0$ ФЁ, 
или 
м Ч 
Ар => 995 ОЕ. (8) 


Теперь скорость изменения силы тока 


^ 
(№) совершает гармонические коле- 


бания, совпадающие по фазе с кодле- 
баниями напряжения. Амплитуда 
® 
> 
Для того чтобы найти выражение 
для силы тока, воспользуемся ана- 
логией между электромагнитными 
колебаниями в контуре и механиче- 
скими колебаниями груза на пружи- 
не. Как известно, сила тока # соот- 
ветствует скорости колебаний грузах, 
а скорость изменения силы тока 


ы ускорению гру- 


м 


за а. Но колебания скорости отстают 
от колебаний ускорения на л/2, м 
амплитуда скоростн и связана с 
амплитудой ускорения аш соотноше- 
нием и, = а,/ю®. Это справедливо для 
гармонических колебаний любой при- 
роды. Поэтому если скорость изме- 
нения силы тока удовлетворяет урав- 
нению (8), то сила тока изменяется со 
временем по закону 


этих колебаний равна 


соответствует 





Е = бо сз (ё — 7} = 


[о 2 


= с0$ [о = | . (9) 


Амплитуда напряжения связана с ам- 
плитудой силы тока соотношением 
И о-= Горо= ГВ. (10} 


Величину Ю;=Ро называют индук- 
тивным сопротивлением. 


Итак, согласно выражениям (1) и 
(9) сила тока на индуктивном сопро- 
ътивлении отстает по фазе от на- 
пряжения на п!2. 


Напряжение на конденсаторе 


Рассмотрим цепь, состоящую из кон- 
денсатора емкости С. Активным со- 
‘противлением и индуктивностью це- 
пи пренебрежем. Вынужденные коле- 
бания в этой цепи будут описываться 
уравнением 


= = (/<0$ вЁ. (11) 
Заряд конденсатора колеблется в фа- 
зе с напряжением. и амплитуда этих 


колебаний равна (С: 


9=Ы5С со$ ©. {12) 

В случае электроматвитных коде- 

баний заряд соответствует координа- 

те тела, совершающего механические 

колебания, а снла тока, представляю- 

щая собой скорость изменения заряда 
39 


( = 4). аналогична скоростн этого 


тела. Так как при любых гармоничс- 
ских колебаниях амплитуда скорости 
величины в ® раз больше амплитуды 
самой величины и скорость опережа- 
ет величину по фазе на л/2, то в на- 
шем случае 
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зан 


= (ЛоС® с05 [ ©ё +>-)= 


‚= 
Е 


= [4 ©05 (о 


® 
Я] х =Хсозф 


Рис. 2. 
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Следовательно, сила тока опережает 
напряжение на конденсаторе на л/2, 
или, что то же самое, напряжение 
отстает от си лы тока на п]. 
Амплитуда напряжения равна 


Ио ль Е 1оВс, 


ов“ (1+) 


р 1 
где Вс = Св — Сопротивление — кон- 


денсатора, называемое емкостным со- 
противлением. 


Сложение гармонических колебаний 
с помощью векторных диаграмм 


Складывать гармонические колебания 
можно по-разному (аналитически, гра- 
фически и т. д.). Однако в частном 
случае, когда частоты ‘колебаний оди- 
наковы, удобнее всего воспользовать- 
ся методом векторных диаграмм. В чем 
же состоит этот метод? 

Из курса физики для 10-го класса 
известно, что проекция на любое на- 
правление вектора, вращающегося с 
постоянной угловой скоростью ©, со- 
вершает гармоническое колебание. Ес- 
ли модуль вектора хо равен х,, то 
его проекиня на ось ОХ равна х= 
==ху с0$ Ф (рис. 2). Прн равномерном 
вращении вектора х, угол ф меняег- 
ся со временем по закону 


фФ=-ФР Фо 


где Фо значение угла ф в началь- 
ный момент времени 2—0. Следова- 
тельно, проекция вращающегося век- 
тора колеблется по закону 


(15) 


Х=Хо с0$ (0Ё--Фо). 





Рассмотрим теперь сложение двух 
гармонических колебаний, происходя- 
щих с одинаковыми частотами ю, но 
с различными амплитудами хо, И хо, 
и различными начальными фазами 
Фо, и 40: 

Х1=-Х0.<0$ (®1-Е Фо), 
Х.=х0,с0$ (ФЁТ Фо). 
Складываемые колебания в любой мо- 
мент времени имеют разность фаз 
Ф=Фо—Фо,. Эти колебания можно 
представить как колебания проекций 
векторов хо, и ж„  повернутых 
друг относительно друга на угол 
ф н вращающихся с угловой скоростью 

в (рис. 3}. 

Сложив векторы хо, Н Хо, полу- 
чнм суммарный вектор хо= хо, Г Хо, 
Проекция х этого вектора на направ- 
ление ОХ тоже совершает гармониче- 
ское колебание. Но проекция суммар- 
ного вектора равна сумме проекций 
складываемых векторов. Следователь- 
НО, 

ХХХ 0С0$ (621 Фо). (16) 
где хо— амплитуда, а ф.— начальная 
фаза результирующего колебания. Ве- 
лИЧННЫ Хо И Фо МОЖНО найти, зная 
Хо» Хо, Фо, И Фо, Нетрудно пока- 
зать (см. рис. 3), что 


с 7 1 2 р < (Е: Г 
меж тм, -2хо,Х0.С0$ (Фо —Фо,}, 
х ми Фо пе. Хоз яп 4 0ъ 


Хоу 605 Физ - Хоз 08 Фь, 


Еф 


Итак, каждое гармоническое коле- 
бание можно представить с помощью 
вектора, вращающегося с постоянной 
угловой СКОростью, а сумму гармони- 
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ческих колебаний — с помощью ре- 
зультирующего (суммарного) вектора, 
вращающегося с той же скоростью. 
Графическое изображение с помощью 
векторов значений гармонически изме- 
няющихся величин и соотношений меж- 
ду ними и называют векторной диаг- 
раммои. 


Векторная диаграмма 
последовательного 
колебательного контура 


Вернемся снова к цепн, изображенной 
на рисунке 1. и построим для нее 
векторную днаграмму токов и напря- 
жений. Это позволит нам определить 
амплитуду силы тока в цепи и сдвиг 
фаз между силой тока и приложен- 
ным напряжением. 

Сила тока в данный момент време- 
ни одинакова во всех участках цепи*). 
Поэтому удобно построение векторной 
диаграммы начать с вектора \, соот- 
ветствующего силе тока. Его можно 
ориентировать пронзвольно. Для оп- 
ределенности изобразим вектор № 
вертикальной стрелкой (рис. 4). 

Напряжение на активном сопротнв- 
ленни совпадает по фазе с силой тока. 
Поэтому вектор Цо„., изображающий 


это напряжение, совпадает по направ- 
лению с вектором 1‹ Его модуль 
Ос, =[.Ю. Колебания напряжения 


на индуктивном сопротивленни опере- 
жают колебания силы тока на л/2, и 
соответствующий вектор Чо, должен 


быть повернут относительно вектора 
| на л/2**). Его модуль Ч, = 1.2. 
И наконец, вектор У. соответству- 
ющий напряжению на конденсаторе. 


*) Ток, удовлетворяющий данному усло- 
вию. называют квазистационарным. Прн 
частоте промышленного тока 50 гц его прак- 
тически всегда можно считагь квазистацио- 
парным. 

**} Положительному сдвигу фаз на рис. 4 
соответствует поворот вектора против часо- 
ной стрелки. Можно было бы, конпечис, от- 
считывать угол Ф в противоположном на 
правленнн. 
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Рис. 5. 


отстает но фазе от вектора 1. на 1/2 
(см. рис. 4). Его модуль Че ==Го/С®. 

Для того чтобы найти иМмарное 
напряжение (см. уравнение (4)), нуж- 
по сложить три вектора: Чо, Че, 
н Ц я Вначале удобно сложить век- 
торы Че, н Оо, (рис. 5}. Модуль ме 


суммы ] Ч, 1 Ч _| = 1 [19 — 


с| <; }, 


1 а =: 
если Ре > =. Именно такой случай 


изображен на рис. 5. После этого, 
сложив вектор 0., + Чо. © вектором 
у. получим вектор Ча. изображаю- 
щий колебания напряжения на’ кон- 
пах цеии. 
Треугольник АВДО прямоугольный. 
По тефучне Пифагора 
” С] 
= М + (о, — о .} 


0‹; 
Е" ве |. 


Отсюда амплитуда силы тока 


и С и 
Ре — (17) 


1 
| и К | Ро — 


гдей = И® |- (19—57 ь 


} — пол- 


ное сопротивление цепн. 
между силой тока и 


Сдвиг фаз 
напряжением 


равен углу ф между векторами Ц, 
н 1. Из треугольника АВБ 
} } 
о ———о 
189 И. (18) 


Рис. 6. 


На рисунке 5 изображен случай, ког- 
да сила тока отстает по фазе от на- 


== 
пряжения (при Ро <; сила тока 


опережала бы напряжение по фазе). 

Формулы (17) и (18) полностью опи- 
сывают вынужденные колебания в по- 
следовательном колебател НОМ КОНТУ- 
ре. Рассмотрим для примера один 
частный случай. 

Сила тока в колебательном конту- 
ре достигает максимального значения 


И 1 и 
п э— прн 1% бы: т. е. когда час- 


тота приложенного к контуру напря- 
жения равна собственной частоте коле- 


баний контура во = 7-е . Наступа- 


ет, как говорят, резонанс. При резо- 
нансе напряжения и; ин ис одннако- 
вы по амиднитуде, но колеблются в 
противофазах, поэтому в любой мо- 
мент времени они компенсируют друг 
друга. Векторная днаграмма для 
случая резонанса изображена на рн- 
сунке 6. Сдвиг фаз между током и при- 
ложенным напряженнем становится 
равным пулю. Напряжение на актив- 
ном сопротивленнн оказывается рав- 
ным напряжению на концах цепи: 
ин- (® = 50$ ©ё. Резонанс в носле- 
довательном колебательном контуре 
называют обычно резонансом напря- 
жений. Дело в том. что в реальном 
контуре индуктивное и емкостное со- 
противления всегда гораздо больше 
активного сопротивления, ни при ре- 
зонансе амплитуды напряжений Ио, 


и И... оказываются болыше ампли- 
бе 


‘туды ирнложенного напряжения Шо. 


$5 
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Энергия, потребляемая 
колебательным контуром 


С помощью векторной диаграммы мож- 
но легко показать, что потребляемая 
контуром энергия выделяется только 
на актнвном сопротивленин К. 

Мощность в цепи переменного тока 
определяется формулой 


Г 


| № 


1 
1 


Давссель 





о Ца 
Р = —°5—* с05ф. (19) 


Рис. 7. 
Из треугольника АВО на рисунке 5 


= В = с0$ Ф. (20) 


Подставляя в выражение (19) вместо 
И со5 ф его значение из равенства 
(20), получим 


пе 
о 


- 


Р= 





=, (20 


где / — действующее значение силы 
тока. 

Заметим, что при резонансе, когда 
Рис. 8. амплитуда силы тока достигает мак- 
симума, колебательный коятур потреб- 
ляет извне наибольшее количество 
энергни. Создаются оптимальные усло- 
вия для передачи энергии от источ- 
ника к колебательной системе. 





Примеры расчета 
цепей переменного тока 
© помощью векторных днаграмм 


Рассмотрим две конкретные задачи. 





Задача 1. К магистрали 
переменного тока с напряжением И = 
Рис. 9. ==120 в (Ш — действующее значение 


напряжения) через дроссель с индук- 
тивностью [—=0,05 гн и активным 
сопротивлением ЮВ =1 ом подключена 
осветительная сеть квартиры (рис. 7). 
Каково напряжение И, на входе в 
квартиру, если потребляемый ток 
1=2а? Напряжение мемяется с ча- 
стотой у=50 гц. Индуктивностею и 
емкостью электрической цепи кварти- 
ры можно пренебречь. 

Дроссель н осветительная сеть квар- 
тиры подключены к магистрали по- 
следовательно, поэтому ток одннаков 





на всех участках цепи. Напряже- 
ние (7, и напряжение У» на активном 
сопротивлении дросселя совпадают по 
фазе с силой тока /. Напряжение 
И, на индуктивном сопротивлении 
дросселя опережает ток на 1/2. Сле- 
довательно, векторная диаграмма це- 
пн имеет вид, изображенный на ри- 
сунке 8. По теореме Пифагора 


== 
= Ро?12-- 1Ю-+И,)". 
Отсюда 
И = --18 + У 0 ПГ, 


где «= лу. Так как действующее 
значение напряжения всегда положи- 


тельно, т.е. Ш:> 0, то 
и = 1-02 Ра 14 в. 
Задача 2. При какой часто- 


те ® отсутствует сдвиг фаз между 
силой тока Е и напряжением и в це- 
пи, изображенной на рисунке 9? 

В этой задаче рассматривается 
электрическая цепь, состоящая из 
двух ветвей, соединенных нараллель- 
но. Одна ветвь содержит активное и 
индуктивное сопротивления, другая— 
емкостное сопротивление. Данную 
цепь называют параллельным коле- 
бательным контуром. 

Построение векторной днаграммы 
начнем с вектора, соответствующего 
приложенному напряжению, посколь- 
ку именно напряжение одинаково для 
обенх ветвей цепн. Направим вектор 
О. вертикально вверх (рис. 10). Ток 
{ является суммой токов Е, и 1» (см. 
рис. 9). Колебания тока {; отстают 
по фазе от колебаний напряжения, 
так как верхний участок цепн содер- 
жит индуктивное сопротивление. Век- 
тор То, повернут относительно векто- 
ра О; на угол ф в отрицательную сто- 
рону. Согласно формулам (17) и (18) 


[® 


и =. 


Го, = г 


ты, 
У 22 1ль? 





Ток {,, текущий через конденсатор, 
опережает по фазе напряжение на л/2. 


Соответствующий вектор 1. повер- 
нут на угол л/2 в положительную сто- 
рону. Его модуль /.=И Со. По ус- 
ловию задачи ток { совпадает по фазе 
с приложенным напряжением, следо- 
вательно, вектор 1, направлен так 
же, как вектор Ч. Окончательная 
векторная диаграмма представлена на 
рисунке 10. Из этой диаграммы сле- 
дует, что амплитуды токов в ветвях 
связаны соотношением 


Гоз== Рол$ 1 Ф. (22) 
Подставляя значения [о1, Ло и 
зпф= — 8% ра: 


УГЕЮУ УРНЫ 
венство (22), получим 


а И ОНИ 
у А -- [лоту ВЕ Па 
Отсюда 
ум 
ОЕ 


При такой частоте ток { н напряжение 
и колеблются в фазе. 

Если активное сопротивление Ю ма- 
ло, так что 


17 «те 


(в реальном колебательном коитуре 
это практически всегда так), то 


| 
УЕС 
— то есть частота переменного на- 
пряжения совпадает с частотой соб- 
ственных колебаний контура. 
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Московский 
физико-технический 
институт 


Подробно о Московском ордена Трудового 
Красного Зиамени физико-техническом нисти- 
туте было рассказано в «Кванте»я № 1Ю за 
1973 год. Ниже приводятся искоторые би- 
лсты вступительных письменных экзаменов 
в МФТИ по математике и физике в 1975 году. 


Математика 
Билет 1 


1. Сумма $ бесконечно убывающей гсо- 
метрической прогрессии па 2 больше суммы 
первых трех членов этой прогрессии. Сумма 
первых шести членов равна 3. Найти $5. 

2. Решить уравнение 


с? х — 152 х = 32-с053 2х, 


3. Катсты АВ и АС прямоугольного 
треугольника расположены соответственно 
в гранях Ри О острого двугрзиного утла 
величины ф. Катет 48 образует с ребром 
двугранного угла острый угол ©. Определить 
угол между этим ребром н катетом АС. 

4. Решить систему уравнений 


о х-- 106 у— № ии 1. 
18 з з 

Юз х- Юз У юз «И = 0. 
2 т 7 


5. Площадь трансцин АВСО равна $, 
отношение оснований ДД: ВС = 3. На 
прямой, пересекающей продолжение основа- 
ния АР за точку О в некоторой точке М, 
расположен отрезок ЕЁ так, что АЕ РЕ, 
ВЕТСЕ и АЕ: ОЕ = СЕ: ВЕ= 2. 

Определить площадь треутольинка ВЕБ 
{зайти все решения). 


Билет 2 
1. Решить уравиение 

с0$ Зх 1 бх = $т 7х. 
2. Решить неравенство 


ЮЕз (3* — 12 > 


и] —,!. . 
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3. Диагонали четырехугольннка АВСО 
пересекаются в точке М, угол между ними 
равен м. Пусть О, О., О., О, — центры 
окружностей, онисаиных соответственно 
около треугольников АВМ, ВСМ, СОМ, 
РАМ. Определить отношение плошадей 
четырехугольников АВСР и 0,0.0.0.. 

4. Два пешехода вышли одновременно: 
первый — из А в В, второй — из Вв А. 
Когда расстояние между ними сократилось 
в шесть раз, из Вв А выехал велосипедист. 
Первый пешеход встретился с ним в тот мо- 


мент, когда второй прошел ^9” Расстояния 


между Ви А. Велосипедисг в пункт Ан 
первый нешеход в пункт В прибыли одно- 
временио. Определить омюшение скоростей 
пешеходов к скорости  аелдосипедиста, сцу- 
тая эти скорости постояннымн. 

5. В правильюй четырехугольюй ин- 
рамнде ЗАВСЬ угол между боковым ребром 
$А н плоскостью основания АВСЬ равен 
углу между ребром ЗА и плоскостью грани 
58ВС. Определить этот угол. 


Физика 


Билет } 

1. На какое максимальное расстояние от 
Солнца удаляется комета Галилея? Период 
обращения ее вокруг Солнца равеи 76 годам; 
минимальное расстояние, на котором она 
проходит от Солнца, равно 1,8 - 108 км. Радиус 
орбиты Земли равен 1,5.10° км. 





Рис. 1. 


2. В расположенном горизонтально теп- 
лоизолированиом цилиндре может переме- 
щаться поршень, слева от которого находится 
идеальный газ, а справа — вакуум {рис. 1). 
Между поршнем и дном цилиидра располо- 
жена пружина. В начальный момент поршень 
закреплен, а пружина находится в недефор- 
мированном состоянии. Затем поршень осво- 
бождают. После установления равновесия 
объем, занимаемый газом, оказался в два раза 
больше начальюго, а температура — равной 
(10:11) от начальной. Определить молярную 
теплоемкость газа при постоянном объеме 
Су. — Универсальная газовая постояниая 
В == 8,3 дж/ (моль -град). 

3. В одно из плеч моста Уитстона (рис. 2) 
включено нелинейное сопротивление, для 





Рис. 2. 


которого закон Ома ве справедлив н зависи- 
мость тока / (в амперах) от приложенного 
напряжения (И (а вольтах) имеет вид {= 
= 0.01 (3. В остальные илени моста вклю- 
чены олинаковые сопротивления А = 4 ом. 
Прин каком токе виешнсй батарсн мост ока- 
жется сбалансированным? 

4. С помощью положительной линзы 
< фокусным расстоянием Е получено объемное 
действительное изображение прозрачпого ку- 
бика со сторопой [. Нзображение ближней к 
лиизе грани кубика находится на расстоя- 
нии 22 от лиизы. Найти объем полученпога 
изображения. 


Билет 2 


1. На высоте А = 2 м над широким со- 
судом открывают на /, > 2 сек кран, из ко- 
торого вниз бьет струя воды © расходом 
$ == 200 2/сек. Площадь отверстия крана 
$ = | си?. Найти изменение силы давления 
сосуда на подставку и нарисовать график 
этой силы как фуикцию времени. Вода из 
сосуда не вытекаст. 

2. Газовый термометр представляет со- 
бой измерительный баллон объемом 
— 100 см", соединенный тонкой трубкой с 
манометром, объем рабючето пространства 





Рис. 3. 


у, == 
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которого У; == 10 смз. Термометр заполнен 
нзотопом гелня Нез. При температуре #» — 
— 27°С манометр показываст давление р, = 
— 300 мм рт. ст. Измерительный объем 
погружают в жидкий гелий. Найти темпера- 
туру жидкого гелия, если манометр показы- 
вает давление р = 3,3 мм рт. ст. Мано- 
метр остается при комиатной температуре. 

3. Сферический конденсатор имеег ем- 
кость 6 = 19-—® ф. Конденсатор заполняется 
слабопроводящей жидкостью с удельным со- 
противлением р -= 10% оч-м. Найти элект- 
рическое сопротивление между обкладками 
конденсатора. — Электрическая постоянная 
в, == 8,85 .10-— (еднинц СН). 

4. Плоско-выпуклая тоистая линза 
(рис. 3) с радиусом кривизны выпуклой 
части АЮ = 2,5 см изготовлена из стекла 
с показателем преломления п == 1,5. Где 
находится фокус такой линзы? Углы презом- 
ления считать малымн, так что их тангенсы 
можно приближенно заменить синусами. 


Билет 3 


Г. Третья ступень ракеты состоит из 
ракеты-посителя массой Л = 50 ке и голов- 
ного защитного конуса массой‘ гл == 1 кг. 
Конус сбрасывается вперед сжатой пружиной. 
При испытаниях на Земле © закрепленной 
ракетой пружина сообщала копусу скорость 
$1 = 5,1 м/сек. Какова будет относительная 
скорость конуса и ракеты, если их разделение 
произойдет иа орбите? 

2. Воздущиый резиновый шарик маду- 
вают в комнате ртом ири температуре 22° С. 
На сколько изменится объем шарика, ссли 
вынести сего на улицу, где температура 
17 С? Считать, что водяной пар в воздушном 
шарнке находится в насыщенном состоянии. 
Давление насыщенного пара при температу- 
ре 22°С — 20 мм рт. ст., при температуре 
ГС —5 мм рт. ст. Виешиее давление 
760 мм рт. ст. Даваением резнновых стенок 
шарика пренебречь. 

$. Пробой в воздухе наступает в элект- 
рическом поле с иапряженностью Езщах == 
— 3- ИК всем. Имеется сферический конден- 
сатор с воздушным зазором, наружная обо- 
лочка которого имеет ради Л =4 см, 
а радиус внутренней оболочки подбирается 
таким, чтобы конденсатор не пробивался при 
возможно большем значении разности по- 
тенцналов. Определить эту максимальную 
разность потенциалов. 

4. Дье тонкие плоско-выпуклые стеклян- 
пые липзы, будучи сложены плоскими: сто 
ронами, образуют линзу с фокусным расстоя- 
нием Р,. Майти фокусное расстояние Ро 
лнизы, которая получится, если сложить 
эти линзы выпуклымн сторонами, а простран- 
ство между ними заполнить водой. Показа- 
тель преломления стекла л = 1,66, воды— 
Пв == 1,33. 

С. Козел, В. Чехлоюв, А. Шелагин 


59 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. И сказал Кащей Ивану-Царе- 
вичу: «Жить тебе до завтрашнего 
утра. Утром явишься пред мои очи, 
задумаю три цифры — а, 8. с. Назо- 
вешь ты мне три числа — х, и. г. Вы- 
слушаю я тебя и скажу, чему равно 
ах ву--с2. Тогда отгадай, какие 
а, В. с я задумал. Не отгадаешь — 
голову с плеч долой». 

Запечалился Иван-Царевнч, по- 
шел думу думать. Надо бы ему по- 
МОЧЬ. 

2. В высокий цилиидрический со- 
суд днаметром 5 см упал мяч дна- 
метром 4 см. Сможете ли вы достать 
мяч. не переворачинвая сосуда? 

3. Лаборантка утром взвесила на 
особо точных весах открытый сосуд 
с только что вскипевшим маслом. К 
концу дия, когда масло остыло, она 
взвесила сосуд еще раз. Результат 
взвешивания оказался иным. Поче- 
му? 

4. Люся переехала в новый вось- 
миэтажный дом. В нем два подъез- 
да, на каждом этаже четыре квартн- 
ры. Когда во дворе ребята спросили 
Люсю, в какой квартире она живет, 
опа сказала: «А вы отгадайте. Но на 
все вопросы я буду отвечать «даъ 
нли «нет». 

Один мальчишка сказал: «Я буду 
спрашивать, верно ли, что ты жн- 
вешь в 1-й квартире, во 2-й, ..., в 63-й? 
Мне понадобится самое  болынее 
шестьдесят три вопроса». 

«А мис хватит четырнадцати! — 
закричал самый маленький. — Этаж 
я узнаю за семь вопросов, а кварти- 
ру — еще за семь». 

А за сколько вопросов вы смогли 
бы узнать номер Люсиной квартнры? 
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китов Ето Хрен ЕииИЕдрЯИЕСт И ЫЕИДЕ онинишыиоае лан 


А. Орлов 


«Все», 
«некоторые» 
и отрицание 


Был у меня недавно интересный. раз- 
говор с шестиклассником Аликом, 
центральным нападающим футбольной 
команды нашего двора. 

— Что, Алик, бежишь на трени- 
ровку? Зимой, небось, сменишь свой 
футбол на хоккей? 

— Ни за что на свете!— восклик- 
нул Алик обиженно.— Зимой надо 
заниматься, а не бегать за шайбой. 
Все хоккеисты плохо учатся— фут- 
болисты учатся гораздо лучше! 

— Почему ты так решил? 

— А что? Все так считают в на- 
шей команде, не я один. 

— А не кажется ли тебе, что ты 
рассуждаешь сейчас, как печально 
известные обезьяны из книги Киплин- 
га «Маугли»? Помнишь, они кричали 
на весь лес: «Мы велики! Мы свобод- 
ны! Мы достойны восхищения! Мы 
все так говорим, значит, это прав- 
да!...» 

— Это кто же обезьяна? !-— возму- 
тился Алик. 

— Я не хотел обидеть тебя, Алик, 
но ссылкой на мнение многих нельзя 
ничего доказать. Земля круглая, а 
в древности почти все думалн, что 
она плоская. Индейцы племени сиу, 
как пишет их вождь Мато Нажин, 
считали даже, что Земля четырехуголь- 
ная, а было это уже в ХПХ веке... 


Так почему же все хоккеисты плохо 
учатся? 


— Ну-у, вот Сережа Кукушкин. 
Он все время нграет в хоккей н все 
время получает двойки. 

— Ты рассуждаешь, как один 
француз, который говорил: «Все 
англичане низенькие, толстенькие и 
чернявые»,— только потому, что так 
выглядел единственный англичанин, 
с которым он встречался. И ты, и 
этот француз нарушаете законы ло- 
гики. 

Алнк задумался, а я решил помочь 
ему. Для начала рассказал такую 
историю. 

— В одном городе я видел на до- 
ме табличку: «В нашем доме нет двоеч- 
ников». На соседнем доме такой таб- 
лички не было. Как по-твоему, Алик, 
значит ли это, что в соседнем доме 
все были двоечники? 

— Н-нет,— пробормотал Алик не- 
уверенно. Не обязательно. Это зна- 
чит только, что там есть двоечники... 
Хотя бы один двоечник... А может 
быть, и все там учатся на двойки. 
Нет, не знаю, я ведь не был там! 

— А что же означает такая фра- 
за: «Неверно, что среди ребят есть 
двоечники»? 

— Это как в первом доме — все 
учатся без двоек. 


— Значит, одно из двух, сказал 
я удовлетворенно.— Либо все учатся 
без двоек, либо в доме есть хотя бы 
один двоечник. А что можно сказать 
о любителях шайбы? 

Итут выяснилось, что Алик мо- 
жет, подумавши, рассуждать правиль- 
НО. 

— Верно одно из двух: либо все 
хоккеисты плохо учатся, либо не 
все, — есть хоккеисты, которые учат- 
ся хорошо. 

— Но даже в твоем классе, Алик, 
я знаю троих отличников, которые 
любят гонять шайбу. Значит, верно 
второе: бывают хоккеисты, которые 
хорошо учатся. 

— Ну, конечно! 

— А что же тогда означает твой 
пример с Сережей Кукушкиным? 
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Алик задумывается. 

— Что не все хоккенсты хорошо 
учатся... 

Итак, попробовав рассуждать ло- 
гично, Алик сам пришел к правиль- 
ному выводу. 

С двоечниками и хоккеистами мы 
разобрались сравнительно быстро. По- 
пробуем понять, как следует рассуж- 
дать в более сложиых случаях. Пер- 
вый пример — с разноцветными ша- 
рами. Представим себе, что в урне 
{неболыисм ящике) могут лежать, 
скажем, белые и красные шары. Все 
шары одинакового размера и нераз- 
личимы на ощупь. Кто-то опускает 
руку в урну и вынимает шар. Шар 
оказывается, к примеру, красным. 
Что можно сказать о цвете остальных 
наров, лежащих в урне? 

Некоторые скажут: «Все шары 
красные». На самом деле это не вер- 
но: можно Лишь утверждать, что не - 
которые (це обязательцо все} 
шары красные. Могут быть и белые 
шары. Может быть и так, что выну- 
тый шар — единственный красный 
среди белых. 

Был вынут красный шар. Значит, 
неверно утверждение: «Все шары бе- 
лые». А что верно?-—«Некоторые (по 
крайней мере одни) шары красные». 
Давайте потреннруемся. Пусть каж- 
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дое из следующих утверждений не- 
верно. 

1. Все шары в урне красные. 

2. Некоторые шары в урне крас- 
ные. 

3. Некоторые шары в ирне белые. 

4. Все равнобедренные  треуголь- 
ники являются прямоугольнымн. 

5. Все ученики класса были на соб- 
рании. 

6. Некоторые девочки были на соб- 
рании. 

Сформулируйте верные утверждс- 
НИЯ. 

А теперь общая схема решения 
всех нодобпых задач — наше ‹вол- 
шебнсе средство». Пусть у нас есть 
множество Л[ какнх-то объектов (это 
может быть несколько шаров, или 
несколько книг, или все ученики ка- 
кого-то класса). Каждый из элемен- 
тов этого мпожества может обладать, 
а может и не обладать некоторым 
свойством А. Например, шар может 
быть красным, а может и не быть; 
хоккеист — быть или не быть двоеч- 
цЯкКом. 

Закон такой: верно может быть 
либо утверждение, либо его отрица- 
ние. Одно н только одно из двух! 
(В логике этот закон называется за- 
коном исключенного третьего.) То есть, 
каждое утверждение, которое мы ис- 
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пользцем, либо верно, либо неверно. 

Либо верно утверждение В. либо 
его отрицание (то есть утверждение: 
«Утверждение В не верно»). Либо все 
хоккенсты плохо учатся (обладают 
свойством А). Если же это неверно, 
то хотя бы один хоккеист учится хо- 
рошо (не обладает свойством А). 

Итак, вот наша схема: 


Утверждение 
1. Все предметы из М обладают 
свойством 1. 


2. Некоторые предметы из М обладают 
свойством А. 


‚ Вго отрицание 

1. Хотя бы одни предмет из М 
ме облаласт свойством А 

2. Все предметы из АТ ие обладают 
свойством А. 

Обратите внимание на то, что ут- 
верждения «некоторые предметы об- 
яадают свойством А» н «хотя бы один 
предмет (а может быть, и все) обла- 
дают свонством А» означают в нашей 
схеме одно н то же. 

А теперь — задачи. 

Постройте отрицания ледующих ут- 
верждений: 

7. Все 
тулые. 

8. Для любого х из множества А выпол- 
нспо неравенство: х* >41. 

9. Некоторые люди — дети. 

10. По крайней мере для одного х из 
множества А будет х* — Эх + | 0. 

11. Все мужчины выше 2-х 


УГЛЫ  деивого шестиугольника 


метров. 


12. Все простые числа — нечетные. 

13. Для любого простого р число 28 — 1 
тоже простое. 

Вернемся к урне, в которой лежат шары. 
неразличимые на ощуиь. Шары могут быть 


белого, красного, синего, чериого иветов. 

14. Известно, что ие все шары в урне 
белые. Верно ли, что там есть красный шар? 

15. Известно, что не все шары одного 
цнета. Верно ли, что в урие есть хотя бы 
один ие белый шар? 

16. В урие 10 белых, 8 красных, 1] чер- 
ных шаров. Сколько из них иадо выпуть, 
чтобы паверияка попался белый шар? Чтобы 
попались шары всех трех иветов? 

Н сше две задачн — чуть посложисе. 

17. В классе 5 отличников. 20 «хороши- 
стов» и 10 триечвиков. Огличпик может но- 
лучиль 38 Отьст Только 5, «хорошисть — 
4 или 5, троечник — 3, 4 нли 5. В класс при- 
шел повый учитель, оп ие знает инкого из 
учеников. Сколько человек ему достаточно 
вызвать к доске, чтобы паверняка была по- 
ставлена хотя бы одна пятерка? 

18. Найдите все натуральные писла пл, 
для которых справедливы перавенства: 
486 < п= 501 — и, кроме того, верио одно 
и только одно из следующих условий: 

а) чнело п — четное: 

6) п делится на 3; 

в) п делится па 2 или ма 3; 

Г) л ие делится ва 3. но делится на 4; 

д) л не делится ни па 3, ни на 4; 

«) п делится на 3. но ие делится на 6; 

ж} п делился из 8 или ма 9; 

3) п делится и на 3, и на 4; 

и) л делится на Н 


Иначе говоря, для каждого числа и из 
искомого множества должно быть верно 
только одно из этих девяти условий. 
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№6 
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К статье «Простой ответ в «сложной» за- 
даче» 

1. Точка Е такова, что | ВЕ | = Уа—®в. 
Указание. Рассмотрите равнобедренный 
треугольник ДСЕЁ н затем прямоугольный 
треугольннк СВЕ. 

Указанне. Соеднните точку пе- 

ресечения отрезков ЕК к ЕЁ с вершннамн 

‚ В, С, О; рассмотрите площадн образовав- 
шихся восьми треугольннков. 





ф 
; = е. 

3 в — а. т Указанн 
Сделайте параллельный перенос днагоналей 
АС вн ВР так, чтобы точка С диагонали АС 
совпала с точкой В, а точка В днагоналн ВО 
совпала с точкой С. В образовавшнхся пря- 
моугольных треугольниках ЕВМ и МСЁЕ 
ея азнте сумму длин проекций катетов ВМ 
М на гнпотенузы ЕМ н МЕ через нскомую 

вот Я н стороны аи 5. 


4. | АС| =Уа6. Указанне. 
поте подобнем дУГольнмов 
АВС и АРС, из которого ТАВ| СТ. 


5. Вс 1-а У1+- Указа - 


ние. Продлите хорду ВА большей окруж- 
ности О до пересечения с меньшей окружно- 
стью О, в точке О), рассмотрите подобные 
ту Аиини АОВн АО,О и найднте длину 
е ды АД. Затем в окружности О, исполь- 

те соотношение между касательной ВС 
Е шее вр. 


2 
8. |ВМ | = А. созес (зло 5) х 


1 . 24 5 

х | — с05 (; агсзт $ | = 54 Ю 
Указание. Постройте прямоугольный 
треугольннк ЕЁРК, где Е — точка касання 
данной окружности со стороной АВ, БЕ 
лежит на раднусе ЕО этой окружности н 
является высотой параллелограмма АВМЕ; 
ЕК — сторона параллелограмма ЕВМК. По. 
кажите, что в этом треугольнике острый 
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24 
= агсыт 95, катет ЕР равен 


1 24 
Ю— Все [6 агс {п 5) = > ‚ предваря- 


1 24 
тельно доказав, что № ой = 5 агсят 355. 


12м|=у| АМН + И — СМР = 

ту казание. Постройте окружность, 
и ею данной, проходящую Через 
точку Взяв точку М, днаметрально про- 
тнвоположную точке М на этой окружностн, 
НЫ параллелограммы АМВМ н 


а 
8. АМК = агсс (со ®). Указание. 
Проведите хор. вау СМ, о перпенднку- 
ляры КО на АМ н КЕ на СМ и расемот- 
нте прямоугольные треугольннкн КОМ н 
ЕС сд Е По узитныи сторонамн: 
1 МБ] =|КЕ|] и |КБ|= [КС]. 


К задачам «Квант» для младших школьни- 
ков» 


(см. «Квант» № Г) 


1. Нет. Указанне. Изменения в 
словах не меняют разностн между числом 
букв О и числом букв Д- 

На большюй глубнне трубка е запаян- 
ными концаын будет сплющена силами дав- 
лення воды. Открытая трубка дефорынро- 
ваться не будет. 

3. 1431: 27 = 53 

4. На полюсе в течение сутох высота 
Солнца над горизонтом почти не меняется. 
Поэтому тень от какого-нибудь предмета в 
теченне суток «ходит по кругу», оставаясь 
все время одной длины. 

$. Второй нгрок должен называть число , 
дополняющее до 10 чнсло, а р 
Зы и 2+8 я 


Номер оформил 
г Берентинова <. Верховский, Г. Козаковитв, 
. Карцев, Г. Красников, Э. Назаров 





Корректор М. Л. Медведская 


113035. Москва Ж-35. Б. Ордынка: 21/16 

«Кзант», тел. 231-83- 62 Сдано в набор 22/Х1-75 г. 

Подписано в печать и ы 

Бумага 70х00». Физ. 4. 

Усл. печ. л. 5,2. Уч.- м. 65. Т-21836. 

Цена 30 коп. Заказ 2564. Чирож 3725 340 

Чеховский полиграфический комбинат 

Союзполнграфпрома 

при д Нноы комитете Совета 
инястров СССР ло делам издательств, 

полнграфин н книжной торговли. 

г. Чехов Московской области 


Рукописи не возвращаются 


Уголок коппекционера 


Ракушки и... 
нейтрино 


——> 


мохвео» мохеь 
що ине вина, › 


г 
Е 
: 
> 
© 
хи 
= 
я 


о НГО 


Серия кубинских почтовых 
марок с изображением 
моллюсков не только краси- 
ва. Она дает позод для 
забавного текста. Посмот- 


мемеоь шаги 


рите из семь ракушек, изо- 
браженных на этих марках. 
Сколько мз них «правых», 
а сколько «левых»? «Пра- 
вые» и «левые» ракушки — 
это ракушки, закрученные 
как правый или как ловый 
зинт, соответственно. Не за- 
бызайте, что правый винт 
остается правым, даже если 
эго перевернуть «вверх но- 
гами». Сколько же здесь 
«прави 1Хо м сколько клевыхь 
ракушек? 

Асимметрия правого и 
левого в природе — очень 
интересное м'’очень странное 
явление. Ракушки закручены 
большей частью в одну сто- 
рону, хотя есть виды раку- 
шек, у которых оба типа 
спирали встречаются поров- 
ну, Но и в этом случае пра- 
вые особи живут в одных 
районах, а левые —в дру- 
гих. В природе асимметрия 
левого м правого резко вы- 
ражена. Это видно и в мире 
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животных, и в мире расте- 
ний, и даже у микробов. 
Знаменитая — дезоксирибо- 
нуклеиновая кислота (ДНК), 
передающая — наследствен- 
ные признаки организма, 
имеет ‘симметрию правой 
7-Я 

Средн 
частиц ‹ 


элементарных: 
тоже имеются чле- 
вые» и «правыв». «Право» и 
олезо» определяется тем, 
как частицы 
Оба сорта нейтрино 
и электронное) 
«левшами», а оба 
антинейтрино — 
оправшами». Нейтрино как 
будто — зьвинчиваются» в 
пространство как левый 
винт, а антинейтрино — как 
правый. Кзанты света — фо- 
тоны тоже бывают «правые» 
и «левые», 
Так, несколько неожи- 
данно, ракушки обретают 
нечто общее с нейтрино .и 
квантами. 
Я. С., В. Л. 
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«Две тысячи лет тому назад геометрия за- 


стыла в своих величавых, прекрасных фор-. 


мах, как зачарованная красавыца в народ- 
ной сказке. Но сто лет тему мазад пришлы 
три витязя: одиым из немецкой (Гаусс), 
другой из венгерской (Бойям), третий — из 
русской Земли (Лобачевский). Они окропи- 
ли Фе мертвоя м живой водой. Мертазя во- 
дэ смыла самовластме евклидовой геомет- 
рым, заставила ее отказаться от того абсо- 
лютмого господства, с которым она влады- 
чествовала в пространственных отношениях: 
живая вода дала ей, самой евклидовой гео- 
метрии, вечное бытие». (В. Каган) 
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Не обложке изображеня «мадулярная фигура». нграющая наж- 
ную роль в теорин функций и теорин чисел. Впервые ова появи. 
аась у Гаусса. С точки зрения модели Пузнкаре плоскостн Ло 
бачевского {ем. статью «Волшебный мир Анри Пуанкаре») — это 
покрытие дзух плоскостей Лобзченского конгруэвтнымн «равно. 
Феареннымн» треугольниками. у которых боковыс стороны Па- 
раллельны. а углы при основаинн равны 60. На  свклиловой 
паоскосгя таких треугольинков. конечно, нет. Треугольликин. все 
нречя уменьшаясь в свонх «евклизопских» размерах [па не с 
точки зрения геометрии Лобачевского}, «прижимаютсн» к линни. 
разделякищей плоскости 
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Необычная ассоциация 


В одном городе учредили ассоциацию 
коллекционеров, объединившую фн- 
лателистов, нумизматов, собирателей 
нгольных ушков и т. п. Решили, что 
правление ассоциации должно состо- 
ять нз нечетного числа персон (это 
удобно ирн голосовании). Решили 
Вески также, что правление разместится 
в одном здании, иричем у каждой пер- 


3 соны (т. е. члена правления) будет 
агадка свой телефонный аппарат внутренней 

связи. А чтобы не усложнять устрой- 
«АКСИОМЫ ство внутренней связи, решили комму- 


татор не устанавливать, а прямо со- 
параллельных» единить каждую персону  телефон- 
ными лиюнями с какими-либо тремя 
персонами. 

— Ну, что же, — сказал один из 
учредителей — ассоциации, —я  ду- 
маю, такая организация работы прав- 
лення достаточно удобна. 

— Особенно мне нравится, — 
сказал второй (известный Собиратель 
математических .диковинок), — что 
работу правления можно описать аб- 
страктной аксноматнической схемой. 
Судите сами, у нас есть три первона- 
чальных понятия: «персона», «ли- 
ниях, чсоединяет», и Мы хотим, чтобы 
выполнялись следующие аксиомы: 

|} число персон ненетно; 

2) каждая линия соединяет ровно 
9ве персоны; 

3) каждая персона соединена ли- 
ниями ровно с тремя другими персо- 
ками. 

— Ну, а какой смысл в этой ак- 
сиоматике? Можно ли из нее вывести 
какне-либо теоремы, чтобы получн- 
лась «теория», отражающая работу 
нашего правления? 

— Отчего же, извольте! Во-пер- 
вых, аксиома | показывает, что хотя 
бы одна персона существует (ведь 
нуль — четное  число!). Далее, 
аксиома 3 убеждает нас, что посколь- 
ку есть хотя бы одна персона, то 
найдутся еще три другие, так что об- 
щее число персон не меныше четырех. 
Наконец, еще раз применяя аксному 
1, находим, что общее число персон 





не меньше пяти. Такова 
теорема этой «теории». 

— Что же, это утверждение, в са- 
мом деле, можно считать теоремой, 
поскольку вы его доказали, 


первая 


то есть, логически вывелн из`аксном. . 


— Или вот еще пример очень 
простой теоремы: среди любых пяти 
персон обязательно найдутся две, ко- 
торые не соединены линией. 

— Ну, это понятно: иначе к каж- 
дому из этих пяти было бы подведено 
не менее четырех линий. 

— Совершенно верно’ Кстати, вы 
сказали: линия «подведена» к персо- 
не. Этому можно дать четкое опреде- 
ленне в рамках нашей аксиоматики. 
Именно, если А — некоторая персо- 
на и { — линия, соединяющая ее с 
некоторой другой персоной, то пару 
(А. () будем называть вводом. 

— И теперь можпо сказать, что 
каждая персона А участвует ровно 
в трех вводах (А. {1}, (А, #Ё.)}, (А, ГУ). 
Это и будет означать, что к А «пол- 
ведены» три линин /,, /, Ь Цаксио- 
ма 3). 

— Прекрасно! — заулыбался Со- 
биратель математических диковинок. 

- Продолжая ваше рассужде- 
ние, можно сформулировать следую- 
щую теорему: число всех вводов не- 
четно. Ведь персон — нечетное число 
(аксиома 1), и каждая участвует ров- 
но в трех вводах. 

Внезапно лицо Собирателя омра- 
чилось. Голос его стал унылым. 

— К сожалению, можно доказать 
также и то, что число вводов четно. 
Ведь кяждзя линия { (соединяющая, 
скажем, персоны А и В) участвует 
вдвух вводах: (А, ди (В. 0, так 
что число всех вводов вдвое 
больше числа всех линий. 

— Да, но это же противоречит 
предыдучцей теореме? 

— В том-то и беда. Выходит, на- 
ша аксиоматика противоренива, раз 
из нее можно вывести две теоремы, 
противоречащие друг другу. Так что 
лопнула наша теория: систему связи, 
опнсываемую  аксиомами 1, 2 и 3, 
просто невозможно осуществить. 





Куапетесите.ги 


Другая аксноматика 


— Что же нам делать? Пойти на то. 
чтобы число членов правления было 
четным? Но ведь нам так хотелось 
этого избежаты 

— Почему же, есть и другой вы- 
ход, — ответил Собиратель мате- 
матических — диковинок. — Оставим 
аксномы | н 2 прежними, а третью 
аксиому заменим следующей: 

3) каждая персона соединена ли- 
ниями ровно с четырьмя другими пер- 
сонами. 

Правда,  прндется проложнть 
болынее число линий, но зато аксно- 
матика станет непротиворечивой, да 
и теоремы сохранятся. По-прежнему, 
общее число персон не менее пяти; 
из любых шести персон найдутся 
две, которые не соединены линней; 
общее число вводов будет четным 
{н здесь уже нет никакого противоре- 
чия). Можно будет доказать и даль- 
пейшие теоремы. 

— Позвольте, но почему вы так 
уверены в отсутствии противоречий? 
Да, с числом вводов теперь все в по. 
рядке; но, возможно, доказывая все 
новые и новые теоремы, мы все же 
натолкнемся когда-нибудьна 
противоречне. Ведь не будете же 
вы утверждать, что заранее знаете 
все теоремы, которые можно доказать 
в теорни, основанной на этой новой 
аксноматике! А если так, то кто же 
может гараитнровать отсутствие про- 
тнворечий? 

— О, здесь я вполне уверен! Сей: 
час я объясию вам прнчину такой 
уверенности. Вы ведь, надень, не 
сомневаетесь в «правильности» ариф- 
метики? 

— Нисколько не сомневаюсь; но 

арифметика-то тут причем? 
А вот причем. Я сейчас из «ма- 
тернала» арифметики построю, как 
говорят математнки, модель для рас- 
сматриваемой аксиоматики. Кстати, 
сколько персон (орнентировочно) бу- 
дет в правленни? 

— Думаю, ие меньше 30 человек. 

— Прекрасно! Условимся считать 
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«персонами» числа 1,2,...., 36,37. 

Удобно расположить их ина окруж- 
ности (рнс. 1), чтобы за 37 «следую- 
щим» было число |. Теперь «линиями» 
будем называть пары чисел, причем 
лишь такие пары, в которых числа 
стоят либо рядом, либо через одно 
на этой окружности. Например, «ли- 
ниямн» будут пары (1; 3), (4; 5), 
(37; 2); а вот пара (3; 6) «линней» не 
будет — числа стоят слииком далеко 
друг от друга. 

— Кажется, я повял, что вы хо- 
тите. В этой, как вы сказали, модели, 
есть 37 «персон», т. е. нечетное число 
{акснома 1). Каждая линия соединяет 
ровно две персоны (аксиома 2), так 
как пара состоит из двух чисел. 





Рис. 1. 


Кроме того, ясно, что в каждой «пер- 
соне» проведены ровно четыре 
лиции (аксиома 3); это можно поясмить 
схемой, показаиной на рнсунке 2. 
Значит, в этой модели выполняются 
все аксиомы 1, 2, 3. Однако почему 
же это гарантирует непротиворечи- 
вость рассматриваемой аксноматики? 

— Так ведь модель-то Эта «сде- 
лана» из чисел: Если бы из аксиом 
1, 2н 3 можно было вывести две про- 
тнворечащие друг другу теоремы, то 
это противоречие обнаружилесь бы 
и в этой модели. Выходит, что, рас- 
суждая о числах, мы могли 
бы получить противоречие. Но, ка- 
жется, в непогрешимости арифмети- 
кн вы не сомневаетесь? 

— Ну, что же, я понял ваши до- 
воды. М, позвольте, повторю их, так 
сказать, в общем внде. Вы рассматрн- 


А 
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Рис. 2. 


ваете две теории. Ри 0. Теория Р 
(в качестве нее была взята арифмети- 
ка) не вызывает сомнений, рассматри- 
вается, как незыблемая и иепогренн- 
мая. Теория же © — это новая тео- 
рия, определяемая списком аксиом. 
Нам нужно получить гарантии не- 
противоречивости теории @. Для этой 
цели применяется такой прием: из 
понятий теорни Р, как из «стронтель- 
ного материала», пытаются построить 
модель теорин О, то есть такую схему, 
в которой все аксиомы теорни @ вы- 
полняются; если это удается сделать, 
то тем самым непротиворечивость те- 
орин О доказана. 


Странная геометрия 


— Мы несколько отошли от обсужде- 
ния вопросов, связанных с ассоциа- 
цией коллекционеров. Но поскольку 
я коллекинонирую — математические 
диковинки, я хочу сейчас предло- 
жить вам одну из них: довольно не- 
обычную модель геометрии. 

— С удовольствием 
на эту диковинку. 

— Представьте, что из плоскости 


«взгляну» 


Рис. 3. 


А В 


Рис. 4. 


удалена (или, как говорят математи- 
кн, выколота) одна точка О (она, 
конечно, есть, но мы как бы не счита- 
ем ее «точкой»). Все же остальные 
точки (отличные от 0) по-прежнему 
будем считать точками. 

В этом весь фокус? 

— Минуточку терпения. Каж- 
дую окружность, проходящую через 
эту выколотую точку О, будем теперь 
называть «прямой» (сюда же олне- 
сем и «окружности бесконечного ра- 
диуса». то есть прямые, проходящие 
через 0). На рисунке 3 изображено 
несколько «прямых». 

— Это уже необычно. Берем 
заведомо  искривленные линии и 
объявляем их «прямыми». Только за- 
чем это? 

— Давайте, для примера, прове- 
дем «прямую» через две точки А и 
В. Как это сделать? 

— Вы хотите, чтобы «прямая» про- 
ходила через точки А и В. Кроме того, 
раз это «прямая», то она должна про- 
ходить и через точку О. Значит, надо 
провести окружность через три точ- 
ки А, В, О (рис. 4). Это сможет ‘сде- 
лать каждый ИЖоОЛЬНИкК. 





Рие. 5. 
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— Но такая «прямая» существует 

н притом молько одна. Вы согласны? 
— Да, поскольку три точки одио- 

значно определяют окружность. 

— Значит, в этой модели выполия- 
ется акснома: через две разные точки 
проходит прямая и притом только 
одна. 

— Кажется, меня начинает инте- 
ресовать ваша диковинка. 

— А теперь посмотрите на рису- 
нок 5. На нем изображен трех - 
гольник АВС. Чтобы найти сум- 
му углов этого треугольника, можно 
взять сумму отмеченных углов при 
точке О. А углы эти составляют вме- 
ст развернутый угол. Зна- 
чит, в этой модели сумма углов тре- 
угольника равна 24. 


0® 


Рис. 6. 


— Потрясающе! 

— Заметьте еще, что в этой модели 
через точку, лежащую вне данной 
«прямой», проходит единствен- 
ная «прямая», не пересекающая 
данной. Это будет окружность, ка- 
сающаяся данной «прямой» в 
точке О (рис. 6): ведь точка О счита- 
ется выколотой. так что две изобра- 
женные «прямые» не имеют 06б- 
щих точек. 


— Выходит, что в этой модели вы- 
нолняется и «аксиома параллельных»? 

— Совершенно верно. И вообще, 
в этой моделн выполияются все ак- 
сномы (а значит, и теоремы) той гео- 
метрини, которая изучается в школе 
(се называют геометрией Евклида. 
по имени ученого, который свыше 
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и лет пазад дал систематическое 
ее изложение). Правда, я описал мо- 
дель пе до конна. Не было сказано. 
как измерять длины. какие треуголь- 
никн следует считать рависбедрен- 
ныне, ит. д. Кроме того, надо добавить 
еще точку 09%) лля полноты эгой 
модели. Цо сущиссть дела ясна: мы 
постронли модель обычной (евклило- 
вой} геометрии. 

— Что же получается? Иеходная 
теория Р — это геометрия. и ИЗ «ма- 
тернала» этой теории построена мо- 
дель той же самой теории? 

Соверщенно сираведливо! Прни- 
вел же эту модель я Линн» для того, 
чтобы показать, что ие так уж стран- 
но считать кривые линин «пря- 
мыми» в иекоторой модели **). 





Рис. 7. 


Трагедия Лобачевского 


А теперь — еше одни экспонат 
из коллекави математических дико- 
винок. Речь идет о геометрии, откры- 
той великим русским математиком 
Н. И. Лобачевеким. 

- Насколько я знаю, он ностро- 
ил геометрию. в которой через точку 
можно провести более одной 
параллельной к  дациой прямой 
(рис. 7). 

- Веро. М хотя все рассужде- 
ння „Тобачевского были логически бе- 





*) са — эю 
пк» . 

**) Читателю ма советуем понять, «Что» 
в эго моделн эк чему»; для этого полезно 
ногнользонаться  пивереней. 


«бесконечно  удиленная 
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Куапетссте.ги 


приправа БЕ 
Гис. 8. 


зупречны, он нри жизни так и не до- 
бился признания свонх идей. Слиш- 
ком уж пеобычны были выводы. 

— Например? 

— Ну, например, параллельные 
прямые сближаются (рис. 8). Можно 
даже построить «бесконечный — тре- 
угольник». стороны которого нопар- 
но нараллелышы (рис. 9). И хотя 
на рисунке 9  нзображены кривые 
линии, в геометрии „Любачевского су- 
ществуют прямые, которые именпо 
так расположены. Далее, сумма уг- 
лов треугольника всегда меньше 
т пет: 1 

— Но ведь это же все не так на 
самом деле!!! 

‚ — Вот, вот! То же говорили и со- 
временникн „Лобачевского. А он 
понимал, что дело-то здесь в том, 
нротиворечива или же нег та геомет- 
рия. которая получается из положен- 
ных в ес основу аксном, кроме того, 


разговоры: «в действительности все 
не так», — основаны лишь на том, 
что паишм пабмодениям достушиа 
неболыная часть пространства, где 


различия между евклидовой геомег- 
рией п его геометрией не замет- 
ны (лежат за пределами точности из- 
мерений). И, кстати, современная фи- 
зика все более подтверждаег это. 

— Удивительно. Чо вы, насколь- 
ко я понял. хотели говорить о чисто 


Рис. 9. 


математическом подтверждении пра- 
вильности геометрии „Лабачевского? 

—- Точнее, о ее  непротиворечи- 
востни- 

— Ах, понимаю!’ Видимо, вы хо- 
тите сказать, что из «материала» ка- 
кой-то теорик 2, в правильвости ко- 
торой мы не сомневаемся, можно по- 
строить модель геометрии „Тобачев- 
ского? 

— Совершенно верно’ И этой те- 
орией Р является евклидова геомет- 
рия' Оказываегся, из «материала» 
геометрии Евклида можно построить 
модель геомегрии Лобачевского. 

— И что же, Лобачевский знал 
об этом? 

— Нет; но ой ностроил другую 
замечательную модель. Ему удалось 
из «материала» своей геометрии по- 
строить модель евклидовой теомет- 
рии. 

— Значит, если бы все были уве- 
рены в непогрешимости геометрин 
Лобачевского и сомневались в пра- 
вильности геометрии Евклида, то этой 
моделью можно было бы убедить 
всех, что геометрия Евклида тоже 
непротиворечива! А ведь желатель- 
но, чтобы все было цаоборот. 


Запоздалая справедливость 


— Вы теперь видите, что Лобачев- 
ский хорошо понимал, что такое мо- 
дель, и как можно было бы доказать 
непротиворечивость его геометрии. 
Надо было, приняв евклидову  ге- 
ометрию за исходную теорию Р, ио- 
строить из её «материала» модель 
теории @ — геометрии Лобачевского. 
Но Люобачевскому ие удалось сделать 
эго. Такие модели были найдены 
лишь после смерти ученого. 

— Кто же сделал это? 

— Бельтрами,  Кэли. — Клейн. 
Пуанкар> и другие ученые *). 

— И что же. эти модели очень 
сложны? 





*) См.. например. статью С. Гинди- 
кина «Феликс Клейш». «Квант». 1975, 
№ 12. 
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— Нет. Вот как, например, стро- 
ится модель, найденная выдающимся 
франпузским матемагиком Апри 
Пуанкаре *). В этой модели рас- 
сматриваются только точки, лажащие 
внутри некоторого круга К. «Прямые» 
же определяются так: берется окруж- 
ность (или прямая), пересекающая 
нод прямым углом окружность круга 
К, и часть этой окружности, лежащая 
внутри А, объявляется «прямой». На 
рисунке 10 показано несколько «пря- 
мых» В этой модели. 

— Эта модель немного напомина- 
ет модель геометрии Евклида, о ко- 
горой мы говорили рацьше. Там то- 
же в качестве «прямых» были взяты 
окружности. 





Рис. 10. 


— И, обратите виимание, в этой 
модели тоже можно доказать, что че- 
рез две точки проходит единственная 
«прямая». Можно в этой модели рас- 
сматривать треугольники (рис. И). 
А рисунок 12 показывает, что через 
точку вне «прямой» и можно прове- 
стн бесконечно много «прямых», 
не пересекающихся с «прямой» а. 
Лве из них (1е, которые касаются 
прямой а иа граниие круга К, то 


=) В статье С. Гнидикиня «Волшебный 
мир Анри Пуанкаре» (с. 9), рассказывается 
о моделе, в которой сточками» служат точки 
верхней полунлоскости, а прямыми — вер- 
тикальные лучи пи ортогональные к грапич 
ной прямой верхние полуокружности. Поду- 
майте. почему это — оливиковые модели 
сбасцомците об ицеереци}. 


Рис. 


14. 
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есть как бы в «бесконечно удаленных 
точках») параллельны прямой а. Ну, 
а на рисунке 13 изображен «беско- 
нечный треугольник», стороны ко- 
торого иопарно параллельны. Коро- 
че, это есть модель именно геометрни 
Лобачевского. Конечно, я описал эту 
модель далеко не полностью: надо 
указать, как измеряются длины, опре- 
делить, какие фигуры считаются рав- 
ными (конгруэнтными) кт. д. Но в 
общих чертах модель строится имен- 
но так. 

— А другие ученые, имена кото- 
рых вы назвали, построили такую 
же модель? 

— О нет! Сейчас известно много 
разных моделей геометрии Лоба- 
чевского. Например, в работах 
Клейна н Кэли построена мо- 
дель, в которой тоже рассматривают- 
ся только точки, лежащие внутри 
некоторого круга К, ино «прямыми» 
у них считаются хорды этого круга 
(без коицов). На этой модели еще про- 
ще увидеть, что через точку вне «пря- 
мой» а проходит бесконечно много 
«прямых», не пересекающихся с а 
(рис. 14). Однако углы, например, 
в этой модели измеряются сложнее, 
чем в модели Пуанкаре. 

— Да, ваши «математические ди- 
ковинки» очень иитересны. Теперь по- 
нятно значение открытия Н. И. Ло- 
бачевского, который не только по- 
стронл совершенно пеобычную гео- 
метрию, но и положил начало для 
нахождения все новых н новых «ге- 
ометрий». Я слышал, что матсматнка 
сейчас рассматривает много разных 
пространств и геометрий, причем они 
применяются в физнке и других об- 
ластях. Наверно, н в вашей коллек- 
ции есть немало удивительиых иро- 
странств, геометрий, математичс- 
ских «миров»? 

— Есть, конечно. Но об этом по- 
говорнм как-нибудь в другой раз. 
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Я описал воображаемый мир. обити- 
тели которого неминуемо должны 
были бы прийти к созданию геомег- 
рии Лобачевского. 

Л. Пуанкаре 


Когда сегодня рассказывают историю 
геометрии „Лобачевского, может сло- 
С. Гиндикин житься впечатление, что докажи соз- 
В датели неевклидовой геометрии ее 
Во ЛИ ебн ЫЙ непротнворечивость — и она была 
бы благосклонно принята. Однако 

МИ прежде всего критиков смущало не 
р отсутствие этого доказательства. Лю- 


Анри ди привыкли, что геометрия имеет де- 


Пуанкаре 


ло с нашим реальным пространством 
н что это пространство описывается 
евклидовой геометрией. Характерно, 
что Гаусс выделял геометрию среди 
остальных разделов математики, счи- 
тая ее подобно механике экспери- 
ментальной наукой. Но прин этом 
Гаусс, так же как и Лобачевский 
и Бойян, понимал, что. во-первых, 
возможны логически стройные гео- 
метрические построения, за которы- 
ми не стоит физическая реальность — 
«воображаемые» геометрии, и, во-вто- 
рых, не столь бесспорно, что в астро- 
помических масштабах в нашем мире 
царит геометрия Евклида. Однако то, 
что понимали лишь немногие мате- 
матики, было абсолютно недоступно 
непрофессионалам. Утверждення ге- 
ометрин Лобачевского они мерили 
на евклидов аршин своей геометри- 
ческой интуиции — и получали не- 
исчерпаемый источник для остроумия. 
Н. Г. Чернышевский писал сыновь- 
ям из ссылки, что над Лобачевским 
смеялась вся Казань: «Что такое 
«кривизна луча» вли «кривое про- 
странство»? Что такое геометрия без 
аксиомы параллельных линий»? Он 
сравнивает это с «возведением сапог 
в квадраты» и «извлечением корней 
из голенищ», и говорит, что это 
столь же нелепо, как «писать по-рус- 
ски без глаголов» (здесь достается 
Фету: «шелест, робкое дыханье, тре- 
ли соловья», над которым, оказывает- 
ся, тоже «хохотали до боли в боках»}. 

Новый этап в развнтин  неевклн- 
довой геометрии наступил, когда по- 





явились первые се модели *). Сейчас 
мы воспринимаем эти модели как 
средство для доказательства непротн- 
воречивости геометрии Лобачевского; 
но онн были замечательны не только 
этим. Даже при благожелательном 
взгляде геометрия Лобачевского ка- 
залась чересчур изошренной, не свя- 
занной с остальной — математикой, 
а модель Кэли — Клейна показала, 
что она естественным образом воз- 
инкаег на столбовой дороге ипроек- 
тивной геометрин, очень популярной 
в то время! С другой стороны. рас- 
смотрение модели, основные понятия 
которой конструируются из образов 
привычной нам евклидовой геомет- 
рии, лавало возможность заменить 
формальное аксиоматическое — изло- 
жение неевклидовой геометрии более 
наглядным. 

Ене одну модель иридумал Анри 
Пуанкаре, заинмаясь чисто аналити- 
ческимн вопросами теории фуикний 
комплексного переменного. Он ис- 
ожиданио обнаружил, что появляю- 
щнеся у него преобразования можно 
нитерпретнроват,» как перемещения 
в плоскости Лобачевского. Это 
открытие произвело иа него настоль- 
ко сильное впечатленне, что много 
лет спустя он вспоминал, как оно 
пришло ему в голову: «без всяких, 
казалось бы, преднествовавших раз- 
думий», когда он поднимался на 
подножку омнибуса во время эк- 
скурсии в Кутанс. Через десять лет 
Пуанкаре сделал замечательное ло- 
полнение к своей модели — подвел» 
под нее «физическое» основание. Рас- 
сказу о модели Пуанкаре и посвя- 
щена эта статья. 


Экскурсия в физику 


Нани геометрические представления 
нмеют физические предпосылки. На- 





*) О моделях см. статьи В. Болтян- 


ского сЗагадка аксиомы — параллель- 
ных» (с.2) н А. Ширшова «Модель 
Кэли — Клейна геометрии  Лобачевско- 


го» (с. 18). 
киил «Феликс Клейн». опубликованную в 
«Кванте» № 12 за 1975 год. 
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а также статью С. Гинли- 
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иример, как прямые мы восприни- 
маем световые лучи. Идущий к нам 
световой луч продолжает казаться 
прямым, даже если ой преломился 
по дороге {панпример, войдя из воздуха 
в воду). Чтобы рассеять эту  ил- 
люзию, нужно поставить  экснерн- 
мент, илн посмотреть на происходя- 
щее со стороны. 

Пусть у мас есть оптически неодно- 
родная среда на верхней полулло- 
скостн (/>0), в которой величина 
скорости света меняется по закону 
сх, у) у цнезавиюимо от направ- 
лення луча). Из приниива Ферма 
следует, что путь распространения 
света между двумя точками есть та- 
кой путь, для прохожделия которого 
свету требуется наименыиее возмож- 





| [6 8 г 
Рис. 1. 


ное время. В нанюй среде (где 
Её {х. у) =вь) свет между двумя точка- 
ми будет распространяться но таким 
кривым Ё (рис. 1), для которых 


Эа (у) _ Ц 
т К, {) 


где © (и) — угол, который касатель- 
ная, проведенная к /. в точке с орди- 
натой у, образует © вертикалью *); 
К — фиксированное для всех точек 
кривой /. число. Ясно, что условию 
{1} удовлетворяют все окружности 
с ментрами на оси х-ов (то есть, пер- 
пендикулярные этой оси}: для каж- 





ы р | 
дой такой окружности А= > где 
=> См. статью С. Верова «Брахи- 
стохрона, или спе одна танна циклонды», 
«Квант», 1975. № 12. 


г — се радиус. При А=0 мы получя- 
ем вертикальные прямые. Можно по- 
казать, что других кривых, удовлеу- 
ворякицих условию (1), нет; этому 
есть ин физическое объяснение (на- 
пример, такое: свет распространяется 
из заданной точки в заданном направ- 
ленин по единственному пути). 
Окружности, периендикулярные к 
оси х-ов, и вертикальные прямые 
(вернее, них части, расположенные в 
верхней полуилоскости) и будут и- 
рать главную роль в нашем рассказе. 


«Пуанкария» и ее геометрия 


Мир Пуаикаре (назовем его в честь 
создателя Луанкарией) представляет 
собой верхнюю полуплоскость {(х, и). 





Рис. 2. 


у2>0} без гранины {у=0} (это важ- 
но!) *). Существа. населяющие Пу- 
анкарию — (луаякаряне). восприни- 
мают как «ирямые» верхние полуок- 
ружности с центрами на оси х-ов (без 
концов!) и вертикальные лучи 
(рис. 2). Будем называть эти прямые 
п-прямымн. П-прямые кажутся пуан- 
карянам бесконечными (свет распрост- 
раняется по ним неограниченно долго), 
а концы п-прямых, — как н вся ось 
х-ов, — невидимыми. Итак,  пуан- 
каряне считают, что их Пуаикария 
неограниченна во все стороны. На- 


*) Можно было бы рассмотреть и стрех- 
мерный» мир. ио на плоскости проще рисо- 
вать картники, и ради этого мы будем иметь 
дело с «нлоскими» существами. 
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зовем невидимые точки п-прямой се 
бесконечно удаленными точками; для 
луча одной из его бесконечно удален- 
ных точек будем считать точкусо 
{бесколечность). П-прямые олнознач- 
но определяются парой свонх беско- 
нечно удаленных точек Нючему?); так 
мы их и будем различать и обозначать 
через /. (%. В), где сх, В — веществен- 
ные числа (одно нз них можег быть 
со} — координаты бесконечно удален- 
ных точек на оси х-ов. 

Попробуем вместе с иуанкарянами 


построить геомегрию их простран- 
ства. Как и нам, — при жизин в 
евклидовом  иространстве, — иекото- 


рые утверждення кажутся иуанкаря- 
нам очевидными. они принимают ях 
без доказательства (аксиомы) и вы- 
водят из них более сложные утверж- 
дения (теоремы. Для нас, смотря- 
них на Пуанкарию со стороны, все 
эти утверждения будут выглядеть ина- 
че, чем для пуанкарян (например, 
п-прямые для нас нолуокружности 
нли лучи!, поэтому мы будем «пе- 
реводить» формулировки иуанкарян 
на свой «прозаический» евклидов язык 
н доказывать по-своему. 
Нанример, иуанкаряне знают, что 
через две различные точки проходит 
н-прямая н притом единственная. 
Для нас же это означает, что через 
две различные точки полуплоскости 
проходит единственная полуокруж- 
ность, нерпендикулярная к оси х-ов. 
нли вертикальный луч (докажите): 
см. рисунок 2. Заметим, что физиче- 
ское объяснение этого утверждения, 
состоящее в том, что свет между дву- 
мя точками распространяется по едии- 
ственному пути — одно и то же и для 
пуанкарян, н для нас (впрочем, для 
геомегрии это объясиение доказатель- 
ной силы не имеет). Негрудио убе- 
диться. что в Пуанкарии справедли- 
вы все аксиомы евклидовой геомет- 
рнн. касмощиеся взаимного раслоло- 
жения точек и прямых и порядка 
точек на прямой. (Чтобы иривык- 
нуть к Пуанкарии. разберитесь с 
н-отрезками, и-полуплоскостями. на 
которые п-прямая делит Пуанкарию 
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так, что и-отрезки, соединяющие точ- 
ки в одной п-полуплоскости, не пе- 
ресекают граничную п-прямую. в 
н-отрезки, соединяющие точки в раз- 


ных пП-полуллОскостях — ее перс- 
секают: нарисуйте п-треугольники, 
п-многоУтолъиики, подумайте о 


п-вынуклости. если вы знаете об 
«обычной» выпуклости. Вам помогут 
рисунки За н 36.) 
Отличие геометрии 
евклидовой  прояляется при  рас- 
смотрении взанмного расположения 
пары п-прямых. Мы уже знаем, что 
две различные п-прямые. могут пе- 
ресекаться не более чем в одной точ- 
ке. Если же они не пересекаются, то 
они имеют общую бесконечно уда- 
ленную точку (невидимую!) или не 


Пуанкарии от 





Рис. За. 


имеют общих точек даже на невиди- 
мой границе. В первом случае мы 
будем пазывать такие п-ирямые ла- 
раллелями, а во втором — сверхиарал- 
долями. Если имеется  п-прямая 
[. (©, В). то через точку внеее проходят 
только две параллельные [1%, р) 
п-прямые (отвечающие бесконечно уда- 
ленным точкам © и В соответственно; 
рис. 4) и бесчисленное множество 
сверхпараллельных, лежащих между 
параллелями. Таким образом, в ИУ- 
анкарин иесправедлива акснома на- 
раллельпых {нас, наблюдателей, виро- 
чем. это не очень удивляет — вель 
иуанкаряне не знают, что их «иря- 
мые» — «не настоящие» !): это и03- 
воляет нам надеяться на То, что ге- 
ометрия Пуаикарии н окажется ге- 
ометрней Лобачевского. 


12 
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Главное, что теперь нам нужно 
сделать. — определить в Пуанкарин 
рассточния и перемещения. 


Расстояния ни перемещения 


С точки зрения оптики естественнее 
всего в качестве расстояння между 
двумя точками А и В взять в Пуан- 
карии время, за которое свет дохо- 
дит из точки А в точку В: тогда п-пря- 
мые будут кратчайшими линиями 
между лежащими на них точками. Из 
физических соображений следуег. что 
определенное таким образом расстоя- 
ние о {А, В) обладает обычными свой- 
ствами слклидова расстояния: 


1} о (А. В)=ь (В. А); 
2) если А, В, С лежат на одной п-пря- 


в. 









Рис. 36. 
мой н Во |АС1Т, то в А,В) + 
+о(В.С) = о (А.С) (свет  распро- 


страняется из А в С по п-прямой и 
пройдет через точку В); 


3) для любых точск А, В, С: (А, В): 
о (В, С)->0 (А, С)— неравенство тре- 
угольника. причем равенство имеет 
место лишь тогда, когла ВЕТАС|] 
{если бы это перавенство ие выпол- 
нялось. то свету на путь по п-лома- 
ной АВС понадобилось бы меньше 
временн, чем на путь по п-прямой 
АС — наибыстрейнему пути, чего не 
может быть). 


Для нуанкаряи введенное 
стояние р первично (заметим, 
относнтельно этого расстояния свет 
распространяется с едниичной ско- 
ростью), н у них нет причин выра- 


рас- 
что 


жать о через что-то еще; нам же 
естественио выразить о через паню 
евклидово расстоянне. Это ие просто: 
приходится иметь дело с перавиомер- 
ным двнжением света, и для вычиеле- 
ния времени, затраченного им, нуж- 
но считать интегралы. Поэтому пони- 
ведем лиинь окончательный отвег: 
г --г 


р(А. Ву = Ш 2 {2) 


—_» 





где г — евклидово расстояние между 
точками А п В. г — евклидово рас- 
стояние между точкой А и точкой В". 
симметричной точке В относителью 
оси х-ов; логарифм берется по осно- 
ванию е (при другом сснованин лога- 
рифма мы нолучим р е точностью до 
постоянного множителя). Евклилово 
расстояние замечательно тем, что име- 


ий 





Рис. 4. 


ется много преобразований — илоско- 
сти, его сохраняющих; такие ипреоб- 
разования и называются леремещени- 
ями. Посмотрим, как выглядят пере- 
мещения в Пуанкарии {и-перемеще- 
ния} — преобразования. — сохраняю- 
щие о, а значит, переводящие п-пря- 
мые в п-прямые. 

Начием с преобразований, ие ос- 
тавляющих ни одной точки па месте. 
Это прежде всего — обычные ларал- 
дельные переносы вдоль оси Х-о0в: 
ТГ, \, м м-та, у. Эти параллель- 
ные переносы сохраняюг и евклило- 
во расстояние, и скорость света 
сх, у) у. а потому и время, которое 
требуется свегу на иуть между двумя 
точками А и В, то есть и-расстояние 
о (Л, В), и, конечно, и-прямые пере- 
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водят в и-прямые. С другой стороны, 
гомотетия Ех, у) (6х. 6у), 5>0. 
пропоринонально изменяя ин евкли- 
дово расстояние, и величину скоро- 
сти света с(х, у), также не меняет 
времени, затраченного светом, то есть, 
и-расстояния о (А, В}. Итак. то. что 
нам представляется  гомотегней (с 
центром има оси х-ов}, пуанкарянам 
кажется перемещением. С помошью 
указанных и-перемешений можно лю- 
бую точку перевести в любую. На- 
пример, точка (х,; у„) переходит в точ- 
ку (0; №) прин и-перемещении = 


\ 


Относительно введенных п-ие- 


у, 1 
ремещений — назовем Хх 
ми — п-прямые распадаются на два 
класса: отдельно можно перевести 
друг в друга полуокружности, а” 
отдельно — лучи (почему?). 


у 


и-сдвиеи- 


Поясиим сейчас, как. используя п-савити 
и свойства введенного п-расстояння р, мож- 
но просто получить формулу (2), выражаю- 
ную р через евклидовы расстояния, в том 
частном случае, когда обе точкн А и В ипа- 
ходятся на оси у-ов: А == (0; ы,). В = (©; и2)}. 
Положим р (А. В) =Ф (цу. у). н ваидем 
внд функцин Ф. Поскольку р сохраняется при 
евклидовых гомотстиях с центром в точке О, 
то 
«А Бы,, 592) = ® вул. \*} 
Кроме того. если С = (0; у3) — третья 
точка на оси у-ов, то в силу сказанного выше 


Чуиь, из) + Чу. уз) = Фу уз. (=) 
Согласно (*) 
ЧУ. уз) = фу) = Ч 2), 
убуз, Уз) == и /уз) = (22). 
Чи. уз) = Му уз) = 423). 
Учитивая 
ние три 


соотношение (хи 
равенства, получим 


(2ь. 2.) = Ча) 4- фо). 
откуда. в предположении, что функция ф —до- 
статочно «хорошая» (см. статью А. Лонин- 
На «Функпиональные уравнения», «Квант». 
1975, № И. $2) #117, где Ё — постоян- 


вый множитель, который вычисляется ие- 
посредственно. 


полелд- 


Найденных п-перемещений еще не- 
достаточно: у нас нет преобразова- 
ний, с помощью которых мы могли 
бы п-прямые одного тина (полуок- 
ружности) перевести в п-прямые дру- 
гого тина (лучи). Добавим для этого 
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\ 
о ыт = 1 з 2 
о 3 2 
Рис. 5. 
п-бимметрии относительно П-иря- 


мых. Для лучен — это обычная осе- 
вая симметрия, а для полуокружино- 
стей — инверсвя  *). (Например, 
н-симметрия относительно и-прямой- 
1. 4—1.) — это миверсия относитель- 
но окружности с центром О- (0; 0) 
радиуса 1: она переводит точку А, 
отличиую от центра О, в точку А", 
лежащую па луче ОД, такую, что 
ЮА |. ОА’|-П. Мы змаем, что при 
инверсии окружности и прямые пе- 
реходят в окружности или прямые, 
причем величииы углов сохраняют- 
ся. На языке Пуанкарии это значит, 
что, например. при н-симметриц от- 
носительно п-прямой 24(—1. 1) п-пря- 
мая [ (и, В) переходит в п-прямую 


и | 
[ее ть В частности, п-прямые 


1. (а, 0). являющиеся ири ©5200 полу- 
окружностями, переходят в п-прямые 


1 
у [ох Г оо), являющиеся лучами, Итак, 


и-симметрин нереводят Пуанкарию в 
себя, причем п-прямые переходят в 
и-прямые. Отдельно проверяется (мы 
эгу проверку опускаем), что п-симмет- 
рин не меняют и-расстояния й. (Виро- 
чем, в Пуанкарин всякое преобразова- 
ине, переводящее п-прямые в и-нря- 
мые, сохраняет р (здесь иет гомотс- 
гнй); в этом — важнейнее отличие 
геометрии Лобачевского ог геометрин 
Евклида. ) 





*› См. статью А. Савина «Ниверсия 
и окружность Аполлония», «Квант», 1971, 
№ 8. или решение задачн М305, «Квант», 
1975, № 9. 
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П-перемещений, которые можно по- 
лучить, комбинируя п-сдвиги с п-сим- 
метриями, уже хватает для того, 
чтобы любую и-прямую перевести в 
любую п-прямую; более того, при 
этом любую заданную точку первой 
п-прямой можно совместить с задани- 
ной точкой второй, и любой п-луч с 
другим п-лучом (докажите!). Зна- 
чит, этими п-перемещеннями можно 


совместить любые п-отрезки равиой 
п-длины, и мы получаем, что такие 


отрезки н-конгруэнтны. Можно но- 
казать, что все ип-перемещения сво- 
дятся к описанным. 

При п-перемещениях утол перехо- 
дит в угол, равный ему в евклидовом 
смысле (поскольку это так для па- 
раллельных переносов, гомотетий, 
осевых симметрий и ниверсий). По- 
этому понятие коигруэнтности углов 
в Пуанкарин не отличается от евкли- 
дова. С учетом этого обстоятельства 
пуанкаряне, точно так же как и мы, 
докажут два признака конгруэнтно- 
сти треугольников: по двум сторонам 
н углу между ними и по стороне и 
двум прилежащим к ней углам. Слож- 
нее обстоит дело с доказательством 
третьего признака конгруэнтиости 
треугольников — по трем сторонам: 
ведь наше доказательство этого 
признака использует тот факт, что 
окружностн пересекаются ме более, 
чем в двух точках. К счастью, ока- 
зывается, что и-окружности совнада- 
ют с евклидовыми (целнком лежащи- 
ми в верхней нолуплоскости), толь- 
ко и-цеитр У них ие совпадает с обыч- 
ным — (это — довольно непростой 


факт), а нотому и с признаком кон- 
груэнтности по трем сторонам в Пуан- 
карин все в порядке. Однако в Пуан- 
карии есть еще один признак комтру- 
энтности треугольников: конгруэнт- 
ны треугольники © попарно  кон- 
груэнтными иглами! (Переведите 
это утверждение на язык евклидовой 
геометрни ин нопытайтесь доказать 
его; см. рисунок 5 и задачу 4.) Значит, 
площадь треугольника в Пуанкарии 
(как и сам треугольник} определяется 
величинами его углов 0, В и у. В ге- 
ометрни Лобачевского сумма углов 
треугольника меныле л. Величииа 
л— {а В-у) называется дефектом 
треугольника. Можно заметить, что 
дефект треугольника ведет себя так 
же, как площадь; точнее: если дан- 
ный треугольник разрезать прямой, 
проходящей через его вершину, то 
нлощадь его будет равна сумме пло- 
щадей получивиихся треугольииков; 
то же будет справедливо и для дефек- 
та Рсякого треугольника: он равей 
сумме дефектов образовавизихся тре- 
угольгичков (рис. 6). Отсюда можно 
вывести, что величина площади тре- 
угольиика в геометрии Лобачевского 
пропорциоцальна дефекту —&-—В—\. 


Несколько задач 


1. а) Убелитесь, что все п-прямые. пер- 
пенликулярцые к фиксированной п-ирямой, 
сверхпараллельны (рис. 7). 6) Покажите. 
что для пары сверхпараллелей существуег 
едииственный общий и-периеиянкуляр ({ри- 
суикн 8 аи д. 

2. Проверьте, что п-биссектрисы и-тре- 
угольника пересекаются в одной точке - 
центре винсанной п-окружности. Подумэй- 
те. что можно сказать 0б описанной П-ок- 
ружиости — всегда лн опа существует (см. 
рисунок 9: на эгом рисунке и-треугольнихи 
А;ВС; — равиобелрениые, с осью симыет- 
рни 2 ©, х): г 12,3: синим цветом 
нзображены перпеидикуляры к и-серединам 
сгорои этих треугольников)? 

3. Убедитесь. что у тупоугольного (но 
не осгроугольного} и-треугольннка высоты 
могут быть сверхпараллельны {на рис. №: 
стороны треугольника показаны сниим цие- 
том, а его высоты — красным). Что можно 
сказать о меднанах? 

4. Покажите, что у равпобелренного 
п-треугольника углы при основании ранны, 
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д-(а+б+р)= 
= (ичбчу] +л-(и+д+у) 





Рис. 6. 





а} 


6) 


Рис. 8. 





Рис. 9. 


45 


а бнесектриса угла при вершине является 
меднаной н высотой. Докажите для этого 
случая четвертый призизк п-конгруэнтности 
треуголыьзиков. 

5. Пусть 1. (5, В), 2 (5, В,). Е. 1%. В.) — 
трн параллельные н-нрямые (рис. 11). До- 
кажите, что существует п-переметение. ие- 
реводящее /[. (©, В) в себя, а (9. Вр — 
в 2 (%.В.). 

Отсюда следует, что в геометрии Любя- 
чевского исльзя определить расстояние меж- 
лу параллелями. 

6. Гели п-прямая ДС, пересекаст и-иря- 
мую Ё, или спверхпзараллельна ей. то она 
проектируется на Ёо в виде конечного в-ин- 
тервала;: еслн же Ё, параллельна Ё.. то 
проекцией является п-луч. 

7. Пусть п-прямая [, перпендикулярна 
к Би пусть А — точка има [о, отстоящая от 
[., на расстояние х (рис. 12). Проведем через 
точку А п-прямую М,. параллельную Г. 
н обозначим через 4х) величину угла, ко- 
торый п-прямая М(..) образует с №. Найдите 





Рис. 10. 


д 
4(х) и покажите, что $(х} 5 при 


х-0 н $(х) —0 при х — оо. 

Функция 9(х) называется фумкцией /Ло- 
бачевскоео; эта фикция связывает величины 
углов и длины. и поскольку для углов су- 
ществуест абсолютная едиинца измерения — 
полный угол, то в геометрии Лобачевекого 
есть такая абсолютная единиша измерения 
и для длии (она с помошью функиии ф пере- 
посится ес углов). В гсометрии Евклида 


я 
Ф&) =, а потому аналогичной абсо- 


лютиой слийицы измерсния длины ист. 


Твердые ‘тела в Пуанкарии 


Пока во всех наших геометрических 
расемотрениях мы руководствовались 
только оптическими предпосылками. 
Здесь нужно подчеркнуть, что  ге- 
ометрия Пуанкаре получилась ие- 
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евклидовой не из-за того, что в 
Пуанкарни иные законы оптики, чем 
паши: мы стронм (моделируел Пуан- 
карию в нашем собетвениом мпре и 
законов физикн не меняем! Оптиче- 
ские же иллюзии пуанкарян объяс- 
няются оптической неоднородностью 
нх мира. 


Хотя, безусловно, самой яркой ре- 
алнзацией прямой линии является 
световой луч, мы все же не измеряем 
длин при помощи времени распро- 
странения света — для этих целей 
у нас есть лниейка. Вероятно, стоит 
обзавестись линейкой и иуанкаря- 
нам. Конечно же, пуанкаряне из- 
готовят липейку «п-инрялюй»: но если 
пуанкарянни иеренесет такую лн- 





[74 
Рис. И. 


5 


нейку из одного места в другое, то 
она «прямой» (п-прямой) ему уже не 
покажется. С точки зрения пуанкаря- 
нина при движении твердого тела 
меняется его форма. Как же иуан- 
каряния должен реагировать на это? 
Ясно, что нужно как-то увязать по- 
нятне твердого тела с геометрней 
Пуанкарии, ииаче пуанкарянам при- 
дется поверить в существование 
сверхъестественных сил. Анри Пуан- 
каре придумал остроумный выход из 
этого, казалось бы, безнадежного поло- 
жения: — он воспользовался явлением 
теплового расширения тел. 

Пусть в Пуанкарин у всех тел одн- 
паковый коэффициент теплового рас- 
ширення и пулевая  теплопровод- 
ность, а размеры тел пропорциональ- 
ны абсолютной температуре Т. (За- 


метим, что в этих условнях ири помо- 
щн обычного термометра пуанкаряне 
не могут измерить температуру, по- 
скольку такое измерение предполага- 
ет сравнение расширения тел с раз- 
ными коэффициентами теплового рас- 
ширения.) Твердое тело  характери- 
зуется тем, что ири движении в среде 
с постоянной температурой расстоя- 
мие г (А, В} (евкдидово} между лю- 
бымн двумя его точками А и В сохра- 
няется. Но если тело переместится из 
области с темиературой Т, в область 
с температурой Т,. то расстояние 
между его точками умножится на 
ТУТ, Арутими словами. остамется 
прежним отношение А,Ву/Т. 
А что будет. если тело сразу окажется 
в области с разными температурами? 


^ 


а 
^ Ах 









Рис. 12. 


Какая величина будет сохрамяться в 
этих условнях? Пусть, например, до- 
статочно большое твердое тело пере- 
мещается в среде, где по одну сторону 
от некоторой прямой т температура 
Т,. а по другую — Т.; пусть А — 
точка тела, находящаяся в области 
с температурой Т,, а В — точка те- 
ла, находящаяся в области с темпе- 
ратурой Г.. Возьмем ломапую с кон- 
ками в точках А и Ви вершиной С 


на прямой т. Обозначим |АС|]=л,, 
СВ —г, м рассмотрим величину 


ГИГ, г./Т.. Оказывается, что при 
движенни в такой температурной сре- 
де сохраняется наименьшее значение 
величины г/ Г. г./Т.. взятое по всем 
ломаным с вершинами на прямой т 
и с концами в двух данных точках 
Ан В! Далее можно в точности пов- 
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торить те же рассуждения, что и при 
применении приннипа Ферма, напри- 
мер, к выводу закона преломления 
Сиеддиуса, и мы получим, что искомое 
нанменьшее значение будет отвечать 





. 2 51 2% 
ломаной, для которон —— =, 
т та 


где хх; — угол соответствующего зве- 
на ломаной с пормалью к прямой т. 

Пусть тецерь в Пуаикарии в точке 
(х; и) постоянно поддерживается аб- 
солютная температура Т (х, у-у. 
Тогда за счет выбранного температур- 
ного режима при движении твердых 
(в нашем смысле!) тел будут сохра- 
мяться уже ие свклидовы расстоя- 
ния, а п-расстояния, и с точкн зре- 
ния пуанкаряи (ведь онн не чувству- 
ют разницы температур!) размер те- 
ла, движущегося в такой среде, 
сохраняется, то есть оно — п-твер- 
дое. Осталось позаботиться лишь 
о том, чтобы все предметы имели 
малые теплоемкости и перемещались 
настолько медленно. чтобы находить- 
ся в тепловом равновесии, и чтобы 
изменение температуры было для иху- 
анкарян незаметно. — В результате 
пуанкаряне не только ие увидят гра- 
ницы мира, но и не смогут инкогда 
добраться до нее: при приближении 
к гранние температура стремится к 
абсолютному нулю, а потому будут 
стремиться к нулю и размеры пред- 
метов, без изменения пропорний меж- 
ду предметами. Анри Пуаикаре ста- 
рался исключить для пуанкарян все 
возможности узнать, что их неевкли- 
дов мир всего лишь сконструнрован 
в нашем евклидовом. Но все ли он 
предусмотрел? Если вы обнаружите 


какие-либо неучтенные возможности 
пуанкарян, напишите нам об этом. 
47 
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В этой статье рассматривается модель плос- 
кости Лобачевского, отличная от модели 
Анри Пуанкаре. о которой рассказано в 
статье С. Гиндикина «Волшебиый мир Анри 
Пуанкаре», 


Определение «плоскости» 


В геометрии Евклнда мы имеем дего 
с точками и прямыми обычной плос- 
кости, и с помощью всем известных 
перемещений (параллельных перено- 
сов, осевых и центральных симмет- 
рий и поворотов) можем любую точ- 
ку плоскости перевести в любую дру- 
гую, любые две точки, лежащие на 
заданном расстоянин, перевести в 
другие две точки, лежащие на таком 
же расстоянии, и любые две прямые 
перевести в две прямые, образующие 
такой же угол. Сейчас же мы рас- 
смотрим геометрию, почками которой 
будут внутренние точки некоторого 
коуга (без точек ограничивающей его 
окружности), а прямыми — всевоз- 
можные хорды этого круга (без кон- 
цов); опишем все перемещения такой 
«плоскостия, и затем введем расстоя- 
ния между «точками» н углы между 
«прямымн» так, чтобы они сохраня- 
лись при указанных перемещениях- 

Можно проверить, что геометрия. 
которую мы построим, «ничем не ху- 
же» евклидовой: в ней будут выпол- 
нены все аксиомы, кроме «аксномы 
параллельных»: легко видеть, что те- 
перь через «точку» вне «прямой» мож- 
но провести более одной, ее «ие пере- 
секающей». На рисунке | через точку 
А, яе лежащую на хорде [., прове- 
дены две хорды — [: и 2... имеющие 
с Г. по общему концу; эти хорды РЁ, 
и [. называются параллельными [., 
цоскольку мы рассматриваем как 
прямые хорды без концов, и с нашей 
новой точки зрения прямая [. не пе- 
ресекается ннсЁ,, нис 2... (Отметим 
также, что прямые, «не пересекаю- 
щнеся» с Ё, расположены в области, 
ограниченной прямыми [и Ё., 3а- 
крашенной синим, а прямые, пересе- 
кающиеся с Ё— в незакрашен- 
ной областн.} Значит, «новая? 


Куапетестеги 


Куап.тссте.ги 


геометрия будет ничем иным. как геометрией „Лобочевского. Эта модель 
геометрин Лобачевского называется моделью Кэли — Клейна; о ней уже 
упоминалось в статьях С. Гиидикина «Волшебный мир Анри Пуанкаре» 
(см. с. 9) и«Феликс Клейи» (см. «Квант» № 12 за 1975 год). 


Определение перемещений 


Нам понадобится результат задачи М305а), решение которой было онубли- 
ковано в «Кванте» № 9 за 1975 год (с. 35}. 

Пусть хорды АЛ’ и ВВ" нашего. круга пересекаются в точке ЛР. не лежа- 
щей на окружности (рис. 2). Рассмотрим хорды АВ и А'В’ и проведем че- 
рез точку Р прямую, пересекающую эти хорды в точках С и С’ соответствен- 
но. Пусть, далее, |АР|-|А’Р|р- &, |@С|-СВ| = $, СР| = д, С'Р|=Ф. 

: 
= Если теперь 
через точку С провести произвольную хорду А.В, и построить проходящие 
через точку Р хорды А, А,. В,В\, то хорда А\В, пройдет через точку С”. 
нбо величнны 9, Г. $ не изменятся. 





Тогда, как это следует из решения задачи МЗО5а). 9’ = 





Ркс. 1. Рис. 2. 


Итак, © любой точкой Р, не лежащей на окружности, мы можем связать 
некоторое олображение ф, нашего круга на себя: нужно через точку С 
круга провести произвольную хорду АВ, построить хорду А’В’, соответ- 
ствующую хорде АВ относительно выбранной точки Р, и образом точки С 
считать точку С’ пересечения прямой СР с хордой А’В’ (образом точки С 
мы называем точку С’, в которую переходит точка С при отображении 
Фр : С’ = фр (С); отображение $ф, можно корректно доопределить для 
точек, лежащих на окружности; подумайте, как). 

Из сказанного следует, что положение точки С’ не зависит эт выбора 
хорды АВ. Назовем отображение фр элементарным перемещением первого 
или второго рода, в зависимости от того, внутри или вне круга находится 
точка Р. 

Причислим к элементарным перемещениям второго рода также ото- 
бражения, являющиеся осевымн симметриями относительно любого диа- 
метра 4 нашего круга: обозначим эти отображения через $. 


Замечание. Элементарное перемещение Фр первого рода оставляет неподвижной 
единственную точку Р, а элементарное перемещение второго рода оставляет неподвижны- 
ми все точки хорды. соеднняющей точки касання двух касательных к окружиостн, прове- 
денных низ точки Р. 


9 
о* 


Будем теперь считать перемещением любое отображение, получающееся 
в резулыпате последовательного выполнения мескольких элементарных пере- 
мещений. 

Элементарные перемещения, а значит, м перемещения, все точки какой- 
либо хорды переводят в точки некоторой хорды, и образ пересечения двух 
хора прн каком-либо перемещении совнадает с пересечением образов этих 
хорд. 

Наиии перемещения переводят прямые в прямые, причем любая точка 
первой прямой может быть переведена в любую точку второй (проверьте 
это). 

Задача 1. В окружность вписана равнобочная трапеция, боковые стороны кото- 
рой пересекаются в точке Р, а лиагонали — н точке 0; & — диаметр, лежащий на прямой 
РО. Докажнте. что Фа=фрФо =ФоФр Фм Фх означает последовательное выполнение 
перемещений фл н фм}. " 

Теперь нужно определить «расстояния» между точками нанюего круга 
и «углы» между прямыми так, чтобы они сохранялись при описанных пере- 
мещениях- 


Расстояния и углы 


Пусть С ин В — две точки нашего круга. Проведем через них «прямую» — 
хорду АВ, соединим точки А, С, О и В с некоторой точкой Р, не лежащей 
на окружности, н обозначим углы, образовавшиеся при точке Р, через хх, 


з 5 ‚ ОВС] И 
у иВ (см. рис. 2). Рассмотрим отношение АСАР Имеем: 
[401-182] Здгр-$гве _ [АР РОБт (а -- т) |РО-РЕ-<ии (В + №) _ 
[АСВВ $рАс-Зрев ^ МРНРС|-ят «РО |Р В]. 5 В 2 
__ и (@ У) зи В --У) (1) 
В ут -$т В " ) 


(Здесь $хух — обычная площадь треугольника ХУЙ.) 
Понятно, что если С’и О’ — образы точек С н В при элементарных 
перемешениях Фр (или ф.}, то 
14°Б-1В°СА АБС 
1А7С-187Б — Аа 18 Ру 


(поскольку углы я, В и у не меняют своей величины), и, следовательно, 
элементарные перемещения, а значит, и перемещения вообще, сохраняют 
это отношение. 

Определим «расстояние» между любыми двумя точками С и В так: 

1АП- ВС] 
п {С, 79) = 1085 1А&] ВБ . 

где 9 > ] — некоторое фиксированное число. 

Важное замечание. При определении расстоянкя существен порялок точек 
на прямой АВ. именно: если мы ищем расстоянне р {С. Р). то точка А — сохелияя с С точ- 


ка. а точка В — соседняя с О точка; если же мы ищем р (2, С), то А — соседняя с О точка 
(соответственно В — соседняя с С точка). 


Для обычиого расстояния между точками С и О мы сохраним обозна- 
чение [СП]. Из формулы (1) следует, что р (С, 0) >= 0, причем г (С, В) =0 
лииь в том случае, когда точки С и О совпадают (то есть ф = 0}. Кроме 
того, © (С, О) = р (р, С). Если же есть три точки, С, р и Е, лежащие иа 
одной прямой, причем точка О находится между точками Си Е, то 

р (С, В) тр. Е) = РСС, Е} 
(проверьте оба утверждения). 
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Задача 2. Докажите, что для произвольных трех точек А, Ви С выполняется 


«неравенство треугольника»: 
р (А, С) р (8, Ор (а, В). 


Таким образом, расстояние р ведет себя как и обычное. 


Задача 3. Докажите, что для любой прямой АВ, любой точки С на ней и любого 
положительного числа { можно указать ровно две такие различные точки О и р, на пря- 


мой АВ, что р (С,0)==р (С, О1)-= 2. Другими словамн, докажите, что от точки можно отло- 
жить отрезок любой длниы. 


Две фигуры (например, треугольники, отрезки, углы) мы будем называть 
конгруэнтными, если найдется перемещение, переводяиее одну из них в 
другую. 

Из того, что ири перемещениях сохраняется расстояние, следует, что 
конгруэнтные отрезки имеют равную длину. 

Задача 4. Докажите существование н единствсиность середнны отрезка. 

Задача 5. Докажите, что отрезки, имеющие одинаковую длнну, коигруэнтиы. 

Осталось ввести величнну угла. 

Пусть есть некоторый угол с вершиной в точке С, — угол С. 
Возьмем любое перемещение, переводящее точку С в центр данного 
круга, и положим величину угла С равной евклидовой величине угла 
{с вершиной в центре круга), в который угол С переходит ири этом 
перемещении. Из дальнейшего будет следовать, что эта величина не зави- 
сит от выбора перемещения. (Попы- 
тайтесь получить это самостоятель- 
но, доказав, что повороты вокруг 
центра нашего круга являются пере- 
менениями и в геометрии Лобачев- 
ского.) 


Теорема косинусов 


Введем такне обозначения: если [— 
некоторый отрезок, то | {| — его обыч- 
ная (свклидова) длина, ((] —есо дли- 


Рис. 3. 





{й 
на в новом смысле, а П= о оь г (9>>1 — основание логарифма в опре- 
[2 > 


деленни расстояния р). Заметим, что величина [[] всегда меньше едини- 
цы (но больше нуля). 

Рассмотрим треугольник АВС, у «оо вершина С совпадает с 
центром круга. Пусть [ВС] =а, | АС]=6, | АВ] =с, и г— радиус круга. 
Продолжим сторону АВ ло пересечения с окружностью в точках М и №, 
соединим точки М и А с вершиной С (рис. 3) и обозначим образовав- 
шиеся углы через а, ун В (у— угол при вершине С треугольника АВС). 


Тогда МАС = ММС = а. и по обычной теореме синусов нахо- 
дм: 


ПЕ 
с05— р. =. 


-— авт. ©) 


с05 2 


а+-В-+ у 
<05 И 


— «Ву (3) 


С05 р) 


а| 


г 


16| 


г 
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Далее: 
Е в СЫ 
и поэтому 
= 1. (4) 
Аналогично, 
=. (5) 


В силу формулы (1) 


[с\ — тов, "Ед +. 


1 ы та -5т В у 
значит, 
т зп (а -- №) -зт (В -- *) — япа-зт В 6 
[<] = зп (м -- ф-т (В -- 1) —- чи а-зш В ^ (6) 


Из соотношений {4) — {6), с учетом (2) и (3), несложными, но довольно 
громоздкими вычислениями получаем, что 


| — [2] — [5] 
СРР. {1 — [а] - [6] -с0$%)®. (7) 


Соотношение (7) является аналогом теоремы косинусов обычной геометрин. 
Так как при перемещениях величины [а}, {6} и |с', а следовательно, и 
[а], 16}, 151, не меняются, то этим соотношением оправдывается определе- 
ние величины угла, данное в предыдущем пункте. 


Докажем теперь два замечательных утверждения геометрии Лобачев- 
ского. 


Две теоремы 


Теорема 1. Сумма углов любого треугольника меньше п. 
Доказательство. Рассмотрим вначале прямоугольный тре- 


угольник АВС, с прямым углом при вершине С: С= —- (рис. 4). Из 


теоремы косинусов следует, что 


(1— [а12){1— [6]2) = 1-6, (8) 
или 
[се = [ай - 6] ар. Е. 
Далее, из этой же теоремы (см. рис. 4) 
| — [а] — [с й 
ПР = (1 11-16] 03 8) 
подставив сюда выражение (8) для [с], получим 
1 — [4] 2)2(1 — [$] ь 
ЕВ (1 — а]. 61 соз В), 
откуда 
1-— [а = 1 [2]. 2] -с0$ В, 
и 
@] 
[5] * 


а 
то есть В -- агссо$ о 


с0$ В = [1 


22 


НЗ 
[< ' 
а-В- агссоз №Р 1 агссоз [21 — агссок [91-121 — У В — ве — 19 
[<] [а [12 
Поскольку [<]? -= [а]? + |6]? — [@]2-6]2, то выражение, стоящее под знаком 
последнего арккосинуса, можно преобразовать в такое: 


Аналогично, а = агссо$ и мы получаем. что 


[1 -= Уб@е—атлыэаы?— [121615 _ [91-184 Ёп 
[21-8] -— У 4] м уе — [а] *[617) — т и — а —@а-—168)|. 
и так как О<а<Т и 0<4[$]<1 (см. ранее сделанное замечание), то пос- 
леднее выражение положительно; значит арккосинус от него строго мень- 


д л 
ше >, н мы получаем, что @ -- <. то есть 


д 


аб +=. 


Случай прямоугольного треугольника разобран. 
Рассмотрим теперь произвольный треугольник АВС н предположим, 
что (с! —самая длинная его сторона. Опустим из точки С на сторону АВ 


с С 


И р 


А 
А 
Рис. 4. Рис. 5. 


перпендикуляр СДО. Он разбивает наш треугольник АВС на два прямоу- 
гольных: треугольник АСР с «острыми» углами ая и т н треугольник 


ВСР — с углами 6 и В (рис. 5). По доказанному, “ +7 и В:5< 


д . , 
<>, откуда сумма углов треугольника АВС: о--вВ--у--6 — меньше д. 


Пусть читателя не смущает выражение «опустим перпендикуляр». 
Легко проверить, что факты, использованные нами при доказательстве тео- 
ремы 1, не опираются на аксиому параллельности, и при желании их все 
можно доказать, как и в обычной геометрии. 

Теорема 2. Четвертый признак конгруэнтно- 
сти треугольников. Если уелы одного треугольники соот- 
зетственно конгруэнтны углам другого треугольника, то эти треуголь- 
ники конеруэнтны. 

Доказательство. Обозначим величины [а], [6] и 15] для тре- 
угольннка АВС через х, у и 2. косинусы углов, соответственно лежащих 
против сторон а, бис, — через и, п ир. Получим, используя теорему коси- 
нусов (7), систему трех уравнений с тремя неизвестными х, у и 2: 
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1 
(1—2) * (1 —пнуг) = 1—9) * (— 29) *; 
4 


— = 2] 


(1—5?) * (1—пхг) = (—х") 2 (1—2) ®; 
1 


2: = тт 
(1—2) (рю) = @— м) (1-м) °; 
(значения м, п ир нам заданы, так как величины углов известны). 
Эта сисгема имеет единственное положнтельное решециике: 








хХ —— { В 
ь пр-т, У- тр-л ' “ит-Ер 


где р : 

0 — ти р?--2тпр— 1 (проверьте!). 
Следовательно, задание углов однозначно определяет стороны треуголь- 
ника, и теорема 2 доказана. 


Площади. Прнложення 


Мы пе имеем воаможности подробно говорить о теории площадей в геометрин Лобачев- 
ского. Поэтому ограничимся лишь краткимн замечаниями. Допустим, что каждому 
миогоугольнику Т, не обязательно вынукло- 
му (но без самопересечення), поставлено в 
соответствие некоторое положительное чис- 
ло $ (Г). причем: 

1) если многоугольник Т разбит на 
некоторые многоугольники Ту, Го. ..., Ги. 
то $ (ТГ) = 5 (Ти Е $5 4Т +... $ (Ть: 

2) если многоугольники Гун ТГ, конгру- 
энтны, то 5 (Ти=$ (Т.). Тогда будем гово- 
рить, что $ (Г) —площадь многоугольника Т. 

Предоставляем читателям доказать или 
убеднться на простых примерах, что в плос- 
кости Лобачевского в качестве площади 
п-угольника Т может быть взята величина 
$ (Ту Ца — 2) па, Ро. +... Рад) |, 
где /. — произвольное фиксированное поло- 
жительное число (коэффициеит пропорцио- 
нальностн). п — число сторон, ам, “.,.... яз — внутренние углы многоугольника. 

У казание. Заметьте, что величниа (п — 2) д, — эта сумма внутренних углов 
п-угольника Т в геометрии Евклида, то есть, что величина $ (Г) пропорциональна от - 
личию сумм углов мпогоугольника в евклидовой геомстрин н геомстрин „Лобачевского; 
попробуйте доказать сформулнрованное утверждение для треугольников. Вам поможет 
статья «Волшебвый мир Апри Пуанкаре». 

‚ Площади крнволинейных фигур (нанрнмер, площадь круга} вычнеляются, как и обыч- 
но, с помощью предельного перехода. Докажите, например, что площаль круга радиуса Ю 


равиа 
( © 
яд 9 4 —т + ] . 


И! в заключение отметим следующее обстоятельство. Все выш? нзложениые результаты 
могут служить источником многих задач обычной геометрии, а также использоваться пря 
решении задач. 

Поясним это на примере. 

Через точку Р, лежащию на днаметре АВ (рис. 6), проведены хорды ММ" и ММ’. Нуж- 
но доказать, что хорда ТТ", перпендикилярная к диаметру и проходящая черел точку Р. 
пересекается хордами МХ и М'М’ в точках $ и 5’. равноудаяенных от точки Р. 

Решенне. Перемещение фр переводит хорлу МА в хорду М’М№”, а хорду ТТ’ пе 
реводит в себя. Поэтому точка $ переходит в точку $’ ир (Р. $)-= р (Р. $”). то есть 

171-1751 _ | 7”Р]-17$*| | 
ГРУГИРРТ = РА» "ИТР | 
мз этого следует, что |$Р\) = |5”Р]. . 

Задача 6. Докажите аналогичное угверждение для случая. когда точка Р лежит 

на продолженни днаметра АВ. 
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Рис. 6. А 
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Головоломка Сэма Лойда 


Сэм Лойд {1841--1911) ва редкость нзобретагельный аме 
рикаиский конструктор головоломок 
Многие его головоломки, если их несколько иначе сформу- 
‚ировать, превращаются в проолемпые математические за- 
дачи. допускают обобщение. наталкивяют па повые задачи. 
Но х Лойда задачи даются в заннмательной ‘игровой форме. 
Лойд опубликовал тысячи заннмательных задан (не тольк 
математических, но также лингвнетинеских хматных} 
Ои сам делал рисункя к залачам, более тог‹ гла сам! 
бирал ни печатал свой ипроизвеления. Головоломка, которую 
мы злесь помещаем, публиковалась в кинге «ат 1.0у4'5 
Рите». ммиедшей в Филадельфии. в 1912 голу 





















Прн осмотре этой мшиени спор разгорелся зн п юв и набрали но 71 очк 
лишь о том, кто из стрелявших поразил Сможете ли вы указать три набора из ше 
роизие сги чисел. содержащих но 71 очку? 





иснтр: было известио. что все трое 
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Квантовая механика — это наука о 

закопах дрижения микрочастии (ато- 

мов, электронов, нейтронов и т. п.)}. 

Это — физика микромира. Она объяс- 

няет множество важиейших явле- 

ний — и радиоактивный распад, и 

электроироводиость металлов, и пря- 

роду химической связи. Мо прежде 

М. Волькенигиеан всего квантовая механика объяснила 

линейчатые спектры — атомов — от- 

‚ ветила на вопрос о том, почему ато- 

мы сиособиы испубкать или погло- 

Квантование щцать свет лишь со строго определен- 

ными частотами колебаний световой 

И стоячие волны волны. Квантовая механика показа- 

ла, что электроны в атомах могут 

обладать только фиксированными, 

прерывиыми значениями энергии. 

Физики обычно говорят, что элект- 

роны располагаются па дискретных 

уровнях энергии Е,. Е., ... — энер- 

гия электрона в атоме кваптована, 

Поглощение или исиускание света 

атомом . происходит при переходе 

электрона © одного уровия энергии 

на другой. В первом случае электрон 

переходит с уровмя с мепьтей эяергьн- 

ей на уровень с большей энергией, во 

втором случае — наоборот. Частота 

испускаемой (или поглощаемой) свето- 

вой волны определяется условием 
частот Бара. 


Е» — Ел. 
Уд" = Е > (1} 


где ЁЕ„. Ел’ — уровни энергии. п, 
п’ — змачепия квантового числа, ха- 
рактеризующего эти уровин. 

Одна из главных задач квантовой 
механики состоит в нахождении кван- 
тованных значений энергии для дан- 
ной системы частиц, в частности, для 
атома. Согласно уравнению (1) ре- 
шение такой задачи означает одно- 
временно и расчет спектра системы, то 
есть определение набора частот света, 
испускаемого этой системой. Стро- 
гое решение этой задачи сводится к 
решению осповного уравнения кван- 
товой механики, так  называехлюго 
Пси хскание Погитиение уравнения Шредингера. Это—диффе- 

ёветы сесше ренциальное уравпение в частных про- 
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изводных второго порядка, и школь- 
ник, разумеется, не может сего ре- 
шить. Однако ряд интересных резуль- 
татов. относящихся к квантованию 
энергни, можно получить, не решая 
уравнения Шредиигера, исходя из 
довольно простых соображений. 
События. происходящие в микро- 
мире, стали объяснимыми лншь после 
того, как появилась идея о волновой 
природе микрочастиц. Эту идею внер- 
вые высказал де Бройль. Он пред- 
положил, что наряду с кориускуляр- 
ными свойствами материальные ча- 
стицы обладают волновыми свойства- 
ми и между иими существует одно- 
значная связь. Частице, движущейся 
со скоростью и и обладающей им- 
пульсом р=оти, соответствует волно- 


мо 
А 3 


Рис. 1. 


вой процесс, который характеризуется 
длиной волны, равной 


я 


Е (2) 
где Л 6,62. 10-3* ожрек — иосто- 
янная Планка. Многочисленные экс- 
перименты подтверждали  снравед- 


ливость гипотезы де Бройля. и нх 
результаты прекрасно совпадали © 
теоретическими данными, получен- 
нымн с использованием формулы (2). 

Именно волновые свойства  элект- 
ронов приводят к дискретным значе- 
ниям энергии атомов. Для того чтобы 
пояснить, как это происходит, вос- 
пользуемся механической — апалоги- 
ей — колебаниями струны © закреп- 
ленными концами. 
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При возбуждении струны с за- 
крепленными — концами на ней 
устанавливаются стоячие волны. При 
этом между концами струны может 
уложиться лишь целое число полу- 
воли. Если длина струны 2. то воз- 
можные длины стоячих волн находят- 
Ся ИЗ УСЛОВИЯ 


И =, 
м р, 
Нли . 
: 21 
я 4 
де = 2, 8, . фи 1. 
Понытаемея прин помощи модели 


стоячих волн на струне найти усло- 
вия квантования для нескольких за- 
дач квантовой механики. 


Электрон 
«в потенциальном ящике» 


Допустим, что электрон может сво- 
бодно двигаться вдоль отрезка дли- 
ной Г без действия каких-либо сил. 
Иными словамн, потенциальная энер- 
гия электрона в этом интервале равна 
нулю. А на гранниах отрезка по- 
тенциальная энергия электрона воз- 
растает до бесконечности. Электрои 
ведет себя так, как вело бы себя тя- 
желое тело. имеющее возможность 
свободно двигаться по дну ящика с 
бесконечно высокими вертикальны- 
ми стенками, упруго отражаясь от его 
стенок. Спрашивается. каковы воз- 
можные значения энергин электрона? 

Если у струны закреплены концы, 
то на них обязательно располагаются 
узлы стоячей волны, которая не рас- 
пространяется за пределы струны. По- 
добно этому тяжелое тело в ящике не 
может выйтн за его пределы, так 
как это требует бесконечно большой 
энергии. Электрону, движущемуся 
в «ящике» со скоростью ©, соответ- 


Зее В я 
ствует волна де Бройля А т По- 


скольку электрон не может выйти 
за пределы отрезка 2. (он упруго отра- 
жается от стенок кхящика»), то и вол- 
на де Бройля должна отражаться от 
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стенок ящика. 
картину, 


Поэтому волновую 
соответствующую движе- 
иню электрона, можно представить 
как установившнеся стоячие волны 
де Бройля. Узлы должны распола- 
гаться на концах отрезка [., а на 
самом отрезке должно укладываться 
мелое число полуволн (рис. 2), то 


есть должно выполняться условие 
Ы 2 
= р = П=1.2:9...). 


Отсюда следует, что скорость элекг- 
рона виутри ящика квантована: 


й ни р 
бп = ид, =. Ед ыы. (9) 
Соответственно квантована н его 


кинетическая энергия. Внутри яние 
ка потенциальная энергия электро- 
на разиа нулю и, значит, полная 





————— м 
Рис. 2. 


энергия совпадает с кинетической: 


ми? 
Е 
Подставляя сюда возможные значе- 
ния скорости (3), находим 


пен? 
Вл ГЕ (4) 


(п=1, 2,3. ...). 
На первый взгляд этот результат ка- 
жется неожиданным. Ои означает, 
что и энергия тяжелого тела, движу- 
негося в ящике с бесконечно высоки- 
ми стенками, должна быть квантова- 
на. Одиако даже для очень малой 
частицы кваитование становится за- 
метным лишь в том случае, когда 
«ящик» имеет размеры порядка атом- 
ных. Действительно, для электрона, 
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масса которого т=9,8.10-* г, поме- 
щенного в ящик длиной Ё=1 см, 
возможны значения энергии 


(6.62.10-34)2 
8.9.8.10—1.10- 


==п?.5,6-10-330ж —= п?.3,5-10—1$3в, 


н «расстояние» 
уровнями 
ПРЕ, == 
=(2п--1).3,5-10-1° зв. 
Это «расстояние» столь малб, что 
практически снектр электрона 
сплошной. Если же ящик имеет раз- 
меры атомного порядка, например, 
1=1А={0- см, то Е =1*.5,0Х 
х 10-1 дж-и?.35 зв, и «расстоя- 
ння» между соседними уровнями 


АЕ, =(2п-Е1).35 98. 


о — м? 
Е, =н 


—: 


между соседними 


Это очень болыние «расстояния», и 
спектр энергии действительно 
дискретный. . 

Условие квантования энергии (4), 
которое мы получили, пользуясь ана- 
логией с колебаниями струны, ока- 
зывается вполне строгим — оно точ- 
но совпадает с тем, которое дает ре- 
шение уравнения Шредингера для 
данной задачи. Мы еще вериемся к 
формуле (4) н покажем, какие инте- 
ресные результаты из нее следуют. 
А пюка обратимся к другой задаче. 


Гармонический осциллятор 


Рассмотрим квантовацие гармоии- 
ческого осциллятора. Так называется 
частица, находящаяся под действи- 
ем упругой силы /= —Ах, пропор- 
цнональной отклонению х частицы от 
положения равновесия и стремящей- 
ся вернуть частиду в это положение. 

Коэффициент пропорциональности 
& — константа, характеризующая уп- 
ругие свойства системы, со стороны 
которой действует упругая сила. На- 
пример, в случае пружины А — же- 
сткость пружины. 

Выведенный из положення равно- 
весня осциллятор совершает гармо- 


нические колебания с частотой 


ТУДЕ Г 

= — —. хз 

а т (5) 

Энергия гармоцическога оспиллято- 
ра в любой момент времени (при лю- 
бом отклонении х от положения рав- 
новесия) ей из потениналь- 


и. ту 
ной П = —> и кинетической К’ з= —— 


энергий, т. ©. 
Ах2 
= + 


о 


Е 
ту 


Я 





Если колеблется микрочастица, то 
‹е полная энергия оказывается кван- 
тованной. Найдем условия кваито- 
вания. 

График потенциальной энергин ос- 





Рис 0 Та т 


. 3. 


т 


циллятора — парабола Л = > 


(рис. 4). 

Мникрочастица, колеблющаяся с мак- 
симальным отклонением х„, по суще- 
ству, движется по отрезку длинны 2 Хо, 
н скорость этого движения зависит 


р ЧЕ 
Е: 2 
от координатых (с -- у (8х). 


Поэтому длина золвы 
соответствующей частице, пе будет 
оставаться постоянной. Это значи- 
тельно усложняет решение задачи. 
Чтобы упростить решение, сделаем 
нестрогое донущенне — предположим, 
что между точками Хх. #—Хо На 
всем отрезке полная энергия частицы 
равна кинетической энергии. 
Сделанное нами допущение означа- 


де Бройля, 
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ет, что 
рнвагь 


осцилаятор можно 
как частицу в 


раесмат- 
«нотеи циаль- 

о 
хо 
р 


полная 
потенциальной, т. е. 


ном ящике», «глубина» которого 





(см. рис. 3). На «стенках» 
энергия равна 
Вх 
0 
Е 2 


Следовательно, 
стенками 


р 2 
Г, А а 2} т 
Тот факт, что внутри «ящика» на 


всем отрезке {. кинетическая энергия 


а 
&Хо 
2—2 


означает, что скорость частицы внут- 


расстояние между 


ту? 





остается постоянной 


рн «ящика» постоянна. Такой части- 
це соответствуют стоячие волны 
де Бройля, длины которых опреде- 
ляются 9 

. / “=. 

/ = =] 
ее возможные значения 
скорости частнцы 

_ ЛЯ | Е. 
4 УЕ, ° 


Найдем возможные значения энер- 
гии осциллятора: 





в" т ‘ай РТ 
а 3 (ат И 2Е) | 
откуда 
Е 
ИЕ т ' 
илн, с учетом (5}, 
Ра = пйу (6) 


А В зы 


Строгое решение задачи с помощью 
уравнения  Шредиигера имеет вид 


Е» = них + Вх (п=0, 1.2....).(@) 


что нестрогое реше- 
отражает основную особен- 
квантовання осцилаятора — 


Существенно, 
ние (6) 
ность 
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пропорциональность значения энер- 
гин квантовому числу л. Уровни энер- 
гии гармонического оспиллятора рас- 
положены на равных — расстояниях 
друг от друга. М это также 
отражает решение (6}. Правда. в 
строгом решении эти расстояния рав- 


т. 
ны Лу, а в нестрогом — —1- Лу. (Олыт 


подтверждает, конечно, строгое реше- 
ние.) Кроме того, согласно строгому 
решению минимальная энергия гар- 
монического оспиллятора прн н-==0 


ЙУ 
отдична от нуля и равна —>- (рис. 4а). 


В нестрогом решении ЕЁ .=0 (рис. 46). 

Из условия квантования (6} следу- 
ет, что возможные значения максн- 
мального отклонения от положения 





Рис. 4а. 
равновесия  диекретны: 
Вх? я 
2 — = = "м 
откуда 
Г] У 
у = у = (3) 


Этот вывод кажется совсем странным. 
Ведь амилитуда колебаний, по су- 
ществу, задается начальным смеще- 
ннем из положения равновесия. А из 
«житейского» опыта известно, что сме- 
щенне, скажем, нарика на пружин- 
ке можно менять плавно, непрерыв- 
но. В чем же дело? Попробуйте сами, 
пользуясь формулой (8). найти рас- 
стояние между «соседними» значениями 


30 


Куап.тссте.ги 


Х, Их». например, для шарика мас 
сы т-=Ю г, колеблкицегося па пру- 
жине жесткости #- 1000 я/м. И вы 
убедитесь, что это расстояние столь 
мало, что снектр возможных значений 
х практически непрерывный. ИМ толь- 
ко для микрочастиц сиектры Ё,„ и 
х„ дискретны. 


Атом водорода 


Рассмотрим сще одну задачу — о 
квантованин энергии атома водорода. 
Впервые эта задача была решена 
Нильсом Бором. Он рассчитал спектр 
атома водорода, пользуясь так назы- 
ваемой илацетарной моделью. Хотя 
расчетные значения энергии электро- 
на совпадали с наблюдаемым спект- 





Е =4) 


Рис. 46. 


ром, эта модель не позволяла рассчи- 
тать другие характеристики атома. 

Согласно современным представле- 
нням квантовой механики планетар- 
ная модель лишь очень условно от- 
ражает действительное поведение 
электронов. В атоме водорода един- 
ственпый электрон как бы образует 
вокруг ядра электронное облако — 
облако отрицательного заряда, илот- 
ность которэго характеризует ве- 
роятность пахождения электрона в 
данной области внутри атома. В ие- 
возбуждениом состоянии атома ради- 
ус сферы наибольшей плотиости ра- 
вен приблизителью 0, 53 А. (В ила- 
нетарной модели этому расстоянию 


соответствует наименьший радиус 
орбиты электрона —0.53 А.) 

Как мы уже говорили, на вопросы 
о строении и свойствах электронных 
оболочек атомов дает ответ решение 
уравнения Шредингера для данной 
системы. Мы же попытаемся решить 
задачу о квантованин энергин атома 
водорода, не пользуясь ни планетар- 
ной моделью. ни уравнением Шре- 
дингера — ограничимся — по-прежне- 
му механической аналогией с коле- 
баниями струны с закренленными кон- 
цами. 


Потенциальная энергия  электро- 
на, обусловленная его взаимодей- 
ствнем с ядром, равиа 

=——. 





п 
Рис. 5а. 


гдее — величина заряда электрона, а 
г— радиус сферы наиболее вероят- 
ного пребывания электрона в атоме 
{т. е. радиус сферы наибольшей плот- 
ности электронного облака). 

График зависимости Л (г) — потен- 
циальная кривая — имеет вид гн- 
перболы (рис. 5а) Можно считать, что 
при данном значении х электрон дви- 
жется в атоме внутри области, линей- 
ный размер которой равен г. 

Будем считать, что на «границе» 
этой области вся энергия электрона 
равна его потенциальной энергии, 
ке. 


ПЕ 


г 
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«Внутри» отрезка энергия электрона 
в каждой точке х складывается из 
кинетической и потенциальной: 
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Е.Е 2. По — — = (9) 
Скорость электрона меняется на 
протяженин отрезка г: следователь- 
но. длина волны де Бройля, соответ- 
ствующей электрону, не будет по- 
стоянной. Это усложняет решение 
задачи. Чтобы упростить его, сдела- 
ем следующее допущение: будем счи- 
тать. что скорость электрона по- 
стояина. Например, пусть скорость 








Равва по величине значению 54772). 
ь 2е= 
Так как ПЛ (г/2} = ——. то из (9) 
находим значение  з==% (г/2) 
Г) г 
а 
Е, & же 
|: Де 
Е, 4 
Е 
Рис. 56. 
2" —2Е 
пе ый 9. О 
иг т 


Сделанные нами допущения, по су- 
ществу, означают, что мы представ- 
ляем электрон в агоме как частицу 
в «потенциальном ящике», «глубина» 


с? 
которого равна — 





‚ аачиирина» рав- 


г 
нах (см. рис. 5а). Такой  части- 
не соответствуют стоячие волны 
де Бройля, возможные длины ко- 


торых определяются условием 
а 2: 2ез 
= — = —— 


“а п — —лЁ- 


Е 


Следовательно, возможные значения 
скорости электрона 
Я ВЕ 
о Же. 1 


Согласно (10) полная энергия элект- 


рона может быть выражена через его 
п? 


2 


возможные значения и, из (11), по- 
лЛУчВМ 


ВИ 





скорость: Е = — Подставив 


ПТиЕ? 
8те\ 


з 
то 


5 = 





Следовательно, возможные значе- 
ния энергин электрона — 
Е, = — (л=1, 2, 3....). (12) 


Зе 
лав? 


Строгое решение этой задачи (ре- 
шение уравнения Шредингера) име- 
ет вид 
2д°те1 
Е ТЕ 


п=Ь 2, 3....). (13) 


Решення (12) и (13) отличаются друг 
от друга лишь численными множи- 
телями,. Так что полученное намн 
решение качественно верно описыва- 
ет спектр атома водорода. Уровни 
энергии электрона в атоме сближа- 
ются при возрастании квантового 
числа п (рис. 56). Значения энер- 
гий на разных уровнях относятся как 
н 1 1 

ЕВ: И... 

С ростом п энергия электрона рас- 
тет (напомним, что В„<0), и при 
п-+2 (г»оо} обращается в нуль. 


Электрон отрывается от атома. Энер- 
гня свободного электрона положи- 
тельна, а спектр ее возможных значе- 
НИЙ непрерывный. 





Формула углезодорода 
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Таким образом, соображения о сто- 
ячих волнах де Бройля в рассмотрен- 
ных намн случаях номогают объяс- 
инть квантование энергии системы. 


Металлическая 
модель молекулы 


Вернемся теперь к потенциальзому 
ящику с бесконечными стенками. В 
отличие от других задач, мы получили 
здесь вполне строгое решение. Сира- 
шивается, где может понадобнться та- 
кая модель? В теории молекул. 

Молекулы органических соедине- 
ний, В которых двойные связи угле- 
род — углерод сопряжены с единич- 
ными связями, т. е. чередуются с ни- 
мн, обладают подвижными электро- 
нами. На каждую двойную связь при- 
ходится по два подвижных электрона 
{они называются пи-электронами). Эти 
электроны могут свободно переме- 
щаться вдоль всей системы связей, 
о, конечно, для того чтобы покинуть 
молекулу, электроны должны при- 
обрестн очень болыную энергию. 

Вещества, молекулы которых со- 
держат большое число сопряженных 
связей, т.е. пи-электронов, окраше- 
ны. Это значит, что, в отличие от 
большинства органических соедине- 
ний, которые бесцветны, эти вещества 
поглощают свет в видимой области 
снектра. Именно такимн веществами 
являются органические красители. 
Длинна волны поглфщаемого света тем 
больше, чем больше число сопряжен- 
ных связей, т.е. чем больше число 
пн-электронов. Например, в ряду 
углеводородов с сопряженными свя- 
зями длины волн ^, отвечающие нан- 
более длиниоволновому поглощению, 
представлены в таблице. 








Длина волны 
ноглощаемого 
света },. ны 


Число 
пи. электронов 











н.С-=сН, 
Н.С=сН-СН=сн, 


НзС—НС-СН =СН--СН =СН—СН =СН==СН—СИ, 
Н.С-—НСс=СН—СН=СН=СН—СН=СН-—СН =СНЫ— 
—СН=СН =СН-СН, 12 
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2 180 
4 217 
8 320 


372 





Эти вещества поглощают свет в 
ультрафиолетовой области спектра, 
но при дальнейшем увеличении числа 
сопряженных связей полоса погло- 
щения сдвигается в видимую об- 
ласть. Мы видим, что А примерно 
пропорциональна числу пи-электро- 
нов. 

Вычислим длины волн А при иомо- 
щи модели потенциального ящика. 


Рис. 6. 


Ширина ящика /. равна длине цепочки 
сопряженных связей, т.е. [. = МЕ, 
где № — число сопряженных связей, 
! — длина одного звена цепи (связей 
С — С = О (фк. 6). Наиболее длин- 
новолиовая полоса поглощения со- 
ответствует переходу электрона с по- 
следнего занятого уровня энергии на 
первый свободный. Число пн-электро- 
нов в молекуле с № двойными связями 
равно 2М№. Согласно правилам кван- 
товой механики (принцип Паулн) на 
каждом уровне энергни могут рас- 
положиться два электрона (с антипа- 
раллельными спинами, т.е. прису- 
щими электрону моментами количест- 
ва движения). Следовательно, 2М элек- 
тронов занимают № уровней, и нан- 
более длинноволновая полоса погло- 
щения отвечает переходу электрона 
с №-го занятого уровня на № -+ 1-й 
уровень, который свободен. Это- 
му переходу согласно формуле (1) 


соответствует частота световой 
волны 
Ем+, — Ем 
Ук, +: а = : 


Значения энергии Ех. н Ех мы ва- 
ходнм из условия (4} квантоваиия 


3 «Кваят» № 3 
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электрона в ящике, положив [= 1: 


(М 0212 №22 
Ех, = тие. Вм= вами- 
Следовательно, 
з ов ЭМ 
Х, М+: — ат А/? 


Этой частоте соответствует длина вол- 
ны (с — скорость света) 
с тс? №* 


й м1 


Ум, №+1 ТА 
Если № велико и можно пренебречь 
единицей по сравнению с 32^№, то 


лы 


При большом числе сопряженных свя- 
зей длина волны поглощаемого света 
пропорниональна этому числу. Наша 
теория, основанная на простой модели 
потенциального ящика, согласуется 
с опытом и объясняет спектральные 
свойства молекул с сопряженными 
связями. В физике молекул принято 
называть модель потенциального ящи- 
ка металлической моделью молеку- 
лы, так как модель исходит из того, 
что пи-электроны свободно переме- 
щаются вдоль молекулы подобно элек- 
тронам в металлической проволоке. 
Это только один пример применения 
нашей модели. Она позволяет рас- 
считать и объяснить многие другне 
свойства сопряженных систем. 

Мы видим, что элементарные свой- 
ства струны весьма поучительны. Они 
объясняют очень важные квантово- 
механические закономерности без ре- 
шения уравнения Шредингера. 
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Лаборатория «Каанта» 


Куап.тссте.ги 








В. Мааер 


Опыты 

по полному 
внутреннему 
отражению 





Рис. 1. 
пластинки, 


/ — стакан с водой, 2 — стеклянные 


3 — предмет. 


В 70-х годах прошлого столетия был 
разработан простой метод определе- 
ния показателей преломления жид- 
костей, основанный на использовании 
явления полного внутреннего отра- 
жения света. Мы предлагаем вам 
поставить опыт,  пллюстрирующий 
этот интересный метод. 

Между двумя тонкимн стеклян- 
ными пластинками положите вырезан- 
ную в виде рамки картонную проклад- 
ку и обмажьте края пластинок пла- 
стилином так, чтобы воздушная по- 
лость между ними была изолирована 
от окружающей среды. В стеклян- 
ную банку илн стакан налейте воду 
и вертикально погрузите в нее пла- 
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стинки. Посмотрите через стакан н 
пластиики, ориентированные лерпен- 
дикулярно к лучу зрения, на какой- 
ннбудь достаточно ярко освещенный 
предмет (рис. 1}. Теперь постекенно 
поворачнвайте пластинки, меняя угол 
между ними ин направлением наблю- 
дення. Начиная с некоторого значе- 
ния этого угла, вместо предмета, 
расположенного за стаканом с водой, 
вы увидите блестящую, как превос- 
ходное зеркало, внутреннюю поверх- 
ность ближайшей к глазу пластинки. 

Ясно, что результат опыта объяс- 
няется явленнем полного внутреннего 





Рнс. 2. 


отражения: прн переходе света из 
оптически более плотной в оптически 
менее плотную среду существует такой 
предельный угол падения света на 
границу раздела сред, что угол пре- 
ломления составляет 90”. Если угол 
падения превышает предельный, то 
свет во вторую среду не проникает. 

Можно ли в описанном выше опы- 
те определить показатель преломле- 
ння жидкостн? На первый взгляд, ка- 
залось бы, нет: свет переходит в воз- 
дух из стекла, а значит, предельный 
угол зависит от показателя преломле- 
ния стекла. Однако более вниматель- 
ное рассмотрение условий опыта пока- 
зывает, что это ие так. Действитель- 


но, нусть абсолютные показатели прс- 
ломления стекла и жидкости соответ- 
ственно равны лет и и. Гогда по за- 
кону преломления (рис. 2). 

ПИ, Пст 

Ут Я ^ (1) 





Поскольку стеклянная пластинка пло- 
скопараллельна, Г — это одновре- 
менно угол падения света на граиицу 
стекло — воздух. Если наблюдается 
полное виутреннее отражение, то угол 
преломления Е. = 90°. Следователь 


НО, Для границы раздела стекло — 
воздух по закону преломления 

те Е | 

т > УПЕ = гри С (2) 





Рис. За. 


Сопоставляя 
дим, что 


формулы (1) и (2), ви- 


| 
Пк те ` 
Следовательно, в онисанном экспери- 
менте можио определить показатель 
преломления жидкости, если измерить 
угол падения {, света из жндкостн на 
стеклянную пластинку. 

Это можно сделать с помощью тран- 
спортнра, положенного на дно бапки. 
По результатам нзмерений, пользуясь 
таблицами значений синусов, можно 
вычислить показатель преломлення 
жидкости. 

Полное внутреннее отражение — 
настолько красивое явление, что труд- 


3* 
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но удержаться и не рассказать о фо- 
кусе, которым вы можете озадачить 
своих малонекушенных товарищей. 

Плоской пластинкой, вырезаниой 
из оргстекла, разделите пебольшой 
стаканчик на две части, промазав ще- 
ли между пластиикой и виутренней 
поверхностью стакана пластилином. 
В одну половииу стакана налейте 
воду. В другую поместите какой- 
нибудь предмет (мы использовали 
значок с изображением популяриого 
киногероя). Из картона сделайте эк- 
ран, ограничивающий ноле зрения 
так, чтобы наблюдатель мог вилеть 
стакан только из одного положения. 
Поворачивайте стакан с водой и пред- 





Рнс. 36. 


метом до тех пор, пока не наступит 
полное внутреннее отражение свега: 
прн этом предмет, находиннйся ва 
второй половине стакана, виден ие 
будет. Онуетите в эту половину стек- 
лянную трубку, соединениую с ре- 
зиновой грушей, в которую набрапа 
вода. Нажимая на грунк’. вы будете 
подинмать уровень воды во второй но- 
ловине стакана, н при этом «появится» 
предмет; уменыная давление па гру- 
ну, вы вновь заставите предмет «ис- 
чезнуть». 

С помощью пластинок с «воздуш- 
ной прокладкойя этот фокус можно 
осуществить и так, как показано на 
рисунках За и 36. 
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В соответствнн с решением Оргкомитета Всесоюзной 
Олнмпиады школьннки. регулярно присылавшие особенно 
опнгикальные и полиые решения задач «Залдачника «Кван- 


та», получают право участия в республиканском туре Все- 
союзной олимпиады. 

За прошлый, 1975 год редакция получнла много нисем 
с решениямн задач. Редколлегия журнала «Квант» совме- 
стно с членамн Оргкомитета отобрала авторов правильных 
м каибодее иитересиых решенни. 

Ннже лублнкуется список школьннков — победителей 
конкурса «Кванта», — которые получилн право участво- 
зать в республикаиских олимпнадах 1976 года. 


Математика 


О. АПОЛЮНСКИИ г. Жуковский, с: щ №, Ю кл. 

3. БЕРКАЛИЕВ г. Караганда. с. ш. |, 0 кл. 

М. ГЕДАЛИН +. Тбилиси, ФМШ при ТТУ, Т№Ю кл. 

Р. ГИЛЯЗОВ г. Навои, с. ш. 1, 1 кл. 

В. ГИШЛАРКАЕВ с. Урус-Маршаи ЧИ АССР, с. ш. 3. 
10 кл. 

С. ГРИШИН г. Рыбное, Рыбновская с. ш., 0 кл 

В. ГУСЕЙНОВ г. Нахичевань. с. ш. 3. № кл. 

А. ДАНИЛОВ г. Шумерля. с. ав. 1. 10 кл. 

А. ДИДЕНКО г. Красцодар, с. ш. 28. Ч кл. 

М. ИМЕРПИШВИЛИ г. Тбилиси, с. п. 101. 10 кл. 

й. КАНИКА г, Киев. с. ш. 145. 9 кл. 

А. КАМАЛЯН г. Илжеван, Русская с. ш. им. Б. Нерси- 
сяна. 10 кл. 

А. КНЯЗЮК г. Киев, с.ш. 145, 9 кл. 

Ш. КУХАЛЕЙЯШВИЛН г. Тбилиси, ФМШ при ТГУ. 10 ке 
Д. ЛИТВИНЕНКО г. Севастополь. с. ш. 34. 19 кл. 

С. ЛИФИЦ г. Харьков. с. ш. 27. 10 кл 

В; МЕДВЕЛЬ г, Мололечно, с. ш. 3. 9 кл. 
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И. МОРОЗОВ г. Горький, с. ш. 184. 10 кл. 

О. ОКУНЕВ г. Казань. ©. ш. 122. 10 кл. 

Д. ПАПУШ г. Харьков, с. щ. 37, 8 кл. 

С. ПОСЛАВСКИИ г. Харьков, с. ш. 116, 10 кл: 

Ю. ПОШЕХОНОВ г. Саратов, с. ш. 13. 10 кз. 

А. РОМАНОВ г. Ташкент, с. ш. 103, 10 кл. 

В. СМНРНОВ г. Уфа. с. ш. 86. 9 кл. 

С. ТРЕГУБ г. Ташкеит, с. ш. 103, 10 кл. 

Ю. ФИЛОСОФОВ г. Саратов, с. па. 13, 10 кл. 

С. ФЛОРЯ Сату-Ноуская с. ш. Чимишлийский р-и Молл. ССР 
Б. ЯЦАЛО Заречненская с. . Ровенской обл., [0 кл. 


Физика 


Х. АБДУЛЛИН г. Алма-Ата, РОФМШ, 10 кл. 

Г. АИЗИН г. Брест, с. щ. 1. 10 кл. 

М. ГЕДАЛИН г. Тбилиси, ФМШ прь ТГУ, 10 кл. 
О. ГОДИН г. Симферополь, с. ш. 40, 10 кл. 

Г. ГОЛУБЦОВА г. Москва. с. ш. 410, 8 кл. 

Ю. ГОНИК г. Брянск, с. ш. 5, [0 кл. 

А. КНЯЗЮК г. Киев. с. и!. 145, $ кл. 

К. КОПЕЙКИН г. Ленниград, с. ш. 239, 10 кл. 


С. КОПЫЛОВСКИЙИ п, Зпобь-Новгородское Сумской обз., 
с. ш., Ю кл. 


О. ЛИЩЕНКО г. Киев, с. ш. 145, 9 кл. 

И_ МОРОЗОВ г. Горький. с. ш. 184, 10 кл. 

Ю. МУХАРСКНИ г. Киев, с. ш. 145, 9 кл. 

В. ПОЗНЯК г. Барановичи, с. ш. 8, 10 кл. 

Е. ПОНОМАРЕВ п. Черноголовка Моск. обл., с. ш. 82, 8 кл. 
И. РУДОЙ г. Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

П. САРГАЗАКОВ г. Новосибирск. ФМШ при НГУ, 10 кл. 

Н. СОКОЛОВ г. Москва. с. ш. 179, 1 кл. 

Ю. ХАБАРОВ г. Павлово-Посад Моск. обл., ©. ш. 1. 10 кл: 
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Решення задач нз этого 
номера можно присылать 
не позднее 1 мая 1976 г. по 


адресу: 113035, — Москва, 
Ж-35. ул. Б. Ордынка, 
21/16, редакция журнала 
«Квант». После адреса 


на конверте налншите, ре- 
шения каких задач вы посы- 
лаете, например: «Задачник 
«Кванта» МЗ7Е или «...ФЗ8З». 
Решения задач по каждому 
из предметов (математике и 
физике). а также новые за- 
дачн просьба присылать в 
отдельных конвертах, Зада- 
чн из разных номеров жур- 
нала присылайте также в 
разных конвертах. В письмо 
вложнте конверт с напнсан- 
ным на нем адресом (в этом 
конверте вы получите  ре- 
зультаты проверки ваших 
решений). Условия ориги- 
нальных задач, предлагае- 
мых для публикации, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашимн решениями 
этих задач (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Кванта», 
новая задача по физике» илн 
«..новая задача по матема- 
тике»). После формулировки 
задачн мы обычно указыва- 
ем. кто предложил нам эту 
задачу. Разумеется, не все 
эти задачн публикуются 
впервые. Нанболее трудные 
ладачн отмечены звездочкой. 
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задачник 


дбанта 


Задачи 
М371—М375;Ф383—Ф387 


М371. В каждой клетке шахматной доски написа- 
но целое число от 1 до 64, причем в разных клет- 
ках — разные числа. За однн вопрос можно, ука- 
зав любую совокупность полей, узнать совокуп- 
ность (множество) чисел, стоящих на этих полях. 
За какое наименьшее число вопросов можно уз- 
нать число в каждой клетке? 

С. Фомин 
МЗ72. Дан треугольник АВС. Доказать, что ус- 

о 


их 
ловие АСВ - 1207 необходимо и достаточно, что- 
бы для любой точки Р плоскости выполнялось 
неравенство |АР|-- |ВР |+ [СР| = МС|Н- 1ВС|. 
П. Хайдуков 
М№М373. а) Все натуральные ‘числа (записанные в 
десятичной системе} разбиты на два класса. До- 
кажнте, что любую бесконечную десятичную дробь 
можно разрезать на такие конечные куски, чтобы 
все они, кроме, быть может, первого куска, при- 
надлежали одному классу. 
6) Та же задача, но натуральные числа разбиты не 
на два, а на несколько классов. 


М374. Пусть а, В и с — положительные числа, 
а>с ин ЬБ_>с. Докажите неравенство 


Ис@а-—в +Ус6-—в=<Иав 


А. Резников 


М375. Внутри выпуклого многогранника объема 
| отмечено 3.(2"—1)} точки. 
Доказать, что из него можно вырезать выпуклый 
многогранник объема (1/2)", не содержащий внутри 
себя ни одной отмеченной точки. 

В. Мокеев 


Ф383. Цепочка массы лё и длины { надета на глад- 
кий круговой конус с углом при вершине 2. 
Конус вместе с цепочкой вращается с угловой ско- 
ростью ® вокруг вертикальной оси, совпадающей < 
осью симметрии конуса. Плоскость цейочки го- 
ризонтальна. Найти натяжение цепочки. 

ФЗ84. Две взаимодействующие между собой час- 
тицы Ри 2 с массами т, н т. соответственно об- 





Рис. 2. 

МЗЗГ. а) Треугольник 
А,В.С, получился из тре- 
угольника АВС поворотом. 


вокрие центра описанной ок- 
ружности на некоторый 
иго, меныний 180°. Дока- 
жите, что точки пересене- 
ния соответспиующих пря- 
мых: (АВ) и (А.Ву. (ВО 
и (В.С). СА} и С, - 
являются вершинами  тре- 
угольника. — подобного тре- 
угольнику АВС. 

6) Четырехугольник А1Ву 
С.Р, получился из четырех- 
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разухют замкнутую систему. На рисунке |1 показа- 
на траектория частицы / н положение обеих час- 
тиц в момент времени, когда скорость частицы / 
равна у, а скорость частнцы 2 равна — Зу. По- 


т 
И, 


строить траекторню частицы 2, я 


если 
Ф385. Большая тонкая проводящая пластина пло- 
щадн $ н толщины 4 помещена в однородное элект- 


рическое поле Е, перпендикулярное пластине. Ка- 
кое количество тепла выделится в проводнике, ес- 
ли поле выключить? 

П. Зубков 


Ф386. В вершинах равнобедренного прямоуголь- 
ного треугольника, катет которого равен а, рас- 
положены одинаковые металлические шарики ра- 
днусов г (г<а). Шарики заряжены зарядом 9 
каждый. Шарики Ги 2 соединяют проводником, 
затем проводник убирают. Затем также поступают 
с шариками 2 н 3 и, наконец, с шариками 3 и 1. 
Какие заряды установились на шарнках? 

Ф387. Два велосипедиста в цирке едут с одинако- 
выми лннейными скоростями и по окружносгям 
радиусов А, и К., центры которых находятся на 
расстоянии { друг от друга (1 < (Ю,-+К.)). Один 
из велосипедистов движется по часовой стрелке, 
другой — против. Найти относительные скоростн 
велосипедистов (в системе координат, связанной с 
одним из них) в тот момент, когда они оба находят- 
ся на линии, проходящей через центры окружно- 
стей, в точках: а) Ал и А.; 6) А, иВ.; в) В, н 
В.; г) А, и В, (рис. 2). 


Решения задач 
М331—М335; Ф343—Ф347 


Многне читатели прислали решения этих задач. основанные 
на рассмотрении вписанных углов. Такие решення, как пра- 
вило. не содержалн разбора случая, прн котором пересекают- 
ся не соответствующие стороны, а них продолжения. Приведем 
более простое и общее решенне, непользующее геометрические 
преобразования. 

а} Обозначим точку пересечения прямой АВ с прямой 
А.В, (получившейся из (АВ) поворотом вокруг центра О 
оннсанной окружности на угол 2) через С, : С, = (АВ) Г 
ПГ (А.В р фис. 1. Проведем из центра О перпендикуляй ОСо 
к хорле АВ; тогда С, — середина хорды А8. Очевидно, что 


[= 
ОС, Ва [= 1О0Со1. 
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уеольника АВСПО, вписояно- 
206 окружность с центром 0, 
поворотом вокруг центра О 
ни некоторый угол. меноиий 
}86°. Локажите, что точки 
пересечения — соответствую- 
щих прямых: (АВ) и (Л.Ви. 
(ВС п 4В.Сь. (СБ) и С.0». 
(РА) и 4О.Ар — являются 
вертиними париллелограмаит- 
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Следовательно, середина С, хорды АВ переходит в точку С. 
пересечения прямых АВ ин А,В\ в результате последователь- 
ного выполнения двух преобразований: поворота на угол 0/2 
относительно центра О м гомотетин с тем же центром н коэф- 


[2 
фициентом 1/с0$-5-|. Указанное преобразование не за- 


висит от выбора хорды, поэтому после его выполнения сере- 
длины А, м В. хорд ВСи АС соответственно переходят в точки 
А. > (ВС) Г] (В.С, н В. —- (СА)П (СА. Нз этого сле- 
дует, что треугольник А В.С. подобен треугольннку АоВьСь 


[2 
с козффиииеятом подобия 1 с0з 51. По  треуголь- 


ник АоВоС, подобен треугольнику АВС с коэффициентом 
подобия №5; значит, треугольник А,В.С. подобен треуголь- 


{22 
нику АВС с коэффициентом нодобня 1/2-[ с0$ 5 |. 


6) Решение этой задачн совершению аналогично преды- 
дущему. Пусть Р, 9, К. $ — середины хорд АВ. ВС. СШ, 
РА (рис. 2). Нетрудно доказать, что четырехугольник РОК$— 
параллелограмм. Поэтому и точки пересечения Р, == (АВ) [| 
П(,80, _ 9, = (85) Г (ВС), В, = СВ) Пн 
© (РА) П.А, являются вершинами параллелограм- 
ма Р.0.Ю,$1. подобного параллелограмму РОЮ$ с коэффи- 


а 
циентом подобия 1/| 50$ -5-|. 


3. Скопец 





№332. Можно ли составить 
ки размерами В ЖЕХ Я 
и? бгаых и черных кубиков 
1% 1Х Е мак, чтобы бая каж- 
Эого кубика ровно Фа ил его 
соседей пыели бы тот же 
цвет. чию и он сам? (Два 
кубика  считтются — сосед- 
ними, если они пиеют общую 
прань.} 
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Ответ. При # четном можно, при # нечетиом нельзя. 
Пример для четного А постронть иетрудно: можно. на- 
пример, составит куб из чередующихся черных и белых бло- 
ков размерами 22| или из чередующихся слоев. нзобра- 
женных на рисунке 3 (на этом рисупке показаны два сечения 


куба АХ АХ А, В -— 8, горизонтальными плоскостями, иа- 
ходящимися на расстоянии еднинца друг от друга). 
Предположим, что и лая нечетного А составить нужлый 
куб можно. Соединим центры соседних белых кубиков отрез- 
ками. Из каждого центра будет выходить по два отрезка. Та- 
ким образом. мы получим олну илн несколько замкнутых ло- 
маных, звенья которых параллельны ребрам куба, а общая 
ллниа равиз чнслу белых кубиков. Но длина замкнутой ло- 
маной. составленной из единичных отрезков трех взаимнопер- 
пендикулярных направленнй, очевидно, четна. Поэтому бе- 





Рис. 3. 


М333. Три мухи ползают по 
сторонам треугольника 
АВС так, что центр  тя- 
жести образуемого треуголь- 
ника остается на одном мес- 
те. Докажите, что он сов- 
падает с центром тяжести 
треугольника АВС, если 
известно, что одна из мух 
пропоазяа по всей границе 
треугольника. (Центром тя- 
жести называется точка пе- 
резечения его медиан.) 





м334. Дан многочлен Р 4х): 
а) с натуральными коэф- 
фициентами. 
6) с целыми коффициея- 
тами. 
Дая каждого натуральносо 


числа п через ап обозна- 
чим сумму цифр в Зесчтич- 
ной записи числи Р (п). До- 
кажите, что найдется число. 
когорое астрочается в по- 
следовательности а,, а.. 
@з,--. бесконечное число раз. 


С 
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лых кубиков — четное число. Аналогично докажем, чтон 
черных кубиков четное число. Но общее число #3 кубиков-- 
нечетно. Получили противоречие, следовательно, при нечет- 
ном & нужный куб составнть нельзя. 


$ 


Так как центр тяжести треугольника лежит на мелнане и делит 
ее В отношении 2:1 (считая от вершины). то когда одна нз 
мух находится в вершние В, центр тяжести «треугольника 
мух» находнтся внутри треугольника ОВЕ, гле | ВО |: |ОА| 
= | ВЕ [1 ЕС| = 2:1 (рис. 4). Одина из мух побывала во 
всех вершинах, следовательно, центр тяжести «треугольника 
мух» лежит в пересечении заштрихованных на рисунке 4 
треугольников 2ВЕ, СКН и АРЦ, т. е. в точке О — центре 
тяжести треугольника АВС. 

Н Васильев 





Ф 
Пусть Р(х) 


хп-1— 


сл" -- 

а) Числа сп. Спи. 

Рассмотрим такое натуральное число 1, что 107 больше всех 

ЧНСЕл Сл, Сл—т, .--. Сл*Са- Тогда в лесятичной заниси числаа у= 
о 


бт! :.- НН ср в, 
..-. Сл» Со — неотрицательны. 


сл Я 0. 


1 
= Р {10!) будут сначала идти цифры числа сл. затем нули; 
затем цифры чнела сл, — опять нули; цифры числа сд—.— 


нули ит. д. Таким образом, сумма цифр числа а ‚= Р (106 
ЦО 


равна сумме 5 цифр всех чисел сп, слу. ---, Сы со-Рассуждая 
аналогично, мы Видим, что 

$ == сумма цифр ало(*1== сумма цифр а!*1 = ..., 

т. е. число $ встречвется в последовательности а1. аз, ... бес- 
конечнюе число раз. 

6) Заменив, если нужно, Р (х) на — Р (х), мы можем счи- 
тать. что сд >. Пусть т — какое-то натуральное чифло. 
Положим О (х) = Ри”) == их - т" ед, х + 
-> ту... Но К тм - со. Раскрыв скобки и при- 
ведя подобные члены, мы видим, что © (х) — многочлен с це- 
лымн коэффициентами. Если 6к-- сумма цифр числа |0 (&)|, 
то ясно, что 5) —= ар.т.Поэтому нам достаточно подобрать 
число м так, чтобы все коэффициенты многочлена © (х) были 
неотрицательны; тогда некоторое число будет бесконечное число 
раз встречаться в последовательностн 6, 6., ... ин, значит, 
встречаться бесконечное чнело раз и в последовательности 
а:, а. .... Покажем, что для этого нам достаточно взять лю- 
бое число т, строго большее всех чисел | сл—1|. [6п-2[- 
.... |50|- Действительно, 

Р(х) = (< — Юл И аль Пт + 8 - 
Й >"? - ..  мто- О еЕ 
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№335. а) В квадрате 7ТЖ7Т 
клеток отмечены центры В 
клеток. При этом яикакие 
четыре отмеченные точки 
не явяяются вершинами пря- 
монгольника со сторонами. 
параллельными сторонам 
квадрата. При каком наи- 
болыцем # это возможно? 

6) Решите ту же задачу 
для кнадрата 13^ 13 каеток. 


Рис. 5. 
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`на) — правнльный квадрат 13Ж13 с 52 отмеченными 
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Поэтому 
9) = (а — Пк ти + + (т а, — (& + 
т .. + по -— и 1. 
Поскольку числа т, т -Ё сли, т Е спа т 
+ — 1. Г-— неотрицательны, то, раскрыв скобки и при- 
ведя подобные члены, мы получим, что все коэффициенты мно- 
гочлена О [(х) неотрииательны. 


Ф 


И. Берниитейн 


Квадрат 7Ж7 клеток (или [3х 13 клеток) с отмеченными клет- 
ками мы назовем правильным, если, как говорится в условии, 
никакие четыре отмеченные клетки не являются вершинами 
прямоугольника со сторолами. параллельнымн сгоронам квад- 
рата. На рисунке 5 изображен правнльный квадрат 7ТХТ кле- 
ток с 21 отмеченной клеткой, ка рисуике 6 (рисунок С. Фоми- 
клет- 
ками. Очевидно. что нн в каком из них больше нельзя отме- 
тить ни одной клетки, не нарушив свойства правильности. 
Докажем, что в любом другом правильном квадрате 7Х7 кле- 
ток число отмеченных клеток не превосходит 21, а в правиль- 
ном квадрате 13Ж13 клеток — 52. 

Пара вертикадей ъ квадрате 7Х7 называется отмеченной, 
если найдется горизонталь, на пересечении которой с каждой 
вертикалью нз этой пары лежит отмечемиая клетка. Если квад- 
рат правильный, то для кажлой пары вертикалей существует 
не более одной такой горизонтали, а для отмеченной пары — 
ны одна. Если на горизонтали с номером А (# = Г. 2, 3, 

. 5, 6. 7) расположено ох отмеченных клеток. то с помощью 

ю 5 ав (а, — 1) 
этой горизонтали можно отметить ровно о о“ 
пар вертикалей. При этом разные горизонтали отмечают раз- 
ные пары вертикалей! Отсюда следует, что общее числа от- 
меченных пар вертикалей равно 


а: (1 — И аз (аз — 1!) а; {а-— |} 


р "Ар реф 


% ав (вк — 1) 
ре р . 
Вых | 
С. доутой стороим, очевидно, что общее число всех возможных 
пар вертикалей равно 8 = 2}, так что выполняется неравен- 
ство 





Иа. © 
= 


Наша цель — вывести из этого неравенства — неравенство: 


число отмеченных клеток = а + а + ... фа; = 
я 
= Жажа. 
пар т 
А =] 
Из перзвеиства (+5) следует ‚Неравеназр 
т 
3 ла 
м —2 $ > =21, {2%} 


Е 
&=1 Е 


илн 


= > 


У в % ик == 42. 
Е лик 


К =1 К} 
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Найдем такое наибольшее возможное значение числа 
г 


ь 
А = % а, чтобы послелнее неравенство все еще было 
дн 


К= 1 
верным. Нетрудно доказать (мы сделаем это ниже), что 


с ь а" 
Уч=-| У] = т 4% 


ты 
| А=1 


тогда из неравенства (++) следует, что 


7 7 
1% } 
тик = у. = У = 42, 
К | == } 
1 
нли — А — А = 42, нли А? —ТА == 294, то есть 


(А —21) (4+ 14) = 0, откуда А < 1. 

Доказательство, для квадрата 13Ж1!3 клеток проводится 
аналогично, и мы советуем читателям проделать все вы- 
кладки самостоятельно. 

Сейчас мы докажем (для любых п >> |. ак 0, А = 
=}, 2,....п) неравенство 


п | гп 2 
ег [№ 

2.4 = Е А ь 
==] Е ==] # 


%] 
Для удобства выкладок положим па = к ак ни дока- 


В =} 
л 


ч а 
Жем, что № а;> па". Обозначим разность между числом 
„вт 
&=1 
ав н средним значением @ чисел @к через еек = ав — а. 


Тогда 


па= У ак= У(@а- а) = па У ь. 


| К = | 
и поэтому 
п 
< — 
эт 0 
р] 
Отсюда следует: 
п п 
Ув 
ар = № («+ ею)? = 
т К = ( + =к) 
К = =] 
п м п Л 
Ч % | ч ь | 
= % а За % к -- У% = па? + % гк >= пай. 
| | 1 вм 
Е =1| Е=№Ё в=-| К =1 


В заключение сделаем одно замечание. В условин и ре- 
шеннн заличи мы обошли молчанпем тот факт, что правильные 
квадраты из 7ТХ7, 13Х 13 (вообще, (п + т + ИХ ше + 
+ м -+ п. глет = 3.3...) клеток допускают красивое гео- 
метрнческое истолкование. Например, таблину на рнсунке 5 
можно считать 716, зицей инцидентмости семи точек и семи 
нрямых на рнсунке 7 (пунктирную кривую... 4... В... С. 
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ФЗ43. Угол, под которым 
видно Солнце с Земли (це- 
лдовой диаметр), равен при- 
близительно & в> 10-* род. 
Радиус Земли Юз = 6400 км. 
Ускорение свободного падения 
на Земле Я яз 1Ю м/сек. Оп- 
ределите из этих данных от- 
ношение средних плотностей 
Земли и Солнца, принимая во 
внимание, что 1 209 == 3% 
Ж10? сек. 

Прин менамие. Объем 
ара вычисляется по формуле 


4 
ИУ= я В3. где Ю — раднус 





шаро. 
ГА 
к Фо 
м > Зы 
я ``. 
и а ` 
РИ , 
Е - 459 
5 рт ОУ 
её т у + 
вы’) : 
м у 
- ^^” 
сз >” 
47 $ 
Рис. 8. 
ФЗ44. Зиряд @ равномерно 


распределен по тонкому Чи- 
зыектлинескому кольцу, ко- 
торог ложит ни слоедкой го- 
ризонтальной плоскости. Ин- 
дукция  маенитного поля, 
периендикулярного К  плос- 
каста кольци. меняется от 0 
90 В...  Кикыю — угловую 
скорость вращения приобре- 
тает при этом кольца? Мос- 
са кольци равна т. 
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мы также относим к числу прямых): клетка. рослоложенная 
на пересечении строки с номером х и стоабца с номером Х 
(х = 1, 2..... 7, Х=ЕЁЬ О, .... 7) отмечена тогда и только 
тогда, когда прямая с номером х проходит через точку с но- 
мером Х (на рисунке 7 номера точек заключены в кружочки, 
момера прямых — в квадрагики). Редакция надеется вер- 
нуться к этой теме в одном из послелукииих номеров журнала. 

9. Белага 


х* 


При движении Землн вокруг Солица сила тяготения Р = 
СЗ 
= сообщает Земле центростремительное ускорение 


д? 
аи = 671 = -т5- [.. Здесь ® — угловая скорость, Г = 1 20д— 


пернод обращения Земли вокруг Солнца. те — масса Соли- 
ца, ту — масса Земли и |[. — радиус орбиты Земли. Со. 
гласно второму закону Ньютона 


тесту 41? 
ТЕ = (1) 
т. 
З 
Но % а #, следовательно, 
З 
53 
КЗ 42 


тоя = тз 1 Гр 


ля 


тз дз 


пе =" ЗАЗ. @ 


4 


и 
Так как ту = лЕЗр и те = 7 ас. 


о из соотношения (2) следует, что 
З та 
№5 — ЕКст* 

Вс Аа ЗЮ. у 


Теперь нам остается только выразить Юс через Ё ия 
Очевидно, что Ко ==Ё а, 2 (рис. 8). Поэюму окончательно 
получаем 


рз _ _возт? 
Е Зе. =—4.9. 


Ф 


Прн изменении магнитного поля возникает электрическое 
поле, запряженносгь когорого в каждой гочке кольца на- 
нравлена по касательной к кольшу. Эту напряженность 
можно вычислить, разделив э. д. с. индукини. возбуждае- 
мую в круговом контуре радиуса К, равного раднусу коль- 
ца, на длниу окружности контура: 


Е бива| _ | АФ 
— 2лА ^ мм 





Выделим малый участок кольца длиной АГ с зарядом 


т 
до; = в М; и массой Аи; = 92 \:. 
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На этот участок действует электрическая снла 


ва 1 | 49 
Ро = АЕ = ЭВ Зак |5 |, 








которая сообщает ему ускоренне. направленное по каса- 
тельной к кольцу. Модуль ускорения 


в Ей 
4 — Ат, — ЯлВт | А 





Из последнего выражения вндно, что модуль ускоре- 
ння не зависит от выбранного участка кольца. "Это означа- 
ет, что за время А линейная скорость всех точек кольца 
изменнтся на 


9 _ _ 95 __9Е_ 
до = в,М — 24Ют АФ | =— Вт АВ то ав] 














К тому моменту, когда индукция магиитиого поля из- 
менится на У, | АВ] = Ве. точки кольца приобретут лнией- 
ную скорость. 





КВ 
о = УАь = Зв. у 
Следовательно, угловая скорость ® вращения кольца будет 
равиз 

Ш ОВ. 

о 
Рис. 9. Н. Слободецкий 

} Ф 


Мощность двигателя равна кинетической энергин. прнобре- 


таемой «отбрасываемым» воздухом в еднинцу временн: 
ФЗ45. Оцените мощность р Е У ВР 


Овигателя. необходимую для Ато? 
поддержания в воздухе верто- м=-5 
лета массы М = 500 кг с 
лопастями Флиной | = 3 и. 
Считать, что весь воз- Где Ат — масса воздуха, «отбрасываемая» винтом за | сек, 
дух под вращающимися ло- И 9 скорость воздуха. 
пани Нея  59н0: Вертолет находится в равновесии благодаря тому. что 
родным потоком вниз. сила тяжести №М уравиовецизается силой Р, действующей 
на вертолет со стороны воздуха (рис. 9). Эта сила по третьему 
закону Ньютона равна по абсолютной величине снле Е,. 
действующей со стороны лопастей вертолета на воздух. Так 
хак в единицу временн лопастями «отбрасывается» масса воз- 
духа Ат со скоростью у, то воздух за одну секунду приобре- 
тает импульс Атм. Согласно оторому закону Ньютона этот 
имнульс равен силе Р,, действующей на воздух: Е, == Ау. 





"Следовательно. 
Ме 
Ате — Ми, илн Ат = о. {1) 
Тогла 
®_ Ате? в Мас 
2 2 
Егли плотность воздуха равна р, то 
— р$и = рлПо. 42) 


Из выражений (1) н (2) 


Ме ] / Ма 
р = рае, и = пай ° 


4; 


ФЗ4б. Одна из обкладок 
плоского конденсатора пло- 
щадью $ подвешена на пру- 
жинг. Другая обкладка зо- 
креллена неподвижно. Рас- 
стояние между пластинами в 
начальный момент равно [. 
Конденсатор ма короткое вре- 
мя подключили к батарее, и он 
зарядился до ‘напряжения (. 
Какой должна быть жест- 
кость И А, чтобы не 
происходило касания пластин? 
Смещением пластины за вре- 
мя зарядки можно пренебречь. 
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Таким образом, 


Мао Ми Мя 3 


Плотность воздуха можно найти из уравиения состояния 
идеального газа 


т 
ру = м АТ. 
Отсюда 
т ры 
РИ и 


Для оценок будем считать, что воздух находится прн 
нормальном атмосферном давленнн р = 10% л/м? и при тем- 
пературе Т = 300°К. Подставив соответствующие значения 
величин в формулы (3} и (4), найдем 

№3 . 10% вт = 30 кет. 
с. Козел 


Ф 


Прин подключении к источинку конденсатор заряжается до 
разности потенциалов {/, н его пластины приобретают заряды 
т9н —9. где 
#56 

к’ 


Верхняя заряженная пластина конденсатора оказывается прн 
этом в поле заряда нижней пластины, н на нее действует сила 
Е = 9Е, 
где Е — напряженность поля заряда нижней пластины. Так 
как в плоском конденсаторе линейные размеры пластни много 
больше расстояния между пластинамн, то можно считать, что 
это поле совпадает с полем бесконечной равномерно заряжен- 
ной плоскости. Напряженность такого поля не зависит от 

расстояния до плоскости н равна 


9=с0 = 


|. 9 9 
— ШЕЕ Зы — 2Ь 


Под действнем снлы Ё верхняя пластнна придет в двн- 
жение, растягивая пружину. Сила РГ, так же ках и сила тя- 
жести, не зависит от положення пластины, а сила упругости 
пружнны по абсолютной велнчине пропорциональна смеё- 
щению. Поэтому пластниа будет совершать гармоническне 
колебания около положения равновесия, в котором (рнс. 10) 

Е -- тя = Рупр, (2) 
где т — масса пластнны. Амплитуда’ колебаний пластины 
будет равна расстоянию В между ее первоначальным положе- 
нием н положением равновесия. Следовательно, пластнны не 
булут соприкасаться, еслн это расстояние Ё меньше половины 
первоначального расстояния между пластннамн, т.е. если 


1 
п<-5 в. 


Обозначим деформацию пружнны в первоначальном по- 
ложении через Аху. Ее деформация в новом положении рав- 
новесия равна Ах, - В, н 

Руор — |: {Аж — Ю). 
Так как первоначально верхияя пластина находилась в рав- 
новесии, то 
тв = ЕАж. 


$347. Космический корабль 
вращается вокруг Луны по 
круговой орбите  раднуса 
Ю = 3.4.108 м. С какой ско- 
ростью нужно выбросить из 
корабля вымпел по касатгль- 
ной к траектории корабля, 
чтобы он упел не противо- 
положной сторояе Луны? 
Через какое время вымпел 
упадет на Луну? Принять, 
что ускорение свободного па- 
дения тел ьблизи „Луны в 6 раз 
меньше земного. Радиус Луны 
принять равным 1.7.108 м. 





Рис. 11. 
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Полставив выражения для Рупр и л\ в формулу (»). получим 
В -- ВА = А (Ах ЕЯ), 


или 
; Е 
* = р. 
Таким образом, пластниы не коснутся, если 
Е 1 
Г < в #. 
или 
2Е 29Е 20902 
и = а ы 
5 ь о 
Ф 
Вымпел, выброшенный ‘из корабля. должен двигаться 


по эллиптической орбите, касающейся поверхности Луны 
(рис. 11). Большая ось этой орбиты равна К Вл. где Вл — 
раднус Луны. Найлем скорость и,, которую должен иметь 
вымпел в максимально удаленной точке А этой орбиты (т. е. 
в точке выброса вымпела из корабля). Для этого восполь- 
зуемся законом сохранения энергин н вторым законом Кеп- 
лера. 

Снла тяготения между вымпелом и Луной аналогична 
силе взанмодействия двух точечных электрических зарядов 
противоположных знаков. Поэтому, зная выражение для 
потенинала поля точечного заряда, можно по аналогии запн- 


сать выражение для потенциальмой эиертии вымпела в точке 
А в виде *) 


Млт 
ПА=-—т В 





{Мл — масса Луны. м — масса вымпела). В точке В — точке 


касания траекторин вымпела поверхностн Луны — потен- 
Циальная энергня равиа 





Кинетическая энергия вымпела в точках Ан В равна 


э- 


то} ту 
о 


где и; — скорость вымпела в точке В. Согласно закону со- 
хранения энергин 








то Мат т Мат 
а 2 
Мл 
Сокращая на т ин учитывая, что пра Ял. получим 
Л 
2 р. 
ый Вл 5. 
2 = в: (1) 
*) См.. изпример; статью С. Козела «Физические 


аналогии», «Квант», 1975. № И. 
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Из второго закона Кеплера можно получить еще одно 
соотношение между скоростями 0; и и.. Согласно этому за- 
кону радиус-вектор планеты за одинаковые промежутки вре- 
мени описывает равные площади, поэтому 


© 4ЁЮ 2. МА 
2 2’ 





или 
о. Е = °.Юл (2} 
Из уравнений (1) н (2) найдем ол: 


2лКл &лКл 
и: = Ал Их +8) ^ „Уз , 


так как А = 2Вл. 


Для того чтобы определить скорость, с которой нужио 
выбросить вымпел относительно корабля, нам еще нужно най- 
ти скорость % корабля на его круговой орбите. Поскольку 
корабль вращается по окружности под действнем силы тяго- 
тения. то 


Млдт: то? 
т =-Р- 
(т: — масса корабля). Отсюда 


Очевидно, что и, < г), следовательно, 





1 1 ` 
= оф: = У #лАл (ут-уз) = м/сек. 


С такой скоростью и нужно выброснть вымпел назад, чтобы 
он упал на противоположную сторону Луны. 

Осталось теперь найтн время падения вымпелл. Восполь- 
зуемся для этого третьим законом Кеплера: квадраты пернио- 
дов обращения планет относятся как кубы больших полуосей 
нх орбит. Период обращения корабля (илн вымпела) по кру- 
совой орбнте раднуса А равен 


: ны 
АЕ &л` 


Обозначим через Г периол обращения вымпела по эллипти- 
ческой орбите, касающейся поверхностня Луны. Согласно 
третьему закону Кеплера 


(рева). 








Ю 
Отсюла 


(Е -|- Кл): < 3 р 
ТТ. ие) =-5 УЗ т. = 
3 бАл 





И. Слободецкий 


г. 


В этом номере мы публикуем фамилии тех, 
кто прислал правильные решения задач 
М326—МЗ35; ФЗ38—ФЗ47. Жирные инфры 
после фамилия — последние цифры номе- 
ров решенных задач. 


Математика 


В большинстве писем содержалось верное 
решение задачи М326. Остальные задачи ре- 
шили: А. Абрамян (Ереван) 7,2; Д. Азов 
(Челябниск) 7. 2, 3, 5; А. Ангелова (Бол- 
гария) 1. 3; О. Аполонский (Жуковский) 9, 
0а). 6}. 1—3; Е. Асарин (Москва) 3; М. Ба- 
баев (Баку) 2; 3. Беркалиев (Караганда) 8а}, 
6). 1. 3: П. Билер (Польша) 7, 1, 3, 4; О. Бол- 
тенков (Днепропетровск) 8а), 6), в), 9, 1, 3; 
Я. Верховский (Рыбное Московской обл.) 7; 
А. Ворович (Москва) 1—3; А. Гарнаев (Тал- 
лин) 8а). 6): Р. Госсыев (с. Сунжа СОАССР) 
3; Р. Гилязов (Навон) 7. 8а). 6); В. Гишлар- 
каев (с. Урус-Мартаи ЧИАССР) 3: О. Годин 
(Симферополь) 7, 8а), 8. 3; Д. Голуб (Сумы) 
7. 9, 3; Д. Гольденберг (Ленинград) 1—3; 
Е. Горбатый (Одесса) Т. 8а). 6). в), 9; 
С. Гришин (Рыбное Рязаиской обл.) 7, 2; 
М. Грищенко (РСВГ) Т; В. Гроссман (Одес- 
са) 2, 3; В. Гусейнов (Нахичевань) 7, 8а), 
6), в), 2—4; А. Данилов (Шумерля) 7. 8а), 
в). 9. 1—3; Н. Дарьин (Тольятти) 1, 2, 4; 
А. Двоскин (Ворошиловград) 2; А. Диден- 
ко (Краснодар) 2; А. Дибровин (д. Березовка 
Кировской обл.) 2; А. Зилин (Уфа) 8а), в); 
А. Нванов (Москва) 9; Я. Колика (Киев) 
2. 3, 5; А. Камелян (Иджеваи) Т, ®, 2, 3, 5; 
Б. Каллан (Киев) 3; В. Карташев (Елец) 3; 
В. Качалов (Киев) 1; И. Клевчук (с. Став- 
чаны Черновицкой обл.) 8а); А. Князюк 
(Киев) 7, 8а), 6), в), $, 0в), 2. 3: В. Краське- 
вич (Польша) 4; В. Кулаксв (Ленинград) 7; 
К. Купало-Ярололк (Москва) 7, ®, 2, 3; 
М. Кутернин (Алма-Ата) 7; А. Лалаян (Крас- 
новодск) 3; Е. Ландмон (Ленииграл) 7, 1; 
Я. Ланцман (Ташкент) 9, 1, 3; Левыкин 
(Райчихинск Амурской обл.) 4, 5; М. Ли- 
повский (Волгограл) 3; Д. Литвиненко (Се- 
вастополь) 7; С. Лифиц (Харьков) 2, 3, 5; 
В. Любимов (Харьков) 7; А. Ляховец (Крас- 
нодар) 2; В. Медведь (Молодечно) 7, 8а), в), 
2, 3, 5; А. Меликов (Сумгаит) ба); С. Мелихов 
(Донецк) 7. %, 2, 3; А. Мень (Симферополь) 
82}, в), 9; ЛМ. Морайнэ (Польша) 7. ®, 0а}, 
1—3: И. Морозов (Горький) 7. 8а), 6), в), 9, 
02а), 6), в), 13: С. Мягков (Челябинск) 2, 3; 
В. Нейман (Ленниград) 7, 2—4; Л. Остро- 
вецкий (с. Держановка Черниговской обл.} 
7. 8а). 6), в). 9. 3. 4: М. Островский (Харь- 
ков) 2, 3; Д. Папу (Харьков) 1, 3—5; 
С. Петров (пл. Шерашево ЧувАССР) 0а); 
М. Питателев (Москва) ®; П. Побылица 
(Ленинград) 4; С. Лолов (Москва) 7, 8а); 
Р. Портной (Чериовцы) 8а), в); С. Послав- 
ский (Харьков) 7, 8а),6). в), 9; О. Пронин 
(Петропавловск) 9: С. Путинцев (Невнино- 
мысск) 1—3, 5; А. Редуя (Кишинев) 82), 9; 
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В. Решетов (Тронцк) 1; В. Рогава {Тбилнсн) 
4: Р. Романов (Москва) 3; И. Рудаков (Брянск) 
7, 8а), 6), в), 13; А. Симушев (Москва) 2, 
3: В. Слелой {Томск) 1—3; В. Смирнов (Уфа) 
Оа),6). 1, 3: А. Слирин (Москва) 1; „7. Сыч 
(Лимитровград) 1; С. Трегуб (Ташкент) 7, 
8а). 6), в). 8, 2; Н. Гренев (Москва) 7. 86), 
3—5: В. Фалько (Харьков) 1; С. Флоря 
(<. Сатул-Ноу МолаССР) 1, 3; М. Фоменко 
(Дальнегорск) 9; И. Хамитов (Ухта) 7, 9: 
Д. Чирадзе (Тбилиси) 2. 4; С. Шалиро 
{Курск} 1; В. Шпильрайн (Москва} 3; С. Яко- 
венко (Москва) 7, 8а). 6), 2: Б. Яцало {с. Мо- 
рочно Ровенской обл.) 7, 9, 2—5. 


Физнка 


Почти все читатели, приславшне свон ре- 
шення, справились с задачами ФЗ38 и ФЗАЗ. 
Остальные задачи правильно решили: 
Х. Абдуллин (Алма-Ата) 0—2, 4—6; С. Ага- 
зарян (с. Суренаван АрмССР) 2; М. Агеев 
(Тула) 6; Г. Айзын (Брест) ®8, 1, 2, 4—6; 
И. Астров (Таллин) 0, 7; М. Бабаев (Баку) 7; 
И. Бабичев (Урюпинск) 1; С. Балашов (Моск- 
ва) 2; Г. Бежиеивили (Рустави) 6, 6; А. Бе- 
ликов (Москва) 1. 2; В. Белоцерковский (Харь- 
ков) 5; С. Беляков (п. Степной Краснодар- 
ского кр.) 1; Н. Бережинскийя (Дружковка) 
9, 1, 6; И. Бернар (с. Великий Бычков За- 
карпатской обл.) 1, 4; И. Бондарцев (Любер- 
цы) 4, 6; Я. Бондарчук (с. Высоцк Ровенской 
обл.) 1; А. Брюм (Донецк) 9, 1; В. Бурджа- 
надзе (Тбилиси) 1; С. Бирнасов (Таллии) 1, 
2; В. Буртовой (Килия) 1; В. Вайчатис (Кур- 
шенай) 4—6; Б. Васильев (Самарканд) 1, 48; 
Б. Виноградова (Великие Лукн) 6; С. Власов 
(Камышин) 1; Я. Выскварко (дл. Киевичи Мин- 
ской обл.) 1, 2; В. Гаврилов {Камень-Кашир- 
ский) 8, 1; Л. Гедалин (Тбилиси) 9—2,4; А. 
Гейм (Нальчик) 7; А. Гетман (Моздок) 5, 6; 
Р. Гибадуллин (Бугульма) ®, 1, 6; И. Гизза- 
пнуллин (д. Старый Ашит ТАССР).6; О. Годин 
(Симферополь) 9—1, 4—7; Ю. Гоник (Брянск) 
$, 1,2, 5, 7; Е. Горбатый (Одесса) 9, 1, 2; 
Г. Городний (Конотоп) 4; А. Громов (Куй- 
бышев) 5—7; С. Данилов (Дрогнчни) 9, 0, 2, 
4, 6; Д. Данильчин (Рязань) ®, 6, 7; М. Девор- 
цов (Фрунзе) 1; В. Дементьев (Кировск) 5; 
В. Демидовия (Гадяч) 6; В. Деминенко (Чер- 
кассы) 5; М. Емельянова (Ташкент) 1; А. Жук 
(Днепропетровск) 4. 5, 7; В. Задков (Челя- 
бииск), 6, 7; А. Зарчаров (Баку) 7; Т. Заяц 
(с. Т. Пасека Закарпатской обл.) 1; А. Зиб- 
ко (Ростов-на-Дону) 5; Л. Зятиков (Урю- 
пниск) 1, 5; С. Иванов (Харьков) 5, 6; С. Ке- 
рем (Рига) 1; Ю. Кленов (Целиноград) 9, 
1, 2; А. Князюк (Киев) 0, 4. 5; Д. Ко20сов 
(Москва) 5. 6; А. Коэзодой (Челябинск) 5; 
„7. Козырев (п. Плозерский КарАССР) $; 
К. Копейкин (Ленинград) 4; С. Копылов- 
ский (п. Знобь-Новгородское Сумской обл.) 
9. 1, 2, 4, 5; И. Корытный (Львов) 4, 7; 
И. Косенкова (Калуга) 9, 4: Н. Костенко 
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{с. Гатиое Киевской обл.) 9, 1, 2; О. Костен- 
ко (Кировск Ворошиловградской обл.) 4-—7; 
В. Кочетков (Кораблино) 6: А. Криканов 
(Лыткарино) 5. 7; М. Кроль (Павловский 
Посад) 9—2. 7; П. Крупкин (Димитровград) 
4, 5, 7; ДА. Кизибов (Краснолар) 4, 6: И. Куз- 
нецов (Ленинград) 1; 3. Кучкаров (Ташкент) 
5. 7; С. Кушнир (п. Быково Московской 
обл.) 2; Ю. Лебединский (Могилев) 5; А. Ле- 
бедь (Лнепропетровск) 9—2, 4-—7: Н. Лепин 
(Харьков) 5. 7: А. Либман (Орел) 2. 4; 
Е. Либинзон {Ярославль) 9, 2; А. Листов- 
ничий (Киев) 4. 7; О. Лищенко (Киев) 9, 1; 
Т. ищенко (с. Юца Ставропольского кр.} 
5; М. Магид (Даугавпилсе) 9—1; Е. Мор- 
тынова (Курск) 1, 2; Ю. Мартынов {Алма- 
лык) 1; Ё. Матиусов (Москва) 7; А. Меелод- 
зе (Тбилиси) 6; А. Мень (Симферополь) 8—2; 
М. Микаэаян (Москва) 9, 4; А. Минин (Че- 
боксары) 6; О. Мирзгабасов (Черновцы) 1, 
5; М. Мирзоев (Нахичевань) 1, 2; А. Молот- 
ков (п. Кубиика Московской обл.) 4; И. Мо- 
розов (Горький) 9, 1, 2, 4—6: А. Морозовский 
{Киев) 9—2. 4—7; А. Мурзашев (Нефтекамск) 
$, 6; Р. Мусалимов (Байрам-Алн} 1, Ю. Му- 
харский (Киев) 9, 4, 5, 7; И. Насонов (Таш- 
кент) 5; И. Нелин (Полтава) 9, 1; Н. Ныко- 
заев (Ногинск) 9, 2; А. Носин (Харьков) 
9; Л. Оксузян (Орджоникидзе) 4; А. Охрим- 
чук (Выкса) 9. 0; Р. Палюнис (Каунас) 1; 
Д. Папуш (Харьков) 1; В. Пиразян (Чарен- 
цаван) ®, ©, 6; С. Парфеное (Вороново Грод- 
ненской обл.) 4; О. Певзнер {Днепропетровск} 
9, 0; А. Подолек {Пологи} 5. 6; В. Позвяк 
(Барановичи) 9—2, 4, 5; Е. Пономарев 
(п. Черноголовка Московской обл.) 9. 5; 
С. Пнтернев (Саратов) 1, 4, 5, Т. А. Радул 


Кто есть кто? 


На рыночной площади одного 
маленького городка стояли 
три старичка с очень умными 
попугаями. За некоторую 
плату каждый Попугай от- 
вечал на заданные ему воп- 
росы. Жители городка знали, 
что один из попугаев за лю- 
бую плату говорит правду, 
другой, сколько ему нн дай, 
соврет, а третнй отвечает со- 
гласно плате и настроению: 
решит, что мало дали — со- 
врет, решит, что доста- 
точио, — скажет правду. Но 
вот кто из попугаев — лжец, 
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{Кишинев) 1, 2; М. Райхман (Винннца) 9: 
Л. Расин (Даугавпилсе) 48, 6; В. Распонома- 
рее (Оренбург) 9, 1.48; Р. Романов (Москва) 5; 
А. Рудерман (Ленинград) 4: И. Рудой (Харь- 
ков) 9. 2. 4, 5, 7; А. Савельев (Александрия) 
4. 6: О. Самвелян {Ереван) 5; Т. Саргазаков 
(Фрунзе) 4, 6; И. Сатаев (Саратов) 4-7: 
И. Светлиннова (Куйбышев) 6; П. Свистуя 
{Магиитогорск) #, 2; А. Святченко (Кишинев) 
9. 1; В. Сгребрянний (Харьков) 1; А. Симу- 
шев (Москва) 7; А. Смоляков (Кадневка) 9, 1: 
В. Солионов {Кировск) 4: Ю. Сололибов (Там- 
бов) 4; В. Старшенко (Запорожье) 0—2, 
4, 5: А. Суханов (Москва) 9, 0, 1; ЛД. Тапоч- 
кин (Новосибирск) 4, 6; С. Тищенко (Орен- 
бург} 4; А. Трищенко (Комон-на-Дону) 1; 
В.Трянин (Городец Горьковской обл.) 6; 
И. Тулинцев (Чирчик) 5; А.Тымчик СЛьвов) 4; 
А. Утончкин (Лениигралд) 5; Н. Федин (Омск) 
9, 1, 2, 4—7: Л. Финибейн (Березники) ©; 
С. Флоря (с. Сатул-Ноу МолдССР) 4; А. Фрум- 
кин (Курск) 5—7; Ю. Хабаров (Павловский 
Посад) 9%, 1, 2, 4--6; И. Халитов {У хта) 9, 2: 
С. Хоровекий (с. В. Чернокинцы Териополь- 
ской обл.) 6; Л. Хигер (Ташкент) 9—2, 4—7. 
Г. Хоняк (д. .Замошье Витебской обл.) 6; 
В. Цырюльников {с. Кайсарово Ульяиов- 
ской обл.) 4; Е. Червоненко (Лиепропетровск) 
0; А. Чернилевский (Павлодар) В. 2; Н. Чер- 
кобаев (п. Серышево Амурской обл.) 5, 7; 
А. Чуприн (ШЩахзы) 5; Ю. Шарипов (Кара- 
куль Бухарской обл.) 1; С. Шаташвили (Тбн- 
лиси) 9; Н. Шеметов (ст. Советская Красно- 
дарского кр.) 6; Э. Шифрин (Днепропетровск) 
9; Г. Шпарик (Стрый) 5, 6; А. Щербаков 


(Тамбов) 6; Г. Якимов (Орша) 5; Е. Яненко 
(Киев) 7. 


кто — хитрец, а кто — чест- 
ный, инкто не знал, пока в 
город ие прнехал... матема- 
Тик. 

— Кто сидит рядом с то- 
бой? — спросил он у’ первого 
попугая. 

— Лжец — был ответ. 

— А ты кто такой? — спро- 
сил математнк у второго по- 
пугая. 

— Я хитрец! 

— А кто сидит рялом с то- 
бой? — спросил он у треть- 
его попугая. 

— Абсолютно честный попу- 
ган! — был ответ. 

И математик сразу сказал. 
кто из попугаев действитель- 
но абсолютно честный, кто 
лжец, а кто хитрец. 

А вы сможете это сделать? 


Практмкум абытурнента 
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В. Лчховский 


Логарифмические 
и показательные... 


Большая часть заданий по математи- 
ке, предлагаемых на конкурсных эк- 
заменах в вузах, сводится к решению 
уравнений и неравенств. 

Для простейших из них, например, 
для квадратных уравнений и систем 
линейных уравнений, существуют об- 
щие методы решения. В болынинстве 
же случаев нет правил, позволяющих 
решить уравнение путем последова- 
тельного выполнения арифметиче- 
ских действий и элементарных опе- 
раций над коэффиинентами уравне- 
вия. Поэтому при изучении, вапри- 
мер, показательных и логарифмиче- 
ских уравнений и неравенств рассмат- 
риваются лишь частные приемы ре- 
нений. 


Уравнения 


При решении уравнений широко при- 
меняются преобразования обенх час- 
тей данного уравнения. 

Определение 1. Если все 
корни одного уравнения являются кор- 
нями другого уравнення, то второе 
уравнение называется следствием пер- 
вого. 

Онределение 2. Два урав- 
нения называются эквивалентными 
(равносильмыми} на некотором мно- 
жестве значений неизвестного, если 
они имеют одни и те же корни, при- 


надлежащие этому множеству, то есть 
если каждое из них является следст- 
внем другого. 

Естественнее всего применять толь- 
ко такие преобразования, при кото- 
рых каждое последующее уравнение 
эквивалентно предыдущему на рас- 
сматриваемом множестве (ниже, если 
это особо не оговорено, имеется в виду 
множество всех действительных чи- 
сел). Тогда решения последнего урав- 
нения будут корнями и исходного 
уравнения. 

Однако такой способ решения не 
всегда возможен. Иногда легче за- 
менить уравнение неэквивалентным 
ему следствием, а потом провести про- 
верку корней —— нет ли среди них 
посторонних. 

Вспомним сначала несколько ос- 
новных теорем. 

Теорема 1. Приа > 0, а = 1 
уравнение а“ = а эквивалентно 
уравнению } (х) = $ (0). 

Теорема 2. При а>0, 
а 52 | уравнение 105. | (х) = 108 (х) 
эквивалентно любой из систем 


Ро) =+0(), | 7х) =), 
{(х)>0, + (х)>0. 


Отметим, что если посторонние 
корни появляются только в резуль- 
тате расширения области допустимых 
значений (ОДЗ) неизвестного, то от- 
делить их от корней исходного урав- 
нения можно или проверив, входят 
ли они в ОДЗ, или непосредственно 
подставив их в исходное уравнение 
или в уравнение, эквивалентное ис- 
ходному. Если же лишние корни мо- 
гут появиться не из-за расширения 
ОДЗ, то необходима проверка под- 
становкой в исходное уравнение или 
в то промежуточное уравнение, при 
решении которого этн посторонние 
корни могли появиться. 

Задача \! (Новосибирский ин- 
ститут инженеров железнодорожного 
травспорта, 1974). Решить уравнение 


д фк 7.71.0. 


Замечая, что 
9" жк Хх =. За(И яя ж— 2х —9, 
3 хх: — 2х А. зи=- эх -х 
ЮО 
положим ЗУ —х-{, получим 
уравнение ЗЕ — 71 — 6 = 0, имею- 
о 
щее кории 1, =Зи 1, = — —- Второй 
корень не даст решений исходного 


уравнення, так как область значений 
показательной функции — миожество 
всех положительных чисел. Следова- 
тельно, исходное уравненне в области 
допустимых значений неизвестного эк- 
вивалентно уравнению 3—2 —х = 
=3!, а последнее на основании теоре- 
мы {1 — иррациональному уравнению 





Рис. 1. Рис. 2. 

У *—2х =х-1. Возведя обе его 
части в квадрат, найдем х = — 0,35. 
Так как при возведении обеих частей 
уравнения в четную степень могут 
появиться посторонние корни, иро- 
верка необходима, причем лишь на 
этом этапе. Подстановиа найденного 
значения х В ирраниональное урав- 
ненне показывает, что оно удовлетво- 
ряет ему ни, следовательно, НСХОДНОМУ 
уравнению. 

В большиистве случаев основная 
трудность решения логарифмического 
или показательного уравнения сос ГО- 
ит в преобразовании исходного урар- 
нения до тех пор, пока пе появится 
возможность применить теоремы [или 
2. Цо при этом надо внимательно сле- 
днть за изменением ОДЗ. Упущение 
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этого момента часто приводит к ошиб- 
кам в решении. 


Так, используя, например, фор- 
мулы логарифмнрования 

Юраху — Торах г ПЮвау, (1) 

10а НЕ = Ю5.х 2-й 105. у, (2) 

.хР = р Юва, (3) 


абитуриенты часто забывают о том, 
что ОДЗ их левых и правых частей 
не совпадают. 

В самом деле. правые части соот- 
ношений (1) и (2) определены для зна- 
чений х >> Фиу >> 0. Этим неравенст- 
вам удовлетворяюг координаты точек, 
заполияющих первый координатный 
угол (рис. 1). В то же время левые 
части соотношений (1) и (2) имеют 
смысл, когда знаки х и у совпадают. 


\ 





Рис. 3. 
Этому УСЛОВИЮ удовлетворяют 
координаты точек,  заполняющих 


первый и третий координатные углы 
(рис. 2}. 

Следовательно, при переходе, на- 
пример, от выражения 108.ху к вы- 
ражению 08х | ю8.у, ОДЗ су- 
жается (на третий  коордииатный 
угол), а это может привести к потере 
решений. 

Правая часть равенства (3) опреде- 
лена лишь при х > 0, а ОДЗ левой 
частн зависит от показателя степени 
р. Если р — целое четное число, то 
левая часть равенства (3) имеет смысл 
и при отрицательных х. Поэтому пе- 
реход от выражения 105.х? к выра- 
жению р 105.х также может привести 
к потере решений уравнения. 


Формулы логарифмирования луч- 
ше применять в такой форме: 


ов.ху = 1юя. |х| + 10. |, (а) 
10а — = 105. |] == оо Ш, (2а) 


10 хР= р Тов. [х | (р — четное). (За) 

Теперь правые части формул (Та) 
и (2а) определены при х 5 Они-= 0. 
Этим условиям удовлетворяют все 
точки координатной плоскостн, за 
исключением точек, лежащих на осях 
(рис. 3), и при переходе от выражения 
1ойаху к выражению 108, |х| ов, у | 
ОДЗ неизвестных не сужается, а 
расширяется (сравните рис. 2 ирис. 3). 
Возможность потери решений исклю- 
чена, но посторонние корни появиться 
могут. А в равенстве (За) ОДЗ правой 
н левой частн совпадают: х = 0. 

Второй способ избежать измене- 
ния ОДЗ — переход от одного урав- 
нения к эквивалентной ему системе 
или совокупности уравнений (нера- 


х 
венств). Так, уравнение ау = Сс 
эквивалентно совокупности уравнений 


ю8.х— 1юРу =с, ЮЕ.(—Х)— 
— 108.(— И) =с. 


Задача 2. Решить уравнение 

18 (+ 10) + им =2—14. 
ОДЗ неизвестного: х>> —- 10, х=Ё0. 
Поскольку вх? =1в|х|, приведем 


уравнение к виду 15 (х -- 10) + >| -- 
+15 4=2, откуда 16 [4х] (х + 10)] = 
=15 100. По теореме 2 последнее 
уравнение эквивалентно такому: 


41 («+ 10) = 100 


(поскольку 100>>0, неравенство вы- 
полняется). Рассматривая два случая 
н решая соответствующие уравнения: 


а) х>0, х? + 10х—25 =0, 
6) —10<х<0, х? + 10х25 = 0, 
находнм два корня: х, = —5 + 52, 


х.= —5. 
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Нередко решение уравнения или 
системы уравнений можно упростить 
введением новых переменных. 


Задача 3 (Завод-втуз при ЗИЛе, 
1974). Решить уравнение 


(Ит+и 48 "+ (ИУ7У 3 = 
= 14. 
Обозначим (и 7+ У 48 "= 


=и, (У7- У 48 |" =0.Тогда система 
ири= 14, 
ио =1 


при и>0, 9>0 будет эквивалентна 
исходному уравнению. Ее решения: 

и, =7-+У 48, и =7—У 48; 

и. =7—И 48, и =7-+И 48. 
Запншем и, и 9. в таком виде: и, = 
= (7+ У 48)-', и, =(7— У 48) '. 
Возвращаясь к нсходной переменной, 
найдем х, =2, х, = —2 

Уравнение внда [{ (х)]$69 =[2(*)]^ 5 
обычно решают с помощью теоремы 
2 логарифмированием обеих частей 
уравнения по некоторому основанию. 

Задача 4 (Московский геолого- 
разведочный институт, 1975). Ре- 
шить уравнение 

хх? — Зк—4,5 — 1О0—218х . 


ОДЗ неизвестного: х>>0. На этом 
множестве исходное уравнение экви- 
валентно уравнению 


16 (х!8" х3— Зв х—4.5) = 15 (10-7 ый 


которое подстановкой 1х = # сводит- 
ся к кубическому: { (8 —6#—5) =0 
с корнями В =0, &=1,25 и &= 
= —0,5. Возвращаясь к исходной 
переменной, найдем: х,=1, х.= 
—10И1би х. = ИТО/0. 

` Задача 5 (Новосибирский госу- 
дарственный университет, — 1974). 
Решить систему уравнений 

1 


(и *—* =23, 
(хи). 2—5 -=3. 


Из второго уравнения следует, 
что х+у>0. Поэтому, прологариф- 
мировав по основанию 2 и положив 
108. (хтиу)=и, х—у=и, получим 
систему 


 =1-0,5 108,3, 


[2 
и—и-= 1085.3. 


эквивалентную на множестве х + и/>0 
нсходной. Подставнв  значенне ши 
из первого уравнения во второе, най- 
дем и —=2, а затем и = 105,12. Воз- 
вращаясь к исходным переменным и 
потенцируя, получим 


[х—у=2, 
| х+и= 12, 
откуда х = Т, и= 5. 

Заметим, что нспользование в ходе 
решения основного логарифмического 
тождества а = } (х) может при- 
вести к появлению посторонних реше- 
ний из-за расширения ОДЗ. 


Задача 6 (МФТИ, 1975) Ре 
шить уравнение 


гов» 1—2) = 5х2 — 5. 


Преобразуем левую часть уравне- 
ния, учитывая основное логарифми- 
ческое тождество н свойства степе- 
ней: 9106#(1—2х) — {33) 1ю8:(1—2х) -— 
= [308-29 ]2 — (]—2х)2. Уравнение 
(1 — 2х)? = 5х2—5 является след- 
ствнем, не эквивалентным исходному 
уравнению. Действительно, первый его 
корень х, = —2— У 10, удовлетворяет 
исходному уравнению, так как входит 
в ОДЗ, а посторонний второй корень 
х. = —2+-И 10, появляется вследст- 
вие расширения ОДЗ при замене вы- 
ражения 915% '—2х), имеющего смысл 
при х< 0,5, выражением (1 — 2х)?, 
определенном при любом звачении 
аргумента. 

Задача 7 (МФТИ, 1974; МАИ, 
1975). Решить уравнение 


1орз (108.х — 9) = 
=2 + 1063 (1 —4 10, 4). 
Так как 2 + [юв; (1 — 4106.4) = 
= 1063 [9 (1 — 4 105,4) |, то по тео- 


$4 
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реме 2 исходное неравенство эквнва- 
лентно системе 


юЮр.х —9 =9(1 — 4106,4), 


105.х—9>0. 
]}ор‹4 = 2 


Поскольку и, 
ь Ю8.х юЮрьх 


положим 108, х = {[; получим систему 
Г В — 18#- 72 =0, 


| #>9, 


решение которой Ё = 12, откуда х == 
== 4096. Заметим, что если ограни- 
читься уравнением из смешанной сис- 
темы без неравенства, то появится 
посторонний корень х == 64. 

Задача 8 (МГУ, геофак, 1972; 
завод-втуз при ЗИЛе, 1974). Решить 
систему уравнений 


© 21юрух? -- ЮБ,../° = —1, 
| 2106.х*— 0. и =5. 


В области допустимых значений 
неизвестных, определяемой условия- 
мн х5е0 и и>> 0. данная система 
эквивалентна системе 


41064 52 ЗЛюв..з/ = —1, 
81054 —108.»и = 5, 


лннейной относительно 10. 1х| н 
109,2. Эта система имеет единствен- 
ное решение 08. |х| == 0,5, Юри = 
=—1, откуда х = 252, и = 5. Если 
опустить знакн модуля, то решение 
({--2; 5) будет потеряно прн лога- 
рифмированин. 

Иногда полезно пользоваться фор- 
мулой г = 6108.8, справедливой 
при положительных а, 6 иси при 
а == |1. Действительно, 
ово = (цловоР)юяае = 

= (а оса = со ое 


Задача 9 {Московский гор- 
ный институт, 1975). Решить урав- 
нение 

5х —50 — хи. 


Найдем ОДЗ: х >> 0. На основанин 
рассмотренной формулы х!ЕЗ = 5х, 
поэтому исходное уравнение равно- 
сильно уравнению 2-51 = 50, от- 
куда 51 =572, 1х = 2, х = 100. 


Показательные и логарифмическне 
уравнення могут появнться и при 
решении «текстовых» задач. 

Задача 10 (Московский ин- 
ститут электронной техннки, 1975). 
Найти х и у, если известно, что ху, 


хи я являются последователь- 


ными членами геометрической, а 
ю5 у - ). вы 0,5 и 105х(2 — у ге 
арифметической прогрессии. 

Условие задачи можно записать в внде 


| 
хх = Ху. — 


Ю8х (уе 1) + 108,(2— и) = —1. 


Решение этой 
мостоятельио. 
у- 1. 

Задача 
пеихологии, 
ние 


снстемы найдите са- 
Ответ: х-=: 0,5; 


И СГУ, 
1970). 


факультет 
Решить иравне- 


105, — + (2х? а) =4. 


2 —х? 


Это — уравнение с параметром. Ре- 
шить его — значит указать, пря ка- 
ких значениях параметра существуют 
решения н каковы они. При решении 
таких уравнений особенно важную 
роль нграет контроль эквивалентнос- 
ти уравнений, так как проверка обыч- 
но затруднена. 

Положив х? == [, приведем урав- 
нение к виду 


1 ОБ и 





(21 +а) =4. 


Последнее уравнение эквивалент- 
но исходному (с учетом замены х* = # 
прн {> 0. В ОДЗ, определяемой со- 
отношениями 2—[1>0, 2— 15, 
2 а>0, оно эквивалентно урав- 
нению 21-1 а= (2—Й?, нмеющему кор- 
ни в =З+/И Буа, .=3—У 54а. 
Эти корни существуют при а= -—5. 
Корень {, не входит в ОДЗ ии при 
каких а, а корень #Ё, входит при 
—4<а< —1 на> —1!. Неравен- 
ство {1.2 0 выполняется при 24 
{проверьте!). Вернувшись к исходной 
переменной, получим: 


2— 





х- Е 3З— р 5+а 
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прн —4 <а<—1, —!<а:54; при 


‚остальных а решений нет. 


Неравенства 


Основные определения, необходимые 
для решения неравенств, почти ана- 
логичны соответствующим определе- 
ниям для уравнеинй. Все сказанное 
выше о преобразованиях, изменяю- 
щнх ОДЗ, справедливо и для пера- 
венств. Однако решение неравенств 
имеет свои особенности н требует хо- 
рошего знания свойств входящих в 
них функций. В частности, необхо- 
димо помнить, что свойства показа- 
тельной н логарифмической функинй 
различны при основаниях, больших 
илн меньших единицы: при а > 1 
функции у = а* и и = 108, х моно- 
тонно возрастают, а при О<а< 1 
функции и —= а” и и= юв.х моно- 
тонно убывают. 

Из этих свойств вытекают важ- 
ные теоремы. 

Теорема 3. Неравенство а 
< 99 прид<ас< 1 эквивалентно 
неравенстви Кх) > 4х), априа >> |- 
неравенству Кх) < $(х). 

Теорема 4. Неравенство 
1ов.{(х) < 1ов, $(х) приб < а 1Ёэк- 
вивалентно системе неравенств 


и (х), 
Ф()>0, 
а прн а> 1 — системе 
|} (<<), 
#(х)>0. 

Неравенства вида 1ов./(х) > сн 
о  >а (40; вместо >> может 
стоять =, <, <) можно привести к 
виду, рассматриваемому в теоремах 
Зн4, с помощью формул с == 108.4 
н а= ато“. 

Задача 12 (Московский тек- 


стильный институт, 1974). Решить не- 
равенство 


= Зх+? + 2. 
Заметим, что 32% = 3.308, 
Положив 3**? = ЦЕ>> 0), придем к 


$ 


+ - + _- + 
о ик ей ыы 

ош й} 2 г п 
Рис. 4. 


неравенству З —{ —?2 = 0. Оно удов- 


летворяется при — а. Не- 


2 
равенство 3*+?> —-- справедли- 


во при любом вещественном х. 
ставим 1 как 3° 
_ по 
а" 

При решеини показательных и 
логарифмических неравенств часто 
применяется метод интервалов. 

Задача 13 (Московский гор- 
ный институт, 1975). Решить не- 
равенство 


Пред- 
‚ тогда из неравенства 
теореме 3 найдем 


32 


Тов! — 105? 5-5 9 < 


ов. ый: 


ОДЗ неравенства имеет вид х >> 0. 
эта „Что в ор» 


10Я в. Ба. = = Чоу =: —1085х)}, 


тов, 2 = 5 — З1обьх, 
ки = —10ях, 
ноэтому исходиое неравенство экви- 


валентно следующему: 
х + 36 < 0. 


Положив [0й.х = {, после разложе- 
ння на множители получим неравен- 
ство (Ё -- ЗИЁ- 2)! — 2){1— 3) < 0. 
Его решение (см. рис. 4): —3<#:<—2, 
2 < {— 3. Вернемся к исходной ие- 
ременной: —3 < 106. <—2, 2< 
< ]0в.х < 3, откуда: 0,125< х< 
— 02 и 4 х=%. 

Задача 14 (Московский инсти- 


тут электронного машиностроения, 
1974). Решить неравенство 


1061 х — 13 1052 


Зх--6 
7 


0,3 СЕ. 


По теореме 3 данное неравенство 


Т0бо ,ь №068; 
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(в ОДЗ} эквивалентно неравенству 


Го ов РО <, 


Зх-- 6 
а последнее неравенству и 5> р 


ыь Н 
откуда РАЯ 
- Ат 
ти на х?-{-2 {это выражение полож - 
тельно прн любых действительных 
х). получим 2х—3Зх —2<0 или 
2(*--0,5)(х—2)< 0, откуда—0,5<х< 2 

При решенни неравенств, содер- 
жащих в основании логарифма или 
степени параметры нли неизвестные, 
необходимо отдельно рассматривать 
интервалы (0; 1} и (1; - о} зиаче- 
ний основания. 


. Умпожив обе 





час- 


ИНСТН- 
аэрофото- 
1975). Ре- 


Задача 15 (Московский 
тут инженеров геодезии, 
съемкн и картографии, 
шить неравенств 


Поскольку основание степени 
х? —х--2 положительно при любом 
действительном значении х (проверь- 
те!), то данное неравенство эквива- 
лентно совокупности систем 


9:4 №1, 


тв во, р. 

На множестве всех действительных 
чисел неравенство х’—х-4-2<1 не 
имеет решений, а неравенство 
х*—х--2.>1 удовлетворяется при 
любом х (докажите!). Поэтому нер- 
вая система решений не имеет, а вто- 











рая эквивалентна ‚оны и. 
2—3 
105. ,6 ТВ НЕ ] 7>0, т. © 0% ыя 1. 
+ - + 
дк ЗЕ” НИИ" = 
— # 5 х 
т — 4. 
ыы. Д—— 
-—! 1) з 4 х 
Я О "Ч 
—}! й 15 4 х 
Рис. 5. 





Рис. 6. 


Преобразовав эти неравенства в сис- 
тему 


Ем Их — а, 
Рим —4)<0, 


решим сс методом интервалов (рис. 5). 
Ояве т 1.535. 

3 заключение рассмотрим реше- 
нне перавсиства с параметром. 

Задача 16 (МИЭТ. 1975). Най- 
эти все значигния париметри 1, при 
которых — непавенство 

105. ‚ жа —&) 1<108. А 

ниест хотя бы одно решение. 


В области допустимых значений 
нензвестного х и параметра а, опре- 
деляемой условиямн х>0, ажх`>0, 
ах, а 2 хэ&|, неравенство эквни - 
валентно следующему: 108, . „{а--х)< 0. 
Последнее перавенство с учетом ОДЗ 
эквивалентно совокупности двух енс- 
гем неравенств: 


х>0. х>0. 

х>—а, х>-а, 

х«а, х«а. 

енх> |, аех<Т, 

а—х< 1. а—х>1| 
Проведем в прямоугольной снетеме 
координат (рис. 6) прямые х = 0, 
х= —а. х=а х=|1 ща нх= 


= а— 1. Каждая прямая делит ко- 


ординатную плоскость на две полу-. 


плоскости, в одной из которых со- 
ответствующее неравенство выполня- 
ется, а в другой юлунлоскости и па 
самой прямой не выполняется. Оче- 
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видно, первой системе удовлетворяют 
координаты точек, заполняющих на 
рисунке б закрашенную нолосу и не 
лежащих на се границах. Наимень- 
шую координату а = 1/2 среди точек, 
ограничивающих эту область, имеет 
точка М, следовательно. неравенство 
имеет решения при а> 1/2. Эти ре- 
шения (хотя их находить по условию 
не требуется) ясны из рисунка 6: 
| ^ азлжа при Раз! ин 
е— [= ха пра а>1. 

Предлагаем читателям самостоя- 
тельно рассмотреть вторую систему 
н убедиться в том, что она решений 
ие имеет. 


У праж нения 


Решить следующие уравиения и перавенст- 
ви 
а #12 —3 И т 
} (МАМИ. 1974). (5) = : 
2 (МТИММИ. 1974). 9 15° =25°. 
3 (МАМИ, 1974).  юлух-ь юн? -- 
их 
бя 2 * 
4 (МИНГАиК. 1975) мт 
ЕТ | 
ИИ ры — 


—_ ш47х+0. 25. 


5 (МИТУТ. 19714). При каких значени- 
ях и хравиение 

Хх" — (29 — Их — 3 (42-1 —2-=) =0 
имеет действительные корни? 


6 (Станкин, 1975). 2 (их +3} 1х 


— 043 -- 6 


7 (МИФИ. 1974) юр, © — бе 
8 (МАИ, 1974). №9, 








мы ВТА 





5 —1х 
2 = ЮЗ —Зк 47). 
9 (МИФИ. 1974). д 2737 -Т 


«ЕЕ 
2 ТИ 2 Г 4-1. 24-2, 


10 (МАТИ, 1974). юр, 5—4 > 0. 
м 
11 (МИРЭА, 1974). Ююво пы 4. 


ь А 
о а 
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А. Диденко. Г. Дубровский 


Применение 
диаграмм 
тепловых 
процессов 


В главе «Термодинамика» нкольного 
курса физнки имеется много задач, 
в которых рассматривается поведе- 
ние простейшей мермодинамической 
системы — идеального газа. Обычно 
эту систему представляют как доста- 
точно разреженный газ. заключенный 
в цилиндре под поршнем (рис. 1). 
Прин этом термодинамика не рассмат- 
ривает движения системы как целого 
н не учитывает потенинальной энер- 
гин системы во внешних силовых по- 
лЯх. 

Напомним, что состояние идеаль- 
ного газа характеризуется следую- 
щими параметрами: давлением р, объ- 
емом Г, температурой ТГ, массой т 
и молярной массой п. 

Говорят, что система находится 
в терлидинамическом равновесии, ес- 





Рис. |. 
стема. 


Простейшая термодниамическая сн- 
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ли каждый параметр имеет одно и 
то же значение в любой точке объема 
сенстемы. Например, газ. предостав- 
ленный самом) себе, всегда распреде- 
ляется равномерно по всему объему, 
так что давление всюду одно и то же. 
Такое состоянле и соответствует рав- 
новесному. Если хотя бы один из па- 
раметров изменяется от точки к точ- 
ке, то состояние системы неравнозес- 
ное. В системе возможиы различные 
процессы: дидхурузия, теплопередача 
ни т. п. Равновесное состояние отлн- 
чается от неравповесного тем, что в 
равновесном состоянии система может 
находиться сколь угодно долго, если, 
конечно, не меняются внешние ус- 
ловия. 

Под влиянием внешних воздей- 
ствий система переходит из одного со- 
стояния в другое. Изменение состоя- 
ния системы называют процессом: про- 
цесс всегда связан с нарушеннем рав- 
новесия. Термодинамика рассматри- 
вает такие процессы. в которых на- 
чальное и конечное состояния язля- 
ются равновесными. Но промежуточ- 
ные состояния могут быть и неравно- 
весными, Мы будем озассматривать 
наиболее простой случай. когда про- 
цессе происходит бесконечио медлен- 
но, так что состояние системы в лю- 
бой момент можно считать равновес- 
ным. В таком случае говорят, что в 
системе происходит равновесный пре 
цесс, который представляет собой не- 
прерывную последовательность рав- 
новесных состояний. 

Понятия «равновесное состоян не» 
И «равновесиый процесс» являются, 
конечно, идеализанией, но идеалн- 
зацией очень удобной для количест- 
венпого анализа поведения системы. 

Изменение одного из параметров 
влецет за собой изменение остальных 
параметров, поскольку все они свя- 
заны друг [Ч другом. Взаимная завн- 
симость между отдельными парамет- 
рами устанавливается  эксперимен- 
гально. Формулу, обобщающую ре- 
зультаты экспериментов, называют 
уравнением состояния системы. Для 
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Рис. 2. Точка Ё — начальное состояние газа: 
1 — график нзотермического процесса; Й — 
трафик изобарического процесса. ИТ — гра- 
фяк нзохорического процесса. 

газов уравненне состояния (уравие- 
ние Клапейрона — Менделеева) име- 
СТ ВНА 


ру = № ВТ (1) 


{© — универсальная 
янная}. 
Равновесные состояния и равно- 
весные процессы можно изображать 
графически. Для этого на двух вза- 
нмно перпендикулярных осях откла- 
дывают значения каких-либо двух 
параметров, например, давления р 
и объема И, объема И ин температуры 
Т. давления р и температуры Т. 
Таким образом получаются так назы- 
ваемые диаграммы состояния систе- 
мы. На любой из диаграмм (р, И), 
(У, Т} или (р, Г) каждое равновесное 
состояние обозначаегся точкой, а рав- 
новесный процесс — линией. 


газовая пПосто- 


В школьном курсе подробно рас- 
сматриваютея три частных процесса: 


изотермический {Т = соп$), изоба- 
рический (р = соп и изохоричес- 
кий (И = с0п31) процессы, происхо- 
дянцие с газом неизменного химичес- 
кого состава (и == соп5) и постоян- 
ной массы (т == соп$@). Соответствую- 
щие графики показаны на рисунке 2. 
Но нельзя забывать, что в общем 
случае могут изменяться весе без иск- 
лючения параметры, в том числе т 
ив. Пусть, вапример, таз переходит 
из состояння / (с параметрами ре, 
у,, Т.. ть и, в состояние 2 (с па- 
раметрами р., У., Г.. ть, цз). Вооб- 
ще говоря, этот переход может быть 
осуществлен бесконечным числом спо- 
собов, в зависимости от того, как ме- 
няются отдельные параметры. На- 
пример, на рисунке 3 изображены 
графики одного и того же процесса 
1-*+2 на различных диаграммах. По- 
думайте. как при этом изменяются 
масса и молярная масса газа. 
Часто предметом беседы экзаме- 
нагора с абитурнентом становятся кру- 
говые процессы, или циклы. Цикл-— 
это такой процесс, для которого сов- 
падают пачальное и конечное состоя- 





ния. В качестве примера разберем 
такую задачу. 

Задача 1. Как будет выгля- 
деть график кругового процесса 
[-=2-+3—4—1 (рис. 4) на диаграмме 
(р, У)? Масса газа и его химический 
состав остаются неизменными. 

Прежде всего «расшифруем» гра- 


фик, приведенный ма диаграмме 
(р, Т). н выясним, какие процессы 
проводились иад газом? 


На участке [>2 давление неиз- 
менно н имеет величину р,. а темие- 
ратура увеличивается от значения Т, 
до значения Г.. Изменяться может 
лншь один параметр — объем И. Сле- 
довательно, на первом этапе объем 
изобарически увеличивается от И, 
до У.. На днаграмме (р, И) этот про- 
цесс изобразится прямой 1—2, па- 
раллельной оси У (рие. 5). 

На участке 2—3 давление изме- 
няется прямо пропорционально темпе- 
ратуре (прямая 2—3 нроходит через 
начало координат). Это указывает 
на то. что на этом участке объем газа 
не изменяется: И» = И». На диаграм- 
ме (р. ИУ) процесс 2-—>3 изобразится 
вертикальным отрезком, идущим вниз, 
так как давление уменышается. 

Процесс 3—— изобарнческий (р = 
—р.). Температура, а следовательно, 
и объем убывают. Процесс 3—4 на 
днаграмме (р, У) будет изображаться 
отрезком, параллельным оси Г. Но 
пока остается неизвестным, где за- 
канчивается процесс 3—4, так как 
мчеизвестеи объем У, Поэтому пред- 
варительно исследуем процесс 4—1, 
Из рисунка 4 видно. что в процессе 
4->/ давление растет прямо пропор- 
цнонально абсолютной температуре. 
А это означает, что процесс происхо- 
дит при У = соп$ё, и И, = И,. Окон- 
чательно график цикла [28-4] 
на днаграмме (р, И) имеет вил, пока- 
занный на рисуике 5. 

Умение строить графики круго- 
вых процессов иногда существенно 
облегчает количественные опенки не- 
которых характеристик этих процес- 
сов. Поясним это на двух коикрет- 
ных задачах. 
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Задача 2. Над газом 
Оят два круговых процесса: процесс 
1->2—8-—! и процесс 8—4—2-»3. 
Графики этих процессов, представ- 
ленные в координатах (У, Т), изобра- 
жены на рисунке 6. В каком случае 
газ совершит болышую работу? 


прой>- 





Решенне этой задачи может быть 
сравнительно простым, если восполь- 
зоваться известным свойством дна- 
граммы {р, У): работа, совершенная 
газом за цикл, пропоринональна пло- 
щади фигуры, ограниченной графи- 
ком этого процесса. Значит, нам ис- 


# 4.” 





ст Зак 


у 





Рис. 7. 


обходимо построить графики задаи- 
ных круговых процессов на днаграм- 
ме (р, И). 

Нетрудно видеть, что цикл /-—2-- 
—3—/ состоит из процесса изохори- 
ческого пагревания /—=2?, изотерми- 
ческого расширения 2—3 и изобари- 


у 


Рис. 8- 


ческого охлаждения 3—7. В коорди- 
натах [р, У) оц принимает вид, по- 
казанный на рисунке 7. 

Цикл 3-+4--2—3 ссетоит из про- 
цессов  изохорического нагревания 
3—4. изобарического охлаждения 4—2 
и изотермического расширения 2-3. 
Так как процессы 2—8 для обоих 
циклов совпадают, то разумво гра- 
фики зависимости р (ИУ) для вих изобра- 


зить на одних осях координат 
{рие. #1). 
Совериенио очевидно, что пло- 


ющадь фигуры /—2-»3— меньше пло- 
шади фигуры 3—4-—2—83.Отсюда не- 
носредетвенно следует, что по модулю 
работа газа Ав первом процессе мень- 
не, чем во втором, т.е. |А,-. 2-31] < 
< А... .-...з|. Но нельзя забывать, 
что работа, совершаемая газом, яв- 
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ляется алгебраической величиной: ес- 
ли процессе происходит © увеличением 
объема, то А > 0, а если объем сис- 
темы уменьшается, то А < 0. Для 


. круговых процессов можно сформу- 


лировать такое правило определэния 
знака работы, совершенной газом: 
если обход контура кругового про- 
цесса совершается но часовой стрел- 
ке, то А > 0; если же обход контура 
пронсхожит против часовой стрелки, 
то А < 0. Применив это правило к 
данной задаче, получаем 

А. 2-31 20 и А; 34-3 < 0. 
Окончательно ответ задачи можно 
дать такой: 

А! 2-31 >> Аз 3423 
но ири этом 
А... 2-5 3-1 [< |Из- 3423 |. 

Задача 3. Гиз совершает цикл 
1-2—.3—4—1 (рис. 8), состоящий из 
двух изотерм (1-2 и 3—4) и двух 
адиабат (2—3 и 4--!). Какие из этих 
процессов происходят при подведе- 
нии теплоты к системе, а какие 
требуют отвода теплоты? 

Учащиеся редко дают правиль- 
ный ответ на этот вопрос. Нанболее 
распространенная ошибка заключа- 
ется в том, что отождествляются Два 
различных понятия: температура н 
количество теплоты. При этом утверж- 
дается, что если температура неизмен- 
ма (ироцесеы [2 и 3—9), то тейло- 
ту не нужио ни подводить, ни отво- 
дить. Это, конечно, неверно. 

Для решения задачи воспользу- 
емся первым законом термодинамики: 

0 =АЦи-А. (2) 

Здесь О — количество теплоты, не- 
реданное сисгеме, АЙ — изменение 
внутренней энергии системы и А — 
работа, совершенная системой. 

Внутренняя энергия идеального 
газа зависит лишь от температуры 
(конечно, при условии, что пл! = с0п51 
и к = сопз®. Поэтому для изотерми- 
ческого пропесса /—2 изменение внуТ- 
ренией энергии АЙ = 0, и равенство 
(2) принимает внд 


9 = А. 


Так как объем системы увеличива- 


61 


р} 






Т=соля 





ется, то А > 0. Следовательно, н 
0 > 0, то есть к системе пужно под- 
вести некоторое количество теплоты. 
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За счет подведенной теплоты система 
и совершает работу в процессе изс- 
термического расширения. Аналогич- 
ные рассуждения можно провести 
для процесса изотермического сжа- 
тия 8—4. Но в этом случае объем си- 
стемы уменьшается, поэтому А < ©, 
ни 90< 0: теплоту нужно от системы 
ОТВОДИТЬ. 

Процессы 2—3 и 4—+/ адиабатные. 
По определению адиабатный процесс— 
это процесс без теплообмена с окру- 
жающей средой, то есть © = 0. Сле- 
довательно, на Участках 2—3 и! 
теплота ни подводится к системе, ви 
отводится от нее. 

Заметим, что адиабаты на днаграм- 
ме {р, У) идут круче, чем изотермы. 
Это легко понять, если снова вос- 
пользоваться первым законом термо- 
дннамики, записанным для аднабат- 
ных процессов: 

ИА = 9. 
При аднабатном расширенин (про- 
цесс 2—3) система совершает работу 
за счет внутренней энергии: 

А>0, нАЙЗ 0. 
Внутренняя энергия газа уменьшща- 
ется и температура системы понижа- 
ется (система переходит с изотермы 
1-—>2 на изотерму 4—3, соответствую- 
шую более низкой температуре). При 
аднабатном сжатии (процесс 4—1 

А< 0, н АИ >> 0. 
Внутренняя энергия увеличивается, 
температура газа повьмнается. 

Упражнения 

1. На днаграмме (рис. 9) изображены 
изотермы для двух разадичных систем иде- 
ального газа. Чем различаются парзметры 
этих систем? 

2. На рисунке 1Ю дан гоафик изменення 
состояния идеального газа в координатах 
{р. И). Представить этот круговой процесс 
па днаграмме (У, ТГ). 

3. Нал Газом, масса которого т, а м0- 
лярная масса к, пронзводят круговой про- 
цесс 1-+2-+3—4-»/, изображенный на ри- 
хуике \!\. Температуры Газа в состояннях 
1. 2, Зи равиы соответственно ТГ, Т., 
Тз и Г.. Определить работу, совершенную 
газом за цикл. 

4. Изменение состояния газа при круго- 
вом процессе показано на диаграмме (У, Г) 
(рис. 12). В каких нроцессах газ получает 
теплоту, а в каких отдает ее? Изобразите 
процесс на Днаграмме (р, Т). 
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Московский 
государственный 
университет 


им М. В. Ломоносова 


В этом номере мы 
варнантов письмеиного экзамена по мате- 
матике и примеры залач устного экзамена 
по физике. предлагавшнхся поступающим 
в МГУ в 1975 году. Экзамены на всех сс- 
ественных факультетах проводятся в 
ню, с. 


приводим образцы 


Математика 


Механнко-математический факультет 
1 Решить неравенство 

Е {А т 4х --б) - 

5, ( 59) 

бу 4 в) 8. 

2. Найти все пары чиесл (х. и. улов- 

летворяющие условию у 2-0 и системе урав- 

нений 


рае 32 = зи Ри, 
| сора ут. 


3. Лва равных ромба АВС (АВ 1 С), 
АО ВС) и ЛРОЮК (АР! ОВ. АВЕРО 
нмеют общую вершниу А и лежат в одной 
плоскостн. Известно, что ; ВАД = РАВ = 


п 
=я<-, точка К лежит внутри ромба 


АВСО и угол ВАО равен В. Стороны ВС н 
ОЕ пересекаются в точке К. Найти величину 
угла ВАК. 

4. В правильную треугольную пирами- 
ду ЗАВС с вершиной $ и основанием АВС 
вписан шар еднничного раднуса; двугран- 
ный угол между оспованием пирамилы и бо- 
ковой гранью равен 60”. Доказать, что су- 
ществует елинственная плоскость, пересе- 
кающая ребра основания АВ и ВС в некото- 
рых точках Ли \ таких. что ММ == 5, 
касающаяся шара в точке, удзленной на 


равные расстояния от точек М и ХА, пересе- 
кающзя продолжение нысоты пирамиды $К 
за точку К в некоторой точке р. Найти дли- 
ну отрезка 50). 

5. Без помощи таблии найти все зна- 
чения х в промежутке —4 < х < — 2,5, 
узовлетворяющие равенству 

р ^ 
| ов +: — |= 
у 


5 





= № | [57 Зх — с05 8х - 


5 


пы 
<] Ге) 
—- 


. 


\ . 


Факультет вычислительной математнкн 
и кнбернетнки 


1. Ревить неравенство 


ут 5—1 30. 
2. Решить систему уравнений 
рой (2х эп" и) = 0. 
ох — Зи у = —- 0, 


3. Даиа прямоугольная трапеция. Из- 
вестно, что некоторая примая, парзллель- 
ная основаниям, рассекает се на две трапе- 
ции, в каждую из которых можно вписать 
окружность. Определять осиования исход- 
ной трапеции, если ее боковые стороны рав- 
ны сна, причем с < 4. 

4. Два грузовика доставили со склала 
на стройку одно и то же количество кнринча 
и одно и то же количество цемента, причем 
кажлый нз них смачала доставлял кнрпнч, 
а затем иемент. перевозя за каждую ноездку 
груз одного и того же веса. Первый грузовик 
начал работу из 40 мипуг раньше, а закончил 
на 40 мивут позже второго. Прн этом интер- 
вал времени между окончаниями доставки 
кирпича грузовиками был не более 20 минут. 

Если бы первый грузовик изчал работу иа 
1 час 5 минут раньше второго, уменынив свою 
произволительность на 10%, а пронзводитель- 
ность второго грузовика не изменнлась, то 
второй грузовик закончил бы работу на 
55 минут рзиьше первого, а интервал вре- 
мени между окончаниями доставки кирпича 
грузовнками был бы не менее 25 минут. 

Еслн бы пронзводительность первого 
грузовика уменьшилась па 2 тонны в час, 
а производительность второго грузовика не 
нзмеинлась, то первый грузовик затратнл бы 
иа выполнение всей работы в два раза больше 
времени, чем второй грузовик на доставку 
кнринча. 

Сколько всего цемента было доставлено 
на стройку? 

5. Дана треугольная пирамнла АВСР. 
Скрещнвающинеся ребра АСи ВО и АРн ВС 
этой пирамиды перпендикулярны. ребра АВ 
н СР равны, все ребра пирамиды касаются 
шара радиуса г. Найти площадь граин АВС. 
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Физический факультет 


1. Решить уравнение 

25п(х -+ 3).с0$(4х — |} -- мп(3х — 4) == 0. 
2. Решнть уравненне 
Ю-З) 

оо 76 | 

6 = (5) 

3. Решить неравенство 

(2 — 5*)@х? — 0х = 3) < 0. 

4. В прямоугольном треугольнике АВС 
угол АСВ — прямой. Пусть Е — точка пе- 
ресечения бнссектрисы угла АВС со сторо- 
ной АС: точка Р — середииа стороны АВ, 
О — точка пересечения отрезков ВЕ н СО. 
Через точку О проведен перпенднкуляр к 
прямой ВО до пересечения со стороной ВС 
в точке Р. Известио, что ЕС = 6. ОС == 38:,. 
Найтн площадь треугольника АВС. 

5. Лва равных треугольннка КЕМ и 
КЕМ имеют общую сторопу АР, 3 КЕМ = 
= 31КМ№ = 1/3, К! = а, БМ = КМ = ба. 
Плоскости КЕМ н КЕМ взаимно перпеидн- 
кулярны. Шар касается отрезков ГМ и КМ 
в их серединах. Найти его радиус. 


ое 5х 12) 


Биологический факультет 


1. Двое рабочих в первый день работа- 
ли одно н то же время, обрабатывая одина- 
ковые детали. При этом первый рабочий об- 
работал на 30 деталей болыше, чем второй- 
На следующий лень первый рабочий увелн- 
чил производительность труда в 1,2 разз 
и закончил работу на | час раньше, чем в 
первый день. Второй рабочий во второй день 
обрабатывал на 5 детзлей в час меньше. чем 
в первый день, и проработал в 7/6 раза доль- 
ше, чем в первый день. Известно, что во вто- 
рой день каждый из рабочих обработал по 
420 деталей. Сколько деталей в час обраба- 
тывал второй рабочий в первый день? 

2. Найти все значения параметра р, 
прн которых квадратное уравнение 


1 
и 


имеет ровно одно решение. 

3. В окружность вписан выпуклый че- 
тырехугольник АВСО, причем его сторона АВ 
является диаметром окружности. Диагоналн 
АСи ВО пересекаются в точке А{. Известио, 

К 
ч0 ВС =3 СМ =, а 
треугольника АВС втрое больше площади 
треугольника АСР. Найти длниу отрезка АА. 

4. Решить уравнение 
Бтх -= 2511 2х -- яп 3л|==1- 2созх -|- с0$ 2х. 

5. Найти все целые числа п, удовлетво- 
ряющие неравенству 


площадь 


юр х 16--л Ре 
(2 м5 -"+13) (5: И ее | 
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Химический факультет 
1. Решнть неравенство 


о <8-325+3 ИХ 4 зх+4 УХ +2. 


2. Две зиахты соревиовались в течение 
первого квартала. Мартовская добыча второй 
шахты была на 400 т меньше февральской 
добычн первой шахты. Январская добыча 
первой шахты равнялась ее же мартовской 
добыче и равнялась февральской добыче 
второй шахты. По итогам первых двух меся- 
цев добыча первой шахты оказалась меньше 
добычи второй шахты на 1000 т. Что больше н 
на сколько: январская добыча первой шахты 
нли январская добыча второй шахты? `Из- 
вестно. что если бы январская добыча вто- 
рой шахты равнялась ее же мартовской до- 
быче, то добыча второй шахты за январь, 
февраль и март месяцы оказалась бы больше 
добычи первой шахты за эти же месяцы на 
1300 т. 

3. В треугольнике АВС косинус угла 
АСВ равен *., АС = 3, ВС = 9. Точ- 
ка О) лежит на стороне ВС так, что СР = 3. 
Найти отношение площади круга, описанного 
около треугольника АСД, к площади круга, 
вписаниого в треугольник АВО. 

4. Шар раднуса А касается всех боко- 
вых граней треугольной пнрамиды в середн- 
нах сторон ее осиования. Отрезок, сосдиняю- 
щий вершийу пнрамиды с центром ‘шара, 
делится пополам точкой пересечения с ос- 
нованнем нирамиды, Найти объем пирамилы. 

5. Найти все значения параметра а. 
при которых система 


п (За — Зи) + Ззшх = 0, 
21084 (а — у) +2 1юв, (2 Ту) = 


= 10: Уи + З ювв (2х) 
имест четное число решеник- 


Факультет почвоведения 


1. Два экскаватора должны вырыть три 
одннаковых котлована. Еслн они будут рз- 
ботать вместе, то выроют нх за два дня. 
Первый экскаватор может вырыть одни т2- 
кой котлован на день быстрее, чем второй 
экскаватор. В один из дней первый экскава- 
тор работал полдня, а второй работал весь 
день. Какая часть всей работы была выпол- 
нена за этот день? 

2. Найти все значения переменной х, 
при которых выражение 3 -- 51122х — 251 1х 
достнгает своего максимального значення. 

3. Решить уравнение 


_8_ 108 — м ] 
х + 27 2 Уз Е по. й 
3 
4. В параллелограмме лежат две ок- 
ружностн, касающиеся друг друга и трех 


сторон параллелограмма каждая. Ралнус 
одной окружности равен }. Известно также, 
что один из отрезков стороны параллело- 
'рамма от вершины до точки касания равен 
уз. Найти площадь параллелограмма, 
5. Доказать без помощи таблиц, что 
& 


1 
7 -= (8 -Е 60$ 7) ю05:2<4. 


Геологнческий факультет 


1. Решить уравнение 

с05 4х -- 6 = 7 с05 2х. 

2. Экскаватор роет котлован. После того 
как было вынуто 20 м? грунта, пронзводи- 
тельность экскаватора снизилась на 5 м3/м. 
Найтн первоначальную производительность 
экскаватора, если через 8 часов после начала 
работы было вынуто 50 м? грунта. 

3. Решить неравенство 


210 2х1 —- 10 ах-ь р < 1юй, 8. 


4. В равнобедрениом треугольнике АВС 
известны стороны: АС-=: 40см, АВ = 
= ВС -=6 см. Биссектриса угла С пе- 
ресскает сторону АВ в точке О. Через точ- 
ку ПО проведена окружность, касающаяся 
стороны АС в ее середине и пересекающая 
отрезок АБ в точке А. Найти площадь тре- 
угольника ДЕС. 

5. Решить неравенство 


Ук 5 (-+Я+1> — 7х5 + 


И —х--7. 


Географический факультет 


1. Человек в лодке начал грести против 
течення быстрой реки, Одизко через 4 ми- 
иуты лодка оказалась на 80 м ниже но те- 
ченню. Развернув ее, он перестал грести, 
н, пока он отдыхал, лодку снесло на 40 м. 
Затем он принялся грестй по течению, при- 
чем лодка двигалась отиосительно воды с той 
же скоростью, как и в первые 4 минуты, я 
прошла относнтельно берега еще 40 м. В це- 
лом после разворота лодки прошло 100 се- 
кунд. Какова скорость течения? 

2. Реинть уравневие 


оне а. ЭХ 1 ._< 
Ш Ям 5 = — 609 —. 
$11 7 $1 5 4 с05* —5 


3. Ранить уравиенне 
«Е з [х— 1) 


5 Е 


1 хх. | 

о 2510» } х*—1.05 ОЕ» 4—7. 
4. В треугольнике АВС биссектриса АН 
пересекаст высоты ВР и СТ в точках Ки М 
соответственно, причем эти точки лежат 
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Известно. что ВК: 


внутри треугольника. 
3 

КР=2 и МТ:КР = —5_ Найти от- 
ношение площади треугольника РВС к 
площади описанного около этого треуголь- 
ннка круга. 

$. Решить систему уравнений 
7. 

се 4х = с 3“ 


| ЕТ 
Зх -- 4 юр ыы У ат 


я 


3х? т 
и) о 


р р: 


—2 юр 


Физика 


Механико-математический факультет и фа- 
культет вычислительной математики и кн- 
бериетики 


1. На подвижный вал раднуса Ю == 10см 
намотана веревка, к концу которой привя- 
зан груз. Под действием тяжести груза ве- 
ревка разматывается, н груз, двигаясь рав- 
ноускоренно без начальной скороств, опус- 
кается на Я == | м за время {= 5 сек. Най- 
ти цеитростремительное ускорение точек 
обода вала в тот момент времени, когда 
груз находнтся в середине пути. Веревка не 
скользит ПО валу. 

2. Тело брошено под углом © к горнзон- 
ту. При каком миннмальном угле Илии КИ- 
нетическая энергия тела может сравняться 
с ето потенциальной энергией (отечитывае- 
мой от течки бросания)? 

3. Дистиллятор нмеет две нагреватель- 
ные спирали. Одна из них обеспечивает про- 
нзводительность 4: == 0,2 кг/мин дистилли- 
рованной воды. другая — 91= 0,4 кг/мин. 
Во сколько раз отличаются произволитель- 
ностн дистиллятора прн параллельном и 
последовательном соединении этнх сПира- 
лей? Напряжение сети постоянно, тепловых 
потерь не учитывать. 

4. Катушка днаметром 4 = 10 см поме- 
мена в магнитное поле с нндукиией В = 
— 1,256-10-? тля так, что ее ось совпадает 
с направлением линий магнитной индукции. 
Катушка содержит № = 500 внтков и имеет 
сопротивленне А = 10 ом. Найтн заряд, 
который пройдет через обмотку катушкн, 
еслн магинтное поле равномерно убывает до 
нуля. 

5. В зрительном зале кинотеатра изобра- 
жение кадра размером 18 Х 24 ми должно 
быть точно уложено на экран размером 3 Х 
Хх 4 м. Каково должно быть фокусное рас- 
стояние объектива, если расстояние от кадра 
до экрзна Ё = 16 м? 
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6 Две собирательные лнизы с фокус- 
ными расстояниями Е, = {12 сми Е, = 7 см 
имеют обшую олтическую ось н находятся 
из растоянин Е друг от друга. Предмет длины 
о = 2 см находится в фокальной плоскости 
первой лиизы на расстоянии Е, -|- Рот вто- 
рой. Найти размер изображения. 


Физнческий факультет 

1. Невесомый стержевь может вращать- 
ся без трения вокруг горизонтальной оси, 
проходящей через точку О в перпендикуляр- 
ной к стержню (рис. |. На стержне с одной 
стороны от оси укреплены равные грузы с 
массой т каждый ма расстоявиях Ги #2 
от точки О. С другой стороны на стержие 
укреплен груз с массой 2т на расстоянии 
12 от оси. В начальный момент стержень рас- 
положен горизонтально и отпущен. Опреде- 
лить линейную скорость средиего труза в 
момент прохождения стержнем положения 
равновесня- 

2. В объеме И содержится влажный 
возлух при относительной влажности Е %, 
температуре Ту и давлении р.. Масса вазж- 
ного воздуха 41. Определить давление на- 
сыщающего водяного пара при этой темпера- 
туре. 

3. Найтн емкость послеловательного со- 
едниения двух конденсаторов, изображенных 
на рисунке 2, если известны: $ — площадь 
кажлой обкладки конленсатора, 4 — рас- 
стояние межлу обкладками каждого из кон- 
денсаторов. е — диэлектрическая проница- 
емость изолятора, заполияющего половияу 
копленсатора (краевые эффекты во вниманне 
не прииимать). 

4. Рапнобедреннияя стеклянная призма 
с малыми преломляющими углами ох поменс- 
на п параллельный пучок лучей, палающих 
нормально на ее основание (рис. 3}. Показа- 
тель преломления стскла л = 1,57; размер 
основания 2 — 5 см. Найти величину пре- 
ломляющего угла а, если в середине экрана, 
расположеннога на расстоямии 2 = 100 см 
от призмы, наблюдается неосвещенный учас- 
ток экрана шириной 2а = | см. 

5- Параллельный пучок свста паправ- 
ляется собирающей лнизой на катод фотоэле- 
мента. Фокусное расстояние линзы РГ зиа- 
чительно больше ее днаметра ДР. Взаимное 
расположение лнизы и фотоэлемента таково, 
что круглый фотокатод, диаметр которого 4. 
в точности перекрывает световой поток. 
При этом гальванометр в цепи фотоэлемента 
показывает ток /. Какой ток покажет галь- 
ванометр, если между лнизой и фотоэлемен- 
том, ве меняя их положения, поставить плос- 
копараллельную пластинку толщиной Н с 
показателем преломления п? (Потери света 
при отражении и поглощении не учитывать. } 


Химический факультет 

1. Шлрик полдброшеи вертикально вверх 
© начальной скоростью о = 4 м/ек. В тот 
момент, когла он достиг верхней точкн, син- 
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Рнс. 2. 





Рис. 3. 


Рис. 4. 


Рис, 6. 











зу нз той же точки точно с такой же ско- 
ростью подбросили еще один шарик. На ка- 
кой высоте они встретятся? 

2. На невесомом стержие длины [{-= 
== 75 см укреплены две равные массы т — 
одна на конце, другая посередине стержня 
(рис. 4). Стержень может врашаться в вер- 
тикальной плоскости вокруг точки закреп- 
лення А. Какую горизонтальную скорость 
нужно сообщить ннжиему концу стержня, 
чтобы стержень отклонился до горизонталь- 
ного положения? 

$. В воду массы ть == 2 лг при темпе- 
ратуре {# == 17° С опускают лед, предвари- 
тельно охлажденный до температуры #1 = 
—=—10°С. Какое количество льда необходимо, 
чтобы получить при равновесни воду с тем- 
пературой Е == 7°С? Потери тепла не учиты- 
вать. Улельная теплоемкость воды съ = 
—4,9. 03 ож! (кг-град); удельизя теплоемкость 
льда сл == 2,1. 103 джКхг.град); удельная 
теплота плавления льда г == 3,3.10% дж!кг. 

4. В вершинзх квадрата, стороны кото- 
рого равны {, расположены одинаковые по- 
ложительные точечные заряды 4. Какую ра- 
боту нало совершить. чтобы переместить 
отрицательный точечный заряд 4, из центра 
квадрата на середину одной из сторон? 

5. Электрическое поле создается точеч- 
ным положительным зарялом ©. Потенциалы 
точек А и В равны 306 и 206 соот- 
ветственно. Найтв потеициал точки С, ле- 
жащей посередине между точкамн А и В 
{прямая АВ проходит через заряд). 

6. Источник света расположен на двой- 
ном фокусном расстоявин от собирающей 
линзы на ее оптической осн. За лнизой пер- 
пенднкулярно к осн помещено плоское зер- 
кало. На каком расстоянии от линзы нужно 
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поместить плоское зеркало, чтобы лучи, от- 
раженные от зеркала, пройдя вторично через 
линзу, сталн параллельными? Фокусное рас- 
стоянне линзы Р. 


Биологический, географический, геологиче- 
ский факультеты и факультет почвоведения 

\. Шарик массы т прикреплеи двумя 
витямн к доске (рис. 5). Угол между внтямн 
2а. Какими будут натяжения кажлой нити, 
если доска станет двигаться вверх © уско- 
рением а? 

2. Засасывающая камера  поршневого 
насоса имеет объем У, = 0,8 д. Во сколько 
раз уменынзется давление при каждом ходе, 
если воздух откачивается из баллона объе- 
мом У -- 4 1? 

3. В кастрюлю налили холодной воды 
с температурой Ё, == 10"С и поставнли ее 
на электроплитку. Через время т; == 5 мин 
вода закипела. Через какое время т, после 
иачала кипення вода полностью испарится? 
Удельная  теплосмкость — воды с—=4.2х 
х 103 джДке.град).улельная теплота парооб- 
разования воды А=: 2.3.106 дж/кг. Кипенне 
происходит в открытой кастрюле при нор- 
мальном давлении. 

4. Найти разность потенциалов на кон- 
денсаторе (рнс. 6). если известно. что при 
коротком замыкании цепи (в обход сопро- 
тивления А) ток через батарею возрастает 
в три раза. Э. д. с. батареи # == 12 $. 

$. Расстояние от предмета до собира- 
ющей линзы в 5 разболыше фокусного рас- 
стояния линзы. Во сколько раз изображе- 
ние будет меньше предмета? 


М. Потапов, 
Н. Тяпунина 


Ю. Нестеренко, 
А. Склянкин, 





Ферзи на доске 


В статье “Шахматно-мате. 
мэтические задачи С. Лойда» 
{«Кваит». 1975, №6) была 
сформулирована следующая 
нерешенная задача. 

На доске в Хх п расста- 
вить 21а ферзеа так, чтобы 
на кождой вертикали, гори- 





зонтали и диаосналиы стояло 
не более Овух из них- 

В статье  приводилось 
решение Лойда для обычной 
шахматной доски 8Х 8. Вско- 
ре после опубликования 
статьи в редакцию пришли 
сразу два нисьма — от уче- 


инцы 10 класса г. Орсхово- 
Зуево Н. Горбатовой н вы- 


пускника 344-й школы 
г. Ленинграда В. Бровкина. 
Н Наташа, и Володя реши- 
ли эту задачу, причем ме- 
тод расстановкв ферзей у 
них одий н тот же! 


Для четных и нечетных 
л решения нееколько отли. 
чаются. На рисунках при- 
ведены расстановки ферзей 
на досках 88 н 99, ко- 
торые легко обобщаются для 
любых л >1. Убедитесь в 
этом самостоятельно. 


$7 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. —\У мас в класее 35 человек. И 
можешь себе представить, каждый 
дружит ровно с 11 одноклассниками... 
— Не может этого быть, — сра- 
зу ответил своему приятелю Витя 
Иванов, победитель олимпиады. 
Почему он так решил? 
2. Виктор пускал в ванне пластмас- 
совый кораблик, нагруженный ме- 
таллическими деталями от конст- 
руктора. Вдруг кораблик накло- 
нился, и детали высыпались в во- 
ду. Изменился ли уровень воды в 
ванне? 
3. В олимпнаде участвовало 55 школь- 
ников. Все они сдали свон работы. 
Прн проверке каждой задачи стави- 
лась одна из трех оценок: <» — за- 
дача решена, *—» — задача реша- 
лась, но не решена, «О» — задача не 
решалась. После проверки всех ра- 
бот оказалось, что ни в каких двух 
работах ие совпало одновременно ко- 
личество оценок «--» и оценок «—». 
Какое нанменыиее число задач могло 
быть предложено на олиминаде? 
4. Выезжая за город па прогулку. 
хозяйка взяла с собой различные 
продукты. Так как уксус н подсол- 
нечное масло ие смешиваются, она 
налила обе жидкости в одну бутылку. 
Можно ли извлечь немного ук- 
суса для салата отцу и немного масла 
для салата детям так, чтобы осталь- 
ное масло н остальной уксус оста- 
лись в бутылке? 
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Е. Семенов 


Ошибки 
(Степы Мошкина 


1. Потеряно свойство. 
может привести? 

Этог Петр Мванович вечно приди: 
рается! —оправлызалея семиклассник 
Степа Мошкин перед отцом, изучав- 
шим сочную двойку в дневнике сына. 
— Отвечаю ему, что трапеция — это 
четырехугольник. две стороны кото- 
рого параллельны друг другу. Так пет, 
ему это почему-то не понравилось! 
Говорит, подумай еще, изобрази тра- 
пецию и снова ответь на тот же 
вопрос. Я сделал рисунок и повторил 
тот же ответ. ‘А он мяе — двойку! 
За что? Это же несправедливо!... 

Что же определил Степа? 

Чтобы выяснить, кто прав, от- 
кроем Степин учебник геометрии. Тра- 
пеция в этом учебнике определяется 
как четырехугольник, обладающий Ову- 
мя свойствами: 

(1} имеется 
сторон; 

{2} имеется пара непараллельных 

противоположных сторон. 
Прн таком определении лишь мно- 
жество Т ина рисунке 1 состоит из 
трапеций. Все параллелограммы (мно- 
жество / на рисунке Г) — не тра- 
пейни. Но второе свойство, входящее 
в определение трапеции, Степа «по- 
терял». А поскольку всякий парал- 
лелограмм имеет пару параллельных 
сторон, то и все параллелограммы 
нужно отнести к множеству С «Сте- 
ниных трапеций». 


К чему это 


пара параллельных 
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Таким образом. Степа вместо мно- 
жества Т получил множество С = 
= ТИП. Исключение — какого-либо 
свойства из определения понятия мо- 
жет привести к новому понятию! 
В данном случае получено понятие 
четырехугольника, имеющего пару па- 
раллельных сторон. То, что такие 
четырехугольники не нмеют спецни- 
ального названия, роли не играет. 

Как вы уже успели, вероятно, 
заметить, между множеством Т тра- 
леций и множеством С четырехуголь- 


ников, обладающих свойством (1), 
существует интересное соотношение: 


ТС. Вместо такой записи *) можно 
сказать: множество четырехугольни- 
ков, обладающих свойством (1), шире, 





чем множество трапеций. То же са- 
мое можно выразить и другими сло- 
вами: понятие четырехугольника, имс- 
кицего пару параллельных сторон, — 
обобщение понятия трапеции, или: 
транеция — частный случай четыред- 
угольника, имеющего пару параллель- 
ных сторон. 

Итак, Степина ошибка при опре- 
делении трапеции теперь всем ясна. 
Но, пожалуй, не стоило тратить 
столько времени на ее выяснение, 
если бы при этом не возникла мысль: 
а нельзя ли воспользоваться этой 
ошибкой для чего-либо полезного? 


2. Введение нового понятия исклю- 
чением части свойств имеющегося 


Степа пропустил второе свойство в 
определении трапеции и получил но- 


* Здесь и далее знак «>» означает пе 
только евключастсяу, но и «не совпадаст». 
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вое понятие. Опустим, теперь уже не 
по рассеянности и неаккуратности, 
а иреднамеренно, в определении тра- 
пении свойство (1). Тогда получим 
понятие челнирехугольника. имеющего 
нору непараллельных противополож- 
ных сторон. Если Н — миожество 
таких чегырехугольников, то Го. 
Здесь трапеция — частный случай че- 
тырехугольника, имеющего пару не- 
параллельных противоположных сто- 
рон. 


Задача |. Верны ли утверждения: 


а} чстырехугольник — обобщение — по- 
нятнятрапеции: 

6) трапения — частный случай четырех- 
угольника? 

Ни одпо из лвух нонятий: чем» 
имооций 


рехугольник. пару парал- 





Рис. 2. 


аельных сторон, н чстырехугольник, 
илеюний пару непараллельных про- 
тивоположных сторон, — ие являегся 
обобщением другого. так как СЯЛ, 
НС. Пересечение множеств С и 
Н непусто, оно состоит из трапеций. 
Множества ХТ, С пн Н изображены 
так называемыми «кругами Эйлера» 
па рисунке 2, для наглядности на 
рисунке приведены изображения че- 
тырехугольников, принадлежащих 
этим мпожествам. 

Задача 2. Рассмотрите следующие 
пары понятий и в каждом случае укажите, 
какое нз лвух попятий — обобщение лру- 
гого: 

3) нараллелограмм м ромб; 

6) паралаелограмм и прямоугольник; 

в) параллелограмм и квадрат; 

г) ромб м квадрат. 

д} прямоугольник н квадрать 

е) ромб И пряхоугольник; 
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Задача 3. Верны ли высказывания: 


и) прямоугольник — частый хлучай 
ромба; 
6) прямоугольиик — обобщение ромба? 


Изобразиле множества ромбов и прямо- 
угольников кругами Эйлера. Верно ли. что 
пересечение этих двух множеств пусто? 


3. Вторая история 
со Стелпой Мошкиным 


На следующем уроке Степа был ос- 
торожиее. — Свойства терять нельзя! 
— твердил Стена про себя. — Луч- 
ше «переборщить», чем «недоборщить»! 
Й когда Петр Иванович обратился 
к нему с вопросом, что такое парал- 
лелограмм, Степа выцалил: «нарал- 
лелограмм — это четырехугольник, об- 
ладиющций следующими свойствами: 





(1} противоположные стороны па- 
раллельные; 

(2) имеются конгруэнтные сто- 
ромы; 

{3} диагонали точкой пересечения 
делятся пополам; 

(3) имеется центр симметрии: 

(5) имеются конгруэнтные углы». 

По мере того как Степа перечис- 
лял свойства, в классе росло оживле- 
ние. Ученики с любопытством смох- 
рели то на Степу, то на Петра Ива- 
новича. Переведя дух, Степа не столь 
уверенно произнес: «Еще, помнится, 
площадь параллелограмма равна про- 
нзведению длины основания на длину 
высоты...» Все засмеялись. Только 
Петр Иванович был подчеркнуто вни- 
мателен и серьезен. — Скажи, Степа, 
получится ли новое понятне, если 


из твоего определения опустить пос- 
ледцее свойство цнараазелограмма, свя- 
`занное с его площадью? — спросил он. 

После обсуждения пришли к вы- 
воду, что, пользуясь свойством (1), 
иослелиее свойство можно вывести. 
Следовательно. его исключение из оп- 
ределепия к новому понятию не при- 
ведет. 

Итак, ссли какое-либо свойство 
понятия является следствием других 
свойств, то исключение этого свой- 
ства из определения к новому поня- 
тию не приводит. Другими словами, 
исключение некоторого свойства из 
определения понятия не всегда ирн- 
водит к обобщению этого понятия. 

Поэтому обычио в определение 





Рис. 3. 


понятия включаются только неза- 
внсимые свойсгва, т. е. свой- 
ства, не являющиеся следствиями 
других свойств. 

А внекоторых случаях бывает удоб- 
но от «минимальности» числа свойств, 
содержащихся в определении, отсту- 
муть. Наяример, в учебнике геомет- 
рии прямоугольник определен как 
параллелограмм, у которого все уг- 
лы прямые. Это короткое определение 
можно сформулировать иначе: па- 
раллелограмм — АВСЬБ — прямоуголь- 
ник. если он обладает следующими 
своиствалие: 


(А = 90°: 


р №. 
3} С 
(1) р = 90°. 
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Однако если для параллелограм- 
ма выполняется одно из перечислен- 
ных четырех свойств, то выполня- 
ются и оставишеся три (докажите 
это). Поэтому прямоугольиик можно 
определить как лараллелограмм, один 
низ углов которого прямой. 

Задача 4. а) Привелет ли к иовому 
понятию исключение из степиного опреде- 
ления параллелограмма свойств {2)—(5)? 

6) Можно лн определить прямоугольник 


как четырехугольник, все углы которого 
равны? 
Задача 5. Можно ли определение 


«ромб — параллелогримм, все стороны кото 
рого конгруэзнтны» заменить другим: «ромб — 
параллелосграмм. имеющий пару конгруэнт- 
ных смежных сторон»? 

Один из учащихся предложил оп- 
ределить параллелограмм как четь- 





обладающий 
свойством (2) (имеются коипгруэнтные 


рехугольник, степиным 
стороны). Посмотрим, что 
получится. 

Обозначим через / множество па- 
раллелограммов (но — определению 
учебника). через А множество четы- 
рехугольников, имеющих коигруэнт- 
пые стороны. В множество К входят 
ни не параллелограммы (паипример, 
равнобедренные транеиии). Поэтому 
ПскК (эти множества показаны на 
рисунке 3). 

Мы нашли еше один способ полу- 
чения пового понятия: если свойства, 
входящие в определение понятия, зз- 
менить каким-либо их следствием, то 
может получиться новое понятие, — 
обобщение прежиего. 

Задача 6. Пусть ИП — миюжество 
параллелограммов, У — мпожество четырех- 


71 


нз эгого 


угольннков, имеющих пару конгруэнсных 
углов. Какое высказывание верно: 

а) П=\%; 

6) ПУ: 

в) ПС $? 

Задача 7. Даны два понятия: паралле- 
лограмм и четыьрехузгольнак, имеющий центр 
симметрии. Является ли одно из них 060б- 
щеннем друго!о? 

Задача 8. Осевая симметрия — это 
перемещение, обладающее, в частности, сле- 
дующими свойствами: 

(1) существует прямая, отображающаяся 
на себя; 

{2} существует исподьнжиая (отобража- 
ющая на себя) точка; 

{3) сунествует отображающаяся на се- 
бя окружность; 

(4} существует отображающийся па се- 
бя треугольник. 

а) Заполните таблицу на стр. 73 {в двух 
строках ноказано, как это делать). 





Рис. 4. 


6) Докажите, что понятие перемещения, 
обладающего свойством (Г), является обоб- 
щшением понятия перемещения, обладающего 
свойствами (1) и (2). 

в) Докажите, что нн одно из двух поия- 
тий: перемещение. обладающее свойством (3). 
и перемещение. обладающее свойством (4), 
ие является обобщеннем другого. 

г) Докажите, что осевая симметрия вхо- 
дит в множество перемещений, обладоющих 
свойствами (Г) и (2). 


4. Новая ошибка Степы Мошкина 


Предусмотрительный Петр Иванович 
включил в письменную работу Стены 
задание дать онределение трапеции. 
Степа точно помнил, что в определе- 
ние трапеции входят два свойства. 
Он помнил также, что «лнишие» свой- 
ства указывать В определении не 
надо. Учитывая все это, ой быстро 
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и уверенно написал: трапеция —это 
многоугольник, обладающий двумя 
свойствами: 

(1} имеется пара параллельных сто- 
рон;: 

(2) имеется пара непоараллельных 
сторон. 

Задача 9. Укажите па рисунке 4 
множество новых «Стеинных трапеций». Ука- 
жите полмпожество этого мпожества, ие 
содержашее трапеций. 


Центральную симметрию с центром 
О можно определить как перемеще- 
ние, при котором точка О  непод- 
вижна (0—0), а всякая другая точка А 
отображается на такую отличную 
от А точку А, что ОЛА, |. 
Заменим миожество перемещений в 
этом определении более широким мно- 





жеством отображений плоскости на 
себя. Получим новое понятие: отоб- 
ражение плоскости на себя. при ко- 
тором некоторая точка О неподвиж- 
на, а всякая другая точка А отобра- 
жается на такую отличную от А 
пючку А, что ОПАЛ, 1. В это по- 
нятие входит не одна центральная 
симметрия с нентром О. а целое мно- 
жество отображений, например, любая 
гомотетия с центром 0. 

Таким образом, замена миожества, 
в котором задается понятие, более 
широким может привести к новому 
нонятию. А может н не привести: если 
в определении прямоугольника как 
параллелограмма, все углы которого 
прямые, термии «параллелограмм» за- 
менить термином ечетырехугольник», 
то нового понятия ие получится (это 


Таблица 


ПЕ Е Е. 
Обладает ли данное перемеще- 
ние спойствами. Указонными 

н первом столбце? 





парзл. 
Свойства цент- лельный 
ральная ПОВОРОТ [ перенос 
симмет- | №8 УГОЛ 1 на нену- 
рия 4 180°) | левое рас- 
стояние 
(1) | Да Нет | Ла 
м ды д —— 
(2 | | 





(Пи (2) Да 
(1) и (3) 
(1) и {4) 


(2) и (3) 





—, 

> 

>” 
м 





д ——д— д —ы—— 














Ф" | 
Ян | ее 
(1). 2} и (3) | | “_ 
(0. О и@ | | | 
(0). (3) и 8 | | 
(2). = (4 | | | 
и ‚0 (3) | | | 





объясняется тем, что в определенчи 
прямоугольника в учебиике содер- 
жатся свойства, яваяющиеся след- 
ствиями других входящих в опреде- 
ление свойств}. 

Задача 10. Получится ли новое по- 
нятие. если: 

а) в опредсленин ромба как параллело- 
грамма. все стопоны которого конгруэнтны, 
термин «параллело! рамм» Заменить термином 
«четырехугольникх, 

6) в определенин параллелограмма тер- 
мии «четырехутольник» заменить термином 
«многоугольник»? 

Итак. вы познакомились с тремя 
способами введения новых математи- 


Куап. тссте.ги 


ческих понятий на основе имеющих- 
ся: 

а) путем исключения части свойств, 
содержащихся в определении; 

6) путем замены части содержа- 
щихся в определении свойств дру- 
ими; 

в} путем расширения множества, 
в котором задается понятие. 

Вы изучили связь между свой- 
ствами понятия и множеством, в ко- 
тором задается понятие, познако- 
мились с требованием мниимальности 
числа свойств, перечисленных в оп- 
ределении, и теперь вам должно быть 
ясно, как важна осторожность при 
формулировке определений. Стоит 
только не указать какое-либо свойство, 
заменить его другим или указать дру- 
гое множество, в котором задается 
понятне, — и может оказаться, что 
вы определили нечто, чему матема- 
тнкн даже не дали специального на- 
звания. Не повторяйте ошибок Сте- 
ны Мошкина! 
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К статье «Волшебный мир Анри Пуанкаре» 


1. Указание. а) Нужно заметить, 
что евклидовы касательные. проведенные 
к «верхним» нолуокружностям, иперпендику- 
ляриым к полуокружности ЁР, через точки 
нх пересечения с Г, пересекаются в свкли- 
довом центре /.. 6) Локижите, что для пе- 
перссекающихея чверхних»  полуокружнос- 
тей имеется едниствениая точка на оси х-ов, 
такая, что длины касательных, проведенных 
из нес к этим полуокружностям, равны (рас- 
смотрите два случая; см. рис. 8, аи б в статье), 

2. «Опуская» оспования АС;  равно- 
бедренных п-треугольников А;ВС; (см. рис. 9 
в статье) к границе нашей полуплоскости, 
виднм, что вмачале п-нерпендикуляры к 
<торонам этих треугольшиков, проходящие 
через их п-середины, пересекаются в одной 
точке, затем стаповятся параллельными, и, 
наконец, ‹верхнараллельнымн. Ясно. что 
в послединх двух случаях вокруг соответ- 
ствуклцих п-треутольников А;ВС; окруж- 
ность описать не удастся. 

4. Дюкажем четвертый признак конгру- 
энтности для равнобедренных п-треуголь- 
чяков, т. ©. локажем, что равнобедренный 
п-треугольлик однозначно определяется сво- 
ими углами. 

Сделасм такое п-перемещение, чтобы 
осью симметрин треугольника АВС стала 
прямая Ё (0. х). Пусть Ф — неличниа угла 
прн вериние В, в $ — величина угла при 
осповацин. 

Можно считать, что ордината точки В 
равна |. Тогда п-прямые АВ и ВС однознач- 
но определены (рис. П): пуеть О`ги О, — их 


АВ 





евклидовы центры (точки О, и О, симмет- 
ричны относительно О —{0; 0)). Очевидио, 
что евклиловым центром п-прямой АД яв- 
ляется точка О. Нам нужно определить по- 


ложение точек А и С. Но 040, = $ вв св- 
клиловом смысле). Поэтому нужно построить 
дугу окружности с центром в точке О. из 
точек которой отрезок ОО, виден под углом 
4: эта луга и даст нам положение вершни А 
н 

5. Слелаем п-перемешение, переводящее 
Ца. В) в 140. <). Пусть при этом в-прямые 
Ца. Ва). 4, В2) перешли в п-прямые /.(0, №), 
20. 2) соответственио (рис. 2). П-перемеше- 
ние Р,, 2. = уз/у: переводит [(0, ©) в себя. 
а[. (0.11) в 2.0, $.). если у,, }› одного знака. 
В противоположном случае надо добавить 
отражение. 

6. В Иуанкарин сравнительно легко на- 
УЧИТЬСЯ восставлять перпендикуляры к 
п-прямым, но трудиее опускать их. Гораздо 
прое иметь дело с п-прямой 20, =}: ей 
перпендикулярны ве — п-прямые вида 
Е(&, ©) (полуокружностн с центром в пу- 
ле). Поэтому сделаем п-перемещение, пере- 
водящее 14 В [(0, <). 

Г) Пусть Ё, пересекает В5,= Ё (0, ©>). 

Тогда (рис. 3, а) Ё; == И-а, В). а, В > 0. 
Перпендикуляры из точек п-прямон 2, 
к [4 будут иметь вид /.(--у, 7), меа < т< 
< В. н ноэтому проекция ГЁ-, па 2. совиадает 
с интервалом (©, В) на и-прямой Ё(0, =). 

2) Пусть [.; параллельна [5 = 20, =). 

Тогда либо /., = Ё(}, <), и ее проек- 
цией будет луч (||, ж) (рис. 3, 6), либо 
1.1 = 240. &). и тогда Ё, проектируется в 
п-луч (0, |2] } на 2 (0. ©) {рис. 3, 8). 

3) 2(е.В сверхпараллельна (0, с}, 
еслн 26 > 0. 

Пусть @ >0, В > 0. Тогда проекцией 
будет интервал (5%, В) (рис. 3. г). 

7. Пусть Го == 140, <), Ё; == М-1, |) 
(это всегда можно добнться, сделав П-пере- 
мещения). Еслн у — ордината точки А 
{рме. 4), 10 х=р(А, А) = ми, тде 
А, Е Г., имеет ординату 1. Тогда и = сх. 
Пусть Ма, 1) — параллель к 2, проходя- 
иная через А; С — евклидов нентр этой полу- 





Рис. 2. 
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окружности. Тогда 


[ОА] 


Е. . НЕ Ель В 
О уе А, ас = $1 Ф (х) * 


ГОА | 


1501 = че 


[55—19 =Т, 


1 1 № 
р р = 52 
а = мое) №9) 


Ч (х 
= са г. ) ‚ иФ <) = 2 агсеве-“ 





К статье «Лотарифмические и ноказатель- 
ные... » 


1.<— 78. хЪу6б. 2. ды 


— 
а 
| 
-> 


= юз 53. х=и‹ 


„ 


1 
о —2. а=-0. 6. х=9. 7. Ох -. 


ыы 


ь 5 Е х Г 2 : 
Г<л<2, 3З<х<6. 8. 2%<5< 5. 
Указание. На мпожесгие донустимых 

" 3 5 
зпазюний неизвестного 5 к. хе 
исходпое ураписине равносильно хравцей ню 


(2х -- И —2 — 1х2 ==0. 9. м 2. 
х, - 4. Указание. Привссти урацпение 


к виду (2 — 4) (ог! Ре — =) = 0. 
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Рис. 5. 


К статье «Применение диаграмм тепловых 

процессов» 
+}. Параметры систем Ги П связапы со- 
Г. ат Г 





отношением Возможны, 
и, Ва 

например. такие частиые случаи: 

а) ТГ, >ТГи. ели = ше и и 

6) п > пин сели = ТЕ н ШЕЕ: 

в) в: <На.  ссай би = мии Л, = Ги. 


2. См. рие. 5. 
т 
З. о а С и 
Указание. Изобразить дапный 
на днаграмме (р. №). 
4. Газ получает теилоту в процессе 1-2 


н отдает се в процессах 2—8 и З>Р 
См. рис. 6. 


цикл 


К статье «Московский физико-технический 
институт» 


Математика 


Билет 1 
+. Пусть а — первый член, 9 — знаме- 
патсль геометрической прогресени. Тогда 


— д 
С ыя 
—*$ 1—4 
а (1 — 95) 
Ге =®: 


Исключив и. получим 2498 - 393 —2=0, 


откуда 43 = —2 н 9% =. Очевидно. воз- 


1 
можно только 93 = 37; тогда 5 =4. 


о № 
2. Преобразуя левую часть, получаем 
с0$ 2х 
все 2 $3 2х. 
Все — ЗАВ 
Отсюда 
л ан 
а) с05 2х =0. м= то; 
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п 


16 


6) = 21? 4х. со$ 8х == 0, №, = -- 


ая 
т Ча = 0: Е, Е к.) 

Легко проверить. что для всех найден- 
ных значений х функции ЩШх и сшх опре- 
делены. 

3. Из точки В опустим перпеидикуляр 
ма плоскость грани @; поскольку двугран- 
ный угол — острый, основание Р этого Пер- 
о расположено в самой грации @ 
(рис. 7). .Периендикуляры. опущенные нз 
точек Ви на ребро двуграиного угла, 
очевидио. имеют общее основлиние Е. Угол 
ВЕБ — линейный угол данпого двугравиего 
угла. Пернендикуляр из точки О па АС. 
пройдет Через точку А (АСТАВ, ВО |0). 

В трехгольниках АВЕ, АЁР имеем: 
ВЕ = ЛВ.5па, АЕ = АВ.с0 а, ЕР = 
== ВЁ-С05ф = ДАВ-5И! 4-С05 Ф. Далее. 

: ЕР —515-с0$ф 

18 3 ЕАО = = шв = 182-с054- 

Острый угол В между АС н ребром двугран- 
л 

ного угла равен -5-— 4 АВ. Следова- 


тельно, 
д 
В == > — ас (в а.с05 9) = 


= атс (48 9 -с05 Ф). 


Рис. 7. 


4. Ва вгором уравиеним перейдем к ос- 
г. 


повзиию ч Е р мм 8 > 3) = 


З 3 
-ю. (и =0, откуда ю8. (Хх и= 
сл 23 
= 1обох 1082 9. После подстановки в пер- 
з ку 
вое уравнение системы и преобразований 
получим 
2 о 
(' — Юя о Же ') =®. 
, 3 Е: 
Отсюда 


а) 05° у=1; 6) ЮЕ*, ОЕ |. 
та 537 


2 
Ъ первом случае имеем и, = 3: == 


>. Подставляя эти значения у в исход- 
ную систему. получим, Что для значения 
р 


у, == -3- решений нет, а для значения у == 


3 В 
— т имеется ременяе х = 5. 2—8 7" 


Аналогично исследуется второй случай. По- 
Е 


лучим решение х =, У= >. 


1 З 3 

Ответ, х, == 5х И 5; Жо * 

| 
У —^5. р 

5. Поскольку АЕПОЁР и АЕ=2.ОЕ, 
тон АМ =2.0М (рис. 8). 

Пусть № — точка пересечения ВС и ЕЁ. 
Поскольку СЁЕПВЕ н СЁЕ=2.ВЕ, то и 
СМ =2.В^. Возможны лишь дна положе- 
ния точки №, удовлетворяющие этому усло- 
вию (рис. 8, а, 6). 

Рассмотрим случай (а). Поскольку МВ:= 
=ВСи ЛО -= РМ, то МЕ = ЕЁ = ЕМ = 


= -3 ММ. Площади треугольников ЕБР и 
ЕБМ равны (ЕЁ = ЕМ, В — общая верши- 





Рис. 5а. 
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на). Расстояние от точки Ё до прямой АБ 
втрое меньше расстояння от точки М до 
этой же прямой. Последиее равио высоте 
трапеции. Обозначим длину высоты через 
‚ а длину ВС через 6. Тогда ВМ = АБ = 
= 36. Площадь трапеции $ = 26Н. Находим 
площадь треугольника  ЕРО:5, рро= 


1 
= $агом = 5 ^—- И.-36 =— 4. Сае- 


довательно, 


| 
$ ЕРр = 4 5. 


Рассмотрим случай (6). Поскольку АР-= 
—=ОМ. то ЕЁ = ЕМ.; а поскольку ВМ — 


| | 
=> С\, то ЕМ = 5 МР. Отсюда МЕ = 


- (и. БА 
=—5 М\, м 


расстояние от точки Е до прямой АД со- 
3 


= ММ. Следовательно, 


ставляет 5“ расстояния от точки № до этой 


3 
прямой, то есть 5 Я. Как и ранее, имеем 


3 


Зл ЕЕЬ = ЗА Ерм = `` Н.3% 


5|> 


9 
5 


НЫ = 55 5. 


> 


Бнлет 2 

+. После простых преобразований по- 
лучим эм 12х — Ул 8х = 9. Отсюда яп 2х х 
Хсо$ 10х =0, 


| дп 
а) зп. 2х =0, х, = 
ы: пп 
6) соз10х =0, х. = 50 +107 @=0, 
РЕ. 


еобходимо. чтобы выполиялось условне 


с0$ бх = 0 (*). 

В первом случае это означает, что п 3 
1 - \, то есть решеянями служат лишь 
значения х = д = 0, Т, 


2...). Во 





втором случае все иайденные значения х. 
удовлетворяют (®), 


л дп 
Ответ. х — 21, х= 50 + То. (7 — 


целые). 
2. Преобразуем неравенство так: 


108з (3 — 31") 


х—! = 0. 


Это неравенство эквивалентно совокупности 
двух снстем неравенств: 


) х—1>0, 

? о 
х—!< 0, 

6 о, 


В первом случае 


мы 
х=! — Юв.2 


откуда х> 1. 
Во втором случае 


х<Ь 
3 
0 <х= ю8з —5- о, 
3 
откуда Охх= 103 —— 


Ответ. О<%хх= 


3. ата. 


3 
Юз —5— 2, р <х. 
1 Указание. $Авср = 
= 5 АС.8В0-5та, 0,0:030, — параллело- 


грамм, высоты которого равны АС;2, ВОГ, 
угол между ними а. 

У,:Ув = #2, И.:Ив= 1:3. Ука- 
зание. От момента выходз пешеходов до 
момента я велосипедиста прошло время 


= би ' 


первого пешехода с ‹велосипедистом 
45 


& до момента встречи 
= 





= 9, . 
Из условия встречи первого пешехода 
и велосиледиста получаем 


о Н(—т)-0%=5. 


Из условия одиовременного окончания дви- 
жения этими же лицами получаем 


$ 
у - т. 


2 
5. 250$ У Указание, Середи- 


из ребра АД удалена от плоскостн $ВС на 
то ы? асстояние, что и точка А (посколь- 
ку 1$ВС), это расстояние  равио 
А$. а (© — искомый угол). 
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Физика 


Билет 1 
1. По третьему закону Кеплера имеем 


(5) (55) 


Здесь Тр. Тз — периоды обращения вокруг 
Солнца кометы Галлея н Земли соответст- 
венно, @г = Гпив - Грах, @з = 273. Отсю- 
да получим 

Грах я 5,2-109 км. 


2. Запишем условие равновесня поршня 
в конечном состоянии н закои сохранения 
энергии: 


Вх? 
бу (Г. —Т) =. 


Здесь &х2/2 — потенциальная энергия пру- 
жнны, у — число молей. Кроме того, Для 
идеального газа 


РИ: == *ВТ, и Ра\. Е *ЮТ.. 
Отсюда 


Е 
Су = > Ю==21 дж/(моль-грод). 


3. Пусть мост сбалансирован, то есть ток 
через гальванометр не идет. Тогда на нели- 
нейном элементе имеем 


* ы 
В а 


{® — з. д. с. виешией батареи, внутренним 

сопротивлением батареи пренебрегаем). Прн 
словии, что {== 0,0143, находим: [==1,2 
ок батареи 


5 =2/ = 2,6ба. 


1 Е Е 
ЯН ЕЕ! (| ЕЕК 
(1 
-Е ЧЕ). Указание. Изображение 


кубика имеет вид усеченной пирамиды, у 

которой размер большего основания $ == [, 
Н 

размер меньшего основания а = ттт, 


Я 
расстояние между основаниями Я = РЕ? 


Билет 2 
ы Начальная скорость струи 9%, = 


= а - = 2 м/сек. Коиечизя скорость струи 


‚Изя 50 -- 281 = 6,6 м/сек. Время паде- 


д Л 
: о 3 т 
иня струн #, = Ее) = 0.46 сек. 
Изменение силы давления, связанное 
с импульсом струн, АР, = 98 = 1,3 н. Из- 
менение силы давления, определяемое весом 
накопившейся воды, АР; = 48 @— 1). при- 


чем АР.щах = 90 == 3,9 н. Полное изме- 


нение силы давления АГ = АР, + АР. (см. 
рис. 9}. 

2. Запишем Уравнения состояиня газа 
для начального и конечного состоянии: 


т 


Ро (У, И.) = р ВТо. 





И 
РЁ: = к РТ, 
та 
р". = в ЕТ., 


где т = т, -|- ть. Отсюда 
= РТо\ 1 
— ра, И.) ФРИ. 


3. Напряженность поля в конденсаторе 


КА 
а 





=—3?К. 


и = конденсатора, 
Е днев, г (О — заряд конд р 


г—расстояние от центра до выбранной точки). 
Выделим сферический слой малой тол\ииы 
Аг (такой, что поле внутри слоя можно счи- 
тать однородным). Изменение потенциала 
па толщине слоя 


Афр. Бак. (1) 
Сопротивление этого слоя 
А. @) 
Из соотнонюний (1) и (2) следует. что 
Аф © _ _ № —Ф: 
АР 9 ор СОП$Ё == Е“ 


где ф —Фф, — разность потенциалов между 





обкладкамн конденсагора. Так как ЕТ 
1 — 
=: &С, получаем 
20 №: 
к .) О.Ч. 
к С 88 


4. Представим толстую лнизу как си- 
стему из тонкой плоско-выпуклой лиизы 
н приставленной к ней плоскопараллельной 
пластины толщиной 5 сч. Для тонкой пло- 


1 1 
ско-выпуклой линзы у = (#—1) ' °"- 


куда Р = 5 см. Поэтому ход лучей п снсте- 
ме такой, как Показано на рис. 10. Из этого 
рисунка у= Ро = РАБ ха, 


оли ук ЕРяно ЕянВ + хата. Тогда 
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Е _ зи @ 7—1 358 
= НЕ г Льнх = Р—,— = см. 
Билет 3 


1. На Земле энергия сжатой пружины не- 
ликом переходит в кинетическую энергию ко- 
иуса, а на орбите—в энергию конуса и ракеты: 


2 а 
туб ти? м Ур 
ьнк З ВЕ. 
Из закона сохранения импульса, запи- 


сацкого в системе отсчета, дуижущейся © ор- 
битальной скоростью, 


то: — Мур. 
Из эгих соотношений найдем скорости гк 
и ир. Тогда отпосительная скоросгь конуса 
и ракеты 


боти = Чи | Эр 5.6 м сек. 





ы а _ Ро — Ри, _Та. Е, 

у, Ро — Риз 2% ый 
3. Поле максимально у поверхности 
внутревней сферы: Е = Ещах = Зе = 


(< — заряд конденсатора, г — радиус внут- 
репней сферы). Искомая разность потениналон 


1 9 4 Е к. 
4лео (+=) = Етах [г эйр ). 





Аф = 





Рис. 10. 
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Максимум этого выраження достигается при 


РА ‚ поэтому 


в 
2 
Етях® 

АФтах = а = 3-104 в. 


4. В нервом случае имеем 


| к! т 
== ({— ТР ЗЫ 
Г, ее ча ( в К]: 
где | и + — фокусные расстояния плоско- 
выпуклых ЛИНЗ, 

К, и В. — радиусы кривизны соответст- 
вующнх выпуклых поверхно- 
стей. 

Во втором случае система состоит из трех 
линз. поэтому 

| 1 Ё 1 Й 1. =) 

В 

(третья, двояковогнутая линза — рассенваю- 


щая). 
Из этих соотношений получим 


п— | 
п— п 


Е. = ЗЕ. 


К задачам «Квант» школь- 


НИКОВ» 


для младших 


(см. «Квант» №2) 


1. Назовет Иван Царевич |, 10, 100 и 
останется жив. 

2. Налейте в сосуд воды. Мяч всплывет, 
н его можно будет вынуть. 

3. Остывшее масло занимает меньший 
объем, чем горячее. «Освободившееся» место 
в сосуде занял воздух. Поэтому показания 
весов в конце дия должны быть больше, чем 


утром. 
4. Шесть вопросов. |) Верно лин. что 
номер твоей квартиры больше 32-х> 


2) (Нет.) Верио ли, что он больше 16-тн? 
(Да_) Верно ли, что он больше 48-ми? И далее 
спрашивать про среднее число из оставшихся. 
После ответа иа каждый вопрос интервал 
допустимых номеров уменьшается вдвое. 


К статье «Все», «некоторые» н отрицание» 
(см. «Кванть № 2) 


1. Есть хотя бы одии белый шар. 

2. Все шары — белые. 

3. Все шары — красные. 

4. Некоторые равнобедренные треуголь- 
ннки не являются прямоугольными. 

5. Некоторые ученики класса не были 
на собранин. 

6. Ни одной девочки не было на собра- 
нии. 

7. Некоторые углы данного шестиуголь- 
иика — прямые или острые. 

8. По крайней мере для одного х из 
А х? не превосходит 4. 

9. Все люти — ие детн. 
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10. Для всех х из Л 5 — 2+1 0. 

11. Некоторые мужчины ие выше 2-х 
метров. 

12. Некоторые простые числа четны. 

13. По крайнсй мере для одного простого 
числа р число 2? — | ис является простым. 
14. Неверно. Может быть одии белый 

а остальные — синие. 

15. Верно. 

18. Чтобы наверняка попался белый 
шар, надо вынуть по крайпей мере 20 шаров. 
Меньшего числа может ие хватить, нбо пер- 
выми могут быть вынуты красные и черные 
шары — их 19. Чтобы наверняка попались 
шары всех трех цветов, надо выиуть как 
минимум 22 шара; 21 может ие хватить, еслн 
первыми вынуты все белые и черные шары; 
их как раз 21. 

17. Надо вызвать 31 человека. Меньше 
нельзя — может случиться, что к доске 
выйдут лишь троечники и хорошисты (их 
10-1-20=:30) и каждый ответит ие более, чем 
на 4. Если же вызвать 3] челбвека, то по 
крайней мере один из них окажется отлич- 
ником и ответит на 5. 

18. Если выполнено условие д) или 
условие 6), то выполисно и условие в). то 
есть выполнены одповременио два условия, 
что противоречит условию задачи. Значит. 
а) и 6) ие выполнены. Тогда в) также ме вы- 
полиено, г) не выполнено, д) обязательно 
выполнено, е), ж) и 3} не выполнены, про и) 
ничего нельзя сказать. 

Поскольку выполнено может быть только 
одну условие нз девятн, то и) не выполнено. 
Значит, иадо из данного множества отобрать 
те п, которые не делятся нн на 2. ви на 3, 


ни на 11. Гаких чисел имеется пять, именио: 
487, 491, 493, 497, 499. 
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Ребусы 


В каждом из этих ребусов цифры за. 
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В третьем момере журнала мы писали о различных моделих 
плоскости Лобачевского. В частности. в стэтье С. Гниликниа 
рассказывалось о модели Пузнкаре в верхней полуплоскости, а в 
статье В. Болтянского — о той же модели, но в круге. Зачечатель. 
ному голландскому художнику М. Эшеру удалось разбить плос- 
кость Лобачевского (в модели Пудихаре виутрн круга} из 
кокгруэитные (разумеется. на плоскости Лобачевского} части 
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М. Башимеков 


Что такое вектор? 


Слово «вектор» встречается в математихе, 
физике н прикладных дисцинлинах, Этим 
словом обозначают совсем разные объекты, 
не похожие друг на друга. Так, в школьном 
учебиике геометрии понятне вектора отож- 
дествляется © помятием параллельного пе- 
ренсса (плоскости кли простраиства). В фи- 
зихе при опнсании ряда величин говорит. 
что они имеют векториый характер — та- 
ковы скорость механического движения. снла 
притяжения, напряжениость магнитного поля. 
Что же то общее, что позволяет называть 
все эти объекты одннаково? Как иужно по- 
стронть математическую теорню, чтобы полу- 
чившееся понятие обслужнвало потребности 
н математики, н физики? Об этом и расска- 
зывается в статье. 


1. Векторное пространство 


Математика имеет замечательный сно- 
соб определять новое понятие, ови- 
сывая его свойства. Так, например, 
вместо того, чтобы прямо определить, 
что такое действительное число (с по- 
мощью десятичных дробей или как- 
нибудь еще), в большинстве кинг пере- 
чнеляют их основные свойства, кото- 
рыми н пользуются в дальнейиюм. 
Такой подход — он называется ак- 
сиоматическим — очень распростра- 
нен в современной математике. Школь- 
ный курс геометрии построен именно 
так. Аналогично поступают и с век- 
торамин — перечисляют общие свой- 
ства, присущие всем векторным вели- 
чинам, встречающимся и в математи- 
ке, и в ее приложениях. 
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Как и всегда при аксиоматическом 
подходе, мы будем определять не 
что такое отдельно взятый, изолнро- 
ванный «вектор», а сразу всю сово- 


купность векторов — векторное про- 
странство. 
Векторное пространство — это 


множество М с двумя операциями, 
удовлетворяющими определенным тре- 
бованиям *). Одна из этих операций 
(ее принято называть сложением) каж- 
дой паре а, Ь элементов множества М 
ставит в соответствие третий элемент 
(этот элемент называется сумлюй эле- 
ментов ан фи обозначается а Г 6). 
Вторая операция каждому элементу 
а множества М и каждому действи- 
тельному чиелу ставит в соответст- 
вие элемент множества М, называемый 
произведением элемента а на число А 
(это «произведение» обозначается Ла). 

Перечислим требования {аксиомы 
векторного пространства). которым 
должны удовлетворять указанные опе- 
рации: 

1}. Сложение векторов подчиня- 
ется сочетательному (ассоциативнолу) 
н переместительному (коммутативно- 
4) законам: 

ху = (а 
ху=у-х. 

2?. Существует пулевой вектор: 
0. такой, что х О =х. 

3’. Для каждого вектора сущест- 
вует вектор, сумма которого с исход- 
ным вектором есть нулевой вектор. 

47. 0х = Ах). 

57. а Ах = АХ А. 

6. АЕ. 

ее: 

Здесь х, у, 2 — произвольные век- 
торы, /., А, и А,— любые действитель- 
ные числа. 


2. Примеры векторных пространств 


ПВаиболее привычные для нас векто- 
ры — это направленные отрезки на 
плоскости. Однако устроить нз на- 
правленных отрезков векторное про- 


*) Сравните с определением 


кольца в 
«Кванте», 1974, № 2, с. 4. 
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странство совсем не легко. Поэтому 
мы начнем с более простых прнмеров. 


1. Линейные функции 

Рассмотрим всевозможные линей- 
ные функции (заданные на мпожест- 
ве В всех действительных чнсел). 
Каждая такая функция задается пра- 
вилом: х— ах т В. Понятно, что 
сумма двух линейных функций есть 
снова линейная функция. Точно так 
же, ссли линейную функцию умно- 
жить на чнсло, то получится опять 
линейная функция. При этом все ак- 
сномы 1”—7` выполняются, и таким 
образом, множество линейных функ- 
ций с этимн операциями является 
векторным пространством. 

2. Параллельные перемасы 

Рассмотрим множество всех па- 
раллельных переносов плоскости. Их 
можно складывать, последовательно 
выполняя друг за другом, умножать 
на числа. С этим векторным простран- 
ством вы и встречаетесь в школе. 


3. Пространство строк 

Рассмотрим строки фиксированной 
длины п из действительных чисел: 
(а, а.,..., а). Определим сложение 
строк и умножение их на числа ло- 
элементно: 


(@,„, а....., а„) + (6. 6, --- Ь,) = 
гы Ка Ва: а. сы ЕВЕ 
А (а, а., .... а.) = бе, ао, ....^а»). 
Очевидно, что строки длины ля с так 
определенными операциямн образу- 
ют векторное пространство. 


4. Квадратные трехчлены 

Множество квадратных трехчле- 
нов {ах?- 6х -+- с} (числа а, В, с 
могут быть и нулями) также образу- 
ет векторное пространство по отно- 
шенню к обычным операциям сложе- 
ния многочленов и умножения их на 
числа. 

5. Многочлены 

Множество всех — многочленов 
с теми же операциями тоже образует 
векторное пространство. 

6. Функции 

Все функции, заданные на каком- 
то числовом множестве А, образуют 
векторное пространство по отношению 


|* 


к обычному сложению и умножению 
на числа. 

7. Свободные векторы 

Сконструируем теперь векторное 
пространство из направленных отрез- 
ков на плоскости. Каждый направ- 
ленный отрезок задается упорядочен- 
ной парой точек — началом н конном. 
Каждой такой паре точек (А, В) мож- 
но сопоставить параллельный пере- 
нос плоскости. Из геометрии извест- 
но, что существует единственный па- 
раллельный перенос, при котором 
точка А переходит в точку В. В то 
же время ясно, что разные нары то- 
чек (А,,В,) и {А.,В.) могут зада- 
вать один н тот же перенос. Для этого 
необходимо н достаточно, чтобы от- 
резки А.В, и А.В. имели одннако- 
вую длинну и были одинаково направ- 


лены. Объединим теперь все 
направленные отрезки, задающие 
один н ТОТ же параллельный 


перенос, в одни класс: мы получим 
взаимно однозначное соответствие 
между такими классами и параллель- 
ными перенпосами. Один такой класс 
направленных отрезков называют сво- 
бодным вектором (в отличие от фик- 
сированного направленного отрезка — 
связанного вектора). Складывать и ум- 
ножать на число свободные векторы 
надо так, как складывают параллель- 
ные переносы. Вот как выглялит сло- 
жение свободных векторов графиче- 
ски: в одном классе выбирают иро- 
извольный направленный отрезок АВ, 
затем во втором классе находят от- 
резок с началом в точке В (т.е. от 
В откладывают направленный отре- 
зок, принадлежащий второму клас- 
су). и если точка С — конец второго 
отрезка, то АС — направленный от- 
резок, принадлежащий классу, соот- 
ветствующему сумме векторов. По- 
старайтесь самостоятельно доказать, 
что это определение суммы коррект- 
но, т.е. что результат не зависит 
от того, какой направленный отрезок 
из первого класса мы выбираем. Дай- 
те графическое определение умноже- 
ния на число. (Обращаться со сво- 
бодными векторами трудно потому, 
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что каждый из них представляет це- 
лый класс направленных отрезков. 
Графически же мы всегда изобража- 
ем каждый класс каким-то одним от- 
резком, выбирать который мы можем 
по своему произволу. Поэтому прн- 
ходится проверять, что результат не 
зависит от произвольно выбранных 
нами представителей, ) 


3. Координаты 


Вернемся к нашему первому приме- 
ру — векторному пространству лнней- 
ных функций. 
Рассмотрим две функции: 
р: хх, 
р: х=1. 


Любая функция [: х>ах-- 6 может 
быть представлена в виде линейной 
комбинации этих функций: }=а}, НЫ. 
Пара чисел (а, 5) называется коорди- 
натами линейной функции / 

Замечательно то, что прн сложе- 
нни линейных функций их коорднна- 
ты складываются, как строки: 

Н: хах + ф+> (а, 6), 
Ёы: х-сх + а*> (с, 4), 
Н-- Ё: ха + ох + (64+ 
25 +, ас 6+4) 

(ас Ба) = (0 БС, 4. 

Приведем еще несколько примеров. 
В векторном пространстве парал- 
лельных переносов плоскости можно 
выбрать два параллельных переноса 
(например, на два непараллельных 
вектора длины 1), по которым раскла- 
дывается любой перенос; коэффици- 
енты этого разложения называются 
координатами соответствующего пере- 
носа. 

Рассмотрим в векторном простран- 
стве строк длины л = 4 строки 

= (1, 0, 0, 0), {= ©, 1,0, 0), 
3 = (0, 0, 1.0), [,= (0,0, 0, 1. 


Любую строку [= (а,, аъ. аз, а.) 
мы можем представить в виде 
р = аа + ар, -- азрз + а6 
чнсла (а,, а, аз, аз) называются ко- 

ординатамн строки [. 
В векторном пространстве квад- 


ратных трехчленов для произвольно- 
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го трехчлена { = ах? фх с име- 
ем: [Ё= ар -+ Ш, с, где Ё = х?, 
Ее, [= 1: чнсла (а, ©, ©)— ко- 
ординаты трехчлена |. 

В пространстве же всех многочле- 
нов придется взять бесконечно много 
многочленов: 

р 1 Вах, р= м, „=... 

Тогда любой многочлен Е запи- 
шется в виде конечной линейной ком- 
бинации выбранных многочленов; ко- 
эффициенты разложения многочлена 
Е по многочленам |, [....— это его 
координаты: 
= ата Е. 

ах а аи битья ье 
ретро (нь бк лей, 3}. 


Теперь мы уже можем задать ряд 
вопросов. Как в данном пространст- 
ве выбрать систему векторов, по ко- 
торой раскладывался бы любой век- 
тор этого пространства? Когда эту 
систему можно выбрать конечной? 
В какой мере разложение однознач- 
но? И как связаны между собой ко- 
эффицненты разложения по разным 
системам векторов? 

Ответы на эти вопросы дает раз- 
дел математикн, именуемый линейной 
алгеброй. Вот краткий обзор некото- 
рых результатов. 

1. Векторные пространства быва- 
ют конечномерные и бесконечномерные. 
В конечномерных существуют ко- 
нечные системы векторов, по ко- 
торым раскладывается любой вектор 
пространства. В наших примерах про- 
странства линейных функций, квад- 
ратных трехчленов, строк, параллель- 
ных переносов и свободных векто- 
ров — конечномерные. Пространства 
же всех многочленов и всех функций 
бесконечномерны. 

2. Для конечномерного простран- 
ства можно указать наименымее чис- 
ло п такое, что существует п векто- 
ров, по которым раскладывается лю- 
бой вектор пространства. Это число 
п называется размерностью простран- 
ства. Так, пространство линейных 
функций имеет размерность 2, про- 
странство квадратных  трехчленов 
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трехмерно, а пространство строк дли- 
ны л имеет размерность п. 

3. Если в п-мерном пространстве 
мы возьмем систему из векторов };, 
[»,-.. п: ПО которым раскладывается 
любой вектор пространства, то коэф- 
фнцненты разложения определяются 
однозначно. Система векторов {у, [,,... 
....[„ называется базисом пространства, 
а коэффициенты разложения }= 
= а, |4 а-|, +... ар, т.е. чис- 
ла а:, а»... а, называются коорди- 
натами вектора | в базисе |, [.,..., и. 
Базисов существует бесконечно мно- 
то. Формулы, связывающие коорди- 
наты одного и того же вектора в раз- 
ных базисах, довольно громоздки. 


4. Дальнейшая программа 


Мы начали с того, что выделнли ос- 
новные свойства векторных величин — 
возможность их сложения н умноже- 
ния на числа — и пришли к понятию 
векторного пространства. В матема- 
тике и ее приложениях встречается 
очень много разнообразных, не похо- 
жнх друг на друга векторных про- 
странств. Естественно ожидать, что 
после общего описания векторных 
пространств псследует какая-то их 
классификация, связанная с рассмот- 
рением новых, — дополнительных 
свойств. Например, мы до сих пор 
еще не говорили об углах между век- 
торамн и о длинах векторов. В при- 
мерах векторных величин, взятых из 
геометрии, это сделать легко. А как, 
скажем, определить угол между дву- 
мя квадратными трехчленамн? И мож- 
но ли вообще говорить о длине, если 
в качестве вектора берется, напри- 
мер, произвольная функция? Эти воп- 
росы очень подробно изучены в ма- 
тематике. Мы расскажем о том, как 
можно вводить в векторном простран- 
стве углы и расстояння, в отдельной 
статье. 

Наиболее интересным н важным 
в теории векторных пространств яв- 
ляется изучение отображений одних 
пространств в другие. Этими вопро- 
сами занимается раздел математики, 


называемый функциональным анали- 
зом. В этом разделе много красивых 
результатов и еще больше нерешен- 
ных трудных задач. 


Упражнения 


1. Рассмотрим множество всех функций, 
заданных на В, графики которых проходят 
через заданную точку А. Образуют лин такие 
функции (по отношению к сложению функ- 
ций и умноженню их на числа) векторное 
пространство, еслн точка А нмеет координа- 
ты: а) (0:0), 6) (1; 0}, в) (0; 1}? 


2. Изобразим  лннейную функцию [| 
х-— ах -+- $ точкой обычной координатной 
плоскости с координатами (а, 68}. 

а) Как будут изображаться лниейные 
функции, обращающиеся в ноль при х -= 1? 

6) Предыдущую задачу можно сформу- 
лнровать так: из плоскости (а, 5) нзобразить 
прямые у == ах -- 6, проходящие на плос- 


кости (х, у) через точку (1; 0). Мзобразите 


теперь на плоскости (а, $} прямые у == ах -[ 
- 6, проходящие через какую-либо точку от- 
резка [0, 1] осн ординат плоскости (х, у). 


3. а) Мы указали в пространстве ли- 
нейных функций такой базнс д —=х, [; = 
= 1. Проверьте, что функции д: х-х-! 1, 
р: х--х — | также образуют базис. 

6) Найдите необходимое и достаточное 
условие того, чтобы две линейные функцин 
Н:х-ах--В и и хах-Ь, со- 
ставляли базис пространства всех лниейных 
функций. 


4. Докажите, что в пространстве квад- 
ратных трехчленов нельзя указать два квад- 
ратных трехчлена {, и {, таких, что всякий 
трехчлен } можно было бы запнсать в внде 
их линейной комбинации: {= а, Р аз}., 
т, е. что это простраиство ме является дву- 
мерным. 


5. Докажнте, что в пространстве строк 
длнны я -= 4 векторы |, = (1, 0, 0, 0), р = 
та (1, |, 0, 0), Ь = {1, 1, 1, 0), Ё == (1, 1, 
|, 1) образуют базис, Обобщите теорему на 
произвольное п. 
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Я. ГЕГУЗИН 


КЛАССИЧЕСКИЕ 
ОПЫТЫ 
СКРИСТАЛЛАМИ 


Какнм должен быть опыт, чтобы заслужить высшня титул — 
каиссический? Быть простым и красивым? Неожиданным 
по постановке и во полученному результату? Охазавшим боль 
шое влняние на развитие какой-то области наукн? Пронллю- 
стрировавшим фундаментальный закон природы? Видимо. все 
эти пришакн в различной степени присущи классическому 
опыту. 





Я хочу рассказать о двух опытах, 
которые были поставлены выдающи- 
мися советскими физиками академи- 
ками Абрамом Федоровичем Иоффе и 
Петром Ивановичем Лукирским. Оба 
опыта, безусловно, заслуживают это- 
го высшего титула. 


1. ЭФФЕКТ ИОФФЕ 


История открытия н утверждения эф- 
фекта, носящего имя одного из пат- 
рмархов советской физнки академика 
А. Ф. Иоффе, содержит все то, чем 
богата логика живой науки н маняща 
деятельность ученого. В этой истории 
н рождение проблемы, когда обиа- 
руживается кричащее противоречие 
между ндеями и фактами; н неожи- 
данность озарения, когда кажется, 
что загадка оборачивается ясностью; 
и эксперимент — красивый и настоль- 
ко простой, что у каждого возникает 
ощущение сопричастности к замыслу 
эксперимента, уверенность, что и он 
придумал бы этог эксперимент, если 
бы ранее его не прндумал н осуще- 
ствил тот, с чьим именем эксперимент 
вошел в науку. В истории эффекта 
Иоффе есть место для деятельности и 
добросовестно заблуждавшихся науч- 
ных оппонентов, и активных газет- 
ных репортеров, неуемно и без до- 
статочных оснований фантазирующинх 
на тему «эффект н будущее»; и высшая 
награда ученому, когда его идеи со 
страниц академических научных жур- 
налов перекочевывают на страницы 
учебников и в графы карточек цехо- 
вых технологических процессов. 
Внешне эффект выглядит очень не- 
ожиданно: если кристалл каменной 
солн (химическая формула ХаС]) смо- 
чить водой, его прочность на разрыв 
становится во много раз больше проч- 
ности сухого кристалла. Казалось бы, 
прочность — объемное свойство крн- 
сталла и она не должна зависеть от 
того, что происходит на поверхности 
кристалла. А на поверку оказывает- 
ся, что соседство с водой резко упроч- 
няет каменную соль, причем эффект 


наблюдается и для толстого, и для 


тонкого образцов. 


Противоречие между теорией и 
экспериментом 


Начало истории эффекта Иоффе мож- 
но датировать 1915 годом. В этом го- 
ду выдающийся немецкий физик-тео- 
ретик Макс Борн опубликовал  стро- 
гую тесрию кристаллов. Собственно, в 
этой теории впервые ин было введено 
нредставление о кристаллах, состоя- 
щих из ионов, которые взаимодейст- 
вуют друг с другом электростатиче- 
скими силами (по закону Кулона). 
Сказанное в последней фразе для нас 
сейчас звучит азбучной истиной, а тог- 
да, в 1915 году, всего через три 
года после того, как с помощью рент- 
геновских лучей впервые убедились 
в строгой пернодичности чередования 
атомов в кристалле, мысли о ноиной 
структуре кристалла былин открове- 
нием. 

Теория Борна, — математически 
стройная и внутренне непротиворечи- 
вая, многими экспериментами под- 
тверждалась. Борн сумел объяснить 
оптические, электрические ин многие 
другие свойства разных кристаллов. 
В противоречии с его теорией оказа- 
лись лишь данные о прочности крн- 
сталлов. Например, было известно, 
что кристалл каменной соли разру- 
юшается, когда его деформация достн- 
гает такого значения, что возникаю- 
щее напряжение *) становится равным 
приблизительно 4,5.104 н/м?. А точ- 
ный ин последовательный расчет теоре- 
тика предсказывал существенно 
нную величину — приблизительно 
2-10? я/м?, что чуть ли не в 500 раз 
больше экспернментального значения. 

Сохранив ндею, упростим точный 
расчет и попытаемся приближенно 


*) Напомним, что механическим напря- 
жением @ называют величину, измеряемую 
отношением модуля силы упругости Рупр к 
площади поперечного сечения образца 5: 
о = Рупр/$. Максимальное значение на- 
пряжения, после которого образец разруша- 
ется, называют пределом прочности Фпр- 
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оценнть величину предела: прочности 
кристалла. 

Предел прочности кристалла есть 
отношение снлы, при которой он раз- 
рывается, к площади сечения, по ко- 
торому произошел разрыв: о„р=Р/З. 
Естественно считать, что снла Е 
есть сумма сил |, действующих на 
каждую из п пар взаимодействующих 
нонов: Ё = п{. Еслн площадь сече- 
ння образца в месте разрыва $, а 
расстояние между ионами (постоян- 
ная решетки) а*), то п = 5/а?. А так 
как кристалл ионный и снла взанмо- 
действия между ионами описывается 
законом Кулона, то 

рр 8 
Зла @?' 
где 9 — абсолютная величина заряда 
иона. 
Итак, 


ЕТ А ТРЕ. 
тва и. 


В кристаллах МаС! заряд иона совпа- 
дает с зарядом электрона, т.е. 9= 
=е = 1,6.10-1® к, величина а = 
5,3. 10 м, следовательно, бир 2 
Ш^ 2,6-10° н/м?. Эта величина близка 
к следующей из точной теории. 

Простота н очевидность сделанной 
оценки не должны в глазах читателя 
умалить проницательность теоретнка. 
Полвека спустя нам легко и просто 
понять идею расчета, так как за на- 
мн величие Борна. Он же в 1915 го- 
ду, не имея предиюственников, мыс- 
лил независимо и революционно. Борн 
был великим мастером. 

Осмысливая противоречия между 
точным расчетом и экспериментальны- 
ми данными, Иоффе должен был об- 
судить следующие возможности: ошиб- 
лись либо теоретик, либо эксперимента- 
тор. Второе предположение следова- 
ло отбросить, не колеблясь, потому 
что даже если бы пронзошло неверо- 
ятное и лабораторные нсследователи 


ВЕ 





*) Камениая соль (МаС]) имеет кристал- 
лнческую решетку кубической формы — че- 
редующиеся ионы натрия и хлора распо- 
лагаются в вершинах кубов. 
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ошиблись в 500 раз, нх поправила 
бы многовековая практнка обращения 
человека с кристаллами М№аС!. Если, 
действительно, их прочность была 
бы в согласии с теорией, то не 
так просто было бы добыть в штоль- 
не соляную глыбу, орудуя киркой, 
н не простой была бы задача исто- 
лочь эту глыбу в порошок. В 500 раз 
экспериментаторы не ошиблись! 

И теоретик вряд ли слиибался так 
сильно: и мысли его логичны, и 
многие иные факты он объяснил весьма 
успешно. 

Истину следовало искать где-то в 
другом месте. Вот здесь необходимо 
озарение, нужен неожиданный взгляд 
на сложившуюся ситуацию. Абрама 
Федоровича Иоффе озарнла блестя- 
щая ндея. 


Неожиданная идея 


Иоффе рассуждал так: теоретик 
не ошибается, но рассчитывает он 
идеальную ситуацию, когда одно- 
временно прекращаются взаимодейст- 
вия всех л пар нонов. А если это 
происходит не одновременно, т. е. 
связи между ионами рвутся последо- 
вательно друг за другом? Тогда, оче- 
видно, разрушение образца будет про- 
исходить не мгновенно, и при этом 
возникающее напряжение будет зна- 
чительно меныше того, которое сле- 
дует из теории. 

Иоффе придумал конкретную при- 
чину требуюзщейся ему неодновремен- 
ности разрыва связей. Он предполо- 











Рис. 1. 


жил, что на поверхности кристалла 
нмеются микроскопические трещинки. 
При нагружении кристалла до велн- 
чины ниже «теоретической» прочности 
в устье‘трещины (область а на ри- 
сунке 1), в маленьком объеме кристал- 
ла, могут возникнуть напряжения, 
при которых связи между ионами 
начнут разрушаться. А это значит, 
что трещина будет распространяться 
в глубь образца, пронижет его и рас- 
членит на две частн. Но кристалл 
разрушится не потому, что в плоско- 
сти разрыва одновременно порвались 
все связи, а’потому, что последова- 
тельное разрушение связей дало воз- 
можность трещине вырасти и расчле- 
нить кристалл. 

То, как Иоффе представлял себе 
механизм разрушения кристалла. 
можно наглядно пронллюстрировать 
модельным опытом. Он прост, и его 
результаты не оставляют сомнений. 
На предметном столике микроскопа 
растягивалась тонкая пластинка плек- 
сигласа, на боковом торце которой 
сделан острый н неглубокий падрез. 
Пластизка моделирует кристалл, над- 
рез — трещину на его поверхности. 
При специальном освещении (в поля- 
ризованном свете) можно отличить на- 
пряженные участки в плексигласе: 
чем больше напряжение, тем соответ- 
ствующий участок темнее. Так вот, 
на последовательности кадров засня- 
того нами кинофильма (рис. 2) вид- 
но, что в устье надреза напряжения 
действительно максимальны и что пла- 
стннка разрупается вследствие дви- 
жения напряженного устья сквозь 
нее. Причем происходит это при на- 
пряжениях, значительно меньших тех, 
которые необходимы для разрушения 
пластинки без надреза. 

В упрощенном варианте подобный 
опыт вы можете сделать сами, не при- 
бегая ни к микроскопу, ни к поля- 
ризованному свету, ни к кинокамере. 
Вы простс. можете убедиться в том, 
что порвать полоску бумаги, растя- 
гивая ее, намного легче, если пред- 
варительно сделать на ней маленький 
надрез. 


= 
х 
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Опыт Иоффе 


Итак, гипотеза есть, нужен опыт, про- 
веряющий ее. Идею опыта подсказы- 
вала прямолинейная логика: если дей- 
ствительно поверхностные трещины — 
истииная причина почти пятисоткрат- 
ного пониження прочности, то, уда- 
лив тоикий слой кристалла, в кото- 
ром расположены трещины, мы впра- 
ве ожидать, что прочность кристалла 
возрастет в пятьсот раз! Логика да- 
ет это право, а скепсис возражает 
против него. 

Иоффе поставил следующий опыт. 
Он растягивал монокристальный об- 
разец камениой солн в условиях, 
когда часть образца была в возду- 
хе, а часть омывалась теплой во- 
дой, которая постепенно растворяла 
кристалл и делала его тоньше. Ре- 
зультат опыта оказался в согласни 
с предсказаниями логики: образец 
разрушился в сухой части при напря- 
женин = 4,5-10° н/м”. Погруженная 
в воду более тонкая часть образца 
выдерживала напряжения до величи- 
ны 1,6.103 н/м?, которая не так уж 
далека от «теоретического» предела 
прочности, равного 2-10 н/м*. 

Видимо, красивым можно считать 
и такой опыт, который легко побежда- 
ет наш скепсис. В этом смысле опыт 
Иоффе безусловно красив! 

Опыт {он был проведен в 1924 го- 
ду), давший убедительный результат, 
естественно привлек к себе внимание 
и специалистов, и ‹околокаучных кру- 
гов». 

Газеты и  научно-популярные 
журналы наперебой рассказывали сво- 
нм читателям о фантастических по- 
следствиях увеличения прочности ма- 
териалов: мосты из проволок, сверх- 
легкие самолеты, автомобили, парохо- 
ды ит. п. В книге «Моя жизнь и ра- 
бота» А. Ф. Иоффе с возмущением 
писал по этому поводу: «...между на- 
блюдением нсключительной прочно- 
стн кристалла каменной соли и по- 
лучением такой же прочности техни- 
ческих материалов — громадный 
путь». 
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Возражения оппонентов 


В научных журналах появились 
статьи, а на научных конференциях — 
выступления, которые, не ставя под 
сомнение результаты опытов по раз- 
рыву «мокрых» кристаллов, опровер- 
гали предлагавшееся Иоффе толко- 
вание причины влияния воды на проч- 
ность каменной солн. 

Например, австрийский кристал- 
лофизик Смекал, известный своими 
исследованиями структуры кристал- 
лов, на конференции в Лондоне ут- 
верждал, что в опытах Иоффе проч- 
ность соли меняется в связи с тем, 
что вода проникает в соль и делает 
ее более прочной. Это утверждение 
было убедительно опровергнуто с по- 
мощью многочисленных опытов, по- 
ставленных в Ленинграде, в лабора- 
тории Иоффе. Расскажем о двух из 
них. Один заключался в простом по- 
вторенни опыта по разрыву образца, 
погруженного в воду. Была видоиз- 
менена лишь одна деталь: часть по- 
верхностн, находящейся в воде, была 
защищена от воды полоской нераство- 
римого лака. В этом случае эффект 
исчезал, прочность кристалла ие по- 
вышалась. Согласно идее Смекала че- 
рез защишенную поверхность вода 
могла поступать в кристалл и упроч- 
иять его, но то обстоятельство, что 
на небольшом участке поверхности 
сохранились поверхностные трещины, 
делало кристалл уязвимым, малые на- 
грузки его разрушали. Идея Смекала 
явно оказалась несостоятельной. 

Второй опыт был неожиданным по 
замыслу. Монокристальный шарик ка- 
менной соли предварительно охлаж- 
дался в жидком воздухе, а затем бы- 
стро погружался в расплавлеиное оло- 
во или свинец. Внешиие слои шарн- 
ка быстро нагревались, расширялись 
и растягивали во всех направлениях 
внутреннюю, еще не прогревшуюся 
часть шарика. Теоретнки подсчитали, 
что в центре шарика возникали на- 
пряжения до 7-10 н/м?, между тем 
шарик не разрывался. Дело в том, 
что эти напряжения возникали внут- 


ри шарнка, а поверхностные слои 
оставались недостаточно напряженны- 
ми. Трещины не росли, и кристалл 
сохранял целостность. 

Были и иные возражения против 
предложенных Иоффе объяснений. Его 
лаборатория спорила с оппонентами, 
проводя множество контрольных опы- 
тов, отстаивая (и отстояв) и сущест- 
во эффекта, и его толкование. 

Но все-таки возникает вопрос: по- 
чему трещины на поверхности крн- 
сталла оказались определяющими его 
прочность? Неужели объемная струк- 
тура образна абсолютно бездефектна, 
свободна от «объемных» трещин, ко- 
торые были бы одинаково безразлич- 
ны и к наличию, и к отсутствию во- 
ды на поверхности образца? Дейст- 
вительно, могло бы оказаться и так, 
что роль поверхностных трещииок 
не была бы определяющей. Могло бы, 
а вот в случае соли не оказалось! 

Быть может, это обстоятельство 
умаляет значимость и общность э$- 
фекта? Быть может, речь идет о слу- 
чайной находке экспериментатора, на- 
ходке, имеющей ограниченный, част- 
ный интерес? Конечно же, нет! Речь 
идет о другом. Благодаря тому, что 
отыскался объект, где поверхностные 
трещинки себя проявляют предельно 
отчетливо, физика обогатилась ясным 
пониманием возможного влняиия пПо- 
верхностных дефектов на механиче- 
ские свойства кристаллов. Кусочек 
истинной правды о законах природы 
оказался заключениым в «эффекте 
Иоффе». 

Абрам Федорович Иоффе был счаст- 
ливым ученым, он видел при жизин 
учебники физики с параграфом «эф- 
фект Моффе» и видел карточки тех 
цеховых технологических процессов, 
в которых достигается значительное 
упрочненне изделий вследствие уда- 
ления трещин с поверхности. 


|. ОПЫТ ЛУКИРСКОГО 


Война, 1943 год, большая комната 
в Казанском университете шкафами 
условно разделена на несколько ма- 


леньких, в каждой из них — группа 
физиков Ленинградского физико-тех- 
инческого института, эвакуировавше- 
гося в Казань. В одной из импрови- 
зированных лабораторий — сотрудни- 
ки профессора Петра Ивановича Лу- 
кирского. Много дел связано с рабо- 
той на оборону, имн н занят профес- 
сор со своими сотрудниками. Но как 
дань сстествениой любознательиости 
ищущего ученого — опыты с моно- 
кристаллами каменной соли. Они 
стали классикой кристаллофизики, о 
них я и хочу рассказать. 

И по замыслу, и по осуществлению 
эти опыты тождественны и отличают- 
ся лишь объектом исследования, точ- 
нее, формой изучавшегося образца. 

Одии варнант опыта был таким. 
Длительному высокотемпературному 
отжигу подвергался тщательно отпо- 
лированный цилиндр, изготовленный 
из монокристалла каменной соли; ось 
цилиндра была ориентирована парал- 
лельно ребру куба естественной огран- 
кн кристалла. Если до отжига ви- 
линдр бесшумно скатывался по слег- 
ка наклоненной поверхности стекла, 
то после отжига скатывание сопровож- 
далось равиомерным постукиванием, 
как если бы на поверхности цилинд- 
ра иоявилиесь ребра — четыре ребра, 
равно отстоящие одно от другого. Эти 
ребра можно было и увидеть, рас- 
сматривая отожженный цилиндр в 
отражениом свете. 

В другом варианте опыта такому 
же отжигу подвергалась тшательно 
опюлнрованная монокристальная сфе- 
ра. После отжига на ее поверхности 
можно было отчетливо увидеть в о”- 
раженном свете фигурные блики 
{рис. 3) *); до отжига их не было. 


“) На приведенной фотографии вы виднте 
блики различной формы. Это связано © тем, 
что в кристаллах существуют оси снмметрни 
разного порядка. (Некоторая прямая назы- 
вается осью симметрии #-го порядка для 
данного тела, еслн при повороте тела вокруг 
этой прямой на угол 3607/Ё оно совмешается 
с самим собой.) В частности, эллиптический 
блнк соответствует оси симметрии второго 
порядка, а квадратный блик — осн симмет- 
рик четвертого порядка. 
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Рис. 3. 


Результат обоих опытов можно 
сформулировать так: кристаллы ка- 
мениой соли, которым принудитель- 
но придана не свойственная им ин- 
линдрическая или сферическая фор- 
ма, стремятся к восстановлению фор- 
мы куба — своей естественной огран- 
ки, или, как говорят кристаллогра- 
фы, «естественного габитуса». Высо- 
кая температура в этих опытах нуж- 
на лишь для того. чтобы придать ак- 
тивность какому-нибудь механизму 
переноса массы кристалла, необходи- 
мого для формирования «естественно- 
го габитуса». Кристаллы, разумсет- 
ся, «предпочтут» тот из механизмов, 
который даст им возможность поско- 
рее избавиться от принудительно за- 
данной формы и восстановить свою 
естественную форму. 

Почему же кристалл стремится к 
естественной огранке? Оказывается, 
среди песметного числа прочих мыс- 
лимых именно она обеспечивает нз- 
нменыную  поверхностную энергию 
кристалла при заданном его объеме *) 
А именно минимум энергии характе- 
рен для равновесного, т. е. нанболее 
естественного, состояния кристалла. 
Математически такое поведение кри- 
сталла оинсывается правнлом Кюри— 
Вульфа. Его можно сформулировать 
так: если кристалл имеет оэым У, 
огранен я гранями, его 1-я грань име- 
ет поверхность $; и поверхностную 


*) Поверхностная энергия кристалла — 
это. прежде всего, знергия взаимодействия 
атомов, находящихся на его поверхностн. 
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энергию &;, то 


п 

У $; ттитит при И = соп$. 
= 

В этой записи стрелкой обозначено 
стремление кристалла сделать свою 
суммарную поверхностную энергию 
минимальной при условии, что объ- 
ем постоянен. Опыт  Лукирского 
сделал зримым то, что символиче- 
ски обозначается стрелкой. 

Мудрое правило Кюрн—Вульфа 
может показаться противоречащим не 
менее мудрому утверждению геомет- 
рин. согласно которому из всех тел 
данного объема минимальную поверх- 
ность имеет сфера. Поэтому, если сфе- 
рический монокристалл стремится к 
уменьшению поверхностной энергии, 
ему. казалось бы, не следует огра- 
няться, так как при этом его поверх- 
ность лишь увеличится. Поверхность 
и в самом деле увеличится — геомет- 
рия права. А вот энергия уменьшит- 
ся, потому что при ограненин исче- 
зают участки поверхности, которые 
имеют болыпую удельную поверхно- 
стную энергию (т.е. поверхностную 
энергию, отнесенную к единице пло- 
цади поверхности), и развиваются 
поверхности, представленные в есте- 
ственной огранке, которые имеют 
меныцую поверхностиую энергию. И 
этот эффект играет большую роль, чем 
эффект увеличения поверхности. Уве- 
личивается поверхиость, а зиергия 
при этом уменыпается! Процесс пре- 
образования формы и цилиндра, н ша- 
ра происходит так, что ча каждом 
из последующих этапов энергия их 





Рис. 4. 


поверхностей меньше энергии на пре- 
дыдущем этапе. 

Опыты Лукирского очень зримо 
качественно проиллюстрировали ос- 
новную тенденцию, которой следуют 
кристаллы, самопроизвольно преоб- 
разуя собственную форму. Эти опы- 
ты вызвали множество других, в ко- 
торых этот процесс продолжал изу- 
чаться. Ставились, например, такие 
опыты.- Тщательно полировали пло- 
скость произвольного сечения  крни- 
сталла, но при высокой температуре 
ее зеркальная гладь нарушалась, по- 
являлись различные элементы так на- 
>. м 
М = а 





= - ><. 
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зываемой «естественной 
сти». 

На стене нашей лаборатории мно- 
го лет висят фотографии поверхностей 
кристаллов. Посмотрите на фотогра- 
фию кристалла меди, приведенную на 
рисуике 4. Она у нас называется 
«лестиица петергофского фонтана»— 
на ней отчетливо видны чередующие- 
ся светлые и темные полосы, дей- 
ствительно напоминающие — лестии- 
их, по которой сплошным потоком 
течет вода. Поверхность среза крн- 
сталла была тщательно отполирова- 
на, а после отжига она стала шеро- 
ховатой, превратилась в совокупность 
ступеней, ребра которых направлены 
Так же, как и ребра в огранеином 
монокристалле меди. 

Другая фотография поверхности 
кристалла (рис. 5) называется «пала- 
точный городок». На ней видна со- 
вокупность остроконечных трехгран- 
ных выступов, которые ограничены 
теми же плоскостями, что и равно- 
весной монокристалл. 

Почему же кристалл, рассеченный 
по произвольной плоскости, не огра- 
няется в целом, подобио сфере в опы- 
те Лукирского, а допускается форми- 
рование «петергофской лестницы» и 
«палаточного городка»? Да просто 
потому, что и лестница», и «горо- 
док» — лишь этапы на пути к истин- 
ному равновесию, этапы, которые до- 
стигаются быстрее, при меньшем пере- 
носе массы, чем истинно равновесная 
форма всего кристалла. И на поверх- 
ности образцов Лукнрекого можно 
было наблюдать промежуточные фор- 
мы. Однако, благодаря тому, что при 
высокой температуре у кристаллов 
каменной соли быстро осуществляет- 
ся нужный перенос массы, в опытах 
Лукирского процесс стремления к рав- 
новесной форме зашел настолько да- 
леко, что можно было на сфере на- 
блюдать блики, а при качении ци- 
линдра — слышать постукиваине. 


шероховато- 
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В. Левин 


Парабола 
и неравенства 


Прароднтелем всех тождественных не- 
равенств является тот факт, что квад- 
рат любого действительного числа 
неотрицателен: х* >90. Эмот факт 
можно сформулировать еще так: гра- 
фик фуикнии и = х? (парабола) не 
проходит пиже оси абсцисс (рис. 1). 
Знак равенства в неравенстве х? >» 0 
имеет место только при х = 0 (пара- 
бола у = х* касается оси абсцисс в 
начале коордниат). 

В этой заметке мы расскажем о том, 
как, исходя из этого элементарного 
неравенства, можно постепенно по- 
лучить неравенства более сложные. 

1. Рассмотрим квадратный трехчлен 


у = Ах? + 2Вх + С, Аз 0; 


графиком его также является пара- 
бола. Найдем ипеобходимые и доста- 
точные условия того, чтобы для всех 
действительных значений х выйпол- 
нялось пнеравейство 


Ах? - ЭВх С >. 0. (1) 


Эти условия находятся очень легко. 
Во-нервых, необходимо, чтобы А было 
положительным, так как при А<0 
всегда существуют значения х, для 
которых неравенство (|) заведомо не- 
верно (это ясио, конечно, из того, 
что при 4<0 нарабола либо пересека- 
ет ось абсцисс, либо вся расположена 
ниже этой оси). Возьмем, например, 


ее ВР = г 
хех =т-- У не + т, где выбра- 
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но так,чтобы оно было больше, чем 8 


[91 
тт. Тогда (напомним, что сей- 


А<0): 
Ахо | ЗВхь + С — Му + Вх, + 
++ С«АКЫ—хё + 2тх, + т) = 


= [А (— 21° —т—ЭтИУ тт + 


и чем 
час у нас 


ие -2тИ тете + т) = 0, 
то есть 
Ахо -- 2Вх, СЖ 0. 
Еслн же ДА >0, то, выделив из 


квадратного трехчлена полный ква- 
драт, получим 


Ах 2Вх+С= 
с. № @ = 
= (к т) та-ж|= 


2 Иб-в: пО- п 
Не. © 


так как А(х+ > 0. Знак равеи- 


ства в неравенстве (2) достигается 


75) 

только при Х= — -р-. Таким обра- 
зом, неравенство (1) верно для всех 
действительных значений х тогда и 
только тогда, когда Ади 
С = 8" 

Знак равенства в неравенстве {Т) до- 
стигается лишь в том случае, когда 





Рис. 1. 
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Рис. #, 


>| 


АС = В*, и именно при х= — 


(рис. 2 и 3. 

2. Возьмем произвольные действи- 
тельные числа 
ах дл. а 

№ № 1. 
и некоторое х, и напишем такое оче- 
видное перавенство: 
{ох -- Бе ЩЕ... 

ИЕ = (пух = Ом Е: 0. (3) 


а, @о, .. 6; 


Его можно переписать в виде 
Д-- Во-- бы 9. 
где 
л=@+а+... тах, 
В = в: + &0. +..-т аб 


С=ы-+... +. 
Предположим. что не все а„ (п = 
1,2,.... М) равны пулю. Тогда 
мы можем утверждать, что А > 0. 
Поскольку мы знаем, что неравенство 
(3) обязано выполняться для всех 
действительных значений х, то в силу 
условия АС > В* должио быть 
(а +... {ам х 

Ж-... т 

—{а:6, - а.6. --.. „Е алом)". {4) 

Очевидно, что это перавеиство 
справедливо, причем со знаком равен- 
ства, и тогда, когда аа = а =... 

.. = ам = 0, так что требование от- 


личия от нуля хотя бы одного а, мы 
можем отбросить. 
Неравенство (4) называется не- 


равенством Коши (Опюстен Луи Коши 
{1789 — 1857) — известный — фраицуз- 


Рис. 3. 


ский математик); его удобисе записать 
в форме 
2 
(2.6, + а-ф- +... - амвх)? = (а1- 
В 2 2 2 о 
-Наз-...вах) (-Ь-... РВ). (К) 
Из пронсхождения неравенства Копии 
ясно, что знак равенства в нем имеет 
место тогда и только тогда, когда 
одновременно 
що = 0. ма. — 0... 
., амх + В = 0. 


Отсюда вытекает, что 

1} если какое-либо а, равно нулю, 
то и соответствующее В = 0; 
у 2} для всех а, == О отиоиюиие 
т = —-х, то есть одно и то же. 
п 
последо- 

Вт, 

если 


Мы будем говорить, что 
вательности ат, а... („ам Н 
Ь....., 6х пропорциональны. 
выполнены эти два условия (ирн- 
мер: последовательности 1, 2, 0, 
—3,4, и—2, —4, 0, 6, —8 пропорцио- 
нальны).Таким образом, знак равенст- 
ва в неравенстве Коши (КЛ имеет место 
тогда и только тогда, когда нпоследо- 
вательности ана... цах и 6, 
Ь.,..., 9х пропорциональны. 


Примечание. Если записать пе- 
равенство Коши дая № = 2: 


(пав, + а,6 5): =5 (1 + 5) - 6. 9) 
н рассматривать а, аз и 6:. 8. как коорли- 


маты векторов а и 6 на плоскости, так что 
{рис. 4) 


а, =} а] со. 5, = отсоз В, 
= м та, [| 6. = тв. 
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Рис. 4. 


то простейшее перавенство Коши (5) през- 
ставнтся в винде 


> = 
[413 . [512 (с05 ©&.с05 В та. т В)*= 


>< < 
= ШГ. 19°, 
то есть с052ф= 1, где ф == [а —8| — угоя 


между векторами а = (а, аз} и = (Ъ,.5.). 

В случае произвольного М > 2 иера- 
венство (К) также может быть записано в 
внде со5ф- 1, еслн соответствующим об- 
разом понимать угол ф между двумя векто- 
рами (а, @,... @х) я (6.6, ..., 6) 
в Л-мерном простраистве. 

3. Неравенство Коши имеет мно- 
гочисленные приложения. Мы вос- 
пользуемся им для вывода других, 
несколько более сложных неравенств. 

Рассмотрим две последовательнос- 
ти: последовательность а,, а.,-...ах 
ин  последовательность с, 6.,.. -,6м 
с отличными от нуля членами. 

По неравенству (К) имеем 


(а, а, +... + ах) = 
1 1 
= (2 Е ее 
в 22 2-3 
2 + аксх г = (а1с! + а +... 


Ее р +=). (5) 


Положим 


ь } 1 
—+-У+... += Сы, 
[ с Ех 


—ы 


ни запишем неравенство (6) в виде 
(2, -- а +... 4- ах) Сьа?с7 + 
Зе? 4 2 72 
456+... р ауск) я (7) 


1$ 


Куапетесите.ги 


Знак равенства в (7) имеет место 
гогда и только тогда, когда последо- 


вательности ас 


ва 


1 
. @кбсм Н Е 


1 
с, - "См 
ко убедиться в том, что это равно- 


сильно пропорциональностн посяедо- 
вательностей а,, @.,.. 


1 1 ) 
=. ав СЫ а 
62 м 


пропорциональны (лег- 


. Ям И 


р 
1 


Коэффициент Ск вы неравенст- 
ве (7) назовем константой неравен- 
ства *). 

Наиболее интересными неравенст- 
вами типа (7) являются такие нера- 
венства, константы которых меньше 
некоторого числа С при любом 
№: Ск< С. Это будет так, ссли суще- 
ствует предел 


И Ск = Пит (+ч* и 
с] со 


№-с< №+> 
1 
.. + == С, 
> 
то ссть, если бесконечный ряд 
1 } 1 с! 
=. У. Р-Р. = › — 
тр. ем неся 
сходится к сумме С **). 
Пример. — Положим  с,=л, 


НР, 

Тогда неравенство (7) примет вид 
(а, Нар -+ -.. тах) 
=Сыа, + 2*а3 + 323 -+.. „+ М№ау) (8) 


с константой 


1 1 
Сы = ++. т. 


*) Константой потому, что Ск— одно 
н то же для всех последоватсльностей 
а. а. -... @м. 

**) О пределах см. статью М. Гер- 
вера +20 задач иа пределы», «Квантх, 
1974, № 3; о бесконечных рядах — статью 
того же автора «От перемены мест слагае- 
мых ...», «Кваит», 1974 № 9. 


Знак равенства в неравенстве (8) 
имеет место тогда н только тогда, 


когда ал 1, 2,..., №, при 


произвольном А. 
Известно, что бесконечный ряд 


У 

ра 
п2 

на-&` (это является довольно глубо- 


= Е, П= 


с 


== сходится, и что сумма его рав- 


ким ии простейшее, вполне эле- 
ментарное доказательство, которого 


все же довольно сложно}. Это озна- 
дз 


чает, что ИтСн--76, то есть, 
№-+ с 
дз 
что С=-& . Значит, мы можем на- 


писать теперь неравенство, справед- 
ливое уже для всех №1; 


(а -на +... + ак 


<=> (21+ 29014... №2). (9) 


Говорят, что в этом неравенстве кон- 
2 


д 
станта -5 — почная; это значит, что 


прн достаточно большом значении № 
отношение его левой и правой час- 
тей может, при соответствующем вы- 
боре а„, иметь значение, сколь угод- 
но близкое к единице. 

В рассмотренном только что при- 
мере мы, подобрав соответствующим 
образом члены с„, вывели из нера- 
венства (7) неравенство (9), констан- 
та которого —точная. Однако для на- 
хождения этой константы нам приш- 
лось прибегнуть к суммированию 
бесконечных рядов. Сейчас же мы 
элементарно выведем одно новое не- 
равенство, прннадлежащее Ф. Карл- 
сону (1934 г.). Оно получается так- 
же из неравенства (7), в котором мы 


на этот раз положим с? = +, 


п=|1, 2..., №, где #— произвольное 
положительное число. 


Тогда 
} 
атс? + ас +... + ас = 1Р +9, 


2 «Квант» 4 


Куапетесите.ги 


где 
Р=и-+а +... +а2, 


9 -а-- 2241 +... №2. 
В силу неравенства (7) нмеем 
оаь+ р ануйчеСь (#Р +9), 


где константа Сь имеет внд 


1 { 1 
эт ера. 

Оказывается, что эту сложную 
константу, зависящую от произволь- 
ной переменной # и натурального нн- 
декса №, можно элементарным спосо- 
бом оценить сверху. 

Рассмотрим прямоугольный  тре- 
угольник ОМ Мк (рис. 5) с катетом 
ОМ. длины Ё и катетом М,Мх дли- 
ны №. Точки М,, М.,..., Му на 
катете М,М»у расположены так, что 
они делят его на № отрезков длины 
единица. Тогда площадь каждого тре- 
угольника ОМ„_,Мл, с одной сторо- 


ны, равна и а с другой — 


> Юм, _,|-1ОМ,- эта, 


= пи 1 Ил. т си 





#7 


где а, — велнчииа угла между отрез- 


ками ом, ОМ. п 1,2, „М 
Таким образом, мы можем записать 
равенство 


= + п—1  УЁ-+- п 5ме, 


из которого 


: 
Уп“ ет раните > 
Г уе ИУ ея 
ы 1 
НЕЕ, 
то есть 
т и —— «па, <», п=1,2, ‚м 
Поэтом\ 
1 р 
Сите + 
р 
ри <, +0, + 
д 
.. 11 @х< >, 


н мы получаем неравенство 
1 


а +а.+ тай 5 (Р О: 


справедливое при любом положитель- 
ном значении # 


Положим [= Ге прн таком 


| А 
выборе ЁР -- —9=27 РО, имы 
получим неравенство Карлсона ко- 
торое обычно записывают в форме 

. > р. 
(а, 7 ат тах) < л- (21 и 

п о ‚ р 
а: ам) (ат — 22а — 

+ №ак). *) 

Неравенство это сираведливо при 
любом № >= 1, оно может быть рас- 
пространено н на бесконечные ряды 
В этом неравенстве константа л* — 





*) Изложенный здесь вывод неравенства 
Карлсона (кроме элементарной оценки С») 
принадлежит известному английскому ма- 
тематику Годфри Гарольду Хар 
ди (1877—1947) 
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точная, однако простого доказатель- 
ства этого факта мы привести не мо- 
жем 
Точность полученной константы 
л? в неравенстве Карлсона означает, 
что приведенная выше элементарная 
оценка Сл через углы <, — не слиш- 
ком грубая 
Неравенство Карлсона имеет мно- 
гочисленные обобщения Приведем без 
доказательства только два из ннх 
(знак Х означает суммирование по 
п от | до М или же бесконечный ряд, 
то есть суммирование по п от | до 9) 
(Ха, )“ < 54 (Ха?) (Хпа?) (Хп?а?), 
(Ха)! < 300 000 (Хай) х 
х (Зла?) (Хп?а3) (Ха) (Х п*а3) 
В этих неравенствах константы 
Эф н, соответственно, 300 000— точные. 
Упражнения 
| Пусть 
а} + а, Н о а =} 
ит +ы=1 
В каких презелах заключено значение вы 
ражения 
а, -- а,6, - @лби? 


2 Доказать, что для любых положи- 
тельных а,, а., ‚ а, справедливо мера 
венство 


(а, та. + -- ал) х 
| | 1 
х[а-+-+ +=, |= па 
3 Доказать, что 
(а, На, | аз + -- а, = 
5 (ар + а; + 
Когда соблюдается равенство? 


4 Доказать, что для неотрицательных 
а, а, ь,, ‚ вк ь 


Ули, + Ув, + аб, 
= `Уа, а. ах 
хУБть+ ыы 
$ Неравенство Гельдера 


+ а.) 


1 1 
Пусть р» 1 = Г (Рнд — 


рациональные положительные числа) До 
казать, что 


а 6; -- 2.6, -- ак < 


<(и+и+ +4)” 


1 
х (+594 +8)“ 
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Кроссворд 


По вертикали: Клоун в маске 
слона. 2. Научная Е труда кус- 
таря-алхнмика. 3. Узкий специалист-ариф- 
метик. 4. Единица а почерка. 
5. Змея из бассейна Амазонки. 6. Ме тот 
человек. 7. Вершина эмансипации. 8. Еди- 
пица поражающего действия фильма 
«Ну, погоди!». 9. Вымерший обнтатель 
русских лесов. 10. Революционер, 
выпускник Горного инстнтута. 
||. Неустойчивая окружность. 
12. Половнна морзяики. 

13. Титан-небоскреб. 14. Инди- 
катор холода. 15. Любовь. 
16. Предмет украшення 
электриков. 17. Кёрызун. 
18. Искусно модулиро- 
заиные акусти- 
ческие авто- 
колебання. 





пиве" ее 


2» 

















По горизонтали: |1 Альма-ма- 
тер бенгальских огней. 2. Отец студентам. 
3. Певец ломовых извозчиков. 4. Действие 
граждан после звонка «01». 5. Продукция 
Трифона. 6. Армейская болельщица. 7. Жен- 
щнна-предатель. 8. Пржевальский. 9. Ие- 

устойчивый тоеугольник. 10. Малень- 

кий вывод. 11. Курииз-мать. 12. Сын 
барана. 13. Девушка с Запада. 
14. Празлиичиое мероприятне 
у работников охраны. 

15. Новая «элементарная» 
частнца. 16. Малый 

фокусник в трубе. 17. Пер- 
вая модель зажнгалки. 

18. Летияя шуба дуба 

19. Книжный магазин 

на Байкало-Амур- 
ской железной 
дороге, 
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В. Майер 


Поучительный опыт 
с кумулятивной 
струей 


Мы уже рассказывали о том, как можно на- 
блюдать образованне тонкой сильной струн, 
вызванной концентрацией энергии в опре- 
деленном направленнн (см. статью Г. По- 
кровского «Гндродинамнческий ме- 
ханнзм в падающей пробнрке», «Квант», 
1974, № 3). Такой эффект называют куму- 
лятнвным (от латинского сити — со- 
бираю), а образовавшуюся струю — куму- 
лятнвной. 

Теперь мы публнкуем статью В. Майера, 
в которой рассказывается еще об одном 
опыте с кумулятнвной струей, а также пред- 
лагается несколько экспериментальных задач, 
связанных с образованнем струн в падающей 
пробирке. 


В простом и изящном опыте профес- 
сора Г. И. Покровского струя обра- 
зуется при ударе о твердую поверх- 
ность стола вертикально падающей 
пробирки (с высоты нескольких сан- 
тиметров), частично заполненной во- 
дой. Поскольку вода смачивает стек- 
ло, поверхность воды в пробирке об- 
разует вогнутый мениск. При ударе 
о стол пробирка и находящаяся в ней 
вода резко тормозятся, возникают 
очень большие ускорения, жидкость 
становится как бы очень тяжелой и 
ее поверхность выравнивается. Края 
опускаются вииз, а из дентральной 
части небольшое количество воды вы- 
брасывается в воздух в виде узкого 
кратковремениого фонтанчика. 

Мы предлагаем вам поставить ана- 
логичный эксперимент, быть может, 


еще более поразительный, чем опыт 
с ударяющейся пробиркой. 
Аккуратно отрежьте дно пробир- 
ки, так чтобы получилась стеклянная 
трубка днаметром 15 мм и длиной 
около 100 мм. Верхний конец трубки 
(© отогнутыми краями) затяните тон- 
кой резиновой пленкой от детского 
надувного шарика. Налейте в труб- 
ку воды и, зажав ее открытый конец 
пальцем, опустите трубку этим кон- 
цом вниз в стакан с водой. Убрав 
палеи, поднимите трубку до поверх- 
ности воды в стакане так, чтобы в нее 
вошел воздух и в трубке остался слой 





воды толщиной примерно | см. По- 
верхность воды в трубке должна на- 
ходиться на одном уровне с поверх- 
ностью воды в стакаце. 

Расположите трубку вертикально 
и закрепите ее в штатнве. Теперь 
слегка ударьте пальцем но резиновой 
пленке: немедленно внутри трубки 
возникнет кумулятнвная струя, под- 
нимающаяся до самой племки! 

На рисунках Ти 2 приведены фо- 
тографин опыта, полученные в раз- 
ные мохенты времени для разных уда- 
ров, поэтому на них зафиксированы 
различные фазы образования и раз- 





Рис. 2. 
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рушения разных кумулятивных струй; 
на первых двух фотографиях вы ви- 
дите собственно струю, на осталь- 
ных — распадение струи на отдель- 
ные капли. 

Сопоставив этот опыт с экспери- 


ментом, описанным Г.И. Покров- 
ским, попробуйте объяснить его ре- 
зультат. 


Предлагаемый опыт особенно ин- 
тересен тем, что в нем можно наблю- 
дать сам процесс образовання куму- 
лятивной струи. В опыте с падающей 
пробнркой сделать это гораздо слож- 
нее: глаз не успевает фиксировать 
явления, происходящие в момент об- 
разования струи при ударе пробир- 
ки о стол. Тем не менее, мы советуем 
вам еще раз вернуться к опыту с па- 
дающей пробиркой н подробнее ис- 
следовать причины образования 
струи. С этой целью предлатаем вам 
несколько экспериментальных задач. 


1. Выясните, влняет лн форма дна про- 
биркн на образованне струн. Может быть, 
струя возникает за счет фокуснровки вог- 
нутым дном появляющейся в воде ударной 
волны? . 

Прнпаяйте к тонкостенной медной 
трубке жестяное дно любой интересующей 
вас формы (например, плоское илн вогнутое). 
Опыты, проделанные © получнвшнимися про- 
бирками, покажут, что форма лна на обрз- 
зованне струи не влняет. Такнм образом, 
фокусировкой ударной волны объяснить ре- 
зультат отыта нельзя. 

2. Обязательно лин жнадкость 
смачнвать стенки пробирки? 


Поместите внутрь стеклянной пробиркн 
пебольшой кусочек нарафнна и расплавьте 
его на пламени сухого горючего. Вращая 
удаленную из пламени пробирку, покройте 
ее изнутрн тонкнм слоем парафина ин про- 
ведите опыт Г. И. Покровского. В этом слу- 
чае кумулятнвная струя не образуется. Сле- 
довательно, смачиваемость стенок пробнркн 
жидкостью является существенным условнем 
опыта. 

3. Какне еще опыты можно провести, 
чтобы получить кумулятивиую струю в че- 
подвижной относительно наблюлателя про- 
бирке? 


должна 
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Н. Васильев 


Сложение 
фигур 


По-видимому. каждый из читателей поймет, 
что от него требуется, если сего попросят 
сложить нз трех одннаковых треуголь- 
ников трапецию нли из четырех уголков - 

уголок влвое большего размера. Но в нашей 
заметке пойдет речь о «сложении» совсем 
другого рода. Суммой двух треугольников 
у нас будет, как правнло, выпуклый шестн- 
угольник, суммой двух одннаковых кругов — 
круг вдвое большего раднуса, а суммой двух 
отрезков — нараллелограмм. Чтобы отличить 
операцию, о которой мы будем рассказывать. 
от обычного «объедннения», ее называют 
«векторной суммой? илн «суммой Минков- 
ского» — по нмени изучнвшего ее заме- 
чательного немецкого математика Германа 
Минковского (1864—1909). Наиболее инте- 
ресные применення этого понятня относятся 
к выпуклым телам в трехмерном н вообще 
п-мерном пространстве. Цо мы будем иметь 
дело главным образом с плоскимн фигурами. 


Поводом для этой заметки послужи- 
ла задача №330 из «задачника «Кван- 


та», которую мы здесь решим. Вот 
ее формулировка. 

[2] 
| в 


На плоскости расположены два вы- 
пуклых многоугольника Е и @. 0бо- 
значим через Н множество точек, в 
которые может попасть середина от- 
резка. один конец которого принадле- 
жит Е, второй — С. Докажите, что 
Н — выпуклый многоугольник. 

а) Слолько сторон может иметь Н, 
если Е имеет их п. а @— п.? 


6) Каков может быть периметр 


‚Н, если периметр Е равен Ру, а 


с—Р,> 
в)* Какова может быть площадь 


Н, если площадь Е равна $,, а пло- 
щадь @— 5.2 


$ 1. Множество середин 


Начнем с разбора более простой за- 
даци. 

Задача |. Даны два отрезка: 
[АВЕи 1СБ|. Найти множество то- 
чек, в которые может попасть ‹ере- 
дина отрезка, один конец которого 
Р лежит на [АВ], а другой конец 
@ — на 1СБ]. 

Решенне. Рассмотрим снача- 
ла общий случай, когда отрезки [АВ] 
ни [СРЕ ие параллельны. (Частный 
случай ПАВ|1СО] мы обсудим нн- 
же.) Обозначим середину отрезка РО] 
через М. Зафиксируем сначала поло- 
жение точки О. Если Р пробегает 
весь отрезок [АВ]. то при этом М 
пробегает среднюю линию треуголь- 
ника ЧАВ (рис. 1а}— отрезок с кон- 
цами в серединах отрезков [ОА и 





[108]. Если теперь заставить точку 
О пройти весь отрезок [СБ], то сред- 
няя линия треугольника ОАВ, оче- 
видно, заметет целый параллелограмм 
(рис. 16}— веошинамн его будут се- 
редины отрезков [АС], [АР], [ВС] 
н [80]. 


Заметим, что еслн [АВ] н [СО] пере- 
секаются. то нскомое множество — парал- 
лелограмм с вернинами в середннах сторон 
выпуклого четырехугольннка АСВО, а если 
[АВ] н [СР] не лежат в одной плоскости, 
то наш параллелограмм получнтся в сеченни 
тетраэдра АВСО плоскостью, параллельной 
ГАВ] н |СВ] н проходящей посередние между 
НИМН. 


Выясним, во что превратится этот 
параллелограмм, когда отрезки [АВ] 
н [СР| параллельны. (Можно счи- 
тать, что они и одинаково направле- 
ны.) Если [АВГ и [СО| принадле- 
жат различным параллельным пря- 
мым, то АВОС — трапеция, а сере- 
дины М отрезков Р@ заполняют сред- 
нюю линию этой трапеции (рис. 1в)— 
отрезок с концами в сергдинах отрез- 
ков [АСТ и 1ВО]|. 

Такой же ответ получается и в том 
случае, когда [АВ|1 и [СО] принад- 
лежат одной прямой. Здесь, чтобы 
не разбирать различных расположе- 
ний точек А, В, С, О на прямой, 
удобно перевести задачу на язык ал- 
гебры. Будем считать, что наша пря- 
мая — числовая ось, координаты дан- 
ных точек — Ад, Ан, Кс, Кр (< в, 
Ас<5Ёь), и воспользуемся таким фак- 
том: множество чисел (х»-- хо)/2, где 
хе ба ВЕ. ЖЕ №. В — 
отрезок [(ЁА -|- №н)/2, (Ве -- Ар) 


р 














Рис. 1в. 
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(рис. 1 г). Заметим, что длина полу- 


ченного отрезка равна (АВ |+ 
-- СР ]/2. 
Задача 1 полностью решена. В 


дальнейшем мы не будем столь пунк- 
туальны в изложении решений и до- 
казательств — многие детали остав- 
лены читателям. 

Условимся, что граничные точки 
всех рассматриваемых фигур (много- 
угольников, кругов, полуплоскостей) 
принадлежат этим фигурам. Следую- 
щее определение позволит нам избе- 
жать повторения слов: «отрезок», «се- 
редина», «конец». 

Определение 1. Пусть за- 
даны две фигуры РГ и С (два множест- 
ва точек на плоскости или в прост- 
ранстве). Назовем лолусуммой этих 
фигур множество всех середин отрез- 
ков, один конец которых принадлежит 
Е, а другой — С. Обозначим это мно- 
жество так: Е*С. 

Пример Га) Еслии Е и С 
состоят из одной точки: Е = {Р}, 
С = {8}. то Е»@ — тоже одна точ- 
ка (середина отрезка [РО]). Будем 
обозначать ее Р»жЦ(. 


6) Если Е — отрезок, С — одна 
точка (Е = [АВ], Ц — {Ч}, рис. Па), 
то ЕжС— отрезок длины |АВ |2. 


в) Если Е и С — параллельные 
отрезки [АВ] и [СЬ1|, то ЕжС — па- 
раллельный им отрезок длины 
(В |-- СБ |/2 («средняя линия», 
рис. 1в, ГГ. 

г) Если Е и С — непараллельные 
отрезки: Е = [48], С = СБ], то 
Е*С — параллелограмм с вершина- 
мн А*С, А», Вжр, В»жС (рис. 16). 

РЕ Ри ЧЕ —— 





Рис. п. 
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Рис. #2. 


Пример 2. Полусумма двух 
прямоугольников Е ин С размерами 
ах и сж4. у которых стороны а 
н с параллельны,— прямоугольник 
размерами (а--с)/2х (6+ а)/2 (рис. 2). 

Действительно, в системе коорди- 
нат Оху, у которой ось Ох параллель- 
на сторонам а и с, координаты х то- 
чек прямоугольников Е и С пробе- 
тают отрезки длиной @ и с, коорди- 
наты у — отрезки длиной Би 4, а 
полусуммы этих координат — отрез- 
ки соответственно длиной (а -- 0/2 
и (6 -- а)/2. (Здесь вновь пригодился 
тот «очевидный факт», который мы 
использовали в конце решения зада- 
чи }.) 

Задача 2. Найдите полусумму сле- 
дующих двух фигур: 

а) лвух непараллельно расположенных 
прямоугольников; 





Рис. 3. 
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6) правильного треугольника н его сто- 
роны; 

в) двух треугольников, на которые квад- 
рат разрезается днагональю: 

$) квадрата и правильного треугольника, 
имеющих олну общую сторону; 

д) отрезка н круга; 

е) двух окружиостей разного радиуса: 

ж) полуокружности с самой собой; 

3) полуокружностей, составляющих 
вместе окружность; 

н) одна фнгура — лве соседине стороны 
правнльного пятнугсльника, пругая — три 
остальные его стороны- 


Решенне задачи 24). Будем 
лействовать Так же, как при решенни зада- 
чи 1. Зафнкснруем точку Р прямаугольни- 
кз Р (рис. 3). Тогда множество точек Р.(, 
где О пробегает @, — прямоугольник {Р}.С. 
гомотетнчный @ с коэффиннентом 1/2 (ис 
центром гомотетии Р). Мы должны теперь 
взять объедннение всех прямоугольников 
}Р!*С. тде Р пробегает Е. Нетрудно видеть, 
что нужное объединение Е+С (фигура. за- 
метаемая голубым прямоугольником на рис. 3, 
когда ннжняя снияя вершина пробегает 
розовый прямоугольннк, гомотетичный пря- 
моугольнику Е с коэффициентом подобня 


1 2 
>} выпуклый восъмиугольник, стороны ко- 


торого параллельны сторонам данных прямо- 
угольинков, а по длнне равны нх половинам. 
Сопоставляя задачу 2а) с прелшествую- 
щим ей примером 2, мы внднм, что форма 
фигуры Е»С может существенно измениться 
при повороте одной нз фигур Е или С. 
Восемь ответов к пунктам 6) — и) зада- 
чн 2 в беспорядке приведены на рнсунке 4. 


Задача 3. Найдите полусумму сле- 
дующнх фигур в пространстве: 

а} двух параллельно расположенных 
прямоугольных параллелепипелов: 


@ъ% 


о 


Рис. 4. 





Рис. 5. 


6) отрезка н многоугольника, не ле- 
жащих в параллельных плоскостях; 

в) окружности н шара; 

г) двух протнвоположных граней пра- 
вильного октаэдра (рис. 5); 

д) двух половннок шара, разрезанного 
лнаметральной плоскостью, 


$ 2. Полусумма выпуклых 
многоугольников 


Напомним, что множество точек Е на- 
зывается вылпиклым, если для любых 
двух точек Р ин О из Е весь отрезок 
[РО] содержится в Е. 

Возможно, вы заметили, что на- 
ходить полусумму выпуклых фигур 
проще, чем не выпуклых, причем 

если Е и С — выпуклые фигуры, 
то Е»жС — тоже выпукло. 

Докажем это. Пусть М, ин М.— 
произвольные точки из Е*С. Тогда 
М, =Р,*0,. М. =Р.*ж 0. при 
некоторых Р, ЕЁ, Р.ЕЁ, (ЕС, 
О, Е (*). Поскольку Е ин С выпуклы, 
то [Р.Р.|< Е и [©, 9. < С. Тог- 
да ([Р.Р,|* 9, 9.Йа Е * С. Но, 
как мы знаем (прнмер 1), по- 
лусумма отрезков — параллелограмм, 
причем точки М, и М.— его верши- 
ны (параллелограмм может выродить- 
ся в отрезок, содержащий точки М, 
ни М.). Раз фигура Е* С содержит 
этот параллелограмм, она содержит 





*) Мы нспользуем обычные обозначення: 
ЕП Я — пересечение фигур Ри @, Е |] @ — 
их объединенне, @с-Е (нлн РС) означает, 
что С содержится в Е, РЕЕР — что точка Р 
прннадлежит Е 
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и отрезок [М, М. 1: Е» @С5( (Р.Р. 1* 
№ [9 9, — (М, М.\. 

Из примеров, встретившихся в за- 
дачах 2 а)— ни), видно, что полусум- 
ма выпуклых многоугольников ЁЕ н 
С — многоугольник, стороны которо- 
го параллельны сторонам Е и ©, но 
вдвое короче. Доказать этот факт (н 
даже точно его сформулировать) про- 
ще всего, представив выпуклый мно- 
гоугольник как пересечение полупло- 
скостей. 

Будем говорить, что две полупло- 
скости 0, и @, имеют одинаковое ма- 
правление, если в,—> 9.) нли в.—>0.. 
Разумеется, края таких полуплоско- 
стей [1 и 2; параллельные прямые, 
а их полусумма важ о.— полупло- 
скость того же направления, края ко- 
торой — прямая [;* [,, расположен- 
ная посередине между {; и (.. (До- 
кажите это аккуратно!) 

Назовем полуплоскость ор олор- 
ной для многоугольника Е, если 
с,> Е и пересечение Е с граничной 
прямой {р полуплоскости ор непусто. 
Это пересеченне {/„[\ Е назовем олор- 
ным миожеством. Ясно, что для каж- 
дого направления в есть своя опорная 
полуплоскость. Соответствующее ей 
опорное множество — либо одна точ- 
ка (вершина многоугольника}, либо 
отрезок (сторона — многоугольника). 
Опорное множество мы обозначим Е.‹. 

Пусть Ви С — два выпуклых мно- 
гоугольника, Ор и 05 — их опорные 
полуплоскости одного и того же на- 
правления, Е; и @,— соответствую- 
щие опорные множества. Легко най- 
тн опорное множество того же на- 
правления для полусуммы ЁЕ* С: 
оно равно полусумме опорных множеств 
Е, м С’, то есть 


(Б» О)‹ = Е * О(.. 


Действительно (рис. 6), середина М 
любого отрезка РО, гдеРЕЕ, ОЕС, 
лежит в полуплоскости ор жос = 
— Орис, причем на граничную пря- 
мую полуплоскости ор»с ТОЧка М 
может попасть в том и только в том 
случае, если одновременно Р ЕЁ. 


и СЕ (0... 
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Теперь мы можем сформулировать 
удобное правило, позволяющее найти 
полусумму Е»*ж С выпуклых мно- 
гоугольников Е и С. 

Нужно рассмотреть каждое такое 
направление 0, для которого хотя бы 
одно из соответствующих опорных 
множеств Е› и Со является отрезком 
(стороной Е или С), и построить по- 
лусумму Е‚ и @,— отрезок Е’ * Ц, 
{пользуясь примерами 16), в)). Объеди- 
нение всех этих отрезков Ео * Ц. по 
разным направлениям в —граница фи- 
гуры Е * С. 

Применение этого правила иллю- 
стрирует рисунок 6. где каждому из 
направлений © соответствует свой 
цвет. Ясно, что опорные множества 
Б,» Оо, а значит, и (Еж О), = Е *Ос 
для остальных «промежуточных» 
направлений состоят из  отделъ- 


ных точек (вершин соответствующих 
многоугольников). Мы уже доказали, 
что фигура Е * С выпукла. 
найдя ее границу, мы видим, 
выпуклый 


Теперь, 
что 


Еж О — много - 
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угольник, причем направления 
его сторон — те же, что у Еи (0. 

Задача 4. а) Докажнте, что если в 
и 1 — полуплоскости разных направлений, 
то @+Т — вся плоскость. 

6) Попробуйте решить задачи 22а) — г), 
пользуясь правнлом, сформулированным 
выце. 

в) Прнведнте пример пятнугольника Е 
н треугольника Ц, для которых ЕРзС имеет 
5, 6, 7 ин 8 сторон. 

Теперь уже легко дать ответы на 
вопросы а) и 6) задачн МЗ30: 

а) количество сторон полусуммы 
п1-Игольника и по-угольмика может 
быть любым числом, которое не боль- 
ше п, -|- п. и не меньше, чем наиболь- 
шее из чисел Пу, по; 


6) периметр Е*С равен полу- 


‚сумме периметров Е и @*). 


Найти ответ на вопрос в) задачи 
№МЗ30 и обосновать его намного труд- 
нее. Мы узнаем его в $ 4. А пока 
расскажем о том, что такое сумма и 
линейная комбинация фигур. 


$ 3. Суммы н линейные 
комбинация фигур 


Мы очень много раз использовали сло- 
во «полусумма» и заменяющий его 
значок *. Пора сказать, что такое 
сумма двух фигур. 

Зафиксируем некоторую точку О 
(начало отсчета или полюс). 

Определение 2. Множест- 
во всех концов М векторов 


О ЫГ 00, 

где Ри О — произвольные точки фн- 
гур Е и С соответственно, называет- 
ся суммой (или сумлюй Минковского) 
фигур Е и С (рис. 7). Сумма Еи СЧ 
обозначается ЕР ++ (. 

Определение 3. Множест- 
во всех концов М векторов 

ОМ =л - ОР, 

где Р — произвольная точка фигуры 
Е, А — данное положительное число, 
называется произведением Е ка 
(рис. 8). Эта фигура обозначается АЕ. 





*) Действнтельно, если длину точкн счи- 
тать равной 0, то длина (Е*@}о равна Полу- 
сумме длни Рон С, для каждого направле- 
ния о. 


Пример 3. «Полусумма» ЁЕ»С 


1 
(определение 1} есть как раз $ (Е. 


--Р.): ведь условие ом= = - (0Р +00) 
означает, что М — и отрезка 


[РЧ]. 

Фигуру АЕ-иС, где А и и — 
положительные числа, мы будем на- 
зывать линейной комбинацией фи- 
гур Е и 0. 


Пример +. Лннейная комбина- 
ция А^Е-ть@ прямоугольников а Хх 6 
и Ссха, у которых стороны а 
и с параллельны (как в примере 2),— 
Пр ПРЛЬНИВ 2а т но х @о+ 
-- ва). 


Задача 5. Как выглядят линейные 
комбннации АЕ -|- ИС тех фигур Ри С, полу- 
суммы которых требовалось найти В зада- 
чах 2—4? 

Задача 6. Докажнте следующие свой- 
ства введенных операций: 


1 Е. -- Е, = Е, Ен: 

2) (Е, +Р-Ь=ЁН = (ЕР. + Рз); 

37 МиЕ) = = (7в)Е; 

47) МЕ, -- Ра) = РОГ ЕР | 

5-) еслн Р.С Е., @, С Сь, 109 АЕ, 
— ВС, САЕ, -- иб,; 

6°) ЕЕ -ЫЕ; еслн Е вы- 
пукло. то АР -- НЕВЕ: 


и 


РОЯ Г АРОЯнн- (ЕС) 
ИНО); 
Ме 6 .ЕГАбин - (РОО с 
ыы Но) 


9) если Ри С — выпуклые многоуголь- 
никн има плоскости периметров Ррн Р.с. то 


АЕ + иС — выпуклый многоугольник перн- 
метра АРр ток ОИ 

10°) если 2. - и = Ъ, то лннейная ком- 
бинация 7.Е -+ ИС не завнсит от того, в ка- 
кой точке О помещен «полюс». 

Вообще говоря, при другом выборе по- 
люса О и при параллельном переносе данных 
фитур Е и С линейная комбинация АЕ 

- ЦС меняется, но не существенио -— она 
просто подвергается параллельному переносу. 
Такнм образом, если условиться две фигуры, 
получакищиеся друг из друга параллельными 
переносами, ие различать, считать эквивалент- 
ноьми, то можно не указывать, где выбран 
нолюс — результат АЕ - и будет одно- 
значно определен. 


75) ^ 
И 


Заметим, что любая линейная кочм- 
бинация 2.Е -+- вС фигур Е и С по- 
лучается из р комбина- 


Цин ет о о © (такой, у ко- 
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торой сумма коэффициентов равна 1) 
умножением на число (% Ён), то 
есть просто гомотетией. Таким об- 
разом, линейные комбинации с А-- 
+ в=21. не дадут новых по форме 
фигур. 

Опншем один способ представить себе 
все нормнрованные лкнейные комбннации 
двух выпуклых многоугольников Ен С. 
Перенесем одни из инх (не поворачивая) в 
параллельную плоскость н постронм «вы- 
пуклую оболочку» Ен С — выпуклый много- 
гранник, все вершины которого совпадают 
с вершннамн Ри С (например, лравнльный 
октаэдр на рнсунке 5 — выпуклая оболочка 
верхието и нижието треугольников, ето 
«среднее сеченне» — полусумма этнх тре- 
угольников). Тогда сечения этого много- 
гранника плоскостямн, параллельнымн Е 
и С, дадут как раз лннейные комбинации 
АЕ + ца, где ^-- ц== 1; отношение 2 
равно отношению расстояний от секущей 
плоскости до плоскостей Ен С. 


Следующие пять задач с раз- 
ных сторон иллюстрируют понятие 
«суммы Минковского». 


Задача ?7. Из точки О, лежащей на 
границе полуплоскостн. внутрь полуплос- 
костн направлено п векторов длины |. Дока- 
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жнте, что если п нечетно, то длина их суммы 
не меньше 1. 

Задача 8. Пусть Е — выпуклый 
многоугольник, 5 — его площадь, Р — пе- 
рнметр, К — круг раднуса | с центром 0. 
Докажите, что плошедь фигуры Е -ЕРК 
(р-окрестиости многоугольника Е) равна 
$ -- рР - р?л. Напишнте аналогичную фор- 
мулу для объема р-окрестиости выпуклого 
многогранника. 

Задача 9. Докажите, что следующие 
трн свойства выпуклого многоугольннка Р 
эквнвалентны: (1) Е имеет центр симметрии; 
{2) Е можно разрезать на параллелограммы; 
(3) Ё есть сумма нескольких отрезков. 

Задача 10. Докажите, что следующие 
два свойства выпуклого многогранника экви- 
валентны: {1) все гранн Р — параллелограм- 
мы; (2) Е есть сумма нескольких отрезков, 
никакне трн из которых не параллельны 
одной плоскости. Сколько граней имеет 
такой многогранник, еслн количество от- 
резков — #2 

Задача \1\. От незагашениого 
окурка в одной точке загорелся лес. Ветер 

> 


дул в течение времени #; со скоростью о, за- 
+ 


тем {, — со скоростью 92,.... {„ — со скоро- 
-. 


стью ©». Пожар распространяется от заго- 
ревшихся участков со скоростью ветра (прн- 
чем эти участки продолжают горсть). Какой 
участок выгорел за это время? А если по- 
жар. кроме того. распространяется равно- 
мерно по всем направлениям со ско- 


ростью и? (А. Савин) 


$ 4. Площадь суммы фигур 


Площадь фигуры Е будем обозна- 
чать через 5р. Теорема о площадях 
гомотетичных фигур гласит: 

ЗР==А25р. (1) 
Посмотрим, что можно сказать о 
площади суммы и, вообще, линейной 
комбинации двух фигур. Начнем с 
частного случая, когда Е ин @— 
прямоугольники а х ф нисх 4, при- 
чем стороны длины а и с параллельны. 
Тогда — АЕ + иС — прямоугольник 
(Ла - це) х (6 Ева) и 


Зле+ис = (Аа- ис) (6+ ва) = 
== АЗаб -- са -- Аи (аа -+ 6) >= 
= А2аф + и?са -- Ар И абса = 


= (2 Уаб+и К аеа)?, 
то есть 


Зрчис 2 (ХИУ$е-+и ИН $6]. (2) 
(мы воспользовались  неравенством 
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р+9—?2И ра). Получить какие-то еще, 
кроме неравенства (2), ограничения 
на величину Э»езис _ири задан- 
ных Зри 5с нельзя. Действительно, 


положив в (2) ф=а, с=Ае, а=е 
{Е — какое-то положительное — чис- 
л0), мы получим: 5 =2*, Зс=е?, 


Зари = А2а8 + 
++ рае? -- Арае ( Е *| = 
=: (Аа -- це)? -- [С -|- и — 2) Анае. 


При фиксированных а, еи %, р вто- 
рая скобка принимает любое неотри- 
цательное значение (в зависимости 
от #), поэтому $, лис может при- 
нять любое значенне, не меньшее 


(УЗ +вУу5с |. 

Теперь мы можем, наконец, прн- 
вести ответ на вопрос в) задачи МЗЗ0: 
площадь полусуммы выпуклых много- 
угольников площадей 5$, и $, может 
принимать любое значение, большее 


или равное (УЗ + $.) 14. 


Тот факт, что меньшее значение 
площадь полусуммы принимать не 
может, вытекает из следующей за- 
мечательной теоремы. 

Теорема Брунна— 
Минковского. Неравенство (2) 
выполнено для любых двух выпуклых 
фигур Е, @ илюбых положительных 
чисел А, |. 

Доказательство. Преж- 
де всего, используя соображения по- 
добия и формулу (1), легко свести 
дело к случаю, когда площади данных 
фигур равны, а линейная комбина- 
ция — нормированная. Для этого 
случая неравенство (2) выглядит очень 
просто: 


если Зр=56=$ и А|фкеЬ то 
Зле+ис 5. (3) 


Покажем, как из (3) выводится 
неравенство (2) для любых Е, С, 
Аир. Рассмотрим вместе с Е и С го- 
мотетнчные им фигуры площадн $: 


Р*-УИЗЗьЕ, 0*-15$/5%0. 


Тогда 
А+ рб =ЛУ$»/5$ Е*-+ 


+в И 5/5 @* = (^У5$»/5 + 
+ь У 5/5 ) (А*Е* + р*О*), 


где А* -- ц*=1. Применяя (3) к ^* Е*-- 
+ 8* С* и пользуясь еще раз (1), 
получим (2): 


И Зр+ис (А И 3»/5 + 
+вУ5$с/5 У $ =^У5Р-+ЬУ 50. 


Вот основное соображение, ис- 
пользуемое при доказательстве не- 
равенства (3). Если фигура Е раз- 
бита горизонтальной прямой [ на 
две части: верхнюю Е, и нижнюю ЁЕ,, 
и аналогично, С другой горизонталь- 
ной прямой т разделена на две ча- 
сти С, и (,, то множества АЕ, 
ва, и АР, ИС, не налегают друг 
на друга: первое лежит выше пря- 
мой А[-- ит, второе — ниже. 

Теперь доказательство в двух сло- 
вах можно закончить так. 

Разобьем многоугольники Е и СЦ 
на М узких горизонтальных полосок 
и занумеруем их по порядку сверху 
вниз: Е.) Е). И Ру=Е, @, 16,0. 
...)С@х = @. Каждую полоску мож- 
но считать прямоугольником площади 
$/М (если М велико, это «с точ- 
ностью до сколь угодно малого г» 
не влияет на площади фигур ЕР, С 
и АР + &С). Но для прямоуголь- 
ников с параллельными сторонамн 
основное неравенство (2) уже дока- 
зано, поэтому площадь каждой из 
полосок АР; + [Сь, #=1,2,....№М (мы 
складываем лишь полоски с однна- 
ковыми номерамн!), ие меньше 5/М№. 
А поскольку эти № полосок ие нале- 
гают друг на друга и, разумеется, 
содержатся в АЕ-+-иС, то площадь 
Зр+ьо Не меньше $5. 

Итак, неравенство Брунна — Мин- 
ковского доказано. Приведем здесь 
только одно его следствие. Это — зна- 
менитая изопериметриче- 
ская теорема: площадь лю- 
бой фигуры с периметром Р не боле- 


ше, чем площадь круга с длиной ок- 
ружности Р. Докажем ее для выпук- 
лого многоугольника Е. Используя 
обозначения и результат задачи 8, 
применим к сумме ЕЁ -- К (К — круг 
единичного радиуса) неравенство 
Брунна. Получим: 


У$ЕР+ул=уУ5чИл, 


или, после упрощений, 5=Р?/4л. Это 
н есть нужное неравенство! 


Задача 12. а) Докажите, что для 
площадей лннейной комбинации двух вы- 
пуклых  многоугольннков верна формула 
рис = Зв А? -| 25р6Ак + $0 н*, где 


число 5рс зависит только от Ен С (это 


чнсло называется смешанной — площадью 
фигур Ен 0). Найдите $р.6 для фигур 
‚ С нз задач 2а) —д). 


6) Докажнте, что всегда $Е в $к5с, 
причем равенство нмеет место, только еслн 
многоугольннки Е н @ гомотетичны. 


Задача 13. Докажите, что неравен- 
ство (2) верно для произвольных фигур (не 
обязательно выпуклых). Подумайте, как 
сформулировать ни доказать аналогичную те- 
орему для объемов пространственных фнгур. 


В заключение нашего беглого зна- 
комства с суммой Минковского пере- 
числим некоторые книги и статьи, 
в которых рассказано о сложении 
фигур, применении этой операции к 
теории выпуклых множеств, в част- 
ности, о различных доказательствах 
неравенства Брунна — Минковского, 
его обобщения х и геометрических след- 
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Решення задач мз этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 нюня 1976 г. 
по адресу: 113035, Москва, 
Ж-35, ул. Б. Ордынка, 2116, 
редакция журнала «Кваит». 
После адреса на конверте 
напишите, решення  какнх 
задач вы посылаете, напрн- 
мер: «Задачник «Кванта» 
№376» — нлн «.. .ФЗ88». 
Решення задач по каждому 
из предметов (математике н 
физике), а также новые задд- 
чн просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Задачи 
нз разных номеров журнала 
присылайте также в разных 
конвертах. В пнсьмо вложнте 
конверт с маписанным на 
нем адресом (в этом конверте 
вы получите результаты про- 
веркн вашнх решений). Усло- 
вня  орнгннальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цин, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашимн 
решеннямн этнх задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», новая задача 
по физике» нлн «<... новая 
задача по математнке» ). 
После формулировки задачи 
мы обычно указываем, кто 
предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все этн задачн 
публикуются впервые. Нан- 
более трудные задачн от- 
мечены звездочкой. 


задачник 


На 


Задачн 
М№376—М380; $388—Ф392 


МЗ76. а) В ряд расположено 30 клеток. На самой 
правой клетке стоит белая фишка, на самой ле- 
вой — черная. Каждый из двух играющих по оче- 
редн передвигает свою фишку на одно поле —- впе- 
ред или назад. (Пропускать ход нельзя.) Проиграв- 
шим считается тот, у кого нет хода. Кто выигры- 
вает: начинающий или его партнер? 
6) Решите задачу, заменив в условии 30 на №. 
А. Талалай 
МЗ77. Дан треугольник АВС.Найти на стороне АС 
такую точку В, чтобы периметр треугольника АВР 
равнялся длине стороны ВС. 
С. Охитин 
М378. Докажите, что существует бесконечно много 
натуральных чисел, не представимых в виде 
а) хз + у3 + 23, где х, у, г— целые числа; 
6)* хз {хт|... хи, гдех.,....х„— целые числа. 
в)* Докажнте, что любое рациональное число 
можно представить в виде х3 т уз -| 23, где х, 
у, 2 — рациональные числа. 
В. Колосов 
М379. На каждом из нескольких кусков бумаги 
произвольной формы поставлена клякса (произ- 
вольной формы). Назовем промокашку подходя- 
щей для данного куска, если ее можно разместить 
внутри этого куска так, что она закроет кляксу. 
Пусть набор промокашек, имеющих форму кругов 
разных радиусов, обладает таким свойством: для 
произвольных двух данных кусков найдется про- 
мокашка, подходящая для каждого из ннх. До- 
кажите, что тогда в этом наборе найдется одиа про- 
мокашка, подходящая для всех кусков. 
В. Произволов 
М380* 2). На плоскости дана выпуклая фигура и 
внутри нее — точка О. К каждой прямой Г, про- 
ходящей через точку О, проводится перпендикуляр 
в точке О и на нем по обе стороны от точки 0 откла- 
дываются два отрезка, длины которых равны длине 
отрезка, получающегося при пересечении данной 
фигуры с прямой [. Объединение всех этих от- 
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резков — новая фигура с центром симметрии О. 
Будет ли полученная фигура выпуклой?. 

6) В пространстве дано выпуклое центрально-сим- 
метричное тело с центром О. К каждой плоскости а, 
проходящей через точку О, проводится перпендн- 
куляр в точке О и на нем по обе стороны от этой 
точки О откладываются два отрезка, длины которых 
равны площади сечения данного тела плоскостью <. 
Объединение всех этих отрезков — новое тело с 
тем же центром симметрии О. Докажите, что полу- 
ченное тело тоже выпуклое. 





С. Пухов 


с Фз88. В расположенном вертикально цилиндре 
переменного сечення (рис. 1) между поршнями 
находится пл молей воздуха. Массы поршней — 

т, и т» нх площади — 5, и $, соответственно. 


А Поршни соединены стержнем длины { и находятся 
на одинаковых расстояниях от стыка частей ци- 
Рис. 2. линдра с различными диаметрами. На сколько 


сместятся поршни при повышении температуры в 
цилиндре на АГ градусов? 
Е. Кузнецов 


$389. Найти сопротивление между точками А и В 
и точками А и С бесконечной цепочки, показаиной 
на рисунке 2. Сопротивление проволочек между 
узлами схемы 1 ом. 


$390. Два запаянных сообщающихся сосуда цн- 
яиндрической формы разных диаметров частично 
заполнены водой (ртутью) (рис. 3). Воздух из со- 
судов откачан, так что над жидкостью имеются 
только ее пары. Как распределится количество 
жидкости в сосудах а) на земле? 6) в невесомости? 





ФЗ91. Гладкий Г-образный стержень вращается 

в горизонтальной плоскости вокруг вертикальной 

А оси, проходящей через конец стержня О. Малень- 

кая муфта массы т прикреплена к стержню в точ- 

ке А с помощью пружины жесткостью А (рнс. 4). 

Длина пружины в 1,2 раза больше ее длины в не- 

о растянутом состоянии. С какой угловой скоростью 
вращается стержень? 


Рис. 4. $392. Доска массы М расположена горизонтально 
и опнрается на два вращающихся цилиндра (рис. 5). 
Расстояние между осями цилиндров {. Коэффициент 
трения между доской и цилиндрами А. Доказать, 
что если доску, находящуюся в положении равно- 
весия, слегка толкнуть в горизонтальном направ- 
лении, она будет совершать гармоннческие коле- 
бания, и найти период этих колебаний. Каким будет 
движение доски. если изменить направление вра- 
Рис. 5. щения цилиндров на противоположное? 
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№М338. В ллоскости дано ко- 
нечное множество — много- 
угольников, каждые два из 
которых имеют общую точ- 
ку. Докажите, что существу- 
ет прямая, которая имеет 
общую точку с каждым из 
этих многоугольников. 





Рис. 1. 


№М337. Дон  равносторонний 
треугольник АВС со стороной 
длины Г. Первый игрок вы- 
бирает точку Х на стороне 
АВ, второй — точку У ла 
стороне ВС, затем первый — 
точку @ на стороме АС. 

а) Цель первого нерока — 
получить треугольник ХУЕ 
наибольшей площади, второ- 
го — нанменышей площади. 
Какую наибольшую площадь 
может обеспечить первый? 

6) Цель первого перо- 
ка — получить треугольник 
ХУР наименьшего перимет- 
ра, второго — наибольшего 
периметра. Какой наимень- 
ший периметр может обес- 
печить первый? 
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Решения ` задач 
М336, М337, М339: Ф348—ФЗ52 


Спроектируем все многоугольннки на какую-нибудь горизои- 
тальную прямую т. Проекцней каждого многоугольника 
будет отрезок. Средн правых концов этнх отрезков выберем 
самый левый (пусть это будет правый конец А проекции мно- 
гоугольника ЛМ — см. рисунок 1) н проведем через него пря- 
мую [, перпенднкулярную прямой т. Прямая { пересекает 
все многоугольники, так Как никакой многоугольник не мо- 
жет лежать целнком левее нее (тогда правый конец его про- 
екцин был бы левее А), н инкакой не может лежать целнком 
правее (так как тогда он нё имел бы общих точек с многоу голь- 
инком АМ). 


С. Фомин 





а) Докажем сначала, что манлучшая стратегня второго 
итрока — поставить точку У на стороне ВС. так, чтобы пря- 
мая ХУ оказалась параллельной стороне АС. Действитель- 
но, еслн (ХУ’)|| (АС), а УЕ ВУ! ] (см. рис. 2), то первый нгс- 
рок своим вторым ходом поставит точку Ё в вершину С; 
тогда $хус>5 ху. с: так как у этнх треугольников высота 
одна н та же, а основание первого больше. Если же УУ”С], 
то первый игрок поставит точку 7 в вершину А, н опять будет 
$худ>$ ху. А. Поскольку у этих треугольннков одно н то же 
основанне, а высота у треугольника ХУД болыше (рис. 3). 

Поэтому (ХУ) || (АС), н от того, где на [АС] первый 
игрок поставит точку 2. уже ничего не зависит: 


| 
$ ху = Зхуд = ХУ (НЫ), 





(здесь Я = у а. высота треугольника АВС, Й — высота 


треугольннка ХВУ). Выразив |ХУ| через А, получнм, что 
3. _— 1 
бы ны - ь 


то есть искомая площадь является квадратным трехчленом от 


В УЗ _ 
"Зи 





в. Этот трехчлен приннмает макснмальное значение 


Куап тссте.ги 


Н 
‚ когда #=-— 5. то есть когда первый нгрок 





ставит точку Х на середине стороны АВ. 

6) Покажем, что в этом случае наилучшая стратегия вто- 
рого игрока — поместнть точку У в вершины В нли С тре- 
угольника АВС. Предположим, что второй нгрох поместил точ- 
ку У внутри [ВС]. Пусть Х*, У’н В" — точки, симметричные 
точкам Х, У н В относительно (АС), а Х”’— точка, симмет- 
ричная Х’ относительно (ВС) (рис. 4). Поскольку |Х2| = 
==|Х’2\. то точку 2 первый игрок должен поставить в точку 
пересечения отрезков АСн Х'У. Цель второго игрока — сде- 
лать максимальной велнчину  |ХУ]-11Х2| + |УЛ| = 
== |ХУ| + |[Х'У| = 1ХУ|[- |Х”У]. Но еслн точка У— 
не в рершине В, причем Ги В лежат по одну сторону от пря- 
мой ХХ’ (как на рисунке 4), то |]ХУ|-Р [Х"У|«] ХВ 
--|Х”В| (поскольку длина объемлющей ломаной больше): 
поэтому второму игроку, конечно же, нужно ставить точку И 
в вершину В, Если же точки У и В лежат по разные стороны 
от прямой ХХ” и точка У — не в вершине С (см. рис. 5), 
то [ХУНИХ"И+ХС-НХ” С]; следовательно, при пра- 
вильной игре второй игрок не поставит точку У внутрь 
отрезка ВС. 

Итак, мы доказали, что пторой игрок поставнт точку У 
илн в вершину В, или в вершину С. 

Если точка У — в вершнне С, то первый игрок свонм вто- 
рым ходом поставит точку 2 тоже в С, н тогда периметр «тре- 
угольника ХУ2», вырождающегося В данном случае в отрезок 
ХС, равен 2|ХС|]. Если же точка У — в вершине В, то точ- 
ка А должна быть поставлена в точку пересечения отрезков 
АСи ХВ", где В’ — точка, симметричная точке В отн оснтель- 
но (АС), поскольку именно такому положению точки 2 отве- 
чает треугольник ХВ наименьшего периметра | ХВ | -|- 
-- ХВ |. 

Теперь заметим, что величина |[ХС| убывает пря при- 
ближении точки Х к середнне О стороны АВ, а сумма |ХВ|-- 
--|ХВ'| убывает прн приближения точкн Х к точке 8. Зна- 
чит, точка Х должна лежать где-то на отрезке РВ. Покажем, 
что если существует на [ОВ] такая точка Е, что 2|СЕ! = 
= |2В|-Г |ЕВ'|, то первый игрок должен поставить точку 
Х вменно в эту точку. В самом деле, при смещении Х от точкн 
ЕЁ к точке В второй игрок ставит точку У в вершину С, уве- 
личнвая тем самым периметр ^. ХУ, равный 2/ХС| (по срав- 
ненню © 2|ЕС]). Если же первый вгрок сместит точку Х от 
точкн Е блнже к точке О, то второй нгрок, поставив точ- 
ку У в вершину В, снова увелнчит периметр Л ХУ2, 
равный | ХВ| + | ХВ'| (по сравнению с периметром /\ ЕВ2). 

Поэтому нужно провернть существование точки ЕЕ |ОВ], 
для которой 2| ЕС | =|ЕВ| -+ [ЕВ' |- 


Обозначим | АЕ | черсз х; -5- == х == 1. Тогда 








———_—_д 


А пс! («9 +) ‚о ПЕвр=т я, 
ге У +758) 


` 









(см. рис. 6), н мы получаем уравнение: 


1-Е. в 


33 





в 
Рис. 6. 








№М339°). Дана  горизонталь- 
ная полоса на плоскости, края 
которой — параллельные пря- 
шые, и п прямых, пересекаю- 
щих эту полосу. Каждые дв 
из этих п прямых пересека- 
ются внутри полосы и ника- 
кие три не проходят через 
одну точку. Рассмотрим все 
гпаици, начинающиеся на ниж- 
ней кромке полосы, идущие 
по данным прямым и закан- 
чивающиеся на верхней кром- 
ке, обладающие таким свой- 
ством: ндя по токому пути, 
мы все время поднимаемся 
вверх; дойдя 90 точки пере- 
сечения прямых, мы обязаны 
перейти на другую прямую. 
Докажите, что среди таких 
путей 

а) есть путь, состоящий 
не менее чем из п отрезков; 

5) есть путь, проходя- 

п 

ций не более чем по > 1 
прямым, 

в) есть путь, проходя- 
щий по всем п прямым. 





Куап. тссте.ги 


Возведя обе части уравнения (+) в квадрат, получим: 
2х2 — За =2(1—х) ИУ -х-т, 
откуда 
8х3 — [17х24 Вх = 0. 
7— Уз 
16 


(проверьте, что это действнтельно корень уравнения 
Искомый периметр равен 


х=|АЕ| = 


(#)}- 





И, ти 
ЕС |= фк = У 207—УЗ3). 


М. Брояштейн 
$®* 


Обозначим точки пересечения прямых с ннжней кромкой по- 
лосы по порядку (слева направо) через Д,, Дь, ..., Ап (рис. 7). 
Точки пересечення тех же прямых с верхней кромкой полосы 
мы обозначим соответственно через В. В., -.. , Вл. 

Перечислим некоторые свойства путей, о которых гово- 
рнтся в условин- 

7. По каждому опфезку каждой прямой проходит ровно 
один путь. Действительно, правила, сформулированные в ус- 
ловии, позволяют единственным способом продолжнть путь 
вверх н вниз до краев полосы. 

2?. Существует п различных путей: из каждой точки 
АД, --. ‹ Ар выходит свой пузь. Занумеруем их по порядку: 
1-й, 2-й, ... , М:й. 

3°. Пить, начинающийся в точке Ау. заканчивается 8 
точке Вь. В самом деле, согласно правнлам, каждый путь 
в точке пересечення прямых переходит на другую прямую, 
поэтому (рис. 8) пути ие могут пересекать друг друга, а 
лншь соприкасаются вершинами. Таким образом, А-й путь 
делнт полосу на две области — левую, в которой расположе- 
ны все путн с номерамн {< &, и правую, в которой расположе- 
ны пути с номерамк гой. Поэтому #-й путь окончится в Вл 
(рис. 9}. 

Перейдем к доказательству 
задачн. 

а) Посчитаем двумя способамн общее количество отрез- 
ков во всех путях вместе. С одной стороны, каждая прямая 
разбита на п отрезков, поскольку она пересечена л—{ дру- 
тгими прямыми; следовательно, общее число отрезков равно 
п?. С другой стороны, ту же сумму л? мы должны получить, 
сложив количества отрезков во всех п путях (мы используем 
здесь 1? и 92°). Отсюда следует, что хотя бы в одном из путей 
не мецее и отрезков. 

6) Оценим количество отрезков в двух крайннх путях: 
1-мн л-м. Эти пути, очевидно, ограничивают выпуклые мио- 
жества: первый — множество точек, лежащих левее всех 
прямых, последний — множество точек, лежащих правее 
всех прямых (рис. 10). Ясно, что первый путь лежит слева от 
ломаной А.РВ,, последний — справа от ломаной А„РВр, 
где Р — точка пересечения (А.Вя} и (А„8}), и лишь назалъ- 
ные н конечные отрезки того и другого пути лежат на прямых 
А. Впн А,В,. Что же касается каждой из остальных л—-2 
прямых А .Вл-а, АзВл-»,.... Ал—1Ва, ТО они могут иметь об- 


отдельных утверждений 





*) Решение задачн №338 см. в статье Ю. Монина 
ни Л. Кураяндчика «Понск инварнаита», опублико- 
ванной в «Кванте», 1976, № 2. 





Рис. 10. 


Ф348. Космический корабль 
подходит к „Луне по парабо- 
лической траектории, почти 
касающейся поверхности „Лу- 
ны. Чтобы перейти на сте- 
ающуюся круговую орбиту 
(т.е. круговую орбиту, очень 
близкую к поверхности Луны). 
8 момент наибольшего сбли- 
жения с „Луной включается 
тормозной двигатель. Опреде- 
дить, на сколько изменится 
скорость корабля при выпол- 
нении Этого маневра. Уско- 
рение свободного падения на 
поверхности «Луны в л = 
== 1,7 м/сек?, радиусе Луны 
КЮл== 1.7.108 м. 
Дополни тель- 
ный вопрос. Попробуй- 
те оценить, какую часть 
начальной массы — корабая 
должно составлять сожжен- 
ное горючее, если двигатель 
выбрасывает продукты сго- 
рания с относительной ско- 
ростью г = 4-10 м/сек. 


Куап.тссте.ги 


щий отрезок только с одним из крайних путей (еслн пря- 
мая проходнт слева от точкн Р, то она не может иметь общнй 
отрезок с правым храйним путем, и наоборот). Мз выпуклости 
крайнего пути вытекает, что каждая нз этнх (1—2) прямых 
имеет с ним не более одного отрезка. Таким образом, количе- 
ство отрезков в двух крайннх путях не больше 4--(я—2). 
Отсюда следует, что хотя бы в одном нз этих путей не более 
2- ("—2)/2= 1--п/2 отрезков. 

в) Пусть т= (п-- 1/2, если л нечетно (тогда т — средний 
номер между 1 нп), н т-=л/2, если л четно. Докажем, что 
т-й путь проходит по всем п прямым. Выше (3°) мы говорили, 
что т-й путь делит полосу на две области, начинается в точке 
Ат и заканчивается в точке В». Каждая из л прямых А.В, 
АВп-—1,.--, АтВпз1—ть--., АлВь как нетрудно видеть, на- 
чинается в одной области (быть может, на ее границе), а закан- 
чивается — в другой. Следовательно, она нмеет с т-м путем 
общую точку. Но по правнлу ‹перехола» она должна тогда 
иметь с этнм путем н общий отрезок. Итак, т-й путь имеет 
общий отрезок с каждой прямой. 

Любопытным, но, видимо, очень трудным вопросом, свя- 
занным с этой задачей, является отыскание возможного числа 
отрезков в максимальном (по числу отрезков) пути. Можно 
убедиться (попробуйте!), что для л==3 максимальный путь 
всегда состонт из 3 отрезков. для л=4 он может состоять из 
5 или 6 отрезков, для л=5 — нз 6, 7 или 8. Интересно было 
бы найти те границы си н Сл, между которыми заключена дли- 
на максимального пути для п прямых (илн хотя бы получить 
для спи Си хорошие оценки н выяснить порядок роста сп 
н Со при л-05). 

Н. Васильев 


$Ф 


При движенин тел в поле тяготения планеты (нлн звезды) 
полная механическая энергия (т. е. сумма кинетнческой и по- 
тенциальной энергий) сохраняется. В зависимости от величн- 
ны полной энергин ЕЁ траекторни нмеют различный характер). 
При Е<0 тело не может удалиться на бесконечно больное 
расстояние; в этом случае его траектория имеет вид эллипса 
(первый закон Кеплера}. Прн ЕЁ>0 тело удаляется на беско- 
нечность, имея некоторый запас кннетической энергии (ги- 
перболическая траектория). При Ё=0 тело также уходит на 
бесконечиость, но в этом случае его скорость на бесконечно- 
стя обращается в нуль; траекторня тела имеет внд параболы. 
При двнженни по параболической траектории скорость тела 
вблизи поверхности планеты равна второй космической ско- 
рости. Так принято называть минимальную скорость, при 
которой тело, стартуя с поверхностн планеты, может удалить- 
ся от нее на бесконечно далекое расстояние. Для точки нан- 
большего сближения с Луной (рнс. 11} можно записать: 





2 2 
ти М.т те 
Е = =. >. ——_—иЮт=0. 
2 Кл 2 а 
Здесь ©:; — скорость корабля в момент наибольшего сближе- 
Мат 

Л 
ния с Луной (вторая космическая скорость); П = — т Е, — 

* 

Л 


потенциальная энергия корабля вблизн поверхностя Луны **). 





*) (См., например, статью К. Коваленко н 
М. Крейна «Баллистическая задача в космосе», «Квант», 
1973, № 5. 
**) См., например, статью С. Козела 
амалосгииь, «Кваит», 1975, № Ц. 


«Физические 


3 





Рис. 11. 





ФзЗ48. 
аленого одноатомного газа, 
находящегося при нормальных 
условиях, переводят из сос- 
тояния 1 в состояние 2 9дву- 


Один киломоль иде- 


мя способами: 13-2 и 
14-2 ({рьс. 12). Найти 
отнощение количеств тепло- 
ты, которые необходимо со- 
общите газу в этих двух 
процессах. 


3$ 


Куап.тссте.ги 


Для скоростн и;; получим: . 


би = Ул ==2,4.103 м/сек. 


В процессе торможения скорость корабля должна по ус- 
ловию задачи уменьшиться до первой космической скорости 
{для Луны) и;. Эта скорость может быть определена нз усло- 
вня движения корабля по круговой орбите: 


т Млт ЕН 
Рф = алт; и, = У ЕлВля=1,7.103 м/сек. 
Кл Кл 


Таким образом, скорость корабля должна измениться на 
величнну 
Аи = 0: — 0, я=0,7. 103 м/сек. 


Чтобы ответить на второй (дополнительный) вопрос и оце- 
нить массу т сожженного топлива, можно воспользоваться 
законом сохранения импульса. Предположим для упрощения 
расчета, что лродукты сгорания массы т были выброщены нз 
сопла ракеты в винде одной порцни с относительной скоростью 
©. Запншем закон сохранения импульса в системе отсчета, 
связанной с кораблем, движущимся со скоростью %11: 


(М -—мАу=то, 
где Мо — первоначальная масса корабля. Отсюда 


т = 


до 
Ао Мо == 0,15 Ме, 

т. е. сожженное топливо должио составлять приблизительно 
15% от первоначальной массы корабля. 

Можно найти массу топлива более строго. Для этого нуж- 
но воспользоваться формулой Цнолковского. Эта формула 
выражает нзменение скорости космического корабля до 
через отношение его начальной Мо и конечной М масс: 


Аи=от м — 


{© — относнтельная скорость истечеиня пролуктов сгорання). 
Отсюда 
Ау 


М=Муе ®=Мье- 0.17 0,84 М.. 


т. е. сожженное горючее должно составлять примерно 16% 
от начальной массы корабля. 

Отметнм, что формула Цнолковского учитывает непрс- 
рывный процесс истечення продуктов сгорания из сопла раке- 
ты, поэтому полученный с ес помощью результат является 
более точным. 

С. Козел 


ь 


Согласно первому закону термодинамики сообщаемое газу 
количество теплоты @ идет на изменение внутренней энергнн 
газа АО и ма совершение газом работы А: 


9: = А. Г А;, Фи=АИи-+Аи. 


Здесь индекс [ относится к процессу /-»+3-+» 2, анилекс | — 
к процессу /4-2. 
Так как газ одиоатомный, то для одного моля 


Е З 
Ч=-5 ВТ, н АИ = —- КАТ. 
Отсюда видно, что изменение внутренней энергии газа прн 


переходе из состояння [ в состояние 2 зависит только от из- 
менення температуры газа АТ = Т,_Т, н не зависит от 





Рис. 13. 





Рнс. 14. 


$350. Найти зависимость 
падения напряжения на со- 
противлении Ю в схеме, по- 
хазанной на рисунке 13, от 
величины этого сопротивле- 
ния. Э. д. с. всех источников 
равны &, их внутренние со- 
противления г. Диод считать 
идеальным (его сопротивле- 
ние в прямом направлении 
равно нулю, а в обратном 
бесконечно велико). 


8, г 





Рис. 15. 


Куапетесите.ги 


того, каким способом газ переводят из одного состояния в дру - 
гое. Следовательно, 


3 
АИ = Аи =АИ = К(Г,—Ту. 


Для того чтобы найти температуры газа Г, н Г, запишем 
уравнення состояния нлеального газа для состояннй Ги 2 
(см. рис. 12): 

роУо=АТ,. 2ро-2И,=- КЕТЬ. 
откуда 


9 
ое ее. нА = 5 ро. 


Теперь найдем работы газа Агн А;;. В первом случае 
(процесс /-+9-+2) на участке /-+3 газ работы не совершает, 
а прн изобарном расширенин на участке 3-2 газ совершает 
работу 


А: = РА 2 ро — Ио) = 2роГо- 


Во втором случае (процесс /-»4—2) газ совершает работу 
только на Участке /-+4: 


Ан (У — У) = Ио. 
Такнм образом, 


13 
О, = АМА, 79 Ро. 


п 





Чи = АИ + Аи = —2 Ро. 
Отношение колнчеств теплоты равно 
9: 13 
Ча | ВЫ 


Ф 


Если сопротивление А велико, ток. идущий по нему. 
очень мал, и разность потенцналов между точкамн В н А 
(см. рис. 13) близка к 2%. При этом нотенцнал точки В выше 
потенциала точки С (равного $. если считать потенциал точкн 
А равным нулю), днол закрыт, н ток по участку цепи АСВ 
не илет. Тогда данную схему можно заменнт ь простой схемой 
с двумя нсточниками, включенными последовательно с сопро- 
26 

Е к У _ ——_— 

тивлением Р (рис. 14). В этой цепи идет ток /-== УЕ 


т 


н падение напряжения на сопротивлении & равно 


2% 
Кио 


По мере уменьшения сопротивления К ток в цепн растет, 
увеличивается падение напряження на внутренних сопротнв- 
леннях нсточников. а разность потенциалов между точками 
ВнА уменьшается. Так будет пронсхолить до тех пор, пока 
потенинал точки В не станет равным потенциалу точки С, 
т. е пока днод остается закрытым. Диод откроется в тот 
момент, когда напряжение между точками В и С станет рав- 
ным нулю, а между точками ВнА -- %. Значит, в этот момент 
падение напряжения на сопротивленни Ю равно ©, т. е. 

26 Ю = 
ее А &., илн А == 2/. 


Теперь найдем напряжение на сопротивлении А. когда 
Ю <2е. В этом случае сопротивленне диода равно нулю, н схе- 
му можно представить так, как показано на рисунке 15. 


У 


ФЗ5(. При слабом ударе фут- 
больного мяча о стенку он 
деформируется. как показано 
на рисунке 1$. Нри этом де. 
формиция х много меньше 
радиуса мяча К, и можно с 
хорошим приближением счи- 
тать, что давление р 803- 
духа в мяче в процессе удара 
не меняется. 

Пренебрегая упругостью 
покрышки. оценить время со- 
ударения мячи с0 стенкой. 
Провести числовой расчет для 
случая, когда масса мяча 
т = 0,5 к:, давление в нем 
р=?2 атм и радние В = 
= 12,5 см. 





Рис. 9. 
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В этом случае | 
И в= ГЕ —11 126 —1,-9,, 


Р==АЗЕР.. 
Отсюда 
, 4“ 2 46 Ю 
пут ви " МгУчаЮ” 


Таким образом, 


Е т 


4% К 
ЧА оеераа "8 К 


нрн К = 2, 


Ф 


Рассмотрим снлы, действующие на мяч во время удара, Это — 
снла реакции со стороны стенкн М и сила атмосферного дав- 
лення Ра. 

Согласно третьему закону Ньютона сила М чнеленно рав- 
на н противоположно направлена снле давления мяча ва стен- 
ку Р-. Так как упругостью покрьшшкн мяча можно пренебречь, 
то 

№ == Ка == р5 = рдг 


($==л/‘ площадь соприкосновения мяча со стенкой, см. рис. 
16). Направлена снла М перпендикулярно к стенке, т. е. по 
горизонталн вправо. 

Для того чтобы найтн снлу атмосферного давления, 
разобьем поверхность сопрнкосновення мяча с окружающим 
воздухом на малые участки с площадью А$;. На каждый уча- 
сток действует снла атмосферного давления АЕ; (рис. 17). 
направленная перпендикулярно к поверхности и равная по 
абсолютной величиие АЁ; = робз, (ло — атмосферное дав- 
ление). Благодаря симметрии ясно, что вертикальные проек- 
цин всех сил АЕ; в сумме дают нуль.так что равнодейст- 
взующая Ра= А Е; направлена горизонтально влево и ра- 
вна по модулю (см. рис. 17) 

Ра-= № АР; с08 5% == ро №1605 9. 
Величина А5$; с05% — это проекция площади {-Го участка 
на вертикальную плоскость. а № А$; с05м — сумма таких 


проекций. равная проекции плошади поверхности соприкос- 
новения мяча с окружающим воздухом, т. е. 


Уля 6055 == ЛГ", и Ра=ролг“. 


Цайдем теперь абсолютное значение снлы Е = №-- Е: 


Е № — Ра> {ро ди" = {рб рож(*—(В--х) ] == 
(рб рол хх"). 
Поскольку деформация мяча х мала по сравнению с его радну- 
сом В, то величиной х* можно преиебречь по сравнению с ве- 
личиной 2Юх. Тогда Е=2нА (р—ро) х, или с учетом, что эта 
сила направлена протнвоположно деформации, 
= —2лА(р—ро)х==-—&х. 


Таким образом, сила Е пропорциональна величине дефор- 


мации х (= 24Ю (р—ро) — коэффициент  пропорцно- 
нальности; он не меняется в процессе удара), т. е. носит уп- 


ругий характер. Под действием такой силы зело может 
совершать колебания с пернодом т=ту/ @й где 
Г. 


т — масса тела. 


$352. Для регулирования 
напряжения на нагрузке со- 
брана схема, показанная на 
рисунке 18. Сопротивления 
нагрузки и регулировочного 
реостата равны В. Нагрузка 
подключена к половине рео- 
стата. Напряжение Ивх на 
входе цепи увеличивается вдвое. 
Как изменить положение 
движка реостата для того, 
чтобы напряжение на на- 
грузке осталось прежним? 
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Очевидно, что время соударения мяча со стенкой т как 
раз равко половине пернода колебаний, т. е. 





Т т у ат 
=== —= и 8.10-3 сек. 
т р: я] Е рр Ая сек 


Найдем выражение для напряжения на нагрузке в общем 
случае. 

Обозначим через Ж; и Ю „ сопротивления частей реостата, 
на которые его делит движок, н перерисуем схему так, как 
показано на рисунке 19. 

Напряжение на нагрузке равно напряженню на участке 
АВ, содержащем параллельно соединенные сопротивления 
Кн Ю.. Их можно заменить одним эквивалентным сонротив- 
л В РЕИБАА РЕ 

еннем э == ВВ, . 

Напряжение на этом эквивалентном сопротивленин 

{а значнт, н на нагрузке), очевндно, равно И = {№ где 


и К 
= Е — ток в цепи, т.е. & = (вх уни - 


Так как А, = Ю—Ю. то 


К» ВК. 


© == Чвх В Ю.-В. вх 8 А ЮВ. 


Разделим чнелитель и знаменатель в этой формуле на В?: 


а в. 
7 —— зао оетьь 
И = Ивх грата, гле а ==. 
В первоначальной цепи А, = АД. т. е. а, =, и наз 
пряженне на нагрузке 
1 2 
= Ив. | 
а ^ 5 и 
Прн увеличении напряжения на входе цепи вдвое на- 
пряжение на иагрузке 


И, == Ивх 


9, 
И = 20 вх Я рт, (2) 


где а, — новое значение огношения Ю,/К. 

Но по условию задачи напряжение на нагрузке в обоих 
случаях должно быть одним н тем же. Поэтому согласно 
равенствам (1) и (2) 


2 0 
= Ивх = 2 вх аа, 
Отсюда 
1 + 4а. —1=0. 
Решая это уравнение, получим 
о, = — 2+ 4+1 = — 2+ 5. 


Так как ©. >0, то оно равно |5 —2. Следовательно, 
движок нужно передвинуть так, чтобы 


Е, = (У5 —2) В. 


И. Слободецкий 
го 
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Читатели 
советуют 


В редакцию нашего журнала приходит много 
писем и заметок, касающихся тематики 
«Практикума абитуриента». Большинство из 
них посвящено частным вопросам, и тогда 
редакцня отвечает лишь их авторам. Но не- 
которые содержат соображения н замечання, 
с которыми, на наш взгляд, полезно познако- 
мить всех читателей «Кванта». Но считая 
возможным публиковать такие письма н 
заметки полностью, редакция решила позго- 
товить подборку материалов, составленную по 
идеям и предложениям читателей журнала. 
Мы надеемся, что обсуждаемые в подборке 
отдельные теоретические вопросы школьного 
курса и решения ряда задач будут полезны 
поступающим в вузы. 


На вступительных экзаменах доволь- 
но часто встречаются задачи на сме- 
шивание кислот с водой, спирта с 
водой, на получение растворов той 
нли иной концентрации. Такого рода 
задачи в школе решают, исходя из 
предположения об аддитивности объе- 
мов при смешивании, т.е. считая, 
что объем смеси равен сумме объемов 
смешиваемых жидкостей. Между тем 
с точки зрения химии это предполо- 
жение несостоятельно. Оно ведет к 
неприемлемым отклонениям от вер- 
ных результатов при решении задач 
на смешивание с водой азотной, сер- 
ной, уксусной, фосфорной, соляной 
кислот, этилового спирта и других 
жидкостей. 

Убедимся в этом на примере сле- 
дующей задачи. 
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Пример 1. Сколько — милли- 
литров 100 ВА азотной кислоты надо 
влить в 1000 миллилитров воды для 
получения 50%-й кислоты? Темпе- 
ратура кислоты и воды 20°С. 
Казалось бы, проще всего задачу 
решить так. Обозначим искомый объем 
безводной кислоты через х мл. Тог- 
да в (1000 - х) мл раствора будет 
содержаться х мл чистой кислоты, 
что должно составлять 50 °%%. Другими 
словами, получаем уравнение 


ль ь вЫ: 
1000 +х = 2, 


имеющее корень х-=1000 мл. 

Однако надо иметь в виду, что 
процентной кочцентрацией кислот на- 
зывают (если специально не огово- 
рено противное} количество граммов 
массы растворенного вещества, содер- 
жащееся в 100 граммах массы раство- 
ра. Поэтому правильное решение тре- 
бует прежде всего определения мас- 
сы компонентов составляемого раство- 
ра н получающейся кислоты по фор- 
муле т-а-\, где т — масса жид- 
кости, 4 — плотность, У — объем. По- 
скольку объем жндкости меняется в 
зависимости от ее температуры, зна- 
чение плотности следует брать со- 
ответствующим указанной в условии 
температуры. Для различных кислот 
имеются специальные таблицы, со- 
держащие величину плотности раство- 
ра прн разных температурах. 

Например, при 20”С плотность 
100 %-й азотной кислоты  прибли- 
женно равна 1,51 г/см, а плотность 
50%-й азотной кислоты 1,31 г/см; 
плотность воды при 20`С составляет 
0,998 г/смз. 

Приведем теперь решение зада- 
чи, основанное на предположении об 
аддитивности объемов. Ясно, что мас- 
са чистой кислоты в 50 %-м растворе 
совпадает с массой влитой 100%-й 
кислоты, т. е. равна 1,51-х г, где 
х — нискомый` объем безводной кис- 
лоты, Если считать, что объем 50 %-й 
кислоты равен (1000 -- х) мл, то ее 


масса 1,31-(1000--х} г ин, следова- 
тельно, в ней содержится 0,5.1,31 > 
х (1000-х) г чистой кислоты. Полу- 
чаем уравнение 


1,51х--0,5. 1,31(1000--х), 


откуда хл 766 мл. 

Можно рассуждать и несколько 
иначе. Масса х мл чистой кислоты 
равна 1,51-х г, масса 1000 мл воды 
равна 938 г, а масса 50 °°-го раствора 
составляет 1,31. (1000 -- х) г. Так как 
суммарная масса компонентов сов- 
падает с массой раствора, то при- 
ходим к уравнению 


1,51х -- 998 = 1,31 (1000 + х), 


откуда хле1560 мл. 

Мы видим, что эти два решения 
приводят к совершенно различным 
результатам. На самом деле оба эти 
решения неверны. Впрочем, грубая 
ошибочность второго результата оче- 
видна: если к литру воды добавить 
больше полутора литров чистой кис- 
лоты, то концентрация получающе- 
гося раствора будет заведомо вы- 
ше 50%. 

Причина ошибки заключается в 
том, что предположение об аддитив- 
ности объемов, которое было исполь- 
зовано в обоих решениях, не соответ- 
ствует действительности. При сме- 
шивании кислот с водой происходит 
существенное объемное сжатие; ето 
можно объяснить действием сил меж- 
молекулярного притяжения  (моле- 
кулы воды сближаются с молекула- 
ми кислоты, проникая в «пустоты» 
между ними). Поэтому решение за- 
дач на смешивание жидкостей долж- 
но основываться на законе сохране- 
ния масс: суммарная масса компо- 
нентов раствора равна массе самого 
раствора. 

Правильное решение рассматри- 
ваемой задачи состонт в следующем. 
Масса х мл чистой кислоты равна 
1,51-х (г), масса 1000 мл воды равна 
0,998 .1000=998 (г), так что суммар- 
ная масса компонентов раствора со- 
ставляет (998 -- 1,51 х) (г) (и дей- 
ствнтельный объем 50%-го раствора 


998 + 1,51х 
т. 31 По- 


скольку масса чистой кислоты в 
50 %-м растворе совпадает с массой 
влитой 100-й кислоты, то получаем 
уравнение 1,51х = 0,5.(998 -!- 1,51х), 
откуда находим хл661 мл. 


Упражнения 

1. Какой объем 91%-й серной кислоты 
надо добавить при 15°С к Га воды. чтобы 
получить электролит для аккумулятора ав- 
томобиля — раствор серной кислоты с плот- 
ностью 1,290 гсм? 

_ Плотность 91%-й серной кислоты прн 
15°С равна 1,825 2/см3; серная кислота с 
плотностью 1,290 г/см? при 15°С имеет кон- 
центрацию 38,03%; плотность воды прн 
15°С составляет 0,999 г/’см3, 

2. Сколько Воды надо влить в 800 мл 
100%5-й уксусной кислоты для получения 
65%-го раствора? Смешивание пронзводнтся 
при 20°С. 

Плотность прн 20`С 100% -й уксусной кис- 
лоты — 1,0498 г/смЗ; воды — 0,998 2/см3. 


А. Азия (Олдесса} 


кислоты равен 





м1). 
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В своем письме в редакцию Нгуен 
Конг Кви (Ханой, ДРВ) предлагает 
вниманию читателей журнала доволь- 
но интересный геометрический факт, 
и аюбители математики, без сомне- 
ния, по достоинству это оценят. Ре- 
шение приводимой задачи — хорошая 
проверка того, насколько активно 


усвоен материал курса планиметрии. 

3. На плоскости дана окружность с вза- 
имно перпендикулярными дизметрами АВ и 
СО н прямая т, параллельная прямой АВ. 
Через точку Т окружности (отличную от 
точек Сн р) проведена касательная к ней, 
пересекающая прямую А В в точке К н прямую 
т в точке М. Пусть Е н Е — точки пересе- 
чення прямой т с прямымн АС н КО соот. 
ветственно. Доказать, что произведенне длин 
отрезков {ЕЁ и МР не зависит ни от радиуса 
окружности, ни от выбора точки Т` на окруж- 


ностн. 
* * 
® 


В тригонометрических — преобра- 
зованиях н, в частности, при решении 
тригонометрических уравнений иног- 
да бывает полезно представить выра- 
жение © $ш х -|- В с0$ х в следующем 
виде: 
ампх + 6с0$х = 

=У а + М яп(х-+-9). (1) 
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Появляющийся в этой формуле угол ф 
обычно называют вспомогательным уг- 
лом. Как известно, он определяется 
соотношениями 


: ь 
ЗА Фф = ——— 0$ Ф = ——— 
а уае-ь?' Ф ат - 6: 


(2) 
с точностью до слагаемого Эпл(где 
п=-0,1,-2,...). Поэтому достаточно 
указать один угол ф, лежащий в 
каком-нибудь промежутке длины 2л, 
чтобы получить все остальные зна- 
чения вспомогательного угла. 
Обратим внимание на следующую 
простую явную формулу для вспомога- 
тельного угла, которая отсутствует в 
школьных учебниках, но удобна при 
решении задач, особенно уравнений 
с параметром. Выберем в качестве 
промежутка длины 2л промежуток 
— л< фл. Тогда единственный угол 
ф, лежащий в этом промежутке н 
удовлетворяющий обоим соотношенн- 
ям (2), определяется формулой 


агсс0$ =. если 60; 
уе+ы 
в= (3) 
а 
ре м ‚есан [4] < 0. 


В самом деле, независимо от знака В 
оба угла {3} удовлетворяют второму 
соотношению (2), а первому соотно- 
пению (2} в промежутке — л<фжл 


при 6-0 удовлетворяет только ф 


а 
О Е н при ф < О — только 


ф = —агссо$ Е : 
уе 

Следует напомнить, что ни одно 
из соотношений (2), взятое отдельно 
{или вытекающее из них соотноше- 
ние {2 ф= Буа, также взятое отдельно}, 
не является достаточным для нахож- 
дения вспомогательного угла: оно оп- 
ределяет в промежутке длины 2л 
два угла, из которых только один 
удовлетворяет обоим соотношениям 
(2). Так, еслн а=—1, в=\ 3, то урав- 
нение {5 ‹=5/а имеет в промежутке 
—л< фл два корня: —л/3 и 27/3, 
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ио лишь для второго из них справед- 
ливо равенство (1). 
Преимущества формулы {3} легко 
увидеть на следующем примере. 
Прнмер 2 (МИЭМ, 1972). Ре- 
шить уравнение 


8х -- с0$5х == аз 4х, 


где а — параметр. 
Двукратным понижением степеней 
в левой части уравнение приводится 
к виду 
. 3 5 
ап 4х — = 
а 4х 8 с0$ 4х 5 


откуда с помощью формул (1) и (3) 
получаем: 


р 9. 5 
У -+ я п (4х + ®) = >, 


а 

===. 

2 о = 
у. + 54 
Ясно, что решения этого уравнения 
существуют при 


5 Уе-+ = 
ваты: 


т. е. при [а |='/», и даются формулой 


ф- —агссо$ 





—И7 ] 5 
=. И 
4 Убе -9 
+3 Унат9 Г 4 


`где пл — целое. Использование фор- 


мулы (3) привело к весьма компакт- 
ной записи результата (ср. с ответом, 
приведенным в «Кванте», 1973, № 7, 
с. 47, 60—61). 

В. Ритиус (Москва) 


* + 
+ 


Как известно, некоторые «нестан- 
дартные» уравнения удается решить, 
если найти удачную замену нензвест- 
ного. Попробуйте отыскать такую 
замену для уравнения, которое прис- 
лал в редакцию ученик 8 класса 
С. Ахмедов (станция Минджевань 
Азербайджанской ССР). 


4. Решнть уравнение 


№4 
О 50. 
к. + 


* 


Иногда даже несложная геометрни- 
ческая задача дает повод для свое- 
образного самостоятельного исследо- 
вания, если пытаться выяснить су- 
щественность того или иного предпо- 
ложения, изменять условие задачи и 
рассматривать более общие конфигу- 
рацни. У. Алла (г. Выру Эстонской 
ССР) предлагает читателям журнала 
провести такое исследование, начав 
со следующей задачн. 

5. В трапеции АВ8СО проведены диаго- 
нали, пересекающнеся в точке О. Доказать, 
что площади образовавшихся четырех тре- 
угольннков связаны соотношеннем 

$ллов-Эвсор = $авос-$в род. 

Попытайтесь установить обобще- 
ния этого соотношения прн различных 
более общих предположениях. 

6. Пусть диагонали А.А. и А.А, вы- 
пуклого четырехугольника А.А.АзА; пере- 
секаются в точке О. Обозначим площади тре- 
угольннков Д.ОА,, А„ОА., АзОА ‹. А.ОА, 


через $,, $., 5з, 5 : соответственно. Верно лн, 
что 515з = 5.5? 


7. Остается ли это ‹оотношение спра- 
ведливым 

а) аля невыпуклого несамопересекаю- 
щегося  четырехугольннка; 

6) для самопересекающегося  четырех- 
угольника? 


8. Обобщить это соотношенне на слу- 
чай, когда точка О — произвольная знутрен- 
няя точка выпуклого четырехугольника. 

9. Справедливо лн соотношение, полу- 
ченное в предыдущей задаче. еслн точка О 
лежнт вне выпуклого четырехугольника? 

10. Обобщить это соотношепие на слу- 
чай выпуклого 2л-угольника (л >> 7) и про- 
извольной точки О в ето плоскости. 

Г ® 
+ 


Многие поступающие начинают ре- 
шение уравнеиня или неравенства с 
нахождения области допустимых зна- 
чений (ОДЗ)}, т. е, множества чисел, 
для которых определены — одновре- 
менно левая и Правая части этого 
уравнения илн неравенства. Однако 
следует иметь в виду, чтонаходить ОДЗ 
нужно далеко не во всех случаях. 


Например, если в процессе реше- 
ния используются равносильные пре- 
образования, то отыскание ОДЗ пред- 
ставляет собой напрасную трату вре- 
мени. 

Пример 3 (МИНХ иГИ, 1974). 
Решить и 


—2 
5—1 4 


Нахождение ОДЗ требует здесь 
решения системы неравенств 





105» ры „ов, 








ХЕ 2, 

х--2 > >0, 

Тоба и 
х= — 
т:>° 
= ее —5 ты 


что является довольно трудоемкой 
задачей. Между тем находить ОДЗ 
нет необходимости, поскольку от не- 
равенства (4) мы можем последова- 
тельно переходить к равносильным 
неравенствам: 


х--2 х-.2 
108. 0—5 < —10=. 1053 ЕЕ 








1оЕ. 10Ез > < 0: 
а: 0 
0< 108, ^ —— и 
| 11+ < 3. 
х—? >, 








откуда получаем решение: х>>4. 
Весьма часто нахождение ОДЗ 
оказывается излишним при решенин 
иррациональных уравнений. Так, 
возводя в квадрат обе части уравнения 


И®=а&, (5) 
мы приходим к уравнению 
Кох) = 16 1", (6) 
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следствием которого является 
венство /(х)->0. Поэтому корни 
нения (6} всегда входят в ОДЗ урав- 
нения (5). 

Пример 4 (МГУ, — физфак, 
1968). Для каждого значения пара- 
метра а найти все решения уравнения 


Иа ет, 
Нахождение ОДЗ потребовало бы 
здесь решения неравенства с парамет- 
ром а{(2^ — 2}-1-1--0, однако без этого 
можно вполне обойтись. Полагая # 


-=2*, перепишем данное уравнение 
в внде 


нера- 
урав- 


У а! — 2а+1=1-— {7) 


После возведения обенх частей урав- 
нения (7) в квадрат получим 


{Эа +- 1= (1-й, (8) 


откуда #,-=а, #,-=2. Для найденных 
корней незачем проверять справел- 
ливость неравенства @ — 2а | 1> 
> 0 — оно является следствием урав- 
нения (8). Нужно лишь проверить 
выполнение условия 1 — #>0, кото- 
рое обеспечивает  равиоснльпость 
уравнений (7) и {8), и условия #>0, 
вытекающего нз равенства { =2%; оба 
эти условия проверяются без труда. 

Ответ: при 0—0 и при а>1 
решений нет; при 0<а<!1 имеется 
единсгвенное решение х=юр.а. 

Часто при решении уравнений н 
неравенств ОДЗ можно находить 
«не до конца», накладывая необхо- 
димые ограничения не непосредствен- 
но на нензвестное, а на какие-либо 
выражения от неизвестного. 

Пример5 (ЛГУ, матмех, 1966). 
Рецить уравнение 


Злх 
хе д 


Ш = УЗ. 

«Примерный» абнтурнент, начав 
с нахождения ОДЗ, столкнется с 
необходимостью решать совокупность 
уравнений 


2лх л 
Ех = 2 


+ Ел 


(Е=0,-=1,-2,...) для определения 
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«запрещенных» значений неизвестного. 

Между тем достаточно лишь знать, 

что ОДЗ описывается условиями 
2лх д, 

я А” (9) 
(2--0,1,-2,...). В самом деле, ис- 
ходное уравнение немедленно сво- 
дится к совокупности уравнений 


2лх 
ых ^^ 


ы] 


г пл 


{1--0,-Е1,-2,...), корни которых, ко- 
нечно, удовлетворяют условиям (9). 

На приведенных примерах можно 
убедиться, что фактическое вычисле- 
ние ОДЗ отнюдь не является обяза- 
тельным элементом решения урав- 
нений н неравенств — проводнть та- 
кое вычисление следует лишь тогда, 
когда это действительно необходимо. 


Упражнення 
1} (МГУ, ВМК. 1973). Решить неравен- 
ство 


[ И \ 
Той 2.03 [5 —55) =0. 
30 


12 (МГУ, мехмат, 1974}. Решить уравне- 
ние Ул 2х -- 2япх=9. 
13 (МГУ, экономический факультет, 
1974). Найти все решення уравнения 
10 совах тах (1 — 60$ х — тд) = 1. 


Ю. Ионин {Ленинград) 
.- + 


* 


Интересное предложение выска- 
зал в своем письме П. Горнштейн 
(Киев): пубанковать на страницах 
журнала красивые, короткие и «не- 
стандартные» решения задач конкурс- 
ных экзаменов. В самом деле, часто, 
например, в геометрических задачах 
поступающие добираются до резуль- 
тата после проведения длинных и 
громоздких вычислений. Однако нног- 
да решенне той же задачи удается 
свести буквально к нескольким строч- 
кам, если найти «изюминку» — дога- 
даться применить некоторую геомет- 
рнческую теорему или сделать удач- 
ное дополнительное построение. 

Автор письма приводит несколько 
примеров таких задач, взятых из ва- 
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риантов вступительных экзаменов 
в МГУ. Решить их можно и без «гео- 
метрической фантазии», хотя тогда 
к цели ведет довольно извилистый 
путь со сложными вычислениями (см. 
Б. И. Александров н 
М. В. Лурье, «Пособие по матема- 
тике для поступающих в МГУ», из- 
дательство МГУ, 1974 г.). Предлага- 
ем читателям журнала попытаться 
найти короткие геометрическне реше- 
ния следующих задач. 


4 (МГУ, фнзфак. 1972). В треугольнике 
АВС угол В равен л/4. угол С равеи л./З. 
На меднанах ВМ и СМ как на днаметрах 
построены окружностн, пересекающиеся в 
точках Ри О. Хорла РО пересекает среднюю 
линню МА! в точке Р. Найти отношенне длнны 
отрезка №Р к длине отрезка РМ. 


15 (МГУ, физфак, 1973). Боковые грани 
треугольной пирамнлы 5АВС с вершиной 5 
образуют одкнаковые двугранные углы с 
плоскостью основания АВС пнрамнды; $0 — 
высота пнрамиды. Известно, что А$В 
= 7лЛ2, В$С = д/2, З$СА == л/З. Найти 
отношение площади треугольника АОВ к 
площади треугольника АВС. 


16 (МГУ, геофак, 1971). В треугольнике 
АВС со сторонами АВ = 3, ВС = 4, АС=5 
проведена биссектриса ВО. В треугольинки 
АВР ин ВСР вписаны окружностн, которые 
касаются отрезка ВО в точках М н М соот- 
ветственно. Определить длнну отрезка ММ. 

* * 
ь 


В редакционной почте есть еще 
несколько писем, в которых чнтатели 
журнала предлагают простые и ост- 
роумные решения конкурсных задач. 

Примерб (МФТИ, 1970). Пос- 
сажир метро спускается вниз по дви- 
жущемуся эскалатору за 24 сек. Если 
пассажир идет с той же скоростью, 
но по неподвижному эскалатору, то 
он спускается за 42 сек. За сколько 
секунд он спустится, стоя на ступень- 
ках движущегося — эскалатора? 

Если обозначить длину  эскала- 
тора через [, а скорость эскалатора 
и пассажира через и; и ч., то нетруд- 
но составить систему двух уравнений 
с тремя неизвестными, нз которой оп- 
ределяется нскомое отношение {/, 
(см. «Кваит», 1971, № 5, с. 46—47). 
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Ученик 7 класса Д. Феофанов 
(Алма-Ата) предлагает арифметическое 
решенне задачи. При одновременном 
движенни пассажира и эскалатора 
пассажир спускается за | сек на 
1/24 часть длины эскалатора. Но 
за 1 сек сам пассажир спускается по 
неподвижному  эскалатору на 1/42 
часть его длины. Следовательно, сту- 
пенька эскалатора за 1 сек прохо- 

1 1 
ДИТ 4—8 55 часть длины эскала- 
тора, а потому всю его длину она прой- 


дет за 56 сек. 
* + 


В контрольной работе телевизнон- 
ных курсов для поступающих в вузы 
была помещена следующая задача 
(см. «Квант», 1973, № 1, с. 55; № 2, 
с. 80). 

Пример 7. Найти уп 2а, если 
известно, что 


3152 — 10а 4-3 =0 


и что угол & удовлетворяет неравен- 
ствам 


5 3 
<< п. 


Любопытное решение этой задачи 
прислала в редакцию учащаяся ГПТУ 
Т. Антипова (Москва). Перенишем 
данное в условии равенство в виде 


10 {ха=3 (а-1). 
Так как 15? @ -- 1520, то отсюда по- 
лучаем, что 
2 ва 
Е 12 а 
Если вспомнить выражение синуса 
через тангенс половинного аргумента 


Е 
5 


2 —=- 
тх = ———— 
х ‚ 
‚ 8 — 
то немедленно находим ответ; зт 2 а= 
=3/,. Отметим, что условие 54/4<5а< 
<3Зл/2 оказывается лишним. 


Обзор подготовили Н. Розов 
и В. Степанова 
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Ленинградский 
государственный 
университет 


им. А. А. Жданова 


О Ленниградском государственном универ- 
снтете было рассказано в «Кванте» № 6 за 
1975 и 1976 годы. В этом номере мы приво- 
днм варнанты пнсьменного вступительного 
экзамена по математике на различных фа- 
культетах ЛГУ в 1975 году. 


Математико-механический факультет 
н факультет прикладной математикн — 
процессов управления 


1. По окончании первого цикла работ 
имеется й литров воды, содержащей р % 
вредных вешеств. Через каждый час работ 
второго цикла количество воды уменьшается 
на 6 литров, а концентрация вредных веществ 
увеличивается на 9$ %. Когда нужно закон- 
чить второй цикл работ, чтобы при сливе ос- 
тавшейся волы можно было уннчтожить нан- 
большее количество вредных веществ? 

2. Решнть уравнение 


„зщ 
ха ухе =1 


прн всех значениях параметров а и 6. 
3. Решить уравнение 


==. 


4 51? | + *) = (За — т 2х)? 
при всех значениях параметра 4. 

4. Через середину хорды круга длины а 
проведена лругая хорда длины $. Определить 
Злины отрезков, на которые хорда 6 лелится 
хордой а. 

5. На окружности полукруга раднуса Ю 
даны точки Д и В. Если М — один из концов 
днаметра, а О — центр окружности, то 


3 АОМ=а, 2 ВОМ = В (0 <в <<} 


Определить площадь полной поверхности 
тела, образованного вращеннем кругового 
сектора АОВ вокруг днаметра. 
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Химический м психологнческый факультеты 
м экономмческий факультет 
(кроме отделення политэкономии) 


1. В лабораторнн имелось два Одина. 
ковых ящика порошка, содержащего р % 
висмута. Мз каждого ящика израсходовали 
по 2 кг порошка, а затем добавили столько же 
нового порошка, причем в первый ящик до- 
бавнлн пороиюк, солержащий 4 % висмута, 
а во второй — 34 % внсмута. В результате 
во втором ящнке оказалось в 1.5 раза больше 
висмута. чем в первом. Сколько висмута 
было сначала в каждом из ящиков? 

2. Решить систему уравненнй 


| бу: —у-+0.2* = 20, 
1 х-+- 02и=2. 
3. Решить уравненне 


10#3с0$ 2х — 2 ювйЕх = 1-- 
+ 1083 (5 х -- с05 х) -- 1063(с0$ х — $“ х). 


4. В прямоугольном треугольнике гн- 
потенуза равна си в три раза больше высоты, 
проведенной нз вершнны прямого угла.Найтн 
катеты. 

5- Тупоугольный  равнобедренный тре- 
угольник врашается около оси, проходящей 
через точку пересечения его высот парал- 
лельно большей стороне. Определить объем 
тела вращения, если тупой угол равен с, 
а протнвоположная сторона равна а. 


Бнолого-почвенный 
и нь факультеты 


. Бригада, лесорубов должна была за- 
я 400 м3 дров. Эту работу лесорубы 
выполннли на 3 дня раньше, так как ежед- 
невно заготовляли на 30 МЗ дров больше, чем 
плаинровалось. Сколько дров заготовляла 
бригада ежедневно? 

2. (Только для биолого-почвенного фа- 
культета). а. нерзвенство 


1 
5 УХ - == ы = 24-5; г4. 


2а. (Только для географического фа- 
культета). Решить уравнение 


. | 4 
= 3 +4. 


3. Решить систему уравиеннй 
х-- у= 25-1069, 


ее. 


4. (Только для  бнолого-почвенного 
факультета). По сторонам треугольника а 
и фи медиане тс определить остальные ме- 
днаны. 

4а. (Только для географического фа- 
культета). Прямоугольный сектор раднуса КЮ 
разлелен на две частн дугой круга того же 


5 
5х -- 5; = 2х: 


радиуса с центром в одном конце дуги сектора. 
Определить раднус круга, впнсанного в боль- 
шую из этнх частей. 

5. В трехгранном угле каждый из плос- 
ких углов при вершние равен а. Как удалена 
от его вершины точка, которая находится 
внутри угла на расстоянин а от каждой грани? 


Геологический факультет и отделение 
политэкономии экономического факультета 


1. Танкер заполняется нефтью с помошью 
5 труб. Если пронзводительность каждой тру- 
бы уменьшить на 8 м/мин, а число труб уве- 
личить на 2, то время заполнення танкера 
не нзменнтся. Определнть первоначальную 
пронзводительность труб. . 
2. Решить систему уравнений 


Хи =7, 


108» = =2-х. 


3. Решить уравнение 


` 


р : я д 
$т 2х = Зах. 5 (= —х 
` 


`- ы 
—_ 


4. Найтн множество точек на плоскости, 
координаты которых удовлетворяют неравен- 
ству [3 — хи — 1, 

5. Гранн некоторого параллелепниеда 
есть ромбы. равные между собой н располо- 
женные так, что встречаются вместе три ост. 
рых плоских угла. Определнть объем этого па- 
раллелепнпеда. если сторона ромба равна а, 
а острый угол ©. 


Физический факультет 


1. Пловец переправляется через реку с 
параллельными берегамн, ширнна реки рав- 
на Ё. Скорость пловца в стоячей воде равна 
и. Скорость течения реки предполагается по- 
стоянной во всех точках рекн и равной и, 
причем м >> и. Под каким постоянным уг- 
лом х с нормалью к берегу пловцу следует 
направлять свою скорость, чтобы течение его 
меньше всего снесло? 

2. Решить систему уравнений 


[ и--о=3, 
ы -1- 03 = 33. 


3. Решить уравнение 


Ух ИТ — зтх — соя 
р к х 
И чт [с чт) м. 


4. Прн каких змаченнях параметра а 
все пары чнсел (х, у), удовлетворяющие не- 
равенству и >> 5 (х— а)? —|/9—а?, одновре- 
менно удовлетворяют и неравенству у > 
> х? — 3? 

.5- Шар с центром в центре куба касзется 
его ребер. Какую часть объема куба состав- 
ляет его общая часть с шаром? 

И. Молотков, В. Осипов, 
С. Славянов, П. Товстик 
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Новосибирский 
государственный 
университет 


В этом номере мы помещаем образцы варк- 
антов пнсьмениного экзамена по физике на 
физическом факультете НГУ в 1975 году. 


На экзамене по физнке каждому абитурни- 
енту предлагалось 6 задач, из которых одна 
качественная — объяснить фнзнческое явле- 
ине, показанное экзаменатором на демоистра- 
цнонном столе. На решенне всех задач от- 
водилось 5 часов. 

Решения всех залач {кроме первой) оце- 
нивалнсь в баллах, в завненмости от степени 
сложности задачи (за неполное решенне за- 
дачн ставилась часть баллов}. Макснмальные 
баллы следующие: за задачу №2--3 балла. 
№ 3—4 балла, № 4—5 баллов, № 5 — 7 бал- 
лов, № 6—9 баллов. Для получения положн- 
тельной оценкн нужно было набрать не мень- 
ше 4-х баллов. Оценка «отлично» ставнлась 
при 19—21 баллах и выше. 

В приводимых ниже вариантах после фор- 
мулировки каждой задачн в скобках указана 
доля (в процентах} правнльшых решеинй этой 
задачи. Первое число — процент правнльных 
решений средн зачнеленных в университет, 
второе — среди незачисленных н третье чис- 
ло — средний процент. Прн вычнсленни про- 
центов задача считалась решенной, если за 
нее поставлено не меньше половнны максн- 
мального балла. 


Варнант 1 


1. Свет, пройдя стопку плоских тонких 
стеклянных пластнн, погруженных в воду, 
создает на стенке — экране нзображение 
букв: НГУ. В отсутствие воды изображение 
исчезает. Объяснить эффект. 

2. В цилиндре с площадью поперечного 
сечения 5 на высоте Я от дна находится пор- 
шень массы М, поддерживаемый сжатым га- 
зом с молярной массой и. Температура газа 
в цилиндре Т, атмосферное давление р. 
Определить массу т газа в цилиндре. Тренне 


$7 


Куап тссте.ги 





Рис. 1. 


Рис. 2. 


отсутствует. Ускоренне свободного падения д. 
(88, 44, 69) 

3. Конденсатор емкости С включен в 
цепь, как показано на рисунке 1. Найтн ус- 
тановившийся заряд Конденсатора. {69, 35, 


55} 

4. На очень длинном стержне находятся 
трн маленькие бусинки массы т с зарядом 9 
каждая. Расстоямие между первой н второй 
н между второй и третьей бусннкамн равно а. 
Какую скооость будут иметь бусинки на очень 
болыцом расстояния друг от друга, если нх 
отпустить? Тренне отсутствует. (53, 13, 36} 

5. В прямоугольный очень высокнй сосуд 
малита жидкость плотности р. В одной из 
стенок у дна сосула имеется прямоугольное 
отверстие высоты Ё, куда вдвннута на рас- 
стояние | невесомая пробка того же сечения 
(рис. 2). Между пробкой и дном сосуда жнд- 
кость не проникает. Коэффициент трення 
пробки о дно сосуда равен #. Трение пробкн 
о края сосуда преиебрежимо мало. При каком 
уровне жидкости над пробкой жидкость не 
сможет вытолкнуть пробку? Атмосферное 
давление р. (66, 26, 49} 

6. На горизонтальной гладкой плоскостн 
в начальный момент покоится прямоугольная 
рамка массы М с длннной стороной, равной 
а. Со скоростью и вдоль этой стороны дви- 
жется упругий шарик массы т. В дальнейшем 
шарнк двнжется, ударяясь о середины ко- 
ротких сторон рамкн. Найти время межлу 
лвумя последовательнымн ударамн шарнка 


о. — 





Рнс. 4. С 
48 


Рис. 3. 


0б одну и ту же короткую сторону. Разме- 
рами шарнка пренебречь. (53, 0, 31) 


Вариант 2 


1. В замкнутом сосуде, частнчно запол- 
ненном водой, плавает игрушка — «водолаз». 
В сосуд вставлена трубка. Если в трубку 
подуть, «водолаз» тонет. Прн освобождении 
трубкн возникает два варианта: иногда «во- 
долаз» всплывает, а иногла так н остается под 
водой. Объяснить поведение игрушки. 


2. На рисунке 3 изображена электрнчес- 
кая схема, в которую втекает н вытекает ток /, 
как показано на рисунке. Найти напряженне 
У между точкамн Г н 2. (81, 8, 49) 

3. В вертикальную стенку вбиты два 
гвоздя Ан В, на которые сверху опирается 
стоящий у стены обруч веса Р с центром в 
точке О (рис. 4). Найтн силы, действующие на 
каждый из гвоздей, если раднусы ОЛ и ОВ 
составляют © вертикалью углы & н В соответ- 
ственио. Тренне отсутствует. (87, 29, 62} 

4. Утка летела по горизонтальной пря- 
мой АВ с постоянной скоростью н. В нее 
бросил камень неопытный ‹охотинк», причем 
бросок был сделан без упреждения, т. е. В 
момент броска направление скорости камня 
(усол < к горизояту) было как раз на утку 
(рне. 5). Величина начальной скорости камня 
равиа и. На какой высоте В летела утка, 
если камень все же попал в нее? Ускорение 
свободного падения #. Сопротивленнем воз- 


и 
© вый — В 





духа, размером утки н ростом «охотника» 
пренебречь. {81, 12, 51) 

5. В длинной трубке между двумя порш- 
нями (масса каждого из них равна т) на- 
ходнтся идеальный газ, а вне поршней — 
вакуум. В начальный момент правый пор- 
шень нмеет скорость п, а левый — в три раза 


С, 


В, В» 
Ч 


Рнс. 7. 


большую, причем направлены они в одну 
сторону. Температура Газа в начальный мо- 
мент равиа Го. Найти максимальную тем- 
пературу газа, если стенки трубки ин поршни 





Рнс. 8. 
теплоиепроницаемы. Внутренняя энергия газа 
пропорцнональна абсолютной температуре 


(( = СТ). Тренне отсутствует. (78, 8, 44) 

6. Металлический прут ЕР (сопротивле- 
ние единицы его длины равно г) движется с 
постоянной скоростью и, замыкая два нде- 





Рис. 9. 


альных проводинка АС и АД, образующих 
угол а (рис. 6). Длина АС равиа {н ЕЁ |. АС. 
Вся система находится в одиородном посто- 
янном магнитном поле В, перпендикулярном 
плоскости снстемы. Найтн полное количество 
тепла, которое выделнтся в цепн за время 
движения прута от точки А до точки С. (65. 
8, 40) 
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Варнант 3 


1. Пламя горелки коптит. Если поднести 
сверху вертикальную стеклянную трубку, ко- 
поть пропадает, однако появляется снова, 
еслн закрыть трубку сверху. Объясиить яв- 
ленне. 


2. На дне моря (глубина Н) стоит бак 
(куб с ребром Н), заполненный водой. Какую 
минимальную работу А надо совершить, чтобы 
выкачать воду из бака? Плотность воды р. 
Ускорение свободного падення д. {39, 37, 38) 


4 3- Конденсаторы с емкостями С:, Сан 
Сз включены в цепь, как показано на рисун- 
ке 7. Найти установившнеся заряды конден- 
саторов. (78, 58, 69) 

4. Концы нерастяжимой невесомой нити 
длины Г, закреплены в точках А н В, находя- 
щихся на разных уровнях, как показано на 
рисунке 8. На нить надета тяжелая бусннка 
С. Пренебрегая размером бусинки н трением, 
найти расстояние от точки А до вертикали, 
проходящей через бусннку. (64, 21, 44) 

5. Один моль газа участвует в процессе, 
график которого представлен на рисунке 9, 
проходя последовательно состояния К, Ё, 
АТ. Внутренняя энергия газа пропорино- 
иальна абсолютной температуре (И == сГ}. 
Найтн поглощенное газом в процессе КЕМ 
тепло. (36, 16, 27) 


6. В тонкостенной непроводящей равно- 
мерно заряженной зарядом О сфере раднуса А 
н массы М имеются два небольших днамет- 
рально противоположных отверстня.’ В на- 
чальный момент сфера покоится. По прямой, 
соединяющей отверстия, из бесконечности 
начннает двнгаться со скоростью и частнца 
массы т с зарядом 4, одноименным с @. Найтн 
время, в течение которого заряд 4 будет 
находиться внутри сферы. (35, 0, 19) 


Г. Меледин 
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Новые 
КНИГИ 


В этом году мы продолжаем 
публикацию аннотаций на 
кннгн по математике н фн- 
знке, издающиеся в 1976 го- 
ду, которые могут быть ин- 
тересны нашим чнтателям. 
По многочисленным прось- 
бам чнтателей мы будем 
также публиковать аннота- 
цни на некоторые книги нз- 
дательств «Молодая гвар- 
дия», «Детская литература» 
м «Знанне». 


В этом номере мы рас- 
скажем с книгах, выходя- 
щнх в первом квартале 
1976 года. 


Большинство этнх книг мож- 
но прнобресты через спецна- 
лизнрованные магазины 
«Кинга почтой». 


Математика 
Издательство «Наука» 


1. Пойа ДД. Матема- 
тическое открытие. Пере- 
вод с аигл. Издание 2-е. 
Объем 31 л., тнраж 50 000 
экз., цена 1 р. 64 к. 

Имя выдающегося ма- 
тематика и педагога Д. Пойа 
хорошо известно по его мно- 
гочнсленным научным рабо- 
там. Однако наибольшей 
популярностью в среде лю- 
бнтелей математикн пользу- 
ются его двухгомные «За- 
дачи и теоремы низ анализа», 
а также книги «Как решить 
задачу?» и переизданная в 
1975 году «Математика и 
правдоподобные рассуж- 
дения»; в математнческой 


$ 


литературе книг, равных 
ей по точности анализа и ув- 
лекательностн изложения, 
пайти нелегко. 

Такой же характер имеет 


и книга «Математическое 
открытие». «Математическим 
открытием» Д. Пойа назы- 


вает получение любого (сколь 


угодно — скромного!} ре- 
зультата, например, просто 
решение задачи. Рассмат- 


рнваемые в этой книге зада- 
чи редко требуют зианий, 
выходящих за пределы про- 
граммы средней школы, ио 
ло своей трудности онн за- 
частую превышают школь- 
ный уровень. Для некоторых 
задач дается их полное ре- 
шеняе {хотя и в сжатом ви- 
де), для других намечается 
только несколько первых ша- 
гов, а нногда указывается 
только конечный результат. 

2. Гнеденко Б. В.. 
Хинчин А. Я. Элементар- 
ное введение а теорию веро- 
ятностей. Издание 8-е, ис- 
правлениое. Объем 8 л.. ти- 
раж 100 000 экз., цена 27 к. 

Роль тсоретико-веро- 
ятностных методов в самых 
различных областях зна- 
ния с каждым годом все 
увеличивается. Книга Гне- 
денко н Хничнна отличается 
от другнх книг по теорин 
вероятностей тем, что она 
предъявляет миннмальные 
требоваиня к математичес- 
ким знаниям читателей — 
школьного курса вполне до- 
статочно для свободного по- 
нимания всех ее разделов. 


Издательство «Просвещение» 


3. Виленкин Н. Я. 
Индукция. Комбичаторика. 
Объем 3 л., тираж 300 000 
экз., цена 10 к. 

В настоящее время в курс 
математнкн средней школы 
вводятся вопросы,  связан- 
ные с методами  математн- 
ческой индукцин и с комбн- 
наторикой. Переход школь- 
ного курса математики на 
теоретнко. множественные ос- 
новы требует нового изло- 
жения ни этих разделов. Та- 
кое нэложение н дается в 


брошюре. Рассмотрение ме- 
тода математической нин- 
дукции основывается на сис- 
теме аксиом Пеано; расска- 
зывается о дедуктивном н 
индуктивном методах дока- 
Зательства, разбирается 
большое количество  инте- 
ресных примеров на прнме- 
нение математической нн- 
дукцни для доказательства 
тождеств и неравенств. В раз- 
деле, посвященном комбниз- 
торике, приводится подсчет 
числа подмножеств данной 
мощности и числа отобра- 
жений данного вида  (на- 
пример, выясняется. сколь- 
ко существует монотонных 
отображений, т. е. отобра- 
жений, сохраняющих поря- 
док; подсчнтываетея, сколь- 
ко существует разных ото- 
браженнй одного множества 
в другое н т. д.}. Выводится 
формула для числа размеще- 
иии с повтореннямн, дают- 
ся приложения комбина- 
торики к теорин вероятнос- 
тей. 

Книга. безусловно, бу- 
дет полезна всем старше- 
класеникам, особенно уча- 
щнмся девятых КЛассов, а 
также учителям математики 
н руководителям  математи- 
ческнх кружков. 


Издательство «Мир» 


4. Эббот 3. Э. Флат- 
ландия. Перевод с англ. 
Бюргер Д. Сферландия. 
Перевод с голя. Объем 16 л., 
тираж 50 000 экз., цена 1 р. 
04 к. 

Серня переводов мало из- 
вестных советскому чита- 
телю книг зарубежных ав- 
торов по занимательной ма- 
тематнке, которую открыли 
три книги М. Гарднера («Ма- 
тематические головоломки и 
размышления», «Математи- 
ческие досуги» и «Математи- 
ческие  новеллыз), получила 
ожнвленные откликн. В этой 
серин уже вышло 8 Кинг. 
В 1976 году она пополнится 
еще одной книгой. 

Эта  кннга объединяет 
два пронзведеиня, напнсан- 
ных в разное время н разны- 
ми людьми: «Флатландия» 
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написана в 1880 году англий- 
ским педагогом Эдвином 
3. —Э6ботом, а «Сферлан- 
дня» — в 1957 году  гол- 
лаидским математиком Ди- 
онисом Бюргером, который 
продолжил и развил затро- 
нутую  Эбботом тематику. 

Авторы  «Флатландии» 
(«Романа о четвертом изме- 
ренни с иллюстрациями Квад- 
рата») н «Сферландии» («Ро- 
мана об нскривленном прост- 
раистве и расширяющейся 
Вселенной с иллюстрациями 
Шествугольника») — избрали 
ие совсем обычный путь 
«постижения» геометрин. И 
Эббот. ин Бюргер как бы 
ставят себе цель: учить ма- 
тематике так, Как узнают 
мир детн — в нгре. Об этих 
книгах можио сказать, что 
это -- по-настоящему хоро: 
шая научная фантастика; нх 
можно поставить где-то меж- 
ду произведениями Льюиса 
Кэррола ни «Гулливером» 
Джонатана Свифта. 

Мир, в котором живет 
Квадрат, населен двумер- 
ными существами. Мх пред- 
ставление о «пространстве» — 
это,  по-существу,  евкли- 
дова геометрия на плос- 
кости. М иленя Квадрата о 
возможности существования 
третьего, и даже четяергого 
измерений кажутся его «со- 
времениикам» столь бредо- 
выми н орасными, что они 
сажают Квадрата в тюрьму. 

Мнр Шестнугольннка го- 
раздо сложнее, чем мнр его 
«деда» — это сфера. «Гео- 
метрия»  сферланлцев — это 
опять-таки геометрия лвух 
измерений (но уже на сфере), 
однако Бюргер полводнт чни- 
тателя к представленню о 
трехмерном пространстве, ге- 
ометрня которого может не 
быть евклидовой. 


Напнсанные с мягким 
юмором, книги Эббота нм 
Бюргера пользуются  зз- 


служенным успехом у себя 
на родине. Мы надеемся, что 
они занитересуют н наших 
читателей. 

5. Тригг Ч. Задачи с 
изюминкой. (Задачи н олим- 
лнады.) Объем 16 л., тираж 
50 000 экз., цена 87 к. 

Этой книгой Ч. Трнгга. 
американского математика н 


педагога. открывается новая 
серия кинг издательства 
«Мир» — «Задачи и олим- 
пиады». которая булет вклю- 
нать задачн,  преллагавин- 
еся на математических олим- 
пиадах разных стран. Зада- 
чн, собранные в книге Трниг- 
га, были опубликованы в 
различных. иногда серьез- 
ных математических журна- 
лах. Формулнруются оин 
довольно сложио, но, как 
правнло. допускают просх- 
тые, изящные и оригиналь- 
ные решения. Срелн авторов 
такнх решений -— извест- 
ные американские матема- 
ТИКИ. 
Большинство 
вполне 
кам 


задач 
по силам школьни- 
старших  классов- 


Физика 
Издательство «Наука» 


1. Коган Б. Ю. Сто 
задач по  злектричестви. 
Объем 5 л., тираж 200000 
экз., цена 14 коп. 

Этот сборник залач вы- 
пускается в серни «Библио- 
течка — физико-математиче- 
ской школы». Он состоит из 
ста нестапидартных задач по 
электричеству. носящих за. 
нимательный характер. Ко 
всем задачам даны полроб- 
ные решення. 

Книга рассчитана 
учащихся 9—10 классов. 

2. Перельман Я. И. 
Занимательная физика. Кин- 
га 1. Издание 19-е. Объем 
12 л., тираж 400 000 экз., це- 
на 46 коп. 

3. Перельман Я. И. 
Занимательная физика. Книи- 
га 2. Издание 19-е. Объем 
15 2., тираж 400 000 экз., це- 
на 53 кон. 

Эти книги паписаны из. 
вестным — популярнзатором 
наукн. Задача книги не 
столько сообщить читателю 
новые знания, сколько но- 
мочь ему оживить уже 
кмеющнеся. Несмотря на 
то, что книга написана дав- 
нос, она «устарела» лишь в 
очень незначительной степе- 
ни. 


па 


Рассчитана на интере- 
сующихся физикой учащихся 
средией школы и лиц, зани- 
мающихся самообразова- 
нием. 


4. Компанеец А. С. 
Законы физической статисти- 
ки. Ударные волны. Сверх- 
плотное вещество. Издание 
2-е Объем 15 л., тираж 
40 000 экз., цена 50 коп. 

Научно-популярлые ста- 
тьи 06 основных законах 
и некоторых важных прило- 
женнях статистической фн- 
зикн налисаны выдающимся 
советским фнзнком-теоретн- 
ком проф. А. С. Компаней- 
цем. В поруляриой н вме- 
сте с тем строго научной 
форме автор рассказывает о 
статистической физике, об 
основных законах. управ- 
ляющих физнческими систе- 
мамн нз многих частиц, о 
важных для практики спе- 
циальных вопросах. Для по- 
нимания книги не требуется 
специальных знаний, но чи- 
тать се надо внимательно и 
ваумчиво. 

Сбориик рассчитан на 
школьников старших клас- 
сов. 

5. Шкловский Н. С. 
Вселенная. жизнь, разум. 
Издание 4-е. Объем 29 л., ти- 
раж 150000 экз.. цена 1 р. 
10 к. 

Это — новое — издание 
известной книги, посвящен- 
ной увлекательной проблеме 
зозможности разумной жиз- 
ин на других планетных снс- 
темах. Вместе с тем книга 
содержит достаточно полное 
ин достувное изложение ре- 
зультатов современиой аст- 
рофизики. Автор книги — 
известный советский астро- 
физнк — включил в нее рял 
оригинальных идей и гино- 
тез. Отдельная глава посвя- 
цена советско-американской 
коиференции в Бюракане, ©б- 
суждавшей вопросы связи с 
внеземнымн цивилизациями, 

Книга рассчитана, на ши- 
рокнй круг чнтателей, ннте- 
ресующихся успехами совре- 
менного естествознання. 


И. Клумова, 
М. Смолянский 
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«Квант» для младших школьников 








Задачи 


1. На шахматной доске на поле 
{8 стоит ферзь. Двое по очереди 
передвигают ферзя либо на нес- 
колько клеток вниз, либо на не- 
сколько клеток влево, либо на не- 
сколько клеток влево — вииз по диа- 
гонали. Вынгрывает тот, кто загонит 
ферзя в левый нижний угол — на 
поле а\. Известио, что в этой игре 
начннающий, если он играет правиль- 
но, всегда вынгрывает, как бы хоро- 
11 ни играл его партнер. Как же 
должен играть начинающий, чтобы 
вынграть? Сколько ходов ему пона- 
добится? 

А кто выигрывает при правиль- 
ной игре — начннающий или его про- 
тивник, если вначале ферзь стоит на 
поле е8? 

2. На дачном участке летом стоя- 
ла палатка. Когда начались морозы, 
палатку сняли, а участок решили пе- 
рекопать. Оказалось, что сухая зем- 
ля непосредственно под палаткой ус- 
пела промерзнуть сильнее, чем окру- 
жающая более влажная земпя. Как 
это объяснить? 

3. В классе 35 учеников. Из них 
20 занимаются в математическом круж- 
ке, 11 — в кружке «умелые руки», 
10 ребят не ходят в эти кружки. Сколь- 
ко «математиков» занимаются в «уме- 
лых руках»? 

4. Расположите на плоскостн один- 
надцать одинаковых квадратов, не 
налегающих друг на друга, так, чтобы 
выполнялось следующее условие: как 
бы ни покрасить эти квадраты тремя 
красками, обязательно какие-нибудь 
два квадрата одного цвета будут нметь 
общий участок границы. 
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Л. Фладе 


Необходимо 
ИЛИ 
достаточно? 


Франк давно уже мечтал о собствен- 
ной железной дороге. И вот в день 
рождения на столе были разложены 
рельсы, стрелки, реостат и электро- 
воз с четырьмя вагонами. Был и до- 
мик с вывеской «Вокзал». После 
уроков Франк пригзасил в гости свое- 
го приятеля Мишу. Сначала ребята 
построили путь, нзображенный на 
рисунке 1. Франк регулировал ско- 
рость поезда с помощью реостата и 
переводил стрелку № 1 (С,). Миша 
переводил остальные стрелки. Ре- 
бята заметили, что если стрелка С, 
поставлена в положение «налево» (по 
ходу поезда), то поезд не может ми- 
новать вокзала (красные стрелки на 
рисунке 1). Такую зависимость можно 
сформулировать в виде зесли — то»: 

(1) если стрелка С, поставле- 
на в положение «налево», то поезд 
приходит к вокзалу. 

Или иначе: 

(2) всегда, если С, поставае- 
на «налево», то поезд праходит к 
вокзалу; 

{3) положения С, «налево» до- 
статочно, чтобы поезд пришел к 
вокзалу. 





*) [.. Раде. «Мобмеп ею офег  Мпге- 
снеп@ — даз 15{ Шег Че Егаре». Журнал «Аль- 
фа» (ГДР), 1975, № 2. Перевод и обработка 
А. Халамайзера. 
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Посмотрим, необходимо ли 
такое положение С,, чтобы поезд при- 
шел к вокзалу? Оказывается, это не 
необходимо: при положении С, 
«прямо», а С. «налево» поезд также 
придет к вокзалу (синие стрелки на 
рисунке 1). 

Переставив отрезок рельсов меж- 
ду стрелками С, и С. так, как пока- 
зано на рисунке 2, ребята заметили, 
что теперь уже положения С, «на- 
лево» не достаточно для того, 
чтобы поезд пришел к вокзалу (крас- 
ные стрелки на рисунке 2). В самом 
деле, если стрелка С, установлена 
«налево», а С. «прямо», то поезд не 
попадет к вокзалу; положение же 
обенх стрелок С, и С. «налево» при- 
ведет поезд к вокзалу. Ну, а если С, 
стОит «прямо», то независимо от поло- 
жения С. поезд к вокзалу не придет. 
Значит, положение С, «налево» и е- 
обходимо, чтобы поезд пришел к 
вокзалу; поезд не может придти к вок- 
залу, если С; не стоит «иалево». Итак, 

(4) только, если С, стоит 
«налево», поезд может придти к вок- 


залу, 
или иначе: 

(5) поезд приходит к вокзалу 
только тогда, когда С, 


поставлена в положение «налево». 

Тог же смысл имеет предложение 

(6) если поезд приходит к вок- 
залу, то С, стоит в положении «на- 
лево». 

В школе на уроках математики 
вы выяснили, что оборот «если — то» 
связывает условие и заключение тео- 
ремы, предложения, высказывания. 
Посмотрим, что является условнем 
н что — заключением в высказыва- 
ниях (4), (5), (6). Вероятно, вы заме- 
тили, что во всех трех высказываниях 
условия совпадают: поезд приходит 
к вокзалу. Заключением во всех трех 
высказываниях будет С, стоит в 
положении «налево» 

Задача 1. Укажите условие в сле- 
дующих высказываниях. 

а) Если натуральное число делится на 5, 
лю оно делится и на 10. 


6) Если натуральное чисао делится на 
10, то оно делится и на 5. 


в) Треугольник АВС только тогда явая- 
ется равносторонним, когда он остроуголь- 
ный. 


г) Если ромд вмеет прямой угол, то он 
является квадратом. 

д) Число делится на 6 только тогда. 
когда оно делится на 3. 

Задача 2. Заполинте пролуски сло- 
вами «лостаточно» нли «необходнмо?», чтобы 
получились верные высказывания. 


а) Лелимиость напирального числа на 


Ча Эая тоео, чтобы это число дели- 
ось на 8 

6) Делимость ватиурального числа на 
АНИ для того, чтобы это число де- 


анлось на 4. 


в) Свойство треугольника быть остро- 


угольным, -..... для того, чтобы он был 
равносторокним. 

га<2 и ё<|5....... Эая того, 
чтобы было нь < 17. 

д) 2.6 =0....... 91яЯ того. чтобы 
было а = биб: 0. 

е) $ > 31и7<р<Щ....... для то- 


х0. чтобы было $.р`> 8%. 

Вернемся к нашей железной до- 
роге и рассмотрим схему путей, изоб- 
раженную на рисунке 3. Выясним, 
достаточным или необ- 
ходимы м является положение С, 
«налево» для прихода поезда к вок- 
залу. Очевидно, здесь положення С, 
«налево» достаточно, чтобы поезд при- 
шел к вокзалу. Или, иначе, выска- 
зывание 

(7) если С, установлена «на- 
лево», т о поезд приходит к вокзалу 
— верное. 

А является ли положение С, «на- 
лево» в схеме на рисунке 3 нео б- 
ходимым условием прихода поезда 
к вокзалу? Да, конечно, потому что 
высказывание 

(8) лоезд приходит к вокзалу т ол ь- 
ко если С, установлена «налево» 
— верное. 

Итак, в схеме путей, изображен- 
ной на рисунке 3, положение С, зна- 
лево» необходимо н в то же 
время достаточно, чтобы поезд 
пришел к вокзалу. Такая зависимость 
может быть выражена словами «тогда 
и только тогда»: 

(9) поезд приходит к вокзалу 
тогда и только тогда, 
когда С. установлена «налево». 
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Вообще, чтобы убедиться, что «А 
верно тогда н только тогда, когда 
верно В», нужно убедиться в том, 
что условие В является и необ- 
ходимым, и достаточным 
для заключения А. Если же выпол- 
нения условня В достаточно, но не 
необходимо, или необходимо, но не 
достаточно, то выраженне, содержа- 
щее слова «тогда и только тогда», 
оказывается певерным (ложным). 

Задача 3. Какне из следующих вы- 
сказываннй верны: 

а) Треугольник является равчобедренным 
тогда и только тогда, когда он равносторон- 
ний. 

6) Натуральное число делится на 3* 
тогда и только тогда. когда сумма гго цифр 
делится на 4—7. 

в) х < 4 необходимо и достаточно дая 
того, чтобы было 2х < 23. 

г) Диагонали  четырехугольника АВСО 
вэвимно перпендикулярны тогда и тозько 
тогда, когда АВСР — дельтонд ({дельтоидом 
илн ромбоидом называется выпуклый четырех- 
угольник, имеющий ровио одну ось симмет- 
рии, являющуюся его днагональю}. 

д) Лва  параллелюграмма имеют оди- 
наковую площадь тогда и только тогда, когда 
и них совпадают соответственно длины ос- 
нований и длины высот. 


Рассматривая расположение рель- 
совых путей, мы познакомились с 
важными словамн «достаточно» и «не- 
обходимо», установили, какие зави- 
симостн этн слова характеризуют. 
Внимательному читателю бросилось 
в глаза еше одно важное слово: чтоль- 
ко». Следующие примеры иллюстри- 
руют большую роль этого маленького 
слова. 





(10) Если четырехугольник 
АВСР — дельтоид, то его диаго- 
нали взаимно — перпендикулярны. 


(11) ТГолькоесли четырех- 
угольник АВСО — дельтоид, т о его 
диагонали взаимно перпендикулярны. 

Высказывания (10) и (11) отлича- 
ются друг от друга лишь словом 
«только». Однако добавление этого 
маленького слова меняет очень мно- 
гое: высказывание (10) — верное, а 
высказывание (11} — неверное (лож- 
ное)*). Иногда говорят, что высказы- 
ванне (11) является «обращением» 
высказывания (10), потому что его 
можно записать в таком виде: 

(11а) Если в четырехугольнике 
АВС диагонали взаимно перпенди- 
кулярны. то = он — дельтонд. 

Задача 4. Определите, какне нз сле- 
дующих высказываний верны. 

а) Если четырехуеольник АВОСЬ имеет 
хотя бы один прямой угол, то он является 
квадратом. 

6) Четырехугольник АВСО является 
квадратом только тоеда, когда он вмеет хотя 
бы один прямой угол. 

в) Только те фигуры, которые имеют рав- 
ные площади, конгрузытны. 

г) Если фигуры конеруэнтны, 
площади равны. 

л} Голько комеруэнтные фисуры имеют 
равные площади. 

е) Лая всех натуральных чисга в, 6 верно, 
что если п 6, то ё == В, 

ж} Цая натуральных чисел аерно, чпю 
только сели а $, поа В. 


по вх 








*) По этому поводу мы советуем читателю 
познакомиться также со статьей Л. Флале 
«Маленькие слова © большим значением» 
(«Квант», 1973, № 8). 
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Соревнование 
художников 


Это соревнование хорошо 
проводить группой в 5--8 
человек. Один ученнк виятно 
произносит последовательно 
координаты точек, а осталь- 
ные отмечают точки в пря- 
моугольной декартовой снс- 
теме координат н соеднняют 
каждую точку с предылу- 
шей отрезком прямой линии. 
Если точки найлены пра- 


вильно, то в результате ло- 
лучится схематическни рн- 
сунок какого-либо животно- 
ГО, ПТИЦЫ. 


3. (—1. 3. 66. 2). 5.—1, 
{3. 1). (4, 1}. {3, в. 
{3, —5). 2. —5). 2, —. 
п =И 3. = 0:3. —5), 


Вот фигуры для такого  (1--4. 5}, {--4.0), (6, 0). 
‹оревнования- {- -6. 4). (—85,3). (8,5). 
1. {— 10.0), { 9.1}. {—5, 6). (—5. 7}, (- 4, №). 
ый 
},12), {1,14}, (5.12). 11,12). 4. {2.5}. 42.0). (8.0). 
(6.0). (4, --3). (8. --3). (0, |, 9 о 
{— 10.0). (0, —2). (0. —3}. (5, -3. 


2. (0,0). (—1, —1). (-3,1). 
(-—9,3). -3,3). (4.6). 0.8), 


ЕТО. 


| (0.3. (23. 2.5), 
0.5), 00. 640. в ГЕ 
2.5). ВОО а 27. О, 5 
ЗВ, 6 8 00. 
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Ответы, указания, решения 
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К статье «Ленинградский государственный 
университет нм. А. А. Жланова» 


Математнко-механический факультет 


1. Если 29 — р = 0, то второй цику 

работ не следует начинать: если ад — 6р > 0, 
а 

то при р-- -> = 200 второй цикл работ 


Га \ 
следует прекратить через = ( -— —- ] ча- 
а 00 — 
сов, а при р-+- > 200 — через 4 Е 


часов. Указанне. На промежутке 0 = 


== надо найти точку, в ко- 


торой квадратный трехчлен — 892 -- (29 — 
— вр)! -- ар принимает наибольшее зиаче- 
нне, 


| 
2. Еслн а Е ‚ то решений нет; 


| 
если а=6 +, то х=—6—-5 ; 
} 
елн а> ра. то 
—3= ие —-в—3\ 
(Е =Уве-и-) ‚ Указание. 
Записать уравнение в внде системы 
и—и=1. 
13 — 03 =а— 6. 
— [А 
3. х, = | ы 





атс (За + 1+ 
Н Ал 
+ Уба +3) +-5; 
1 
ж = С агсы (За + 1 — Ува 3) + 
АК 
т 


| 
{& — целое). Если а<—-— илна>1. то 


| | 
решений нет; ели — 7 <а< — Я, т 


имеется две серин решений х, и х,;; еслн 


—5 <82< 1, то имеется одна серия ре- 


шеннй хз; при г== : ==“ на= 1 ре- 

шения найдите самостоятельно. Указа- 

ние. После преобразований для { = т 2х 

получается квадратное уравнение 1 — 

—2(1-- За) #-+ (942 —2) =0. Условие раз- 
1 


решимости этого уравнения есть а >> — э. 
Не забудьте, что || =1. 


4. + Уя=#), 
-6-Уй=я). 


а -- . — 
2Р. [2ыт ь =. -- 


5. 2лА?-п 
а — 
++ со$ 2 в 
Хнмнческий факультет 


К 
р кг. 2. х=|, 











3 д 
5-5 28 (8 =0. +1, ...). 


р Уи, У5—1 

аз “2 <“ 
лаз © \ 

5. Иа [315 


12 из © 
5—0 


Биолого-почвенный факультет 


\ 





К. ь 
1. 80 м. 2. о<х=з- |2 нли Хх 


3 = 
> 5+2. Указание. Для у= Ух-- 
1 
т получается неравенство 253 — 
1 
—5и--2 > 0, т. ес. Ух + ух 22 нии 
| 1 2+ У? 
УР < р. 


г 2а. х, = 
2—2 





д == 5 Указание. Для у= 
} 

=х- р получается квадратное 

уравнение 2? —5бу +2 =0, поэтому 

х + 5; =2 илн х- э=—>. 3. (х.у= 


= (Ел, Ал) (=1,2, ...). Указание. 
Из второго уравнения имеем х=| или 
44 у=0. Но х=| ие принадлежнт ОДЗ. 
Если ву = 0, то у = Ал. Ясно, что в ОДЗ 
входят только у=л, 2л, Зл,.... Для 
таких у низ первого уравнения получим 


| и ет ЧИ 
х=у. 4. та =-5- И 32? -|- 66? — 8? ; 


3 


1 ЗАИР Виа 
ть == > Из? -—- ба? — 8т* да. 5 ^. 


5. Узасш->. 


Геологический факультет 
1. 28 мЗ/мим. 2. (2,3); (1023,4). 3. х, = 
Вал иыо, +,...), г 
-Н Ал (Е =0, +1, ...). 
аз та ы 
5. 605 (&/2} } 





я 
с052 Я с05? <. 


Физический факультет 


о 
—. 2. и: ==2, и, = 
Уи? — о: 


—=1, 2-1, г.=9. 3. х=2л - 4лп (пя 0, 1, 


15—82 
2, ...). 4.а==0. 5. ь ти л=0,97. 





1. < = агс в 





К статье «Новосибирский государственный 
университет» 


Варнант 1 


т. Прн наличнн воды стеклянные пла- 
стинки практически ине препятствуют рас- 
пространенню света, так как показатели 
преломления стекла и воды близки и среда 
оказывается оптически почти одиородной 
(вспомните — погруженное в воду стекло 
становится невндимым). Без воды возникает 
большое число отражений от пластин; све- 
товой поток резко ослабляется: изображе- 
нне пропадает. 


ОЙ вы 
2. т = РТ (р5 + МЮ. 


4 
3. Ё9=-— ОС. 





Рис. 1. 


Куап.тссте.ги 





4. Из закона сохранения энергии 
00? 9? 9 
0 = а +2 а: получаем 
г: 
=  —. 
а. зат 


5. Обозначим высоту уровня жидкости 


над пробкой через Н. Запишем условие 
отсутствия движения пробкн: ререди$ 2 
\ 


> Рар +-р5, гле рсредн==р -- РЕ (н З} >} | 


$ =ай (а— ширина пробки). Е;р=ЁхХ 
х (РЕН -- р) [4. Отсюда получаем 


АР! — бей; 
> ив 
при 
ЗЫ ИЗ 
м<'< И ре наи У Зе <В< м. 


6. {1 = 2о/и. Указание. Удобиее все- 
го решать задачу в снстеме отсчета, связан- 
ной с цейтром масс снстемы шарик — рамка. 


Варнант 2 

|. «Водолаз» плавает, когда его вес ра- 
вен весу вытесиенной воды. Если игрушка 
сделана нз эластичного матернала (например, 
нз резины), то, сдавливая ее (поддувая воздух 
через трубку). можно заставить «водолаза» 
ЗонУть (при уменьшении объема уменьшается 
выталкивающая снла). По мере погружения 
увеличивается гидростатическое давленне, ко- 
торое. дополнительно сжимает игрушку. Су- 
ществует критическая глубнна, начиная с 
которой уже без поддува «водолаз» сжат на- 
столько, что выталкивающая снла меньше 
веса «водолаза». Еслн нгрушка уже достигла 
критической глубины, то при освобождении 
трубкн она будет продолжать тонуть. Если 
«водолаз» еще не дошел до критнческой глу- 
бины, ои иачиет всплывать. 


2. а = ГЕЙ 5. 
3. Из-за отсутствия трення силы реак- 


ции Мдн Мр направлены по соответствующим 
раднусам. Условия равновесня обруча дают 


д РяпВ я — Рзта 
^ = зте-+ В) * "В = За В) 
при < +В < л. 
и з 
ет 2и |2 сова — и| 12 а 


Г. с 

5. Внутренняя энергня, а значит, н тем- 
пература газа будут увеличиваться До тех 
пор, пока скоростн обонх поршней не ста- 
нут одниаковымн н равнымн 20. Поэтому 


разумно решать задачу в системе отсчета, 
движущейся вправо со скоростью Зи. Запи- 


53 


2 
то 
сав закон сохранения энергии 2 —5— -- сТь= 


= ТГ. получаем 


пи? 
тет 


6. При движении прута в нем возни- 
кает э. д. с. ИНДУКЦИИ, мгиовеиное зиаче- 


ь А5 
ние которой & = ЬВ г = Вей = Во 1 а 


(1 = и 16а — перемещение прута за время 1). 
Мгновенное значение тепловой мощности 
5 Во та Вова 
равно Р ({} = ЕТС = 1 
(© = г ща — сопротивление цепи). Пол- 
ное количество теплоты, зыделяющесся в це- 





{ 
ни за время ХТ = ‚ — время движения 


прута от точки А до точки С, равно 


Р(Т) ВРова 
@ = РередиТ = То. 

Вариант 3 

1, При нагреванин воздуха его плот- 
ность уменьшается (р = ри/ ЕТ) н начинает- 
ся конвекция: менее плотный нагретый воз- 
дух. обедненный кислородом, поднимается 
вверх. На его место поступает более холод- 
ный воздух, обеспечивая приток к пламени 
необходимого для сго горения кнслорода. 
Этн встречные потоки воздуха тормозят друг 
друга н частичио перемешиваются. При не- 
хватке кислорода пламя копткт (содержит 
большое количество песгоревшего, неокис- 
лнвшегося углерода —— сажн). 

Трубка создает заметный ток воздуха, 
обусловленный разностью давлений на ее 
концах; при этом взаимодействие с противо- 
током отсутствует. Это обеспечивает большую 
скорость тока (воздух в восходящую струю 
попадает лншь снизу, где давление макси- 
мально) н отсутствие попадания продуктов 
сгорания в подтекающую струю. Когда же 
трубка закрыта, нагретый воздух ипачинает 
течь вдоль внешией поверхности трубки, что 
ощутимо ограничивает доступ свежего воз- 
духа. Пламя может даже погасиуть. 


2. А = роЁЗ (М — ^/2). 





| 
\ мы 2 . 
3. 9: = С; 92 = 1-- Вы В, ь 
ем _ 
92—17 РА * 


4. На бусннку действуют сила тяжести 
тв н силы натяжения Тр иТ, (рис. 2), 
прнчем снлы натяження одинаковы по абсо- 
лютной величине (поскольку нить певесома). 


—“\ —\ 
Отсюда АСР = РСЕ, АБ=рЕ=х ни 
АС = СЕ. Из подобия треугольников ОЕС 
и ВЕЕР следует, что АС == Ех], где р = 
= АС- СВ — длина нити. По теореме Пн. 


$3 


Куап. тссте.ги 


фагора для треугольника ВЕР имеем: ЕЕ? -|- 
-- ЕВ? = ЕВ?, или (1 — 2%) - А? = (Г 
—21х!{, откуда 


. 1 че й 
г.:=7 (= ут). 
5. Согласно первому закону термоднна- 


микн © = ДИ -- А. Изменение внутренней 
энергни АМ = с (Гм— Гк). Из уравнення 


состояния идеального газа Гм == Ру и Гк= 
и С 

Р ', поэтому АЙ = Вау, — У). Ра- 

боту А, совершенную газом при расширении 


от объема И, ло объема И,, можем найти гра- 
фически (см. рис. 9 в статье): А==рРсреди Х 





| 
х(И, — Ид= 5 (фир р (У — Г,). Тогда 


окончательно для количества теплоты о. 
погломенного тазом, нмеем 


О=АИ+А- 
1 
=." [= +5)+3|. 


6. Запишем законы сохранения энергии 
м импульса для снстемы иарнк — сфера: 


о з 
ти? тет Мг 09 
Ш: 2 РЕ © 
ту = ти, -[- Мо.. 
Здесь с, — скорость шарика м и, — скорость 


сферы в тот момент, когда шарик влетаст в 
первое отверстие сферы. Внутрн сферы элек- 
трического поля нет, поэтому шарик дви- 
жется от одного отверстия до другого прямо- 
линенно ни равпомерно с относительной ско- 
Ростью уоти = и, —- 92. Время его движення 
равио 





{= == 


9: — 9 





Рис. 2. 


Мт 99. 
причем ри > 


К статье «Московский государственный 
университет нм. М. В. Ломоносова» 


(См. «Квант» № 9) 
Математика 


Механико-математический факультет 


1. При любом х имеем х?-- 4х —-6-= 
27 4х = 2)? -:: 21, поэтому область допус- 
тимых значений неравенства совпадает с мно- 
жеством всех действительных чисел. Предста- 
внм левую часть неравенства в виде 2:7 -- 61, 
где = У\юрз (8 Е 4х -р 6), Пользуясь тем, 
что неравенство 2/7 -; 6:> 8 имеет решения 
{= —4, {> |. а также тем. что множество 
значений фуикции У 1Ю6з (х? -- 4х —- 6) лежит 
в области положительных чисел, найдем, 
что неравенство 11063 (2 4х РБ 1 
равносильно исходному, Левая н правая 
части этого неравенства положительны при 
всех х, поэтому оно равносильно неравенству 
108з (х?-г 4х -Г 6) >> 1, а последнее, в свою 
очередь, неравенству х“ -|- 4х + 6 3 (мы 
воспользовались тем, что логарифмическая 
функция с основанием 3 монотонно возрас- 
тает). Решая последнее неравенство, нахо- 
лдим ответ: х= —3, хр |. 

2. Обозначив 2** Р-Р 1' через 1. най- 
дем из первого уравнения снстемы, что {* — 
— 32--314. Этому равенству удовлетворяют 
только два числа: — | н 32. Поскольку #1 > 
>20, то {-: 32. откуда х-Р цу 1-5. 

Далее. из второго уравнения системы 
нолучаем, что при некотором целом К выпол- 
няется равенство п-(х? -Г и*) -= 2дК, илн 
х" -- у".- 8К, откуда следует, что К 0. 
С другой р вмеем: хё-г (у-г 1} — 
— (А? -- у?) =2у--1= 5—3К, откула и = 2 — 
— К. С учетом условия у 0. получаем: 
К, 0, К, 1. К. Теперь х = 
==+ И6К —4-— К?, отсюда находим ответ: 
0, СБ. 12, 0). (-2, 0). 

3. (@ — В)/2. Указанне. Точка К 
равноудалена от прямых АРи АД, поэтому 


прямая АК является биссектрисой угла 
РА. 
4.50. 9. Указание. Рассмат- 


ривая сечение пнрамиды н шара плоскостью 
А5$К. легко найтн. что АВ -- 6. Далее легко 
показать, что точки АГ н № равноудалены от 
точки А. Найдутся два положения точек М 
и А в треугольнике АВС (МУ 5). лишь 
при одном из инх плоскость пересечет про- 
долженне 5К за точку К. 
5. Решая уравнение зи х — со$ бх 


= $1 Зх — с0$ 8х, получаем серив: х)› Кл, 
Хх А — 1): Ю, д ЯК -- Зл 8 
(К — целое). В промежуток (— 4; --25} 
попадают -—-л, —91/10, —7д.6, 17д: 18, 


из которых только — 91/0 и —7л.6 лежат в 


Куапетесите.ги 


ОДЗ {в ходе решения требуется доказать ие- 
| 


л 
равенство 51 1; > 7) : 


Факультет вычислительной математики 
н кибернетикн 











8 22 
1. х = 5, | ве Е. 2. Хх: = 
2 2: 
=_=. у; = Затсяп О К; х. = 
—2 — Зя +—л 
== = ‚ Ша" Жагсат ] — + 
Й я Й 


-Уг-= 


--Кл. К=.0, +1, +2... 3. 5 





Ее 
СЕТА 4. 42 т. 5. 2": УЗ. 


Физический факультет 


1. хе АЯ, К=0, +1. +2,... 
3 
2. х=3. 3. — <; < Ю2, ХИ. 
8 Е 137 
4. УП. 5. =.  Указа- 


1772 


ние. Центр искомого шара является н 
центром щара, описанного окола инрамиды 


КЕМХ 


Биологический факультет 


1. 65 деталей в час. 2. р :1. Ука. 
Ззанне. Дискриминант квадраткого урав- 
нения должен быть равеп пулю. 3. АМ = 

= 17/8. 4. х-= Я-- 2, д = 21/2) > 
-- Ол. хз — 2 (л.6} -- 2Ал, гле 22:0, 
2-1, —2,... 5. Все целые числа п, удовлет- 
воряющие условию —1< л-= 13. Ука- 
зание. Даниое неравенство выполняется, 
еслн или 


- 
2 ——пт13>1. 
]1716—1я г 
ИЕ 
ИЛН 
| 2 —п-1-13 <. 
16 нп 
Ре. 
Уи 
Нужно заметить, что {и (я 6) < ш 4115) < 
< и (п:4), а потому 1<2№ (1715) < 2. 


Химический факультет 


1. 0х < 4.2. Яиварская добыча вто- 
рой шахты больше январской добычи первой 
шахты на 3100 2. 


3. 9(11+416):50. 
4. Кз 5/4. 


5. 2№п < аз 2п | л, где = 1, 2, 3... 
Указание. Из второго уравнения сис- 
темы следует, что х>0, 0 <«у«<ана-— 
—и = х. С учетом последнего равенства первое 
уравненне системы прниимает внд $1п Зх -- 
= Зяпх = 0, или зшх (3—2 5112х) = 0, 
откуда зтх == 0, т. е. х= лл, где п — на- 
туральное число. Таким образом, при а= 0 
даниая снстема решеннй не нмеет, а прн фик- 
сированиом а >> нмест решения х = пл, 
у= а р— пл, где п — натуральное чнсло, 
удовлетворяющее неравеиству 0 «п «а/м. 
Остается более точно подсчитать зависимость 
числа решений от значения а и определить, 
при каких а > 0 эта система имеет четное 
чясло решений. 


Факультет почвоведення 

1. }/3 всей работы. 2. х = ==(л/6) | 
- Ал, где Е = 0, 1 -2,... Указанне. 
Представьте данное выражение в форме 
—с0$22х -- с0$ 2х -- 3 и найдите наиболышее 
значение квадратного трехчлена —2* + 2-+ 
--3 ма отрезке —15 25 ]. 3. х, = 13, 
х. = 513.4. 26+41]/3)/3. Указание. 
Докажите, что радиус второй окружности так- 
же равен | н что упомянутый в условин за- 
дачн отрезок есть отрезок от вершины острого 
угла параллелограмма до ближайшей к ией 
точки касання. Убелнтесь, что длина отрезка 
стороны параллелограмма от вершииы тупого 
угла до ближайшей к ней точки касання равна 
3/3. 5. Указанне. Заметьте, что 
605 (15/7) «0. Докажите, что неравенство 


3 
2 -- == «< 4 справедливо при } «2 «3. По- 
кажите, что 1 < 106.7<3. 


Геологический факультет 
1. х— 2х, где Е=0, № -—2.... 


2. 10 мз/час. 3. 12 <<, (10+ 1] 2< 


<х < (100+ 1)/2. Указание. За- 
метьте, что область допустимых значений 
неравенства определяется условиями х >> 1/2, 
х=э=1. Введнте новую  нензвестную 2 = 
=Ю81о (2х—1)3.4. 44]/2`/45. Указание. 
Для отыскаиня длины отрезка ДЕ исполь- 
зуйте свойство биссектрисы внутреннего угла 
треугольника н свойство касательной н секу- 
щей, проведенных к одной окружности. 


5.6— У4У5—8<х=7. Указание. 


Куапитестве.ги 


Заметьте, что область допустимых значений 
неравенства есть отрезок 5= х=< 7. Пока- 
жите, что неравенство 


— Ух— 5+ И2х7=0 
выполнено прин 6= х=: 7, так что этот от- 
резок входит в решенне рассматриваемого в 
задаче неравенства. На отрезке 5= х= 6 
обе части неравенства иеотрицательны, н 
потому допустимо возведение обенх его час- 
тей в квадрат. Далее введнте новую неизвест- 
ную2 = Ус — 5) (—2х + 7), причем интерес 
представляют только значення 0= 2= ]. 


Географнческий факультет 

1. 40 м/мин. 2. х= с (24/3) | 28л, 
где Ё =0, 1, =2,... 3. х=2. 4. 4 3:74. 
Указание. — Используя свойство бис- 
сектрисы внутреннего угла треугольника 
ВАР, покажите, что 3`АВР = 30°. Доаинть. 
что АМ = ВР, а потому ДАМВ = 
= ЛАРВ. 5. х= 21/3, у = 7—2. 


Ф нзнка 


Механнко-математическнй факультет 
н факультет вычислительной математики 
нк кибернетнкн 


1. Центростремительное ускореине то- 
чек обода вала равио ац = УВ, тде 9 — 
линейная скорость этих точек. Поскольку 
веревка по валу не скользнт, линейная ско- 
рость и равна скорости разматываиня верев- 
кн, т. е. скоростн движення груза иг. Эту 
скорость можио найги нз известных соот- 
нощений для равноускоренного движения без 
начальной скоростн: 


Я — 013;2 и иг = УЗан,, где №, = 1/2. 
Тогда окончательно 


28? 
ац = ва =0.8 м/сек? . 


2. Обозначнм через 0, начальную ско- 
рость, Но — максимальную высоту подъема 
и через и — скорость тела на высоте й, ©о-. 
ответствующей равенству его кинетической н 
потенциальной энергий: ту3/2 = тей (т — 
масса тела). 

С другой стороны, по закону сохранения 
энергнн л11?/2 -- тей = ти? 12. Из этнх 
уравнений можно найтн высоту А: В = 

2 


| 
= Теперь определнмы макснмальную 
высоту, иа которую поднимается тело прн 


данном угле & н начальной а 0. По 
закону сохранення эмергнн 00/2 = таво-- 
-- т (их с0$ @)2/2 (скорость в верхией точке 
8 п? а 
равка 6% со$ &), откуда Но = Е" Оче- 


вндио. условне задачи может быть выпол- 
нено, если 





д чп? а 
В = Ис. т... т 28 ® 
Отсюда 


1 ! 
$0 о. Е мана = 45°. 


3. Прн отсутствин тепловых потерь 
производнтельность дистиллятова определя- 
ется только мощностью нагревателя. Дейст- 
вительно, масса Аль испарившейся (дистил- 
лированной) воды зависит от холичества 
выделившейся теплоты: Ата = 0 АН/Ю. 
Здесь А — удельная теплота парообразова- 
мия воЗы, К — сопротивление нагревателя, 
И — иапряженне сети, к которой подклю- 


Ат > 
чают дистиллятор. Тогда 9 == =. 
Найдем производительности  дистиллятора 
для каждой спирали в отдельности: д: = 

1 | 





-= г и 9"= Юл. для гюследователь- 
но соединенных спиралей {К = Я, -- 
(? 


+2): 9з= та. Е Влх НмЯ параллель 





Е К.Ю, \ 
но сосднненных спнралей [ Ю.; = ки Я: 2 
и, ® 
9: = Г . Отсюда 


9 _ (К. -- К, Че 
93 — Ю.В. 9,9: 


4. При измененни магнитиого потока 
в катушке возникает электродвижущая сила 
ьФ 


=4.5. 


нидукцин бт др, н ню замкнутой 


ое р Ц 1 4® 
катушке течет ток 7 = -д = —-р д. 


По условию задачи магнитное поле убывает 
равномерно. Это значит, что через катушку 
течет постояниый ток, поэтому воличина 


протекшего заряда 


1 
4=РТАё = — — АФ. 
Изменение магнитиого потока АФ = Ф, — 





Рис. 3. 


Куап.тссте.ги 


-Ф, = —В5$/Л = —ВМ№да?/4. Такнм обра- 
зом, 


Влаз\ 


4 = —чя = 5.10—° [2 


5. Обозначим расстояние от кадра до 
объектива через 4, а расстояние от объек- 
тива до экрана через [. Линейное увелнче-. 


ние объектива Г =-т. Кроме того, 4 + {= 


1, Г. 

=. Отсюда #— ЕП и ЕЕ" 
Теперь, применив формулу линзы 

Ре Ви. 

р 
зайдем фокусное расстояине объектива: Р = 
2 ый ГЕ. я 4 ч 
а-+р” а-+гу ' 7 Г =4. 0“ 

Зм 


— 18109 м == 166.7. Окончательно 


ГЕ 
м => 10 см. 


6. Постронм изображенне предмета в 
данной оптической снстеме. Ход лучей по- 
казани на рисунке 3. Из подобия трехтоль- 


а 
ников А,О,В, и А,О.В. следует, что = 


Р: 
рые Отсюда длина изображения х равна 


х=а Е 251,2 см. 
Заметим, что решение то же, если { < Ё,. 
Физический факультет 
1. По закону сохранения энергин 


1 : 
тт тя — 2те -5 = 


точ то? (112) 2? (1/2)? 
а - 





Рис. 4. 


Отсюда находим угловую скорость ® и Под- 
ставляем в выражение для искомой линей- 
ной скорости: 


й МИ 
ВЕ у 7 
2. Запишем закон Менделеева — Кла- 


пейрона для сухого воздуха н водяного иа- 
ра, находящихся в сосуде: 





т 
ра! = —^ АТ, (1) 
Ны 
ти 
Рин! = ВЕ ЮТ. {2) 
и 
Все величины Сс НиИдДскКсом $8» ОТНОСЯТСЯ 


х воздуху, а с индексом «и» к парам во- 
ды. По закону Дальтона давление в сосуде 
равно сумме парциальных давленнй содер- 
жащихся в нем газов: 


Рв Ри = Ро. (3) 
Согзасно определению относнтельной влаж- 
ности давление насыщающего водяного на- 
ра Ри равна 


ры = 2100. (4) 
н по условию задачн 
тв -Е ти = М. {5} 
Из системы уравнений (1) — (5) находнм 
100 МЕТ ` 
Ри = ори (РК у ]- 
3$. При последовательном соединенин 
конденсаторов суммарная  смкость С = 





1С> 

—- =— . Представим данное соедине- 
со‘ № 

ние конденсаторов (см. рис. 2 в статье) в 

виде эквивалентной схемы, изображенной 

на рисунке 4. Из схемы ясно, что 


Стеб, + 6, = 


го (5/2) Ес (5/2) 2.5 
а 1 ОИ 
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Тогдз окопчательно 


205 25 (= - 1) 
4 (2-10 -- 4 








С = 


4. Ход лучей через призму показан на 
рисунке 98. Из треугольника АОО”’ [486 = 
=а-1- 4, где 6 =В—&« (см. рис. 6). Со- 
гласно закону преломления угол падения © 
и угол преломления В связаны соотноше- 
нием зна /т В == Ги. Поскольку углы ©, 
Вно малы, можно счнтать, что 19 5 =6, 
пя =м и пр =В. Тогда получаем 26 == 
=и-|-4 и б=а (в — 1). Отсюда 


ВЕ ЕЛ г 
и = рад 2= 93°, 





5. Из-за присутствия нлосконараллель- 
кой цластиики сестовой пучок в месте на- 
хождения фотоэлемента становится шире 
{рис. 7), и поэтому полностью фотока- 
тодом пе перекрывается. Согласно закону 
фотоэффекта величиня фототока пропорцко- 
нальна световому иотоку, инадающему на 
фотокатод. Следовательно.  гальвапометр 

] ры 
покажет ток /, такой, что р = 5, сле 
4, — новый днаметр светового пучка. | 
рисунка 7 видно. что 4) = @-- 84а, где а== 





В 
= И еа—& ВН в (1 — ша |= 
р! 1 
=Н - ( = . Поскольку О ЕЕ, 


можно считать, что (иВлаа. = мп В, яп м =: 
*=«1/н. Окончательно получим 


2 


= =] 
1 9} 
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Рис. 7. 


Хнмнческий факультет 
р 
ЦЕ ТОВ м. 


У. 3 
2 ай у 5 1 ==4.2 м/сек. 
з к В И. 
ь И" Ы (№ю — Гл) -- гб (#0) — 


= 0,22 кг (здесь #5 = 0°С — температура 
плавления льда). 


4. ду). 


ПЕ 
_ _2ФАФя 


5. Фе = я = 24 в. 
+ — ФА --Фн 
6. 1=3з/,^. Указание, См. рис. 8. 
Биологический. географический, геологиче- 


ский факультеты и факультет почвоведения 





_ пня а) 
1. Ты 960$ 9 
уу 
2. п = т “1,2. 


3. то == т, Е 30 жим (здесь / „== 


=100`С — температура кинения воды), 





Рис. 8. 


2 
4. Ис=з&=8 6. 


5. Изображение меньше 


4 рэза. 
К статье «Ошибки Степы Мошкина» 


(см. «Кванть 8 3) 

1. а) Да. 6) Да. 

2. Параллелограмм — обобщение поня- 
тнй ромба, прямоугольника, квадрата, так 
как множество параллелограммов шире, чем 
множества ромбов, прямоугольников, квад 
ратов. Ромб н прямоугольник — обобщение 
квадрата. 

3. Оба высказывания певерны. Пересе- 
чением множества ромбов и множества пря- 
моугольннков является множество квадратов. 

4. а) Исключение из степиного опреде 
лепия параллелограмма свойств (2)—(5) к 
новому понятию не приведет, так как своиства 
(2)—(5) —- следствия свойства (1). 

6} Да. 

5. Да, так как легко доказать, что если 
в параллелограмме две смежные стороны 
конгрузитны, то конгруэнтны все стороны. 

6. У новое поцятце — обобщение по“ 
иятия параллелограмма. так как в множество 
четырехугольников, имеющих пару конгру- 
эитных углов, кроме нараллелограммов вхо- 
дят. чапример, и равиобедрениме трапеции. 
Таким образом. ПС $- 

7. Нет. Всякий параллелограмм имеет 
центр симметрии, н всякий четырехуголь- 
мик, ммекиций цеитр симметрии, — парал- 
лелограмм. Такнм образом. не всякая за- 
мена свойств, входящих в определение по- 
нятня, приводит к новому понятию. 

$. Указание. Достаточно прове- 
рить свойство лишь для первых 4 строк, 
по ним легко заполняются остальные. (См. 
таблицу на с. 64.) 


предмета в 


9. Степа определил поиятне не трапецин, 
а мипогоугольника, обладающего 
указаннымн им свойствами | ни 2. Это произош- 
ло потому. что вместо множества четырех- 
угольникой он указал более широкое мно- 
жество многоугольников. 


#3 





Цент- Парафрлель 
Свой- | ральмая | Поворот мый перенос 
ства свымет- на Угол“ |на ненулевое 
рия {4%+180°) расстояние 





10 а) Нового понятня не получится, так 
как всякий четырехугольник с конгруэнтны- 
ми сторонами—ромб Это объясняется тем, 
что в определеннн ромба в учебнике сделано 
отступление от минимальностн чнсла свойств, 
указываемых в определенин (достаточно было 
бы указать, что ромб —это параллелограмм, 
две смежные стороны которого конгрузнтны) 

6) Да Новому определению удовлетво- 
ряет, например, правильный шестнуголь- 
ник 


К задачам «Квант» для младшнх шхольннков 
(см «Квант» № 3) 

1 Надо 35 точек соедннить отрезкамн 
так, чтобы каждая была соединена с 11 дру- 
гнми Тогда концов отрезков будет 35 Ш, 
но это число — нечетное 

2 Уровень воды понизился 

3 Девять задач Решенне Пусть 
было предложено а задач Тогда работ, в 
которых все задачн решались, будет не более 
а | | (та плюсов н 0 мннусов до @ плюсов 
и а минусов), работ, в которых лншь одна 
задача не решалась (одна оценка «ноль», 
будет не более а (ота — 1 плюсов н 0 мниусов 
до 0 плюсов на — | минусов) нт д Сумма 


@+-+а- -! равна еое я. 





011 
5 = 55 


4 Сверху в бутылке находится масло 
Но еслн закрытую бутылку перевернуть 
«вверх ногами», то внизу, у горлышка, ока 
жется уксус Так что можно выливать из 
бутылки н масло, н уксус 


Ирн а = 9 будет 


К кроссворду (см. с. 19) 


По вертнкалн 1 Слоноун 
2 НОТКА 3 Делец 4 Каракуль 5 Ана 
конда 6 Федот 7 Амазонка 8 Килозаяц 
9 Леший 10 Карбонарий 11 Овал 12. Ти- 
ре 13 Атлас 14 Озноб 15 Яровая 18 Ку- 
лон 17 Нокалф 18 Вокал. 

По горнзонталн 1 Бангладеш 
2 Деканат 3 Ломбард 4 Эвакуация 
5 Кафтан 6 Скалка 7 Закладка 8 Ло- 
шадник 9 Набла 10 Выводок 1 Янч- 
иица 12 Агнец 13 Весталка 14 Опечатка 
16 Ядрон 16 Окуляр. 11 Огниво 
18 Листва 19 Бамбук 
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Подвиг, 
который будет жить 
в веках 


15 лет прошло с того дня, когда советский 
космический корабль «Восток» поднял в за- 
облачные высоты первого космонавта Юрня 
Гагарнна Человек впервые оказался однн 
на однн с космическим пространством Ге- 
ронческий полет был завершен успешно 

15 лет — небольшой для нсторнн срок 
Но как много сделано за это время в области 
исследовання н нспользовання космического 
пространства' Более тридцати советскнх 
космонавтов совершили свон полеты на ко 
раблях «Восток», «Союз» н косынческих стан- 
циях «Салют», а некоторые из ннх уже дваж- 
ды побывалн в космическом пространстве 
Интенснвио развнваются нсследования Луны 
и пламет Солнечной системы Космическне 
исследоваиня приобрелн международный ха- 
рактер Успешио осуществляются научные 
программы «Интеркосмос», завершена первая 
советско-американская космическая про- 
грамма «Союз — Аполлон» 

Полет Юрня Гагарнна был отмечен вы- 
пуском большого количества почтовых марок 
во многих странах О некоторых из этнх ма- 
рок мы рассказалн в четвертом номере на- 
шего журнала за 1973 год Отдавая дань глу 
бокого уваження подвигу Гагарнна, многие 
страны продолжают выпускать почтовые мар 
кн, посвященные его полету Особенно мно- 
го такнх марок было выпущено в 1971 году, к 
десятой годовщиие полета Мы приводим 
здесь советскне и иностранные маркн Сс изо- 
бражением Юрня Гагарина и космического 
корабля «Восток», выпущенные — после 
1970 года 

В Лешковцев 


Номер оформили художники 
Е Верентинова В Карцев, Г Краснков 
Э Назаров 


Корректор Л Н Боровниа 
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Игра — «Ловля» 

Игроки берут по десять фишек и ставят их по очереди. Начинающий ставит свою 
на любое из 36 нолей. Его партнер также ставит фишку, но старается, чтобы сина 
ме попала на одну прямую © фишкой противника. Если же она все-таки попадет 
на одну прямую с фишкой противинка. тот ее берет и ставит взявмиую фиш- 
ку ила ее место. Нерок берет подряд столько фншек протнвника, сколько может. 
Взяв фншку, нгрок снова делает ход. ставя еще одну фишку. Чтобы побелить. 
нерок должен взять все фшаки противника. 


Головоломка — «Ловля» 


Нужно поставить шесть фишек так. чтобы иикакне лве ие были из одной прямой. 
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В центре Осло, в Королевском парке, 
установлен памятник выдающемуся 
норвежскому математику  Нильсу 
Хенрику Абелю. Но сам Абель возд- 
виг себе более впечатляющий памят- 
ник. Теоремы Абеля, абелевы инте- 
гралы, уравнения Абеля, абелевы 
группы, преобразования Абеля на- 
вечно вошли в различные разделы 
математики, причем все свои резуль- 
таты Абель получил за семь лет твор- 
чества: он умер, когда ему еще не 
было дваднати семи лет. 

Абель родился 5 августа 1802 го- 
да в небольшой деревушке Финней 
на юге Норвегии, в семье пастора. 
Нильс был вторым сыном; он рос 
хрупким болезненным мальчиком. 

Осенью 1815 года пастор Абель 
отправил двух своих старших сы- 
новей в Христианию (так называлось 
тогда Осло), в Кафедральную школу. 
До тех пор он учил их сам. 

Школа не оправдала ожиданий 
Нильса. Еще в 18И году лучшие 
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учителя ушли в только что организо- 
ванный университет. Новые — пре- 
подаватели не отличались глубокими 
знаниями. Зачастую они избивали 
учеников. Особенно жесток был пре- 
подаватель математики Бадер. Неуди- 
вительно, что вскоре Нильс охладел 
к учебе и перестал получать отлич- 
ные отметки даже по математике. 
Только посещения театра, который 
Абель горячо полюбил, игра в шах- 
маты и беседы с друзьями скрашива- 
ли жизнь подростка. 

Все изменилось в один из дней 
1818 года. Бадер так сильно избил 
одного ученика, что тот через не- 
сколько дней скончался. Бадера уво- 
лили, и в школу пришел новый учи- 
тель математики Бернт — Микель 
Хольмбое. Сам Хольмбое почти ни- 
чего не сделал в математике, зато он 
первым заметил и выпестовал мате- 
матический талант Нильса Абеля. 

Основная цель Хольмбое заклю- 
чалась в том, чтобы заннтересовать 


свонх учеников математикой. Очень 
скоро Нильс искренне увлекся «коро- 
левой наук» и стал решать сложные 
задачи, недоступные его товарищам. 
В последствии Хольмбое писал: «Абель 
со всем пылом отдался занятиям ма- 
тематикой и продвигался вперед с 
быстротой, отличающей гения. Через 
короткий срок он совершенно ос- 
воился с элементарной математикой 
и попросил меня заняться с ним выс- 
шей. По собственной инициативе он 
глотал одну за другой книги Лакруа, 
Франкера, Пуассона, Гаусса, Гарнье 
и с особенным интересом — работы 
Лагранжа. Он уже начал самостоя- 
тельно разбираться в некоторых раз- 
делах математики». 

Вскоре в отчете Хольмбое появил- 
ся такой отзыв об Абеле: «Несомнен- 
ный математический гений ...Он со- 
четает безусловно гениальные мате- 
матические способности с ненстощи- 
мым интересом к науке. Если с ним 
ничего не случится, он станет боль- 
шим математиком». В первоначаль- 
ном варнанте отчета стояло даже 
«самым выдающимся математиком мн- 
ра»; но, по-видимому, школьное на- 
чальство решило, что такая оценка 
слишком высока для семнадцатилет- 
него юноши. 

Еще не закончив школу, Абель на- 
чал самостоятельные исследования. 
Со свойственной 'оности самонадеян- 
ностью он принялся за задачу, не 
поддававшуюся усилиям многих вы- 
дающихся математиков ХУПи ХУШ 
веков —за решение — уравнения 
пятой степени. После того, как в Х\У1 
веке Тарталья получил формулу для 
решения кубических уравнений, а 
Феррарн — для решения уравнений 
четвертой степени, перед математи- 
ками встала задача: вывести формулу, 
выражающую корни уравнения пятой 
степени ах + ах" + ах + 
-- азх? + ах На, =0 через козф- 
фициенты а, а@\, @., аз, @л, а с ПО- 
мощью арифметических действий н 
извлечений корней. Хотя при иссле- 
дованни этой задачн были получены 
многие важные результаты, ее окон- 
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чательное решение никому не уда- 
валось. После нескольких недель на- 
пряженной работы Абелю показалось, 
что задача решена — искомые фор- 
мулы получены. Работу юного мате- 
матика проверяли и Хольмбое, н 
многие профессора университета в 
Осло, и крупнейший из скандинав- 
ских математиков профессор Копен- 
гагенского университета Деген. Ник- 
то из них не смог найти ошибки в его 
вычислениях. Но Деген дал юноше 
дельный совет: проверить получен- 
ные формулы на конкретных уравне- 
ниях. И тут оказалось, что ответы 
получаются неверными; — формулы 
Абеля были ошибочными. 

Закончив в 1821 году школу н вы- 
держав экзамен в университет, Нильс 
обратился с просьбой предоставить ему 
бесплатное общежитие н стипендию. 
Стипендия была ему необходима: в 
1820 году отец Абеля скончался, 
оставив семью без средств к сущест- 
вованию. 

Университет не располагал сред- 
ствамн, но несколько профессоров, 
зная об исключительной одаренности 
молодого студента, «дабы сохранить 
для науки это редкое дарование» ре- 
шили выплачивать ему стипендию из 
своих личных средств. «Эту заботу, — 
писал Хольмбое, — Нильс Хенрик 
вполне заслужил своим постоянным 
усердием и примерным поведением». 

Получив стипендию, Абель вы- 
пнсад к себе младшего брата, чтобы 
облегчить жизнь других членов семьи. 
Небольшой стипендин, едва рассчи- 
танной на одного, не могло хватить 
на двух молодых людей, и Нильсу 
пришлось подрабатывать репетитор- 
ством. С этого времени и до самой 
смерти Нильс был вынужден ежеднев- 
но ду мать отом, как заработать немно- 
го денег, чтобы не умереть с голоду 
и расплатиться с многочисленными 
долгами. 

В июне 1822 года Абель успеш- 
но сдал экзамены за первый курс 
и получил звание кандидата фило- 
софии. За время учебы в школе и 
университете он прочел все книги 

$ 


Нильс Хенрик Абель 
(1802—1829) 


по математике, которые смог дос- 
тать, и неустанно размышлял над 
математическими проблемами. Веко- 
ре у него появились печатные рабо- 
ты. К несчастью, они остались не- 
замеченными, так как были напн- 
саны на норвежском языке, а этого 
языка не знал никто из выдающихся 
математиков того времени. Одна из 
работ была посвящена нахождёнию 
линии, по которой материальная точ- 
ка падает по заранее предписанному 
закону. Абель свел решение этой за- 
дачи к уравнению, в котором искомая 
функция находится под знаком ин- 
теграла. Теперь такие уравнения на- 
зывают интегральными. 

Никто до Абеля интегральных 
уравнений не решал: математики того 
времени интересовались  дифферен- 
инальными уравненнями, т.е. урав- 
нениями, содержащими производ- 
ные от искомых функций. Лишь в 
конце ХГХ века стала развиваться 
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общая теория интегральных урав- 
нений, и тогда поняли, что Абель на 
многие десятилетия предвосхитил бу- 
дущие математические исследования. 

Зимой 1822—1823 годов Абель на- 
писал работу, посвященную интегри- 
рованию функций. 


Если продифференцировать лю- 
бую элементарную функцию, то сно- 
ва получится элементарная функция. 
А вот с интегрированием дело об- 
стоит сложнее. Проинтегрировать ка- 
кую-то функцию — значит найти но- 
вую функцию, производная от ко- 
торой равна данной. Поиски этой 
функции обычно велись, как писал 
сам Абель, на ощупь; ученый ждал 
озарения, позволявшего ему вычи- 
слить тот или иной интеграл. Резуль- 
таты проведенных поисков были поды- 
тожены в фундаментальном  сочине- 
нии одного из величайших матема- 
тиков ХУШ века Леонарда Эйлера 
«Интегральное исчисление». Но мно- 


гие интегралы все же не поддавались 
вычислению. И непонятно было, в 
чем тут дело: в недостаточной прозор- 
ливости ученых или в том, что эти 
интегралы невозможно выразить че- 
рез элементарные функции. 

Абель подошел к вопросу с совер- 
шенно новой точки зрения. Он ре- 
шил выяснить, при каких условиях 
интеграл от данной функции можно 
выразить через элементарные функ- 
ЦИИ. 


Его работа, по-видимому, содер- 
жала очень интересные математиче- 
ские идеи; дать же ей точную оцен- 
ку невозможно: рукопись впослед- 
ствни бесследно исчезла, и мы можем 
судить о ней лишь по сухим строч- 
кам протоколов ученого совета и на- 
мекам, разбросанным в других ру- 
кописях Абеля. 

В жизни Абеля она’ сыграла важ- 
ную роль: после девятимесячного 
изучения (видно, жива была еще па- 
мять о неудаче Абеля с уравнениями 
пятой степени) профессора одобрили 
эту работу и решили, что Абель за- 
служивает материальной поддержки 
от государства. Кроме того, его по- 
слали провести каникулы в Копен- 
гагене и обещали по окончании уни- 
верситета послать за границу для 
продолжения образования. 

Копенгагенские каникулы (1823 
год) были полны незабываемых впе- 
чатлений. Абель встречается с мест- 
ными математиками и думает над 
Великой теоремой Ферма («Квант», 
1972, № 8 и 1974, № 5, с. 29). 

Хотя Абелю и не удалось доказать 
эту теорему (она не доказана и поны- 
не!), он получил ряд интересных ре- 
зультатов. Например, он доказал, что 
если натуральные числа а, 6, с явля- 
ются решением уравнения а” = 
= 6" + с" (п> 2), то а должно иметь 


одну из форм-- ("Ну - г”), -- (хи 


+ у п" 12”), гдех, у, 2 — взаимно 
простые числа. Эти результаты были 
опубликованы лишь после смерти 
Абеля. 
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Профессор Деген посоветовал Абелю за- 
няться теорней так называемых эллиптиче- 
ских интегралов. 

Математнкн уже давно разделнли все 
функции на алгебранческие и трансцендент- 
ные.  Алгебраинескими называют функцин 
у= Их), которые удовлетворяют какому-ни- 
будь уравнению вида 

ре(х)у"-- руху + :.. + ро(х)=0, (1) 
где рьх), ..-., Рп(хХ) — многочлены от х. 
Например, Функция у = / $ — 1 4+ х алгеб- 
раична, так как удовлетворяет уравиенню 
ЩЕ т.е. ху ха + 1-0; 

ще, любая функция, получающаяся нз 
чисел и переменной х с помощью арифметн- 
ческих операций н извлеченнй корней, ал- 
гебранчиа, хотя существуют алгебранческие 
функции, которые нельзя получить такнм спо- 
собом. Функции же, ие удовлетворяющие ни- 
какому уравненню вида (1), называют траяс- 
цендентными. К ним относятся, в частности, 
нзучаемые в школе показательная, логарнф- 
мическая, тригонометрнческие и обратные 
тригонометрнческне функции. 

При дифферекцированин некоторые транс- 
цендентиые функцин превращаются в ал. 
гебранческне, например 


1 


й 1 
и Уи, 


Е {агс&т х)' = 


1 
(атс х)" = тра Е 


Действие, обратное дифференцированию, на- 
зывают интегрированием. Зиачнт, прн ин- 
тегрироваинн из некоторых алгебраических 
функций получаются трансцендентные функ- 
цин. Однако не для всех алгебраических 
функций нх интегралы выражаются через 
элементарные функцни, изучаемые в школе. 
Например, прн вычислении длины дугн эл- 
липса получается интеграл вида 


ах 
| Уй-э(-вя° 


Еслн А=0, получается интеграл, равиый 
агсып х (дело в том, что случаю А==0 отвечает 
эллипс с равиыми полуосямн, то есть окруж- 
ность, а агсл х связан с длиной дуги окруж- 
ности). Прн других же зиачениях # выразить 
этот интеграл через элементарные фуикцни 
не удается. Пришлось ввестк новый класс 
трансцендентных функций — эллиптические 
интегралы. Так назвали ннтегралы, содержа- 
щие квадратные корни нз многочленов чет- 
вертой степени. Целый ряд замечательных 
езультатов о такнх интегралах получилн 
йлер, Гаусс, Лежандр. 

белю удалось получить весьма общую 
формулу, частными случаями которой былн 
многие ранее известные соотношення для та- 
ких интегралов. Вскоре он пришел к идее, 
позволившей корениым образом изменить всю 
тематику этого направления: вместо эллиптн- 
ческих интегралов изучать обратные им функ- 


ции. Прн А=0 это соответствует переходу от 
нзучения функции у агсутх к изучению об- 
ратной ей функцин у-зтх. Новые фуикции 
получилн название эллиптических. ак как 


(зтх)’ = сов х= У 1 — тя, функция у == 
= п х удовлетворяет дифференциальному 


уравнению у’ = УГ-— у. Абель поставил 
перед собой задачу получения дифференциаль- 
ных уравнений для эллиптических функций 
и блестяще справился с ней. Он доказал так- 
же, что эллиптнческие функции являются пе- 
рноднческимн. Оказалось, что, в отличие от 
тригонометрических функций, эллиптические 
функции имеют два пернода, причем один из 
них— действительный, а другой — комплекс- 
ный. Это потребовало углубления в только 
что созданиую в то время теорию функций 
комплексной переменной. 


Вернувшись из Копенгагена, 
Абель снова занялся алгебраическими 
уравнениями. Анализируя свое ре- 
шеиие уравнения пятой степени, он 
понял, что ложным было не только 
это решение, но и сам подход К зада- 
че. Вот что написал он об этом позже: 

«Одной из интереснейших проб- 
лем алгебры является алгебраиче- 
ское решение уравнений. Почти все 
выдающиеся математики исследовали 
этот вопрос. Без труда были получены 
общие выражения для корней урав- 
нений первых четырех степеней *). 
Для решения этих уравнений был 
открыт единый способ, и надеялись, 
что он применим к уравнениям лю- 
бой степени; но, несмотря на все 
усилия Лагранжа и других выдаю- 
щихся математиков, поставленная 
цель не была достигнута... Пред- 
полагали решать уравнения, не зная, 
возможно ли это решение. В случае 
существования решения могли его 
получить, ничего о нем  предвари- 
тельно не зная; но если, к несчастью, 
решения не существовало, то его 
могли бы тщетно искать целую веч- 
ность. Для того чтобы получить на- 
верняка некоторые результаты по 
этому вопросу, надо было выбрать 
иную дорогу, придав проблеме такой 
вид, чтобы она была всегда разреши- 
ма, а это можно сделать с любой проб- 
лемой. Вместо того чтобы искать не- 





*) «Квант», 1971, № 11, с. 20 ‘или 1973, 
№ 3, с. 30. 


ы 
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которое соотношение, не зная, су- 
ществует оно или нет, иадо спросить, 
возможно ли такое соотношение... 
Этот метод, который без сомнения 
является единственно научным, по- 
скольку лишь он позволяет быть за- 
ранее уверенным в достижении по- 
ставленной цели, мало применяется 
в математике только потому, что его 
применение связано с исключитель- 
ными трудностями...» 


Абелю удалось преодолеть эти 
трудности: он доказал, что общее 
уравнение пятой степени неразрешимо 
в радикалах — решения такого урав- 
нения нельзя выразить через его 
коэффициенты с помощью арифмети- 
ческих действий и извлечения корней. 


Таким образом, проблема, над ко- 
торой математики бились веками, 
к началу 1824 года была полиостью 
решена. Чтобы скорее сделать полу- 
ченный результат достоянием мате- 
матиков, Абель отпечатал брошюру 
с доказательством на французском 
языке за свой счет; из-за отсутствия 
средств ему пришлось сократить из- 
ложение до 6 страниц н предоставить 
читателю додумать детали многих 
рассуждений. Неудивительно, что 
лишь немногие математики смогли 
полностью разобраться в содержании 
этой работы. Даже Гаусс, больше 
всех интересовавшийся теорней ал- 
гебраических уравнений, затерял 
брошюру Абеля среди своих бумаг. 
Впоследствии Абель опубликовал раз- 
вернутое доказательство своей тео- 
ремы, занявшее несколько десятков 
страниц. 

Вскоре выяснилось, что за не- 
сколько лет до Абеля аналогичный 
результат получил и итальяиский 
ученый Паоло Руффини. И хотя до- 
казательство Руффини было непол- 
ным, все же теорему о неразреши- 
мости уравнения пятой степени в ра- 


дикалах теперь называют теоремой 
Руффини — Абеля. 


Но, хотя общее уравнение пятой 
степени и нельзя решить в радикалах, 
существует целый ряд частных слу- 


чаев, в которых такое решение воз- 
можно. Например, разделить угол & 
на п равных частей значит выразить 


& 
с05 © через с05—- и решить  по- 
лучившееся уравнение относительно 
с0$ а/п. Так как с0$ = 4 со$30/3 — 
— 3 с0$ &/3, то при п = 3 получаем 
кубическое уравнение 4х3 — Зх = 
= 605 «, которое, как н всякое куби- 
ческое уравнение, решается в радн- 
калах. Оказывается, такие уравне- 
ния решаются в ди при любых 
значениях пл. Аналогичные уравне- 
ния получаются и при переходе от 
тригонометрических функций к эллип- 
тическим. Абелю удалось написать 
эти уравнения, выразив эллиптнче- 
ские функции аргумента х через функ- 
ции аргумента х/п. 

Абель знал, что вопрос о разрешимости 
уравнения в радикалах связан с соотношения- 
мн между кориямн уравнения. Например, все 
корнн уравиення 

хА—& | хп-в-.. хи =О, (2) 
возникающего при делеинн круга на л частей 
(поэтому уравнение (2) называется уравне- 
нием деления круга), можно выразить через 
один из них следующим образом: 

8 д хл-1 
ХЕХ, Хз Х], Ха Х1 


Функции у = х, у = х?, ..., у == х”—1 рацио- 
нальны. При этом они обладают следующим 
замечательным свойством: если взять лю- 
бые две такие функции, заменить в одной из 
них х другой функцией и вместо х подставить 
х:, то полученное чнсло снова будет одним 
из корней уравнення. В самом деле, из уравне- 


ния (2) следует, что хЛ=1,а потому (хи)! = 


= хи! = хп, где т - остаток от делення #1 
на л. 

Абель поиял, что именно с этнм свойст- 
вом связана разрешнмость в радикалах урав- 
нения деления круга. Поэтому ои рассмотрел 
такие уравнения, что: 

а) все корни каждого из них могут быть 
представлены в виде рациональных функций 
от одного из корней, иапример, от х,: 

х: = 60, (х1), ха= @з(х1), ..., хл— @л(х); 

6) функции 0, (х),. ..., 91(х) таковы, 
что для любых Ё и {найдется такое 71, что 


“: 9, {х,)} — @и(х,}. 


Оказалось, что для разрешимости уравнения 
в радикалах достаточно выполнения еще од- 
ного условия: для любых Ён {0 [0(х,) |= 
=:9,[@1(х,)]. Иными словами, нужно, чтобы 
не имело зиачения, подставим ли мы @к(х/) 
в 6,(х) нли 0х,) в 04(х). С тех пор сово- 
купности преобразованнй, результат после- 
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довательного выполнения которых не зави- 
сит от порядка выполняемых преобразо- 


ваний, называют абелевымн (илн коммута- 
Тивными). 


Прн изучении эллиптических функ- 
ций и интегралов Абель широко ис- 
пользовал теорию степенных рядов. 
(Степенным рядом называется выра- 


5 
жение вида Х а’х”=а,-ра,х-рах?-- 


п=0 

+... а,х”-+...) 
Он доказал, что множество зна- 
чений х, для которых сходится ряд *) 


Ра Е; аа 


является или промежутком вида (—1(,{) 
(где [ может также равняться нулю 
или бесконечностн), или таким же 
промежутком, к которому присоедн- 
нены один или оба конца. Он доказал, 
что на промежутке сходимости сте- 
пенной ряд можно почленно диффе- 
ренцировать и интегрировать, и ис- 
следовал поведение суммы ряда при 
приближении х к концам промежут- 
ка сходимости. Все эти результаты 
сразу после их опубликования стали 
классическими и вошли во все курсы 
высшей математики. 

Описанный круг идей Абель раз- 
рабатывал на протяжении 1824—1826 
годов, когда, окончив университет, 
отправился за границу для продол- 
ження образования. Он побывал в 
Германии, Австрии, Италии, Швей- 
царин, Франции, Бельгии, п03- 
накомился с Якобом Штейнером, 
Андриеном  МЛежандром, — Огюсте- 
ном Коши и многими другими мате- 
матиками. 

30 октября 1826 года на очеред- 
ном заседании французской Акаде- 
мин наук ее бессменный секретарь 
Фурье представил собравшимся нор- 
вежского математика Нильса Хен- 
рика Абеля и его «Мемуар об общих 
свойствах весьма широкого класса 
трансцендентных функций». Заклю- 
чение о представленной работе было 
поручено дать Лежандру и Коши. 





*) Эго зиачнт, что существует 


ит (&-ра,х--...Напх”). 


п-®> 


Памятник Абелю в Осло 


Докладчиком утвердилн Коши. Труд- 
но было найти менее подходящую кан- 
дидатуру: Коши был настолько 
увлечен собственными исследования- 
ми, что у него не оставалось времени 
ни на что другое. «Мемуар» Абеля за- 
терялся среди рукописей, загромож- 
давших кабинет Коши. Напрасно 
Абель ждал признания французских 
ученых: «Мемуар» нашелся только 
после его смерти *). 

К сожалению, встречи с француз- 
скими математиками мало что дали 
Абелю. Некоторые из них, прекра- 
тив научные исследования, занима- 
лись собственной карьерой. Другие 
интересовались лишь прикладной ма- 
тематнкой — исследования Абеля 
казались им совершенно непримени- 
мыми на практике. Они не могли 
предвидеть, что через сто лет теоре- 


*) Такую же трагическую роль Коши 
сыграл в судьбе другого молодого гения — 
Эвариста Галуа («Квант», 1973, № 10, с. 5). 
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тнко-групповые методы, ведущие свое 
начало от работ Лагранжа, Абеля и 
Галуа, станут основой всех расчет- 
ных методов квантовой механики. 
Сохранились воспоминания одного 
математика о парижском перноде жиз- 
ни Абеля: «Абель одинаково хорошо 
говорил на французском, немецком, 
датском и норвежском языках. Он был 
немного выше среднего роста, на его 
худощавом, болезненном лише лежа- 
ла печать утомления и тревоги. Дер- 
жался он с необычайной скромностью 
и легко терялся, проявляя удиви- 
тельную мягкость характера. Судя 
по простоте, с которой он одевался, по 
тому, что он позволял покупать себе 
какую-нибудь еду не более одного 
раза в день и довольствовался весьма 
бедной квартирой на улнце Сент-Мар- 
герит, он располагал очень скудными 
средствами. Однажды Абель встретил 
какого-то человека, который показал 
ему следы побоев на своем теле и по- 
советовал остерегаться грабителей. 


«Мне нечего бояться. Что могут от- 
нять у меня грабители?» — с улыб- 
кой ответил ему Абель. 

Он в самом деле походил на того 
мудреца, все сокровища которого хра- 
нились в голове. Если говорить о та- 
ком богатстве, Абель действительно 
владел несметным состоянием». 


Оставаясь в Париже, Абель про- 
должал работать над общей теорней 
эллиптических функций. В письме 
к Бернту Хольмбое он сообщал: «Я от- 
крыл столько замечательных теорем, 
что просто не верится». 

Скоро Абель понял, что денег, 
отпущенных ему на заграничную ко- 
мандировку, не хватит на все время, 
и решил вернуться домой. На обрат- 
ном путн он заболел туберкулезом. 
Эга болезнь впоследствии свела его 
в могилу. 


20 мая 1827 года Абель вернулся 
в Осло. После восторженной встречи 
и торжественных приемов наступили 
разочаровывающие будни. Нильс по- 
нял, что он никому не нужен; ему 
даже не предоставили места с по- 
стоянным заработком, например, пре- 
подавателя в университете или хотя 
бы школьного учителя. Абель был 
вынужден обратиться с прошением 
в Коллегию: «В настоящий момент 
я не располагаю никакими средст- 
вами к существованию. В этом поло- 
жении я нахожусь с момента возвра- 
щения на родниу и буду оставаться 
до тех пор, пока не получу назначе- 
ния. Для того чтобы как-то зараба- 
тывать себе на жизнь, мне придется 
почти полностью отказаться от на- 
учных занятий... Вот почему я ос- 
меливаюсь обратнться в высоко\ ва- 
жаемую Коллегию с просьбой ока- 
зать мне помощь в той форме, которая 
будет сочтена нанболее удобной». 
4 сентября 1827 года Коллегия при- 
няла решение выплачивать Абелю 
200 далеров в год — ровно столько, 
сколько он получал в студенческие 
Годы. 


В марте 1828 года профессор 
Кристофер Ханстин, руководивший 


`время научной 
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научными занятиями 
верситете, 
в Сибирь. 


Абеля в уни- 
отправился в экспедицию 

Своим заместителем на 
командировки Хан- 
стин рекомендовал Абеля. 

Ннльс начал вести занятия по 
механике и астрономии в универси- 
тете и в Военной академии, где ранее 
преподавал Ханстин. Теперь Абель 
получал значительное по тем време- 
нам жалование: 533 далера в год, но 
жил по-прежнему очень бедно. Все 
деньгн уходили на погашение нако- 
лившихся Долгов. 


В этом же году Нильса Хенрика 
Абеля избрали в Королевское науч- 
ное общество Норвегин. Это было 
единственным офнинальным призна- 
ннем заслуг Абеля, которого он 
удостоился при жизни. 


Но март 1828 года принес Абелю 
не только радости: перелистывая 
журнал «Астрономические известия», 
он обнаружил, что его тематикой 
очень успешно занимается еще один 
ученый — немецкий математик Карл 
Густав Якоби. 


Весь 1828 год прошел в соперни - 
честве двух молодых ученых. За этим 
«состязанием» с болышим интересом 
следил геттингенский отшельник 
Гаусс: ведь в его юношеских дневин- 
ках, написанных, когда ни Абеля, 
нн Якоби еще не было на свете, со- 
держалнсь многие совершаемые ими 
открытия. Но Гаусс не торопился пе- 
чатать свои результаты: о них узнали 
только после посмертной публикации 
его дневников. Ни Абеля, ни Якоби в 
это время уже не было в живых . Они и 
не подозревали о работах своего вели- 
кого предшественника, хотя не толь- 
ко их теоремы, но даже иногда н обо- 
значения совпадали с гауссовскимн. 
Все же в одной области Абель прев- 
зошел не только Якоби, но и Гаусса. 
Он разработал общую теорию инте- 
гралов от алгебраических функций, 
частным случаем которой являлась 
теория эллиптических функций. 
Именно этот мемуар лежал непрочи- 
танным средн бумаг Коши. 

$ 


Соперничество с Якоби было нелег- 
ким для Абеля. Он недосыпал, не- 
доедал; все это сказывалось на его 
здоровье. Абеля часто лихораднло, 
усилился кашель. 


В середине декабря 1828 года 
Абель решил поехать на рождествен 
ские праздники к свонм друзьям во 
Фроланд. Хотя врач Абеля возражал 
против этого путешествия, Нильс 
все же решил ехать. 

Он приехал во Фроланд 19 декаб- 
ря. В дороге Абель сильио просту- 
дился. Его беспокоил кашель, озноб, 
но Нильс продолжал заниматься ма- 
тематикой. 

Отъезд из Фроланда был назна- 
чен на 9 января. В этот день с утра 
Абеля ожидалн запряженные санн. 
Но перед самым отъездом Нильсу 
стало плохо. Вызванный врач пред- 
писал постельный режим и полный 
покой. 


Недели через две-три наступило 
улучшение, но оно оказалось недол- 
гим. 21 февраля по просьбе Нильса 
врач написал в письмев Коллегию, 
что в связи с болезнью Абель не смо- 
жет приступить к исполнению свонх 
обязанностей в университете ранее 
весны 1829 года. 


Надеждам врача на выздоровление 
Абеля не суждено было сбыться. 
Нильс слабел все больше и больше. 
В марте он уже почти не вставал с по- 
стели. 6 апреля в 4 часа дня Абель 
умер. 

Признание гения Абеля произош- 
ло лишь после его смертн. 1] июня 
1829 года на заседании французской 
Академии наук Лежандр объявил 
о смерти Абеля. Теперь Кошн потре- 
бовалась всего неделя, чтобы подго- 
товить свое заключение. На очередном 
заседании Академня заслушала сооб- 
щенне Кошн н приняла решение опуб- 
ликовать «Мемуар» Абеля в серии 
работ иностранных ученых и награ- 
дить Абеля вместе с Якоби Большой 
премией за выдающиеся математиче- 
ские открытия. 
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В заключенне приведем несколь- 
ко высказываний выдающихся ма- 
тематиков об Абеле. 

Из письма Гаусса к Шумахеру: 
‹...Я не видел в газетах ни одного 
сообщения о смерти Абеля. Это 
большая потеря для науки. Если 
где-нибудь будет опубликована био- 
графия этого в высшей степени: за- 
мечательного человека и Вам попа- 
дется в руки экземпляр, дайте мне 
знать.» 

Из письма Лежандра к Якобн: 
‹..К своему величайшему огорче- 
нню, получил известие, что Ваш до- 
стойный соперник, господин Абель, 
умер в Осло от болезни легких, ко- 
торой он страдал уже некоторое 
время и которая обострилась из-за 
суровой зимы. Это тяжелая потеря 
для всех, кому дорого развитие 
высшнх разделов математического 
анализа. Прожив совсем короткую 
жизнь, он успел сделать так много, 
что этого вполне достанет на то, 
чтобы оставить о нем долгую па- 
мять; легко представить себе, чего 
бы он достнг, еслн бы судьба решн- 
ла иначе.» 

Из письма Якоби к Лежандру: 
‹..Пришла печальная весть о смер- 
ти Абеля... Как поразнтельно широк 
круг вопросов, которыми он зани- 
мался! Нахождение необходимого 
н достаточного условия, позволяю- 
щего определить, может лн данное 
алгебранческое уравнение быть раз- 
решено в радикалах, подобное же 
условне для определения возможно- 
сти выраження произвольного инте- 
грала в замкнутом виде, замеча- 
тельное открытие общего свойства 
всех функций, являющихся интегра- 
лами алгебраических функций ит. д. 
нт. п. Все эти проблемы крайне ха- 
рактерны для Абеля, до него нх 
никто не осмеливался даже ставить. 
Он ушел от нас, но след, который 
он оставил, неизгладнм.» 

Об Абеле можно прочитать в кни- 
ге О. Оре «Замечательный математик 
Нильс Хенрик Абель» (М., Физмат- 
гиз, 1961). 






И. Воробьев 


ТРОЯНЦЫ 


Можно ли разобраться, как движутся 
тела, взаимодействующие по закойу 
всемирного тяготения? Например, 
как движутся планеты? Пусть в не- 
который начальный момент времени 
нам нзвестны точные координаты л 
планет, их скорости и известно, что 
на каждую из планет действуют толь- 
ко снлы притяжения са стороны 
остальных (п — 1) планет. Исходя 
из данных начальных условий надо 
определить движение планет в даль- 
нейшем. 

Законы, управляющие этим дви- 
жением, это знакомые нам второй 
закон Ньютона и закон всемирного 


тяготения. Пользуясь ими, можно 
предсказать двнжение планет. Для 
системы, состоящей из двух тел 
{л = 2), эта задача впервые была 
решена Ньютоном. В этом случае 
можно, исходя из начальных усло- 
вий, определить состояние систе- 


мы (координаты тел, нх  скоростн 
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инт п.) в любой момент временн с лю- 
бой точностью. 

Но когда ученые занялись сн- 
стемой, состоящей из нескольких 
тел, они натолкнулись на колос- 
сальные трудности чнсто математн- 
ческого характера. Уже для случая 
п = 3 получить точное решение за- 
дачи в общем случае ие удалось. 
И до сегодняшнего дня, несмотря на 
двухсотпятидесятилетние усилия ма- 
тематнков всего мира, точно решить 
эту задачу с помощью известных ма- 
тематических средств не удалось. 
Именно поэтому «задачая тел» — так 
называют эту проблему механики — 
прнвлекае внимание математиков. 

Другим стимулом служит огром- 
ная важность задачи м тел для не- 
бесной механики и космопавтикн. Не- 
удивительно поэтому, что общее чис- 
ло работ, посвященных ей, доходит 
до двух тысяч, м ежегодно  появля- 
ются 15—20 новых исследований. 
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Сейчас существует целый ряд ме- 
тодов для приближенного решения 
задачи п тел,  нозволяющих для 
каждой конкретной системы тел с за- 
данными конкретными иачальнымн 
условиями построить траекторин двн- 
жения с любой нужной для практи- 
кн точностью для любого огранн- 
ченного отрезка времени. 

Эффективность н надежность этих 
методов были неодкократно провере- 
ны, в частности, при расчетах траек- 
торий космических кораблей и меж- 
планетных станций. 

Пользуясь нменно такими метода- 
ми, Адамс и Леверье сумели открыть 
планету Нептун «на кончике пера». 

— Позвольте, но причем здесь 
троянцы? — удивится читатель. Да 
просто — астрономы — большие лю- 
бителн мифологии, а группа астерон- 
дов с таким общим названием связа- 
на с темой статьи теснейшим обра- 
зом. Но о троянцах — несколько 
позже, а пока продолжим разговор о 
задаче л тел. 


Задача Лагранжа 


Итак, точного решения. задачи л тел 
нет. Но для частного случая п = 3 
при некоторых «специальных» на- 
чальных условиях точные решения 
были найдены 200 лет назад замеча- 
тельным французским математиком 


Лагранжем. 
Его решения — их называют ла- 
гранжевыми решениями задачи п 


тел — единственные точные решения 
этой задачи, известные в настоящее 
время. 

Мы в этой статье рассмотрим нан- 
более простой частный случай задачи 
Лагранжа. 

Пусть три тела, не лежащне на 
одной прямой, вращаются по кон- 
центрическим окружностям, лежащим 
в одной плоскости, с одинаковыми уг- 
ловыми скоростями. То есть эти тела 
можно рассматривать как точки воо- 
бражаемого твердого тела, вращающе- 
гося вокруг неподвижной оси (оче- 
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Рис. 1. 
вндно, что эта ось проходит через центр 


концентрических 
«орбит» тел). 

Прн каком расположении масс 
это возможно? С какой скоростью 
должно вращаться это воображаемое 
твердое тело, чтобы не «разлететься» 
по частям? Так поставил свою задачу 
Лагранж. 

Итак, попытаемся вслед за Лаг- 
ранжем решить эту задачу. 


окружностей — 


Треугольник масс 


Пусть трн тела с массамн т,, ть, ту 
вращаются по — концентрическим 
окружностям, центр которых иахо- 
дится в точке О (см. рис. 1). Раднусы 
орбит тел гу, го и г, соответственно, 
расстояния А., Ка, К. между телами 
много болыше размеров самих тел. 
Центростремительное ускорение каж- 
дому телу сообщают снлы притяже- 
ния, действующие на него со стороны 
соседей, т.е. сила, равная сумме 
(векторной!) этих снл. Запишем урав- 
нения движения тел: 

Риз + Риз = ПНа,, 

Р., + Рьз = ИЪа,, (1) 

Рзл -- Р;о = за. 

пт; 
Здесь [ЕР] =% „> `- значение силы 
ы 

ньютоновского притяжения, с кото- 
рой тело т; действует на тело п. 
Поскольку все тела вращаются с од- 
ной и той же угловой скоростью ® (по 
условию задачи), то 
а, = —®*г,, а. = —©?г., а, =—®?Г.,, 








т, 
Рис. 2. 
где г, — радиус-вектор 


точки Пу 
относительно центра вращения О. 


(Расстояния между телами много 
больше размеров тел, поэтому можно 
считать тела точками). 

Все дальнейшие нашн рассужде- 
ния будут чисто «арифметическими», 
и может показаться сначала, Что они 
не имеют отношения к задаче. Но 
именно они и приведут нас к решению 


задачи (вернее, первой ее части) — 
позволят определить конфигурацию 
тел. 


Сложим почленно равенства из 
системы (1): 


Е, = Е -- Е. => Роз —- а Ра = 
= яна, + тьа. та, = 

—=— 0? (паг, + мог, тэг). 
Левая часть этого равенства равна 
нулю — ведь согласно Ш закону 
Ньютона сумма всех внутренних сил 
в замкнутой системе равна нулю. 
(Левую часть можно записать так: 


з з 
ь> Би + ьх Ел =0, так как Е,, == 


Е, = г. = 
=—Е,..) 

Итак, имеем 
таг, + того + т.г, = 0 (2) 
(поскольку ® ==0). Равенство {2) 


по существу задает положение центра 
вращения: он находится в такой точ- 
ке О, что радиусы-векторы тел ть, 
т., т. относительно этой точки долж- 
ны удовлетворять условию (2). 
Введем векторы В, и В. так, как 
показано на рисунке 2. Тогда 


г. =г.--В,, 


(3). 


г, =Г.-- В... 
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и, НЗ Н, 
Рис. 3. 


Выразим вектор г! через векторы В, 
и К.. Для этого умножим первое ра- 
венство из (3) на 7, а второе — на 
тз и сложим получившиеся равен- 
ства почленно: 


тг. Е таг = 
=т.г.-+т.К-тт.--т.В.- 


Учитывая, что тг, + тг, =-—тиг, 
(это следует из (2)}, имеем: 


(пи то тзуг, =т,В .-Нт.В.. 
Отсюда 


2 Е Ч #ч 
и пт. + т; В, + 


а В, . 


т 
п-т, 
Таким образом, вектор г, является 


х = о 
суммой векторовР» — м и, рт, В, 
т 


и 2 ль №, 


параллель- 


ных сторонам Е› и Вз треугольника 
масс. 

А теперь изобразим на схеме тре- 
угольника масс векторы сил, дей- 
ствующих на тело т, (см. рис. 3). 
Р,. — снла, действующая со стороны 
тела т., Р,; — сила, действующая со 
стороны тела т,. Эти силы направ- 
лены по сторонам В, и В, треуголь- 
ника масс. Их результирующая на- 
правлена по вектору г, К точке О 
(вектор ускорения тела 77, направ- 
лен к центру вращения). Но это озна- 
чает, что параллелограмм сил и па- 
раллелограмм, построенный на векто- 
рах р. и р., подобны! Тогда 


[Раз |: | Рз= Раз |: [©], 
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или 


пито . т? 
т Па пы. ы 


— 





711713 . тз 
=1 К т.т, тз 


Отсюда, после сокрашения, получим 
ЮК.=Ю.! 

Проведя аналогичные выкладки, 
можно найти выражения для Го и Г. 
через стороны треугольника масс 
(для этого нужно вводить соответ- 
ствующим образом направленные 
векторы К, В, и В, В,). Рассмотрев 
затем силы, действующие на тело 
2 (или тз), мы придем к равен- 
ству А. =Аз (нли А =АЮ.). 

Следовательно, 

К,=В,=К, 


‘’— искомая конфигурация тел ока- 
залась равносторонним треугольнн- 
ком! 

Итак, на первый вопрос задачи мы 
ответили. А на второй попытайтесь 
ответить самн (см. упражнение 1). 

А теперь перейдем к троянцам. 


Троянцы в гравитационной ловушке 


22 февраля 1906 года Макс Вольф 
открыл астеронд Ахиллес. По перво- 
начальным данным получалось, что 
он движется по почти круговой орби- 
те со скоростью 13 кл/сек. Но с такой 
же скоростью н тоже по почти круго- 
вой орбите обращается вокруг Солнца 
Юпитер. Получалось, что Ахиллес 
движется по орбите Юпитера. 


Лействительно, планете массы т, 
движущейся по орбите радиуса г, 


сила притяжения кСолнцу Р =у се 


(М — масса Солнца) сообщает цент- 





# 
ростремительное ускорение а = —— 


где и — линейная скорость планеты, 
тмМ ти? 
те. я 








Следов атель- 





ом 
но, раднус орбиты г =} < Незавн- 
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Юпитер 


Солнце 





Рис. 4. «Греки» и «Троянцы» в гравятаци- 
онной ловушке. Каждый из асгероидов 
описывает весьма замысловатую  траекто- 
рию в окрестности вершины  лагранжева 
треугольника с основанием  Солице — 
Юпитер. 

сит от массы планеты и определяется 
только ее скоростью. 

Может быть, плоскости орбит Юпн- 
тера и Ахиллеса наклонены друг к 
другу? — Нет, профессор Шалье быст- 
ро установил, Что астероид действн- 
тельно движется по орбите Юпитера, 
опережая его на 55,5°. 

Тут вспомнилн о работе Лагран- 
жа. Солнце, Юпитер и Ахиллес обра- 
зуют почти равносторониий треуголь- 
ник, вращающийся вокруг одной из 
его вершин — вокруг Солнца. 

Потом в вершинах равносторон- 
них треугольников с основаннем Солн- 
це Юпитер обнаружили еще несколь- 
ко астерондов. Названия им давали по 
именам героев Троянской войны. Пять 
таких астероидов — это «семейство» 
называют «Грояннами» — «отстают» от 
Юпнтера, а впереди него движутся 
десять астероидов — «Греки» (см. 
рис. 4). 

Астероиды этн весьма крупные, 
самый большой из них — Патрокл с 
поперечником в 272 км, немногим 
уступает Гектор, поперечник которого 
216 км; у восьми других поперечники 
превосходят сто километров. 

В 1959 году польский астроном 
Кордылевский обнаружил в вершинах 


равносторонних треугольников с ос- 
нованием Земля — Луна обширные 
облака космической пыли. Здесь в 
роли троянцев выступают мириады 
пылннок, захваченных совместным 
притяжением Земли и Луны. 

Так решения, опубликованные 
Лагранжем в 1772 году и самому 
автору представлявшиеся лишь лю- 
бопытной теоретической задачей, 
оказались связаны с позднейшими 
астрономическими открытнями. 


Устойчивость движения 


Но все ли конфнгурации трех тел мы 
нашли? Нет, мы не разобрали случай 
прямолинейного расположения тел; 
существует и подобная конфигурация 
трех тел, которая может вращаться 
как одно целое. Оказывается, такая 
конфигурация неустойчива. Стоит те- 
лам немного «сдвинуться» от пря- 
мой, как сразу согласование сил на- 
рушится, и отклонение начнет воз- 
растать. 

Устойчива ли треугольная конфи- 


гурация? Не всегда. В 1843 го- 
ду Гашо впервые — определил 
условия устойчивости лагран- 


жева треугольника. Он показал, что 
конфигурация будет устойчивой, 
если массы больших тел (лежащих 
в основании треугольника) таковы, 
что их отношение (отношение. мень- 
шей массы к большейн) достаточно 
мало и выполняется условие 


(т, ть) 
т >27. 

Если космическая частица, мас- 
са которой много меныше п и то, 
движущаяся с относительно неболь- 
шой скоростью, случайно попадет 
в вершнну равностороннего тре- 
угольника, в основании которого ле- 
жат массы т; и То, то она окажет- 
ся «в ловушке». При этом частица 
может описывать весьма замысло- 
ватую траекторию около вершины 
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лангранжева треугольника, но вс 
конфигурация будет вращаться как 
одно целое. 

Масса Юпитера в тысячу раз мень- 
ше массы Солица. По сравнению с 
любым из них общая масса троянцев 
пренебрежимо мала. Условне устой- 
чивости выполняется с большим за- 
пасом. Неравенство выполняется н 
для системы Земля — Луна: массы 
отличаются в 81 раз. 

Как вывести это условие? Может 
быть, простой вывод и есть, но проб- 
лема эта все жесложная и, во всяком 
случае, требует особого разговора. 


Упражнения 


1. В статье не вычислена угловая ско- 
рость вращения треугольника масс. Докажи- 
па -- т: -Р тз 


те, что @ = Ез ‚ где Ю— 


расстояние между массами. 


2. Мы рассматривали треугольник масс 
«жестким». Но оказывзется, если векторы ско- 
рости по величине пропорциональны расстоя- 
ниям до центра вращения и все направлены 
под одним и тем же углом к отрезкам, соеди- 
няющим тела с центром, то конфигурация тел 
остается подобной начальной в любой момент 
времени. Равносторонний треугольник, вра- 
щаясь, будет растягиваться илн сжиматься. 
Попробуйте это доказать. 


От редакции 

Прнносим нзвниения нашим чнтателям 
за оплошиость, допущенную в третьем но- 
мере журнала. На фото на второй страни- 
це обложки за подписью Нильса Бора сле- 
дует подпись не Феликса Клейна, а фнзи- 
ка Огюста  Клейна — большого друга 
Нильса Бора. 





Д. Земляков 


МАТЕМАТИКА 
БИЛЛИАРДА 


Посвящается 

светлой памяти 
Александра Абрамовича 
Шеришевскоес, 

Учителя математики. 


Биллнарды. о которых рассказывается в 
этой статье, не очень похожи на обычные. 
Отличий много: биллиардный стол не всегда 
прямоугольный, шар только один и нет нн 
луз, ни кия. Но не расстраивайтесь: мы 
постараемся показать, что и один шарик на 
биллнарлном поле может задать немало 
головоломок любителям математики. 


($ 1. Общая проблема биллиарда 

Согласно законам механики, прн от- 
раженин абсолютно упругого бил- 
Лнардного шара от прямолннейного 
борта АИ № «угол падения» шара равен 
«углу его отражения» — более точно, 
угол АРМ равен углу ВРМ. 
Ниже мы будем ссылаться на этот 
факт как на закон упругого отражения. 
Уже здесь мы предположили, что 
биллиардный шарик точечный, т. е., 
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как говорят физнки, «размерами ша- 
рика в данных рассмотрениях можно 
пренебречь». Таким образом, мы счи- 
таем, что биллиардный шар — это 
движущаяся точка, и поэтому можно 
говорить о траектории биллиардно- 


то шара — о ломаной линии, по 
которой движется шар в соответст- 
вии с законом упругого отражения 
(рис. 1). Точки излома этой ломаной 
лежат на «бортах биллнардного сто- 
лаз. Мы будем рассматривать бил- 
лиардные столы произвольной формы. 
В принципе борты биллиарда могут 
быть и криволинейными — тогда за- 
кон упругого отражения формули- 
руется, как н фаньше, только под 
углами падения н отраження следует 
понимать углы между соответствую- 
щими («падающим» и «отраженным») 
звеньями траектории и касательной 
ММ к криволннейному борту в точке 
Р соударения шара с бортом. Мы не 
даем общего определения касательной 
к кривой — достаточно нитуитивно 
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Рис. 1. 


понимать, что такое — касательная. 
В точке излома самого биллиардного 
борта (на рисунке | это точки А,, 
А., ...) касательной к борту нет, н 
если биллиардный шар (точка!) попа- 
дает в точности в одну из таких то- 
чек, то закон упругого отражения не 
дает возможности выяснить, как тра- 
екторня шара должна выходить из 
этой точки. Поэтому траектории, по- 
падающие в одну из точек излома бор- 
та, будем считать заканчивающимися 
в этих точках (рис. 2). 


Итак, пусть на плоскости задана 
произвольная область @ (биллиард- 
ный стол), ограниченная некоторой 
кривой Г (бортом), возможно, с точ- 
ками излома. Примеры биллиардных 
столов — круг, круговой сектор, мно- 
гоугольник. Для простоты будем счи- 
тать биллиардный стол выпуклым. 
Через заданную в области О точку Р 


В заданном направленин у можно про- 
вести единственную биллиардную тра- 
ехторню — ломаную  РР.Р.Р.... 
(рис. 3). В общем случае эта траекто- 
рия никогда не попадет точно 
В точки излома борта, и биллиардный 
шар будет двигаться по ней неогра- 
ннченно долго. Может случиться так, 
что при построении траекторин, про- 
ходящей через точку Р в направле- 
нии у, через некоторое время эта 
траектория снова пройдет через ту 
же точку Р в том же самом направ- 
лении. Очевидно, что далее траскто- 
рия опять пойдет по тому же пути. 
Такая ситуация соответствует повто- 
ряющемуся, периодическому движе- 
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Рис. 2. 





нию биллиардного шарнка. Отвечаю 
щие подобному движению траекто 
рии называются периодическими. Гео- 
метрически периодическая биллиард- 
ная траектория — это замкнутая впн- 
санная в кривую Г ломаная, обла- 
дающая свойством «равенства углов 
падения и отражения». Примеры пе- 
рноднческих траекторий в некоторых 
областях изображены иа рисунке 4. 

Большой интерес представляют со- 
бой не периодические бесконечные тра- 
ектории, мы их будем называть просто 
непериодическими. Шарик движется по 
любой непернодической траекторин 
неограниченно долго и при этом ни- 
когда не проходит через одну и ту же 
точку дважды в одинаковом направ- 
лении (разумеется, в разных направ- 
лениях шарик может проходить через 
одну н ту же точку и несколько раз). 
Примеры непернодических траекто- 
рнй будут приведены ниже. 

Проблема биллиарда в области © 
заключается в том, чтобы найтн отве- 
ты на такие вопросы: существуют ли 
периодические траектории? много ли 
их? как они устроены? как узнать, 
будет ли траектория, выходящая из 
данной точки в данном направлении, 
периодической или непериодической? в 
каких частях области © побывает 
шарик, двигаясь по конкретной непе- 
риодической траектории? н т. Д. 
В $2 мы решим проблему биллиарда 
в круге — это простейший из биллиар- 
дов, поддающихся полному исследо- 
ванию. Но сначала — несколько задач, 
над которыми полезно подумать до 
того, как читать дальше. 


Рис. 3. 


Задача 1. Пусть @ — круг. Как уз- 
нать по начальному звеву биллиардной тра- 
ектории, будет ли эта траектория перноди- 
ческой или нет? Как близко может подойти 
к центру круга эта траектория? В каких 
частях круга побывает шарик, двигаясь по од- 
ной из цепериодических траекторий? 

Задача 2. Укажите хотя бы ‘одну 
непериодическую траскторию биллиарда в 
прямоугольнике или в квадрате. Укажите 
иесколько типов периодических траекторий 
биллиарда в квадрате. Как по углу а, об- 
разованному начальным звеном траекторин 
биллиарда в квадрате с одной из сторон квад- 
рата, узнать, будет эта траектория периоди- 
ческой или нет? 

Задача 3. Укажите несколько пе- 
риодических траекторий биллиарда зв равно- 
сторонием треугольнике (не таких, как на 
рисунке 4, 8). : 


$ 2. Биллиард в круге 


Рассмотрим биллиард в круге О, 
ограниченном окружностью Г. Его 
траекториямн являются вписанные в 
Г ломаные Р.Р,Р,Р...., обладающие 
свойством равенства углов. падения ин 
отражения. Из этого свойства следу- 
ет, что все звенья траектории равны 
между собой, как равны друг другу и 
опнрающиеся на них центральные 
углы Ро.ОР, Р,ОР.„, Р.ОР,, 

(докажите это — например, с по- 
мощью рисунка 5). Пусть & — ради- 


анная мера этих углов. Ясно, что 
каждая вершина —_Р,‚ траекторин 
Р.Р.Р.Р,... получается из преды- 


дущей вершины Р‚_, поворотом на 
угол & радиан относительно цеитра 
окружностн Г, поэтому вершина Р, 
получается из начальной вершины Ро 
поворотом на угол по раднан. Вид 


о* 
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Рис. 4. # 


биллиардной траекторни в круге пол- 
ностью определяется числом @. 

а) Если число @ соизмеримо с 21. 
то отвечающая & биллиардная траек- 
тория периодична. (Напомним, что 
числа а и 6 называются соизмеримы- 
ми, если их отношение является ра- 
циональным числом, т. е. аф=пил, 
где т и п — целые числа.) 

6) Если отношение о/л иррацио- 
нально (т. е. а и пл несоизмеримы), 
то отвечающая углу а траектория не- 
пернодична. 





Рис. 5. 
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Доказательство. 

а) Пусть а соизмеримо с 27; тогда 
а=(ти/п)-2л, где т и п —- целые. Сле- 
довательно, па=т-2л, и поэтому при 
повороте около центра окружности на 
угол пе раднан каждая точка окруж- 
ности переходит в себя. В частности, 
для вершин рассматриваемой траек- 
тории получаем: Р„=Р., Р‚„..=Р., 
Р‚.-=Р., ... Таким образом, верщи- 
ны траектории РоР.Р-.Р., ..., начи- 
ная с л-й, повторяются, т. е. траекто- 
рня пернодична. 

Заметим, что если дробь п/п= 
—=0/?л несократима, то отвечающая & 
пернодическая траектория — это зам- 
кнутая ломаная РьР.Р-...Р._— Ро, со- 
стоящая в точности изп звень- 
ев. При 1=1{ это будет правильный 
п-угольник, вписанный в окружность 
Г, а при т>2 траектория представ- 
ляет собой правильную самопересе- 
кающуюся замкнутую (звездчатую) 
ломаную, вписанную в Г (рис. 6). 

6) Рассуждая от противного, вн- 
дим, что достаточно доказать следую- 
щее: если траектория РоР.Р.Р,... 
периодична, то а и л соизмеримы. Из 
пернодичностн траекторин вытекает, 
что, начиная с некоторого номера п, 
вершины траекторин повторяются: 
Р.=Ро, ВР. =Рь Р.-.=Р», Но 
это означает, что при повороте на 
угол ла радиан точка Р, пере- 
ходит сама в себя; следовательно, 
угол па есть целое кратное полного 
угла; па =т-2л. Таким образом, сёл = 
=2и;п. 
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Итак, если а несоизмеримо < д, 
то отвечающая углу @& биллиардная 
траектория есть незамкнутая лома- 
ная Р.Р.Р.Р.... с равными по длине 
звеньями, вписанная в окружность 
Г. Поскольку звенья этой ломаной 
равпы по длине, их середины удалены 
от центра окружности Г на одинаковое 
расстояние, т. е. лежат на некоторой 
окружности Г,, коицеитрической с 
Г (рис. 7). Все звенья рассматривае- 
мой траектории касаются этой мень- 
шей окружности Г,, и траектория 
никогда не заходит внутрь Гу, т. е. 
целнком лежит в кольце К между 
окружностями Г, и Г. 

Теорема 1. Если а ил 
несоизмеримы, то любая траектория 
биллиарда в круге, отвечающая углу 
©, всюду плотно заполняет кольцо К. 

Совет. Прежде чем читать дальшс, 
продумайте хорошенько формулировку тсо- 
ремы. поймите ее н попробуйте доказать. 

Самое главное место в формулировке — 
слова «траектория всюду плотно заполняет 
кольцо К». Их точный смысл можно пояснить 
так: биллиардный шарик, двигаясь по ие- 
пернодической траскторни, рано или поздио 
побывает в любом кусочке кольца К. Если 
считать, что шарик езчернильный» и оставляет 
после себя след, то он со временем обязателе- 
но закрасит ссе кольцо целиком, каким бы тон- 
ким ин был чериильный след (но имеющим 
все-таки ненулевую «толщину?»). Перноди- 
ческая траектория может заполнить кольцо 
сочень паоТтно», но ие «всюду плотио» — па 
кольце обязательно останутся такие участки 
{например, кружки), которые периоднческая 
траектория не пересечет никогда. } 


Пусть РоР.Р.Р.... — рассматри- 
ваемая непериодическая траекторня, 





Рис. 8. 


Утверждение теоремы следует из то- 
го факта, что точки Р,Р‚.Р»,Р.,... 
расположены на окружности Г всюду 
плотно, а это, в свою очередь, выте- 
кает из такого утверждения. 
Теорема Якоби. Пусть 
последовательногть {Р‚} = {Рь Р., 
Р., ...} точек окружности Г такова, 
что каждая следующая ве точка Ру, 
получается из предыдущей точки Ру 
поворотом около центра окружности 
на один и тот же угол а. радиан. Тогда, 
если @ и п несоизмеримы, то последо- 
вательность точек {Рь} заполняет 
окружность Г всюду плотно, т. е. 
9яя любой дуги № окружности Г 
найдется номер’ п такой, что точка 
Р„ с этим номером лежит на дуге А. 
Попробуйте доказать теорему Яко- 
би самостоятельно. Проведите под- 
робный вывод теоремы | из теоремы 
Якоби. Чтобы дать возможность по- 
думать, мы этот вывод и доказатель- 
ство теоремы Якоби вынесли в спе- 
циальное дополнение к 652. 
‚ Теперь биллиард в круге можно 
считать подностью исследованным. 
Резюмируем полученные результаты. 
Траектория биллиарда в круге явля- 
ется либо периодической (если число 
а/п рационально), либо всюду плот- 
ной в некоторой области — в кольце 
К между бортом биллиерда Г и 
концентрической с Г окружностью 
Г, (если число Ил иррационально). 
‚ Задача 4. Исследуйте биллиарды в 
полукруге ув секторе с прямым центральным 
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углом. (Попробуйте свести эти два биллиарла 
к биллиарду в круге!) 

Возникает естественный вопрос: а как 
ведут себя траскторин биллиарда в произ- 
вольной выпуклой области ©, ограниченной 
крипой Г без точек излома? Такяе биллнарды 
изучались многими математиками, в том чнс- 
ее известным американским математиком 
Дж. Бирктофом, советскими математиками 
В. Ф. Лазуткиным, Л. А. Бунимовичем. Эти 
исследования, мягко говоря, нё совсем элс- 
ментарны. Мы сформулируем два нанболее 
интересиых факта, относящихся к таким бил- 
лиарлам. 

Г {Анри Пуанхаре, Дж. Биркгоф). Бил- 
лнард в произвольной выпуклой области име- 
ет бесконечио много периодических траекто- 
рий. Более того, для любого п-3 сущест- 
вуют периодические траектории, состоящие 
в точности из л звеньев. (В конце $ Змы при- 
ведем указанное Биркгофом изящное дока 
зательство этого утверждения.} 

И! (В. $. Лазуткин). В общем случае 
внутри выпуклой области @ с границей Г 
можно указать семейство кривых {Ге}, 96- 
ладающих следующим свойством: если на- 
чальное звено какой-нибудь траектории ка- 
сается одной из кривых Ге, то и все осталь- 
выс звенья этой траектории касаются той же 
кривой Г. {пис. 8}. Кривые с такими свойст- 
вами называются биллнардными кбустиками 


.в области 9. Когда @ — круг, каустиками 


являются окружности, концентрические с Г. 
Доказать существование каустик для про- 
извольной области О весьма сложно. [По- 
пробуйте найти каустикн для биллиарда 
в эллиисе (см. задачи 12 и 13). | Совсем труд- 
ко доказать в общем случае аиалог тео - 
ремы {[: лочтн любая непериодическая 
траектория, касающаяся коустики Ге, всю- 
бу плотно заполняет область между бортом 
биланарде Г и этой каустикой Ге («кривое 
КОЛЬЦО»). 


Оказывается, что пернодические 
траектории биллнарда в области @ 
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Рис. 9. 


и его каустики тесно связаны с так 
называемыми собственными  колеба- 
ниями упругой мембраны, нмеющей 
форму области @. Грубо говоря, если 
сделать барабан в форме области @ 
(< каркасом в форме кривой Г), 
то издаваемые этим барабаном музы- 
кальные звукн как раз н связаны 
с соответствующим биллиардом! К со- 
жаленню, чтобы объяснить этот по- 
разительный факт, нам пришлось бы 
углубиться в слишком серьезные для 
«Кванта» разделы математики. Заин- 
тересовавиемуся читателю можно 
только посоветовать изучить матема- 
тнку в таком объеме, чтобы самому 
объяснить связь между биллнардом 
и барабаном. 


$ 3. Экстремальные свойства 
траекторий биллнарла 


Способ построения биллиардной тра- 
ектории, ведущей из одной данной 
точки А в другую данную точку В 
после одного отражения от прямо- 
линейного борта М, вытекает из за- 
кона упругого отражения: строим 
точку В’, симметричиую точке В 
относительно прямой МХ’, и соедиия- 
ем А с В’ (рис. 9); точка Р пересе- 
чения прямых АВ” и ММ и будет 
точкой соударения шара с бортом 
МУ, а ломаная АРВ — это искомая 
траектория (поясните). Из постро- 
сиия очевидио, что биллиардиая тра- 
сктория АРВ — кратчайшая из всех 
ломаных вида АР”В с точкой Р” 
на прямой МА, ведущих из А в В! 
{Дайте подробное доказательство.) Это 
утверждение есть частный и простей- 
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ший случай фундаментального прин- 
цина классической механики — прия- 
цапа нааменыиего действия (в оп- 
тике он называется принципом Фер- 
ма)*). В нашей ситуации этот принцип 
можно сформулировать так: билли- 
ардный шарик «умный» и из всех 
возможных путей выбирает самый 
короткий. Пока «приниийп нанкрат- 
чайшего пути» установлен намн лишь 
в случае одного отражения ог прямо- 
линейного борта. В задачах 5—7 пред- 
лагается проверить его в тех случаях, 
когда шар отражается ие один раз, 
а несколько, но ‹от прямолниейных 
бортов. 


Задача 5. Внутри острого угла МОХ 
даны точки А и В. Постройте кр атчайшую 
ломаную АР.Р»В с вершинами Ру на [0/1) 
м Р; ма ОМ). Докажите, что эта ломаная яв. 
лястся траекторисй биллиарда внутри угла 
МОХ, ведущей нз А в В. 

Задача б. (А). В данный острый угол 
МОМ впинние треугольник АВС наимень- 
шего периметра, вершина А которого нахо- 
дилась бы в данной внутри уГла точке, а дне 
друтие лежали бы на сторонах угла. 

(Б). «Задача Фаньяно». В данный остро- 
угольный треугольиик АА впишите тре- 
угольник АВС нанменьиюго периметра. ДЛо- 
кажите, что этот треугольник АВС дает не- 
риодическую траскторию биллиарда внутри 
треугольника А12М№, 

Задача 7. На прямоугольном бил. 
лнардном столе КЕММ лежат два шара А 
и В. В каком направленин нужно толкиуть 
шар / для того, чтобы после четырех носле- 
довательных отраженнй ог бортов КЁ, ЁМ. 
МХ, ХК он ударился бы о шар 8? При лю- 
бых ли положениях шаров 2 и 8 задача име- 
ет  рашение? Будет ли эта траскторня 
АР.Р.Р.Р.В кратчайшей из всех ломаных 
такого вида (начинаюшнхся в точке А, за- 
холящих на борты стола в указанной нослс- 
довательностн и кончающихся в точке Д)> 


Оказывается, что замена прямоли- 
мейного борта криволунейным на- 
столько «сбивает с толку» биллиард- 
ный парик, что он иногда движется 
не самым коротким, а напротив, 
самым длинным путем! Рассмотрим 
эту ситуацию подробно. 

Теорема 2. Если ломаная 
АРВ с концами А и В и с точкой из- 


*) Подробно об этом см. в статье 
С. Г. Верова «Брахистохрона. или еще 
одна тайна циклоиды», «Квант», 1975, № 12. 






МИНИМУМ а } 


МАКСИМУМ 


в 
Рис. 10. ) 


лома Р на гладкой кривой Г является 
локально минимальной 
“или локально максималь- 
ной, т.е. имеет наименыиую или 
наиболыицю длину среди тех ломаных 
АР”В, вершины Р’ которых лежат 
на кривой Г в чекоторой окрест- 
ности токи Р, то эта ломаная 
АРВ является биллиардной траек- 
торией, ведущей из А в В после от- 
ражения от кривой Г в точке Р 
(т. е. зсеенья РА и РВ образуют рав- 
ные углы с касательной к кривой Г 
в точке Р). 
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Замечинние, Далее для краткости 
слово «локальный» мы опускаем. При доказа- 
тельстве сформулированного «принципа экст- 
ремального (т. е. минимального или макси- 
мального) пути для биллиардных траекторий» 
мы воспользуемся распространенным приемом 
исследования задач на максимум и минимум; 
его описанне в общем случае можно найти 
в книжке Н. Б. Васильева и В. Л. Гуленма- 
хера «Прямые и кривые», 87, или в статье 
В. Г. Болтянского и И. М. Яглома «Геомет- 
рические задачи на максимум и минимум» 
в У томе «Энциклопедии элементарной мате- 
матикиз. 


Доказательство тео- 
ремы 2. Для каждого числа 
с> |АВ| рассмотрим множество Г, со- 
стоящее из тех точек М, для которых 
[АМ] - |МВ| = с. Как известно 
(см., мапример, упомянутую выше 
книгу «Прямые н кривые», $ 5, пан 
статью И. Н. Броншитейна «Эллийс», 
«Квант» № 1 за 1975 год), множест- 
ва Г. — эго эллипсы © фокусами в 
точках А и В; оци образуют семей- 
ство софокусных эллипсов {Г.}. Не- 
трудно видеть, что если ломаная АРВ 
мннимальна или максимальна, то 
точка Р являстся точкой касания 
кривой Г с одним из эллипсов се- 
мейства {Г.} — докажите это с по- 
мощью рисунков 10, а и 6. (Отме- 
тим, что не все точки касания дают 
максимум нли минимум — см. рис. 
10, в.) В такой точке Р кривая Г 
и касающийся ес эллние Г. имеют 
общую касательную АМ. Согласно 
оптическому свойству эллипса *), от- 
резки РА и РВ, соединяющие точку 
Р с фокусами эллипса Г.. образуют 
равные углы с касательной ММ к 
Г. в точке Р (рис. 11). Поскольку 
прямая ММ одновременно является 
и касательной к кривой Г в точке Р, 
ломаная АРВ — биллнардная тра- 
екторня, ндущая из А в В после 
отражения от Г в точке Р! Теорема 
2 доказана. 

Обращение к придирчивым 
читателям. Если наши рассуждения 


показались вам слишком нестрогими — на- 
пример. из-за отсутствия точных опреде- 





*) См., например, статью В. Г. Бол- 
тянского в «Кванте» № 12 за 1975 год. 
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Рис. 11. 


леннй касания кривых,-локальных экстрему- 
мов Н т. Д.. — т0 мы советуем обратиться к 
упомннавшейся вииие статье В. Г. Болтян- 
ского и И. М. Яглома в У томе «Энциклопедни 
элементарисй математики» (с. 270—346). 
В свое оправдание заметнм. что строгое об- 
суждение всех этих понятий увело бы пас 
слишком далеко от биллиардов. 


Пример. Пусть Г — окруж- 
ность, А и В — точки внутри Г. 
Рассматривая семейство {Г.} софо- 


кусных эллипсов с фокусами А н 
В. можио показать, что существует 
ровно четыре траектории, ведущих 
из Ав В после одного отражения от 
Г, причем две из них отвечают мн- 
нимумам, а две другие — максиму- 
Е. суммы |АР|] - |РВ| (см. рис. 
2). 


Задача 8. Утверждение, обратное 
принципу эксгремального путн, гласит: бил- 
лнардная траектория АРВ, идущая из точка 
А вточки В после отражения от кривой Г, яв- 
аяетса дибо минимальной. либо моксвямальной 
ломаной. Приведите пример, показывающий, 
что для невыпуклых кривых Г это утвержде- 
ине исверио. Будег ян оно верно для выпук- 
лых кривых Г (т. е. для кривых, лежащих ис- 
ликом по одну стороих от любой своей каса- 
тельной)? Докажите этот. «обратный принцип» 
в том случае, когда кривая Г выпуклая и ©б- 
ращена своей выпуклостью к точкам А н В 
(как па рисунке 19, а). 

Применим тенсрь принцип экстремаль- 
ного пути к упомянутой в $2 теореме 
Биркгофа: 

если @ — выпуклая область, ограничен- 
ная кривой Г без точек излома, то для произ- 
вольного п—>3 существует хотя бы одна перио- 
дическая траектория биллиарда в области ©, 
состоящая ровно из л звеньев. 
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Рис. 12. 


Доказательств о. Рассмотрим 
всевозможные нссамопересекающиеся  ззмк- 
нутые п-звенные ломаные Р.Р...,Р,Р,, 
вписанные в область @ (т. е. с вершинамн Р; 
на кривой Г). Выберем среди иих ломаную 
наибольшей длниы (подумайте, почему такая 
ломаная существуст?). 

Задача 9. Докажите с помощью 
принципа экстремального путн, что эта самая 
длинная ломаная являстся биллиардной тра- 
екторией в области @. 

Из задачи 9 следует, что «нандлиинейшая» 
ломаная Р.Р....-РиР, и будет замкнутой 
перноднческой траекторней, н тсорема Бирк- 
гофа доказана (мы не хотим лишать читателя 
удовольствия от самостоятельного решения 
задачи 9). 

Задача 10. (А) Проанализируйте ут- 
верждение тсорсмы Биркгофа при п=2. 

{Б). Подумайте, будет ли настоящей 
н-звенной пернодической траекторией лома- 
пая, знаидлиниейшая» среди всех (в том числе 
м сзмоперссекающихся) п-заеииых ломаных, 
вписанных в кривую Л? (Рассмотрите случан 
п=4 и п=5.) 

(В). Какие затруднения возникиут при 
доказатсльстве теоремы Биркгофа, соли вмс- 
сто самой Эаннной ломаной Р.?,...Р:Р, 
взять самую короткую? 

Задача 11. Какой из вписанных в ок- 
ружность п-угольников имеет наибольший 
периметр? 


Сформулируем две задачи про бил- 
лнард внутри эллииса Г с фокусами 
А и В. Согласно оптическому свой- 
ству эллипса (см. выше), если ‘вы- 
пустить биллнардную траекторию из 
фокуса, то ее звенья булут поочеред- 
но проходить через фокусы А и В, 
причем эта траектория будет неог- 
раниченно приближаться к большой 





а) 


Рис. 13. 


оси эллипса — к отрезку А.В, (рис. 
13, а). 


Задача 12.’ Пусть начальное звено 
биллиардной траектории в эллипсе Г не ле- 
ресекает отрезок АВ между фокусами. До- 
кажите, что и все следующие звенья этой 
траектории не будут пересекать отрезок АВ. 
Более того, если построить меньший эл- 
липс Гу с теми же фокусами, касающийся 
начального звена траектории. то Г, будет 
касаться и всех остальных звеньев ®) 
{<м. рис. 13, 6). 

р ача 13. Докажите, что если на- 
чальное звено биллиардной траектории в эл- 
липсе Г пересекает отрезок АВ между фо- 
кусами, то и все следующие ее звенья пере- 
секают отрезок АВ. Более того, если постро- 
ить гиперболу с теми же фокусами А 
и В, касающуюся начального звена Р.Р. 
(или прямой Р.Р.з), то ветви этой гиперболы 
будут касаться и всех остальных звеньев 
РьРк+, (или их продолжений — прямых 
РиРь+1)**)- 


Задачи 12 и 13 показывают, что 
для биллиарда в эллипсе с фокусами 
А и В каустиками (см. $2) являются 
гиперболы и меньшие эдлипсы с теми 
же фокусами А и В. 

В заключение приведем две заме- 
чательные задачи, относящиеся к об- 





‚  ®) Задача 12 уже была опубликована в 
«Кванте» — см. № 12 за 1975 год, в разделе 
«Задачник «Кванта». Ее решение, а также 
решения остальных задач мы приведем в сле- 
дующем номере журнала. 

**) Определение и нужные свойства гилер- 
болы сы. в статье И. Н. Броиштейна 
«Гипербола», «Квант», 1975, № 3, а также 
в вышеупомянутой статье В. Г. Болтян- 
ского. 
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щей проблеме бнллиардов в много- 
угольниках. 


Задача 14. Докажите, что любая 
непериодическая траектория биллиарда в 
прямоугольнике всюду, плотно заполняет весь 
(1) прямоугольник {сравните с задачей 2; от- 
метим, что отиюдь не всегда ненериолическая 
траектория всюду плотно заполняет некото- 
рую область — например, траектория бил- 
лнарда в эллипсе, проходящая через фокусы, 
этим свойством не обладает!). 


Задача 15. Докажите то же самое 
для биллиарда в равностороннем треуголь- 
нике. 


Дополнение к 52 


(А) Теорема Якобы. 
Напомним, как она формулируется. 


Пусть в — несоизмеримое с л число, 
{Ро, Р., Рь, ... = {Ри} — лоследователь- 
ность точек окружности Г такая, что каж- 
дая следующая точка последовательности Ризу 
получается из предыдущей ее точки Рь по- 
воротом на угол & радицан. Тогда для любой 
дуги А окружности Г хотя бы одна точка 
последовательности {[Рь] лежит на этой 
дуге А. 

Доказательство. Пусть А — 
произвольная дуга, = — ес раднанная мера. 
Выберем натуральное число М№ такое, что 
2л/№ <=. Разобъем окружность Г на № рав- 
ных по длине дуг Ау, Аз,..., Ам; радианная 
мера каждой из них равна 2л/М№ и меныше =. 
Рассмотрим первые № -Г 1 точек последова- 
тельности {Ри}, т.е. точки Ро, Р,, Р.,-.. 
...,Рк- Согласно принципу Дирихле, хотя 
бы на одной из № дуг А,,..., Ам лежат по 
крайней мере две из эТнх точек. Пусть, нз- 
пример, точки РниРш, где т=л {> л, 
лежат на дуге А;. Так как © несоизмеримо 
с л, то РизэРл (поясиите!). Пусть раднаниая 
мера дуги Р„Р»а равна 8; тогда 6 <2л/М и 
Тем более 6 < =. 


2$ 






Р 
р 


р 


1+3! 


2] 
РА +> 


Рис. 14. 


Рассмотрим теперь точкн последователь - 
ности {Рь| © номерами пл, п 7, п-т 2, ... 
{рие. 19. Оии образуют  подпоследователь- 
ость {Ро Ря+ь Ризаь Рау -..}, 
каждая следующая точка которой Рл+(г+1)1 
получается из предыдущей точки Рич 
поворотом на угол ©, т.е. точно так же, как 
точка Рп+!-=Ри юлучастся из точки Ри. 
Таким образом, соседние точки выделенной 
подпоследовательносги отстоят друг от друга 
на дугу радианной меры 6. Так как 6 <, 
хотя бы одна из точек Ри, Ричр, Рича, ›.. 
обязана попасть на дугу А. Тем самым 
тсорема Якоби доказана. 

{5} Вывох теоремы Гиз тео - 
ремы Якоби. 

Пустьа — несоизмеримос с л число, Г, — 
окружность, которой касаются звенья каж- 
дой отвечающей углу © траекторни биллнарда 
внутри окружности Г. Пусть К — кольио 
между Ги Г, ар — произвольный кружок 
виутри кольца К. Прюведем через его цеитр 
хорду МА окружности Г. касающуюся ок- 
ружности Г, (рис. 15). Очевидно, что если 
взять достаточно малую дугу А окружности 
Г с серединой в точке А/, то для любой дру- 
гой точки М’ дли А касательная к окруж- 
ности Г:, проведенная из точки Л” по ту же 
сгорону от Г,, что и МХ, обязательно перс- 
секаст кружок ОБ (пояснитеп. 

Рассмотрим теперь любую траекторию 
РоР,Ро...биллиарда внутри окружности 
Г, отвечающую углу а. Требуется доказать, 
что хотя бы одно из ее звеньев пересекает 
кружок Э. Согласно теореме Якоби. точки 
Р., Рь, Рь, -.. всюду плотно заполияют ок- 
ружность Г, и поэтому хотя бы одна из них, 
скажем, Ри, лежит на выбранной выше дуге А. 
В силу выбора этой лугн А одно из двух звень- 
ев траскторин, выходящих из точки Р!п, обя- 
зательно псресекает кружок 0. Тем самым 
тсорема 1 доказана. 
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Рис. 15. 


Кроме теоремы | теорема Якоби имеет 
и много других интересных следствий*). Мы 
сформулируем два нз инх как задачи. 

Задача 16. Докажите, что если чис- 
ло 4 иррационально, то для любого числа а 
последовательность дробных частей членов 
арифметической прогресснн а, а+ 4, а- 
< 24, ..., т.е. последовательность чисел 
ап-== {а | па}, всюду плотно заполняет отрс- 
зок 0= х=:| на числовой оси. ({х} — обозна- 
ы для дробной части числа х: [х} == х— 
— (хр 

Задача 17. Докажите, что если де- 
сятнчный логарифм числа с нррациоиален, то 
десятнчная запись натуральных степеней с, 
Те Чисом с. С° 2 аа =... может 
начинаться с любого чаперед задакиото ма- 
бора цифр. (Напрымер, найдется такая нату- 
ральная степень числа 17, которая начинает- 
ся с семнадцати идущих подряд наборов 
цифр 1976!) 








*) Некоторые приложения теоремы Якоби 
можно найти в статье А. А. Егорова 
«Рещехки и иправильмые многоуголышки». 
«Квант», 1974, № 12. 


В. Новиков 


УНЕРГИЯ 
МАГНИТНОГО 
ПОЛЯ 
НОНТУРА 

С ТОКОМ 


К пониманию того, что мариитное 
поле электрического тока обладает 
энергней, легко прийти, анализируя 
явленне электромагнитной индукиии. 
Будем мысленно проводить опыт со 
схемой, изображенной на рисунке. 
Если перемещать движок  реостата 
так, чтобы сопротивление реостата 
уменышалось, то должен возрастать 
электрический ток Е цепи. Чем боль- 
ше значение тока, тем больше зна- 
чение индукции магнитного ноля, с03- 
даваемого этим током. С увеличением 
магиитного ноля растет поток векто- 
ра магнитной индукции через пло- 
щадку, ограниченную контуром с тю- 
ком. Но согласно закону Фарадея 
при изменении потока магинитиой ин- 
дукиии в коитуре возникает электро- 
движущая сила самбсиндукинии, равная 





АФ 


В (1) 


где АФ — изменение потокя магнит- 
ной индукции за время Аг. Вызывае- 
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мый ЭТОЙ э. д. с. иидукитонный ток 
создает магнитное поле, направление 


индукцин которого противоположно 
направлению нидукциин магиитного 
поля основного тока. Таким образом, 
магнитный поток создаваемого поля 
стремится компенсировать изменение 
магнитного потока основного поля, 
т. е. фактически стремится удержать 
постоянной величину основного тока. 
Чтобы противодействовать этому 3 
фекту, иеобходимо совершать неко- 
торую работу против электродвижу- 
щей снлы самоиндукции. Подсчита- 
ем эту работу. 

Если ток за время АЁ увеличился 
от значения / до значения Г -Р А! 
н при этом возникла &,;,, то работа 
источника тока против этой Э. д. с. 
равна 

АА = — $ :/ А. 

Подставив сюда выражение (1) для 
э. д. с. самоиндукции, получим 


- ААЫ А АЕ ТАФ. (2) 
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Теперь вспомним, что каждый кой. 
тур может быть охараклернзован не. 
которой величиной -Ё, называемой 
коэффииментом самоиндукции или ин- 
дуктивностью. Значение Ё обычно 
определяют как коэффициент про- 
порциональности в формуле, связыва- 
вающей магинтный поток Ф с вели- 
чиной силы того тока /, который вызы- 
вает этот поток, т. е. 

ф = 1. (3) 


Поэтому, если ток изменяется иа ре- 
личину АА то поток магнитной ин- 
дукции изменяется на величину 


АФ = 141. (4) 

Таким образом, выражение (2) для 
работы мы можем записать так: 

АА = ША = ФА. (5) 


На рисунке 1 изображена зависимость 
магнитного потока Ф от силы тока /. 
Работа АА численно равна площади 
траиеции АВСО. 

Если ток в цепи изменился от зна- 
чения / = 0 до искоторого значения 
!„ то работу псточиика тока против 
э. д.с. самоиидукиин можно нолу- 
чить, суммируя все элементарные ра- 
боты АА. Эта полная работа численно 
равна площади прямоугольного тре- 
угольника ОЁЕЁ на рисунке [: 

20 1 
и (6) 


Убедимся теперь в том, что в кон- 
туре ие происходило дополнительного 
выделения тепла, связанного с воз- 
звкновением э. д. с. самонидукнии. 

Представим себе, что перед нача- 
лом опыта мы деформировали кон- 
тур так, что ограниченная им нло- 
щадь стала равной нулю (рис. 2). 
В этом случае при увеличении тока 
в цепи от нуля до Г. Э. д. с. самони- 
дукиин не возникает. Сопротивление 
проволоки, из которой изготовлен 
контур, не изменилось. Поэтому в 
деформироваином контуре при уве- 
личении тока от нуля до {, выделя- 
ется такое же количество тепла, как 
н в недеформнрованном. (Конечно, 
при условии, что в обоих случаях 


А = 
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Рис. 1. ] 


скорости увеличения тока до значения 
/, одинаковы. Напомним, что в пер- 
вом эксперименте мы должны были 
увеличивать ток, т. е. уменьшать 
сопротивление, достаточно медленно, 
для того чтобы при каждом значении 
Ю, в иени устанаваивалея лок [== 
й 
т # 
ние источника преиебрежимо мало}.) 

Нтак, выделение тепла в контуре 
не зависит от того, совершает ис- 
точцик дополнительную работу (6) 
нлн нет. 

Поскольку мы знаем, что энергия 
не исчезает и не возиикает вновь, 
а лишь переходит из одного вида 
в другой, а совершасмая работа чис- 
ленно равна изменению энергин си- 
стемы, мы вправе поставить вонрос: 
во что перешла совершенная нсточ- 
ником дополнительная работа (6)? 
Причиной того, что необходимо было 
совершить эту работу, является спо- 
собносгь контура «сопротивляться» 
попыткам увеличить магнитный поток 
через площадь, ограниченную кон- 
туром. Поэтому естественио назвать 
энергию, в которую перешла со- 
вершеццая работа, экертией магиит- 
ного поля контура с током. В том, 
что именно магнитное поле контура 
< током обладает указанной энер- 
гней, можно убедилься, еслн прове- 
стн опыт, который показал бы, что 
эта энергия может быть переведена 
в какие-либо другие внды энергии 
(например, в тепловую). Такой опыт 
мог бы состоять в следующем. Пред: 


(если внутреннее сопротивле- 


МИ 


Рис. 2. 


ставим себе, что между точками А 
и В наших контуров мгновенио 
произошло короткое замыкание. Раз- 
ность потенциалов между точками А 
и В, создаваемая внешним источником 
тока, стала равной нулю. В дефор- 
мированном контуре ток немедленно 
прекратится. В случае недеформирс- 
ванного контура уменышение тока дэ 
нуля не может произойти мгиовеннс, 
так как согласно закону электромаг- 
нитной индукции при уменьшении тс- 
ка возникает 3. д. с. самоиндукнии, кс- 
торая стремится поддержать ток на 
прежнем уровне. В результате умень- 
шение тока от значения /, до нуля 
будет происходить в течение некото- 
рого времени. За это время в контуре 
выделится некоторое количество тег- 
ла. Энергия, за счет которой будет 
пронсходить выделение лепла, чер- 
пается из энергии магнитного по- 


ля, «занасенной» контуром. Попро- 
буйте самостоятельно ноказать. что 


при коротком замыканий между тос- 
ками А и В в цепи выделится ко- 
личество тепла, эавное найлезной 
выше энергии магиитного поля кон- 
тура с током, т.е. [1/2/2. 

Итак, мы приходим к выводу, Что 
контур, характеризуемый нидуктив- 
ностью Г, пзи протекании ло нему 
тока / создает вокруг себя магнит. 





ное поле, энергия которого равна 
‚ ВИ ее 

У —_ р е (7) 
Рассмотренный пример иллюст- 


рировал случай, когда энергия маг- 
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Рис. 3. 


интного поля лока создавалась вне!и- 
ним источником тока. Очевидно, что 
энергия магнитного поля лока не 


должна зависеть от способа нолуче- 
лит 


я 

нетическая энергия движущегося те- 
ла — не зависит от того, каким путем 
телу была ссобщека скорость. Что- 
бь; убедаться в этом, рассмотрим еще 
один пример, который будет иллюст- 
рировать возможность непосредст- 
венного перехода кинетической энер- 
гии движущегося тела в энергию 
магнитного поля. Этот пример помо- 
жет нам также понять механизм воз- 
иикновения магнитного поля тока на, 
так сказать,  амикроскопическомь 
уровне. Под словами на «микроскойн- 
ческом» уровне мы понимаем 70, что 
возникновение электрическогс тока 
будет прослежено путем анализа храв- 
нений движения электронов и ионов. 


Рассмотрим металлическое коль- 
цс длины /, равномерно вращающе- 
еся вокруг оси, проходящей через 
иснтр кольша пернендикулярно его 
плоскости (рис. 3). Будем считать, 
что кольцо достаточно тонкое, так 
что линейная скорость всех его участ- 
ков псстояниа н равна 5. Предпо- 
ложим, что в момент времени # = 0 
нЕ кольно начинает действовать по- 
стоянная тормозящая сила ЕЁ, на- 
правленная ло касательной к ок- 
ружности. Е результате процесса 
торможения кольно останавливается. 
Однако этим не исчерпывается роль 
силы Р. 





ния тока, подобно тсму как —ки- 
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Нетрудно видеть, что в кольце 
должен возникнуть электрический ток. 
Чтобы убедиться в этом, вспомним 
в общих чертах, как устроены твер- 
дые металлы. Атомы вещества ме- 
талаа находятся в иоиизоранном со- 
стоянии и, располагаясь в узлах 
кристаллической решетки,  совер- 
шают лишь небольшие колебания око- 
ло положений равновесия. Можно 
считать, что кристаллическая решет- 
ка образует как бы твердый каркас 
металлического тела. В противопо- 
ложность ионам электроны проводн- 
мости в металле могут дорольно сво- 
боднпо перемещаться в промежутках 
между узлами решетки, образуя сво- 
его рода электронный газ. 

Обратимся теперь вновь к нашему 
металлическому кольцу. Мы можем 
его представить как совокупность 
двух вдетых одно в другое колен, 
подобно тому, как это изображено 
на рисунке 4. Синий ивет здесь отно- 
сится к кристаллической решетке, 
красный — к электронному газу. Вна- 
чале, когда кольно вращалось с по- 
стоянной скоростью, в этом движении 
принимали одинаковое участие как 
кристаллическая решетка, так н 
электронный газ. При торможении 
сила ЁР прикладывается, так сказать, 
к твердому каркасу кольца, т. е. 
к кристаллической решетке. Элек- 
тронный же газ должен был бы на- 
чать тормозиться лишь в результате 
непосредственного взаимодействия 
электронов с нонами решетки. Это 
взаимодействие обусловливает элек- 
трическое сопротивление металла. 
Поэтому простоты ради мы можем им 
вовсе пренебречь, считая, например, 
что Наше кольцо охладили перед 
торможением до таких низких тем- 
ператур, что металл перешел в сверх- 
проводящее состояние, т.е. его со- 
противленне стало равным нулю. 


Таким образом, при торможении 
кольца электроны проводимости в 
металле начнут в своем движении 
опережать кристаллическую решет- 
ку. Это различие в скоростях дви- 
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жения попов и электронов и приво- 
дит к появлению электрического тока. 
Подсчитаем величину тока. 
Обозначим через г; скорость ионов 
кристаллической решетки, а через 
и. — скорость направленного дви- 
жения электронов проводимости. Тог- 
да полный заряд, протекающий че- 
рез сечение $ кольца за время АЁ 
складывается из заряда кристалли- 
ческой решетки, заключенной в ду- 
ге длиной и, А, и заряда электрон- 
ного газа, заключенного в дуге 
длиной и,АЁ (см. рис. 4). Если обоз- 
начить полный заряд всех ионов в 
кристаллической решетке через @, 
то полный заряд электронов прово- 
димости в кольце будет равен —© (так 
как в иелом металлическое кольцо 
эаектронейтрально). Поэтому заряды в 





а р АУ 
соответствующих дугах равны @ —^— 
РАН 
и —О9 —_—. где {—длина кольца. Те- 


перь мы можем найти полное коли- 
чество электричества,  протекающе- 
го через сечение металлического коль- 
ца за единицу времени, т.е. вычн- 
слить электрический ток в кольце: 


9еА! № 
7 = 





} 9; 
тя 
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Мы договорнлись пренебрегать не- 
посредственным взанмодействием эле- 
ктронов проводимости с ионами кри- 
сталлической решетки. Однако в про- 


цессе торможения в игру вступают 
силы, которые все-таки будут тор- 
мозить и электроны. Это снлы вих- 
ревого электрического поля. 


При возникновенни тока в кольце 
нндуцируется магнитное поле. По- 
скольку сила тока меняется, это по- 
ле не постоянно. Следовательно, оно 
порождает в металле кольца вихре- 
вое электрическое поле. Силы, дей- 
ствующие на заряды со стороны Вих- 
ревого поля, препятствуют измеис- 
нию тока в кольце, т. е. стремятся 
уменьшить относительную скорость 
электронов и ионов (см. (8)). Сле- 
довательно, эти силы тормозят элект- 
роны ин ускоряют ноны крнсталлн- 
ческой решетки. Работа этих сил по 
перемещению единичного — положи- 
тельного заряда вдоль кольца и пред- 
ставляет собой э. д. с. индукции (на- 
помним, что работа вихревого поля 
на замкнутом путн не равна нулю). 

Чтобы более наглядно представить 
себе динамику двнжения кристалли- 
ческой решетки и электронов прово- 
димости (электронного газа), удоб- 
но мысленно их разделить н рассмат- 
ривать порознь. На рисунке 5, а 
изображено отдельно все относящееся 
к динамике движения кристалличе- 
ской решетки (синее кольцо), а на 


рисунке 5,6 — все относящееся к 
дннамике движения электроиного газа 
(красное кольцо). Теперь мы уже 
легко сможем записать П закон Нью- 
тона в применении к кристалличе- 
ской решетке и электронам. Пусть 
массы синего и красного колец рав- 


ны соответственно М н т, а уско- 
рения их а; и а,. Тогда 
Ма; = ФЕ— РК, (9) 
та. = — ОЕ, 
где Е — напряженность вихревого 


электрического поля. Вычислим зна- 
чение этой напряженностн. 

`Так как работа снл вихревого поля 
по персмещенню единичного заряда 


вдоль кольца равна э. д. с. самоин- 
дукиии, т.е. Е!=@:„, то 
_ М Ем _ 
и - 
ОЕ ГАь; Аг. [. т? 
ААА о [2 (а, —а..) 


Таким образом, уравнения (9) дви- 
жения кристаллической решетки и 
электронного газа примут следую- 


щий вид: 
Ма, = — к (а; — а.) — РЁ, 
{ РЕ $ ( { (19) 
та. = (а; — а.), 
где для а мы звели обозна- 


чение =“. Решая систему (10) 


относительно 4; Н п, паходим 
рения о наших лм 


Уско- 


а, = 


тр 
м-- ши 


т “4. (11) 
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Знак минус означает, что в процес- 
се торможения происходит замедле- 
ние как кристаллической решетки, 
так и электронного газа. 

Зная ускорения, мы можем найти 
время, прошедшее от начала тор- 
можения до момента остановки кри- 
сталлической решетки кольца: 

се а: И. 

= г (М м-в) 
Теперь легко найти скорость и. =о» 
которую будут иметь электроны в 
конце торможення: 


{12) 


т 
ооо ве = р. (13) 
Следовательно, конечное значение сн- 
лы тока в кольце (при 9г=и, 9,=0) 
равно 


ея 


я = — 





р @:_т 
{ { 


Вот теперь мы можем перейти к 
решению поставленной в начале за- 
дачи: определить энергию магнит- 
ного поля тока, возникающего в коль- 
це в результате его торможения. Для 
этого удобно воспользоваться зако- 
ном сохранения энергии. 

В начальный момент времени (= 
—=0) вся энергия кольца складыва- 
лась из кинетической энергии элек- 
тронов и кристаллической решетки, 
те: 

Е то? Мо? 
а 

За время торможения часть энергии 

пошла на работу протнв силы Р. 

Эта «потеря» энергии равна, очевид- 

но АЕ=А=Р$, где 5$ — путь, 


пройденный любой точкой кольца 
(кристаллической решетки) за время 
торможения: 


2 
и Ы тр 
$=пё+ — = 57 т 
Так что 
Е ®: ть 
52 [М+ятя) 


Возникающий в процессе торможения 
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электрический ток в кольце индуци- 
ровал магнитное поле. Следователь- 
но, к концу торможения, когда ско- 
рость кристаллической решетки рав- 
на нулю, энергия кольца склады- 
вается из кинетической энергии эле- 


ту туб т__\? 
ктронов Х. = =” (м-в 


и энергии магнитного поля \Уы 
Согласно закону сохранения энергии 


Е. =К.+ "ы +2, 














откуда 
м 2 
И ЕЕ--А-=К. = ыы Е 
9 (муть. тр = т ре 
ти 2 \туы, 
ти ти 
тЫ (15) 
Подставив в это выражение  зна- 
то _ 
чение ри учтя, что пр = 
ОН. < (см. (14)), получим 
[ _ 66 _ 
у, =Ра Ре 


Итак, мы вновь пришли к полу- 
ченному ранее выражению для маг- 
китной энергии контура с током /. 

Отметим в заключение любопыт- 
ное обстоятельство. Как известно, 
среднее арифметическое двух поло- 
жительных чисел ие может быть мень- 
ше среднего геометрического этих чи- 


сел, т. е. ти>2Уут ‚ и следо- 


_ ть’. 1 
вательно, -——— < —, Поэтому из 
ты 4 : 


выражения (15) можно заключить, 
что 
м г то 

“= р] 

Таким образом, мы приходим к 
выводу: при торможении первона- 
чально раскрученного контура в энер- 
гию магнитиого поля тока может пе- 
рейти не более 25% исходной кине- 
тической энергии направленного дви- 
жения электронов проводимости. Это 
ограничение не зависит от величины 
индуктивности контура. 










В. Саннинский 





`фавесы 
МАТЕМАТИКА 


В этой статье ветеран Великой Отечествен- 
ной войны рассказывает о математических 
залачах, которые ему приходнлось решать, 
командуя батареей 120-мм минометов, 
стрелявших на дальность до 6 км. С той 
поры прошло уже более 30 лет. Многие за- 
лачн, связанные с управлением стрельбой, 
решают теперь вычислительные машнны. 
Олнако нх математическая сущность оста- 
лась прежней. 

Предполагается, что чнтателю известно. что 
такое географическая карта. географические 
коордннаты точкн земной поверхностн, гео- 
графические н магнитные полюсы, экватор, 
мериднаны, параллели и азнмуты. 


Стрельбе артиллерийской батарен по 
объектам в лагере противиика пред: 
шествует подготовка данных — оп- 
ределение дальности и направленич 
стрельбы. Чтобы найти эти величины, 
нужно прежде всего «привязать» ба- 
тарею и цель — а именно: опреде- 
лить их люлографические координаты. 

Объясиим, что это значит. Введем 
некоторые понятия, они понадобят- 
ся нам в дальнейшем. 


3 Кваит №5 
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Топографические карты 


Топографической картой (топокартой} 
называется крупномасштабная ге- 
ографическая карта. На листах то- 
покарт изображаются относительно 
небольшие участки земной поверх- 
ности, поэтому кривизна Земли не 
учитывается (ниже мы всюду счита- 
ем Землю шаром). 

Основной топокартой является кар- 
та масштаба 1:1000000: ее именуют 
международной мизаионной топокар- 
той. Листы миллионной топокарты 
представляют собой равнобочные тра- 
пеции, которые получаются так. Сна- 
чала земную новерхность покрываюг 
параллелямн через каждые 4 от 
экватора к полюсам — получают 
ряды. Затем поверхность Земли по- 
крывают мериднанамн через каждые 
6’ от мериднана, противоположного 
еринвичскому, в восточном направле- 
ини — получают колонки. Пересе- 
каясь. ряды и колонки образуют тра- 
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пеции, которые и изображаются на 
листах миллионной топокарты. 

Каждый лист миллионной топо- 
карты имеет «географический адрес», 
состоящий из двух символов — но- 
менклатуру. Первый символ номен- 
клатуры указывает на принадлеж- 
ность листа к определенному ряду, 
второй — к определенной колонке. 
При этом ряды нумеруются буквами 
латинского алфавита (А, В, С,ШО,,...) 
от экватора к полюсам, а колон- 
ки — числами (1, 2, 3, 4, ...) от ме- 
риднана, противоположного грин- 
зичекому, в направлении на восток, 
Таким образом, точка М земной по- 
верхности с географическими коор- 
динатами 75°54’ восточной долготы 
и 13712” северной широты принад- 
лежит листу миллионной топокар- 
ты с номенклатурой 2-43 (1[13712': 
:4°]--1=4 —- четвертый от экватора 
ряд — буква О, и 43-я колонка от 
указанного меридиана: 


[ 180 755 |+1-43*)) 
а : 


Для дальнейших расчетов при- 
мем длииу дуги земного шара в 1? 
ио экватору и по меридиану равной 
111,0 км. Тогда размеры участка 
земной поверхности, изображенного 
на листе О-43, будут такими: осно- 
вания трапеции — 653,6 км и 640,2 хм, 
высота трапеции — 444,0 км (первые 
две величины вычисляются как 6- 
градусные дуги 12° и 16? параллелей: 

653,6 =6 . 111. со$ 12°, 
640,2 =6. 111 - со$ 16°, 


а третья величина — 4.11] — как 
4-градусная дуга большого круга зем- 
ного шара). 


Последовательным делением ди- 
стов миллионных топокарт на рав- 
ные по долготе и по широте части 
получают топокарты более мелких 
масштабов: 1:100000, 1:50000, 1:25000 
н 1:10000. Чтобы получить топокарту 
1:100000, лист миллнонной топокарты 





*) Здесь [х} — это целая часть чнела х— 
блнжайшее к х целое число, не превосходящее 
х (см. статью «Антье», с. 43). 
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1.1000000 


Рис. 1. 


50000 


1:10 000 
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0) 


8) 


г) 


9) 


делят на 12 частей по долготе н 12 ча- 
стей по широте: получают 144 ску- 
сочка». Чтобы получить топокарту 
1:50000, нужно один из получив- 
шихся 144 кусочков разделить еще 
на 2 равные по долготе и на 2 равные 
по широте части {см. рис. 1). Если 
один из получившихся кусочков сно- 
ва разделить на 2 равные по долго- 
те и 2 равные по широте частн, по- 
лучим топокарту 1:25000. Повторив 
ту же самую операщню (деления на 
четыре «кусочка») с этой топокартой, 
получим топокарту 1:10000. 

Части каждого листа топокарты 
при делении иумеруются: «слева — 
направо — вниз» (рис. 1). Для обо- 
значения частей к номенклатуре ис- 
ходной миллионной топокарты каж- 
дый раз добавляется новый индекс: 
один — если карта 1:100000: число 
от 1 до 144 (рис. 1, а); два — если 
карта 1:50000: индекс листа стоты- 
сячной топокарты, из которого ома 
получилась, плюс одна из первых 
четырех заглавиых букв русского ал- 
фавита А, Б, В, Г {рис. 1, 6); три — 
если карта 1:25000: индекс соответ- 
ствующей пятидесятитысячной карты, 
плюс одна из буква, 6, в, г (рис. 1, в), 
и наконец, четыре — если карта 
1:10000: индекс соответствующей кар- 
ты 1:25000 плюс одна из цифр 1, 2, 
3, 4 (рис. 1,2). 

При подготовке исходных дан- 
ных для стрельбы обычно пользуются 
топокартамн масштаба 1:10000. Лист 
карты такого масштаба, содержащий 
упомянутую выше точку М (задан- 
ную географическими — координата- 
ми), имеет номенклатуру Р-43-104- 
-Б-г-3; проверьте это. Можно пол- 
считать, что этот лист изображает 
участок земной поверхности формы 
трапепии со средней линией 6,8 км 
н высотой 4,6 км. 


Топографические координаты 


Система координат, употребляемая в 
топографии, отлична от декартовой. 
В этой системе за ось Х принят се- 


3® 


Ккуапетесите.ги 


рединный географический мириднан 
каждой колонки, параллельно сиесен- 
ный на 500 км к западу, а за ось У 
принят экватор. Найдем, к примеру, 
в этой системе отсчета коордннаты 
нашей точки М — они называются 
топографическими координатами, п 
измеряются в метрах. Точка М на- 
ходится на расстоянии 1465,2 км 
от экватора и на расстоянии 97,26 км 
вправо от серединного мериднана ко- 
лонки с номером 43. Поэтому для нее 


[Хм — 1 465 200. 
[Ух = 597 260. 


На территории каждой 
установлены специальные, вилимые 
издалека пункты государственной 
мрианеуляции. Все они, как и дру- 
гне высокие сооружения на земной 
поверхности, имеют точно определен- 
ные топографические координаты; эти 
координаты занесены в особые ка- 
талогн, которые используются лишь 
в служебных пелях. 

В учебных нелях довольствуются 
условными координатами. — Коорди- 
наты первого, отправного пункта ме- 
стностн задаются произвольно. К не- 
му «привязываются» нужные пунк. 
ты. Получается плоская система го- 
чек, определенных координатами, со- 
ответствующая действительной систе- 
ме точек на местности. Узнав в слу- 
чае необходимости топографические 
координаты одной из точек этой си- 
стемы, мы можем найти действитель- 
ные координаты всей сети точек. 

Встанем теперь в какую-нибудь 
точку в северном полушарии с со- 
ответствующей топокартой и попро- 
буем сориентировать се по странам 
свега. Через каждую так\ю точку 
проходят три мериднана: магнитный, 
географический и топографический 
{параллельный серединному географи- 
ческому мерилнану для основного ли- 
ста соответствующей топокарты). У но- 
мянутые мерндианы, вообще говоря, 
не совпадают. Они пересекаются под 
некоторыми углами. Углы этн ог- 
носительно малы, и мы ими иреиеб- 
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режем. Будем считать все меридианы 
в точке совпадающими с магнитным, 
то есть с направлением па север маг- 
нитной стрелки компаса. 

Каждый умеет пользоваться ком- 
пасом. Поэтому можно считать, что 
мы умеем сориентировать нужную 
топокарту по направлению на север. 

В дальнейшем мы будем пользо- 
ваться следующими обозначениями: 

Хан У — топографические коор- 
динаты пункта А на местности; 

[АВ| — расстояние между пуцк- 
тами А и В (в метрах); 

([АВ| — азимут направления из 
А на В, то есть угол между лучом АВ 
н направлением на север, отсчиты- 
ваемый по часовой стрелке. 


Задачи 


Рассмотрим теперь основные задачи на 
координаты, которые приходится ре- 
шать в нронессе подготовки исходных 
данных для стрельбы. 

Задача 1. (Прямая задача на 
координаты.} Дано: Х., Уд, \АВ] 
и [АВ]. Найти: Хв, Ув. 

Имеется в виду, что расстояние 
[АВ| (в метрах) найдено при номощи 
мерной зеиты, угол 1АВ} — при но- 
мощи буссоли или теодолита (без 
учета поправок на углы между ме- 
риднанами). 

Из рисуяка 2 находим 

Ав =, НАХ 
и 

Ут = Ул + АУ, 
где АХ= АВ -с0о$ [АВ| 
= МВ|.зт [АВ|. 


Задача | позволяет нам «привя- 
зать» пункт В местности (определить 
топографические координаты — точ- 
ки В) по «привязанной» точке А. 

Прн решенни конкретных задач на 
координаты принято пользоваться 5- 
значнымн математическими таблища- 
ми *). Рещите, например, такую за- 
дачу: 


н АУ= 





*) Вы можете воспользоваться таблицами 
Браднса, 
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№ 





Рис. 2. 


1. Найти Хви Ув, если ХА=53 817, 
Уд=38 629, [АВ |=2182 и [АВ\ = 321°14°. 
Задача П. (Обратная задача 
на координаты.) Дано: Х д, Уд, Хы, 
Ув. Найти: [АВ], ПАВ. 
Из того же рисунка 2 находим 
АХ == Хз — ХАдн АУ == Ув — ата 
Лалее имеем 
ЧаАВИ = 5. 


По вычисленной величине 18 1АВ] 
с учетом знака находим угол [АВ]. 
Наконец, из ААВС имеем 


АВ] а. 
. 148] с0$ [48] 

Вычисление |АВ| производится по 
обеим формулам. Совпадение резуль- 
татов — некоторая гарантня безо- 
цибочиости произведениых подсчетов. 

Решите теперь конкретную задачу: 

2. Найти [АВ} и АВ], сан ХА = 
—12 850, Уд=98 713, Хв=13 519 и Ув 
==97 314. 

Решив ее, вы сможете подать на 
батарею команду: «Батарея, к бою! 
Дальность .., азимут ...!» Навод- 
чик каждого орудия батареи, полу- 
чив такую команду, при помощи при- 
цельного приспособления нужным об- 
разом наведет свое орудие по вер- 
тнкали (одно деление прицела со- 
ставляет — 50 м) и по горизонтаан 
(одно деление угломера составляет 
3,6"). 

У читателя может возиикнуть не- 
доумение. В точке А находнтся пер- 
вое орудие, другие — на некотором 
расстоянии от него, левее. Значит 


попадет в В только первое орудие. 
На самом деле, если цель В по пло- 
щадн значительна, то все будет в 
порядке (почему?). А как же быть, 
когда цель мала — сконцентрирована 
в точке В? В этом случае упомянутая 
команда дополняется указанием: «веер 
сосредоточенный» (если же цель В 
по площади велика, то командуется: 
«веер параллельный»), и команди- 
ры орудий, в зависимостн от их удале- 
ния от первого, вычисляют и вно- 
сят поправки в указанный батарее 
азимут. 

Читатель может сам проделать 
соответствующую вычислительную ра- 
`боту за комаидира второго орудия, 
считая его удаление от первого, на- 
пример, равным 50 м (в условиях той 
же конкретной задачи ПП). Можно 
допустнть, что фронт батареи пер- 
пендикулярен направлению стрель- 
бы первого орудия. 

Итак, мы уже поработали и за 


командноа батареи, и за командира. 


орудия. Одкако мы пока не учли 
самого главного: ведь чтобы стрелять 
из А в В, надо эти пункты предва- 
рительио «привязать». В условиях 
войны пункт А находится на нашей 
территорни, а пункт В на террито- 
рин противника: туда с мерной лен- 
той не пройдешь. Отсюда возникает 
новая задача — задача «привязки» не- 
доступного пункта местности. 

Задача ЦИ. (Прямая засечка 
с двух пунктов.) Дано: Ха, Уд, Хь, 
Ув, углы @ и В (см. рис. 3). Найти: 

с» Ус. 

Имеется в виду, что пункты Аи 
В местности уже «привязаны». На- 
до «привязать» пункт С при усло- 
вни, что величины © и В могут быть 


найдены непосредственным — изме- 
рением. 

Если знать величины [АС] и 
МС], или [ВС] и |ВС|, то наша 


задача сведется к задаче [. Опреде- 
лим эти величины. 
Для ААВС (см. рис.3) по теоре- 
ме синусов имеем 
14С] 1ВС] 
тв — эта = 


АВ 
эт (© -- В) ° 








Куап. тссте.ги 





| 
х| 
ь > 
Рис. 3. 
Отсюда 
АВ ` 
[АС] = = @-+ 8) ‚т В 
(АВ! Е 
И 18С] = ев) .5Ш <. 


Кроме того, [АС]=[АВ] —а и 
{ВС} =1АВ} +В. 

Величины |АВ| и [АВ] находят- 
ся также, как в задаче |. 

Координаты для контроля  вы- 
числяют двумя способами: и по точ- 
ке Д, и ло точке В. 

Решите теперь конкретную зада- 
чу: 

3. Найти Хе н Ис, ели Хлд=12 850. 
У_=98 713, Хв= 13 519, Ув- 97 314, а= 
== 39°43’, В--82°25’. 

Задачу Ш приходится решать в 
следующей ситуации. Пусть А ин 
В — пара наблюдательных пунктов, 
расположенных на расстоянии 1,5— 
2,5 км друг от друга, недалеко от 
переднего края обороны. Эти пунк- 
ты заранее «привязаны», с них ве- 
дется наблюдение за противником. 
При появлении в лагере противника 
цели С наблюдатели ее *засекают», 
то есть любым способом замеряют уг- 
лы @ и В. Остается только решить 
треугольник АВС по стороне АВ и 
двум прилежащим к ней углам @ ни 
В: аналитически, как было описано 
выше, или графическн — на план- 
щете. 

Наконец, еще одна задача на ко- 
ординаты. 


Задача 1\. (Обратная засечка 
с трех пунктов.) Дано: Хд, Уд, 


Хь, Уь, Хо, Ус, АБб=а, ВСВ 
У 





Рнс. 4. 


(см. рнс. 4). Найти: Хр, Ур.*) 

Координаты точки В могут быть 
вычислены через приращения коор- 
динат любой из точек: А, В или С. 
Во избежание ошибок их принято 
находить через приращения от двух 
точек, например, точек А и В. 

Мы уже знаем, как вычислить ве- 
личины (АС) м \АС, 18С] и \8ВС|. 
Сделав это, мы сможем найти угол 


^^ 
АСВ: 
АСВ —\АС}—{ВС}. 


^^ ^_. 
Положим САР =ун СВР=6. Оп- 
ределим эти углы. . 


Из четырехугольника АСВЮ имеем 


„^^ 
е-Ё8 — 180? — а-+- В- АСВ | 


2 2 


Из треугольников АСР и ВСБ 
по теореме сниусов находим 


СП $11 КЫ _ этё 
1АСГ — эта 1ВС1 эт В ` 


Исключив из этих равенств ве- 
личину |[СБ|, получим 
зтб  |АС|] т В 
эт? — ВС зта Е 


Положим здесь 


РАС] зт В заб 


[ВС] та — 5^. 


Вычислив по этой формуле {5^, 
мы найдем вспомогательный угол А. 





*) Эта задача известна под названием 
задачи Потенота. О ней уже рассказывалось 
в «Кванте» — см. статью Л. С. Хрено- 
ва, «Квант», 1973, № 4, с. 30. 
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Теперь 
С т. 
тб — ША ' 
откуда 
тя -- зт 6 ТЕ 6 


пу тб = 1 ША 


то есть 
ШТО с (454%). 


Все величины, стоящие в правой 
части, известны. Поэтому мы можем 
найти полуразность нужных углов 
унб. 

Зная же их полусумму и полу- 


разность, легко находнм сами эти 
углы. 
Затем из треугольников АСР ин 


ВСР по теореме синусов находим 
МР = 1АС] зи (< - у) И 


яп“ 
ыы В 
уп й ы 
Азимуты [АР] и [ВО] находят 
по формулам 
[АР] = [АС] + 


[ВО] = [ВС] — 65. 

Далее, как и в задаче [, находят 
Хь и Тв. 

Вот конкретная задача: 

4. Найти Хрьи Ур, если Хд= 12 850, 
Уд=-98 713, Хв=13 519, Ув=97 314, Хес= 
=12 406, Ус=96 956, я=72°28’, В—=31°46’. 

Обратной засечкой с трех пунк- 
тов обычно «привязывают» наблю- 
дательные пункты и батареи. Можно 
таким способом «привязать» и цель. 
Но для этого надо иметь своего пред- 
ставителя на территории — против- 
ника. Как и предыдущие, послед- 
нюю задачу можно решить графи- 
чески: для этого нужно построить 
точку, нз Которой данные два от- 
резка видны под данными углами. 

На этом мы кончаем наш рассказ 
о задачах, которые приходится ре- 
шать артиллеристам. Добавим толь- 
ко, что разобранными задачами да- 
леко не исчерпывается «математика 
в артиллерии». 


и 


Лаборатормя «Квантаю 


В. Майер 


ВОЛНЫ 
НА 


БУМАГЕ 


Возьмите стеклянную трубку длиной 
около полуметра и диаметром 4— 
7 мм. Одной рукой держите ее за се- 
редину, а другой рукой плавно без 
особого нажима проведите от кониа 
трубки к ее середнне полотняной 
тряпочкой, смоченной спиртом или 
одеколоном. При этом вы услышите 
довольно сильный чистый звук. 
Этот опыт по своей идее очень 
прост, но чтобы он получился, сле- 
дует немного потренироваться. Сила 
н длительность звука, издаваемого 
стеклянной трубкой, полностью ой- 
ределяются тем, насколько удачно 
вы сумеете возбудить трением коле- 
бания трубки, поскольку именно тре- 
ние является источником энергии ко- 
лебаний трубки в данном случае *). 


*) Более подробно о роли силы трення 
при возннкновеннн колебаний можно прочн- 
тать, напрнмер, 8 статье Л. Аслама- 
зова «Почему звучит скрипка», «Квант», 
1975, № Ш. 








Изучение таких колебаний начал 
еще в прошлом веке знаменитый ан- 
глийский физик Дж. Рэлей, второй 
(вслед за Дж. Максвеллом) дирек- 
тор не менее знаменитой «веревоч- 
но-сургучной» Кавендишской лабора- 
тории *). 

Любопытно отметить также, что 
в 1903 году один из учеников П. Н. Ле- 
бедева — тогда еще студент — скон- 
струнровал звуковой генератор, по- 
строенный по описанному принципу. 
Этот источник звуковых колебаний 
использовался при исследованиях зву- 
кового давления. В приборе неза- 


*) В этом неофициальном названни фи- 
знческой лаборатории прн Кембриджском 
укнверснтете отражено восхнщение целымн 
поколениями английскнх физиков, которые, 
пользуясь примитнвнейшнми средствами, вро- 
де сургуча, картона, веревочек, умудрялнсь 
получать важнейшне каучные результаты. 
Правда, перечнсляя оборудование лабора- 
торнн, мы забылн упомянуть... ннтеллект 
исследователя. 
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тухающие колебання стеклянной труб- 
кн, вызывающие столь сильный звук, 
«что вынести его можно было не ина- 
че, как затыкая ушн стеклянными 
шариками», возбуждались спецналь- 
но устроенным вращающимся шки- 
вом при его треннн. 

С помощью звучащей трубки мож- 
но поставить немало краснвых и по- 
учятельных опытов. Рассмотрим один 
нз них. Покройте стол слоем поро- 
лона толщиной не менее |] см, а свер- 
ху положите лист плотной белой бу- 
маги. В наших опытах мы использо- 
вали лист толщиной 0,3 мм и раз- 
мерамн 200х290 мм. Равномерно по- 
сыпьте лист  мелкораздробленными 
кристалликамн  марганцовокивлого 
калия. Взяв посередине стеклянную 
трубку длнной 30—40 см, располо- 
жите ее вертикально и слегка прн- 
коснитесь ее концом к листу бумаги 
на расстоянии нескольких сантимет- 
ров от его края. — Трением 
возбудите колебания трубки. При 
этом, как только вы услышите звук, 
кристаллики марганцовокислого ка- 
лия прндут в движенне я соберутся 
вместе, образуя некие лниии. 

Опыт очень красив, и на всех, 
кто видит его первый раз, производит 
большое впечатление. Но нужно ска- 
зать, что успешная постановка опыта 
требует определенного  эксперимен- 
тального искусства. Трубку необхо- 
димо держать так, чтобы она только 
чуть-чуть касалась бумажного листа. 
Может быть, лучше, обернув труб- 
ку посередине несколькими слоями 


бумаги, закрепить ее в штативе. 

При возбуждении — колебаний 
не следует сильно давить на 
трубку, иначе между ее кон- 
ном и листом получится слиш- 


ком хороший «акустический контакт», 
н опыт не удастся. Трубка и тряпоч- 
ка должны быть чистыми. Одним 
словом, на первых порах от вас по- 
требуется немало нзобретательности 
и настойчивости, чтобы получить нуж- 
ный результат. 

А результат этот достонн изуче- 
ння! В самом деле, разве не интерес- 
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но, почему равномерно насыпанный 
на бумагу порошок закономерным 
образом собирается в определенных 
местах, лишь только трубка начинает 
звучать? Почему появляющийся на 
листе рисунок зависит от длины труб- 
кн? Отчего картина меняется В за- 
внсимости от расстояния между 
концом трубки и краем листа 
(рис. 1)? 

Даже беглый взгляд на лист с пе- 
рераспределившимися кристалликами 
марганцовокислого калия позволяет 
высказать предположение, что линин, 
где собираются кристаллики, пред- 
ставляют собой семейство гипербол. 
Проверьте, так ли это. Остро отто- 
ченным карандашом обозначьте на 
листе исследуемые линни и положе- 
ние конца трубки. Убрав марганцо- 
вокислый калий, наложите лист бу- 
магн на другой, иглой «переколите» 
экспериментальные точки, а каран- 
дашом отметьте положение края лн- 
ста. Соединив точки плавными ли- 
ниями, вы получите чертеж, подоб- 
ный тому, который изображен на 
рисунке 2. Постройте на этом чер- 
теже точку 5’, симметричную отно- 
снтельно края листа точке $ каса- 
ния трубкн. 

По определенню гнпербола — это 
геометрическое место точек, разность 
расстояний которых до двух данных 
точек, называемых фокусами гипер- 
болы, есть величина постоянная. Ес- 
ли предположение, что полученные в 
эксперименте линии есть гиперболы, 
верно, то очевидно, что точки $ и 
5’ — фокусы семейства гипербол. 
На любой из линий чертежа выбери- 
те произвольную точку. Измерьте рас- 
стояния от нее до точек 5 н 5’. Вы- 
числите разность этих расстояний. 
Теперь на той же линии возьмите 
любую другую точку н для нее про- 
делайте то же самое. Вы получите 
результат, в пределах ошибок опыта 
совпадающий с первым. Взяв еще 
несколько точек на выбранной лн- 
нин, нетрудно убедиться, что эта ли- 
ния действительно является гипер- 
болой. 


Теперь подсчитайте разности рас- 
стояний от фокусов до точек, при- 
надлежащих различным линиям чер- 
тежа. Вы заметите, что при перехо- 
де от первой линии ко второй эта 
разность увеличивается в 3 раза, от 
первой к третьей — в 5 раз и т. д. 
Поэтому для разностей расстояний — 
обозначим ее через 6 — можно за- 
писать экспериментальную формулу 


5= ФЕ+Па, Ё=0,1,2, ... (1) 


Здесь а — некоторая постоянная, 
имеющая размерность расстояния. 
Опытным путем нетрудно убедиться, 
что значение этой постоянной не за- 
висит от положения точки касания 
трубкой листа бумаги, а определя- 
ется только длиной трубки: чем длин- 
нее трубка, тем больше значение а. 
С другой стороны, длиной трубкн 
задается частота ее собственных ко- 
лебании (аналогично свободным ко- 
лебанням шнура нлн струны; см. 
учебное пособне для 10 класса), а труб- 
ка возбуждает колебания в бумаж- 
ном листе. Что же это за величина, 
зависящая от частоты колебаний и 
нмеющая размерность расстояння? 
Очевидно, это ни что иное, как длн- 
на волны или, по крайней мере, ве- 
личина, пропорциопальная ей. 
Таким образом, мы приходим к 
предположению, что в листе бумаги 
распространяется какая-то волна. Но 
какая? Бегущая волна не может дать 
неподвижного распределения порош- 
ка на листе, а в опыте оно получа- 
ется. Следовательно, если здесь н 
есть волна, то она не бегущая, а стоя- 
чая, которая образуется в результа- 
те интерференция двух бегущих волн. 
Источником одной волны явля- 
ется конец колеблющейся трубки. 
Откуда берется вторая волна, ко- 
герентная первой? Разумно пред- 
положить, что она появляется в ре- 
зультате отражения бегущей волны 
краем листа бумаги. Если это в са- 
мом деле так, то можно считать, что 
имеется как бы два источника волн: 
действительный источник, располо- 
женный в точке $ (см. рис. 2), и 
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мнимый, совпадающий с точкой 5". 
Мнимый нсточник — это построенное 
в крае листа как в зеркале изобра- 
жение действительного источника. Эти 
два источника когерентны. Предпо- 
лагая, что они излучают волны в 
фазе, можно записать условие мини- 
мумов ннитерференционной картины: 


6= (14-1), &=0, 1,2... (2) 


Здесь 6 — разность хода между вол- 
намн ин А — даина волны. Сопостав- 
ляя это выражение с эксперименталь- 
ной формулой (1), можно видеть, 
что постоянная а — это половина 
длины волны, распространяющейся в 
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Итак, опыт объяснен: от конца 
колеблющейся трубки по бумаге рас- 
пространяется круговая волна, кото- 
рая без изменения фазы отражается 
краем листа; падающая и отраженная 
волны когерентны и поэтому интер- 
ферируют;  кристаллики марганио- 
вокислого калия сбрасываются с мак- 
симумов интенсивности колебаний 
(пучностей стоячей волны) н собира- 
ются в минимумах (узлах), совокуп- 
ность которых представляет собой 
семейство гипербол. 

В заключение предлагаем вам не 
совсем обычное задание; найдите в 
статье те утверждения, которые даны 
без доказательства, и попробуйте до- 


бумажном листе! 


казать их экспериментально. 





Ю. Шиханонич 


ФОРМУЛА 
ДЛЯ ПРОСТЫХ 
ЧИСЕЛ 


Обозизчим через р» (п -Г|)-е 
в порядке возрастания 
простое число: рог 2, р. = 
= 3, ре= 5. рз=Т, рат 
== }1, р = 13 ит.д. 
Шнроко распространено 
мненне, что ине существует 
формулы. выражающей рп 
через пл при помощи ариф- 
метических операций. Ока- 
зывается, стоит только до- 
бавить к  арнфметическим 
олерациям функции «факто- 
рнал» (п! = 1.2. -п; |'= 
= 1), вцелую часть? (см. с. 43) 
н простенькую «логическую» 
функцию зв (читается «сиг- 


нум» — «знак» по-латынн): 
1, слка> 0, 
«и =| 
0, еслн п = 0, 


как такую формулу уже мож- 
но написать (справа сверху, 
здесь Ё (<) — «целая часть 
числа х). Аналогичную Фор- 


мулу прислал в редакцию 
московскик — десятиклассиик 
В. Гугник. 


Беда в том, что от по- 
лобных формул мало толку. 
Во-первых, вычисление го 
ннм — не короче вычисле- 
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ння при помощи алгорнтма 


«решето Эратосфена» 
(«Квант», 1973, №4, с. 72 
и 1973, № Ё. с. 7). Во-вто- 
рых, при их помощи затруд- 
нительно исследовать «пове- 
денине» множества простых 
чнсел «на бесконечности» 
(т. е. при п -+ -№ со) или. как 
говорят математики, «зсим- 
птотическое поведение» мио- 
жества простых чисел. 

Тем ве менее, по-види- 
мому, приведенная формула 
удовлетворит потребность ие- 
которой части читателей 
«Кванта». 

Как доказать предло- 
женную формулу? В теорни 
чисел через 1(т)} обозиача- 
ется число простых чисел, не 
превосходящих #1. Легко со- 
образить. что 


зп —л (т)) = 
о еслн т<рл, 
— 10. еслн т2рп- 


Пусть теперь и — произволь- 
ная ‹оценка сверху» для р», 
т. е. такая функция, что пря 
всех п имеем р. =и(л). 
Тогда 
и м) 
рр= У м (м-1— а (п). 
те 0 
Пусть далее у — характери- 
стаческая функция множест- 





ва простых чисел, т. е. такая 
функция, что 

1. если # — нростое 
чнсло. 

0, еслн В — состав- 
ное число. 


Очевидно, 


Хх (2) = 


ц 


яд т = 
К 


х(®). 


р 
> 


Ире 


Тогда 


и 7) 
ме У (+! 


ыы 
т-0 


т 
ы 
-х #6). (1) 
=? з 

Чтобы из формулы (1) но- 
лучить конкретную формулу, 
кадо полставить в чее какие- 
инбудь выражения для 
функций У и и. 

Наша формула как раз 
и получается из формулы 
{1} при (п) =л241 (в тео- 
рии чисел доказано, что 
р» эм? для всех п) и 


х(®) = @— 1] — 


ьь НЕЕ (2) 


Формула (2) получается при. 
помоши теоремы Вильсона’ 
еслн # — простое число, то 
(&— ЕТ делнтся на А. 


Математический кружок 








А. Мордкович, 
В. Смышляев 


«Антье? — Это французский математик». 
(Из ответа студента на экзамене) 


1. Определение 


Во многих задачах алгебры, теории 
чисел, математического анализа, тео- 
рии вероятностей приходится рас- 
сматривать нанбольшее целое чи- 
сло, не превосходящее данного чи- 
сла (впомпните, например, определс- 
ние характеристики — десятичного 


— 


у=[х] 


Рнс. |. 
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логарифма}. Такое целое число по- 
лучило специальное название: «це- 
лая часть числа». 

Итак, целой частью действитель- 
ного числа х называется наибольшее 
целое число п, не превосходящее х; 
целая часть числа х обозначается 
символом |х] или (реже) Е (х) (от 
французского ЕпШег (вантье») — «це- 
лый»з). Например, [2,3]=2, [—2,3]= 
=— 3, [2]=2, [—3]=—3. 

Если пэх<т-]|, а л — целое, 
то [х]=п. Поскольку [х|=5х< 1х 1-1, 
нмеем 0 х— [х]<1. Чнело а=х— [х] 
называют дробной частью 
числа хи обозначают {х}. Итак, 
0 = {х} <1. Очевидно, х=[х] + {х}. 

График функции иу=(х] изобра- 
жен на рисунке 1, а функции у= 
= {х} — на рисунке 2. 


2. Некоторые свойства 


1°. Если р — 
[х-р | = [х-Ер. 
2°. Для любых действительных 
чисел х ну: [ху] хх 1. 
Доказательство. Имеем 
хх] +а,0=3а<5 1; у=[у]-ЕВ,0=В<1. 
Тогда  х{у= [хо [и] --В=1х]- 
-Н[и]-Н. гдеу=а-НВ. Значит, 0 у<2. 
Если 0=<у<1, то [ху] =] -Н и]. 
Если же Г 


целое число, то 


153у<52, т.е. у=1- 


$ . 
где Оу’, то хНиу= [х]-Н ши] -Н1- 
+ ини = [х1-+ НС НН 1. 

Замечание. Свойство 2” рас- 
пространяется на любое конечное чн- 
сло слагаемых: [хх ... 
= в. + [х, }. 


--х‚ |= 






Ркс. 2. 
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3°. Если [х|=1], то |х—у |<. 

4”. Если п — натуральное число, 

"Е 

то || =|— |. 
п п 

оказательство. 


[2] 


—— 


Поло- 
=а. Тогда ак <а+ 1, 
илн ап [х]<5п (а-1). 

Поскольку числа ая и п (а-+1) — 


целые, число х также должно Удов- 
летворять неравенствам ал х<5п (а-- 


+10, откуда а<—_ а 1, т. е. 


жим 


3. Антье в уравнениях 


Решение уравнений с переменной под 
знаком «целой части» обычно сво- 
дится к решению неравенств или си- 
стем неравенств. 
Рассмотрим несколько примеров. 
Задача 1. Решить уравнение 


Ё -Ё = 15х —7 
8 





5 


15х—7 
Решение. Положим Е > 
5-7 
=ф. Тогда х= = 1 н уравнение 
принимает вид 
10 -г 39 


=. 


Из определения целой части сле- 


©. 
дует, что ие —1#<1. Ре- 
шив этн неравенства, находим 
1 
— И 113. 


ю ъас 


— 





х 
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Так как {-— целое число, то оно 
может быть лнбо нулем, либо еди- 
ницей. При #=0 получаем х, = 


при { = 1 будет х, = 


35’ 


5 


Задача 2. Решить уравнение 


и—и-|= | 





2 
Построив графикн функций у= 
=[х—1!] и |5“ (см. рис. 3), 


о 
видим, что они совпадают при 
3=х<5. (На рисунке 3 график 
функции у = [х— |] изображен синим 


цветом, а функции =] 





красным.) 
Задача 3. Решить уравнение 
х8— [| =3. 
Решение. Преобразуем урав- 


нение к виду хзЗ— 3 = [х] и постронм 
графики функций и == 3—3 ну-= [х1 
(см. рис. 4). Так как графики этих 
функций пересекаются в едииствен- 
ной точке, наше уравченне тоже 
нмеет единственный корень. Этот ко- 
рень заключен между числами 1 и 2. 


Но ели 1<х<2, то [2]=\ и 

уравнение принимает вид х°—1=3. 
мы 

Отсюда х=уУ4 — корень — данного 


уравнения. 


4. Антье и задачи на делимость 


Всякое натуральное число п можно, 
способом, 


ни притом единственным 





Рис. 4. 


разложить на простые множители*). 
Очевидно, показатель степени &, с 
которым простое число р входит в 
разложение числа т на простые 
множители: т = ру". р5».... "рук, равен 
максимальной степени числа р, из 
которую делится т. 

Возьмем число п!=1.2.....п. 
Пусть р— некоторое нростое число. 
Как узнать: на какую максимальную 
степень числа р делится п!? 

Посчитаем, сколько в последо- 
вательности 1, 2,..., п чисел, 
кратных р. Если таких чисел №, то 
число Ёр среди них — наибольшее, и 
поэтому Ер=п< (Ер, т. е. = 


<-> < +1. Значит, = > 


Итак, среди чисел 1, 2, 
кратнымн р будут числа р, 


Зр,..., 
сать п! так: 
п! =р.2р-3Зр..... [5-Р-м = 


.. п 
2р, 
п 

| р, и мы можем запи- 


„М, = 


ео [=] |5] Му 


где число М, на р уже не делится. 
Если [5 |<, то максимальная 


а . Не 


степень числа р, на которую делит- 
ся п!, равна т Если же |; |= 
—р, то выделим 
числу р, среди чисел 1, 2, 


п 
[5] 
р 
ство | Таким образом, 


[51| = р-Эр... [ре Р.М: = 


числа, кратные 


И] 


Их будет СВОЙ- 


‚ или (см. 





*) О разложении на простые множнтели 
см., например, статью В. Вагутена 
«Алгоритм Евклнда и основная теорема арнф- 
метнки», «Квант», 1972, № 6. 
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р: 


п 
ы 1-м, где число М. уже 
не делится на р, Если при этом мы 
получили #|<Р. то задача реше- 


на, на=!-^® г: Если ж 
«НЫ кож 


[= =. то, повторив предыдущие 
рассуждения, найдем 


п я я 
“|1 |+|=|+| |+ ... () 
Через конечное число шагов мы 
получим степень ру большую п; 


-л 
иными словами, получим, что =] = 


=0. Следовательно, в сумме (м) 
число слагаемых — конечное, и мы 
можем дать окончательный ответ: 
простое число р входит в разложе- 
ние числа п! с показателем 
Е 
р! р , 


‚+. 


где $ таково, что рп рз. 
Замечанне. На практике «< удобно 





п 
вычислять так. Положим о; = рее = 
0 ©. 
= — м, з = | —“|, Тогда @ = 
ее 
=, -Н а. -- з-... 
Применим теперь полученную 


формулу к решению задач. 

Задача 4. Сколькими нулями 
оканчивается число 1976!? 

Решение. Задача будет рещше- 
на, если мы найдем, чему равна 
максимальная степень числа 10, на 
которую делится 1976!. Но посколь- 
ку 10=2-5, нам достаточно подсчи- 
тать, в какой стевени входит число 
5 в разложение на простые множи- 
тели числа 1976! (ясно, что 2 вой- 
дет в 1976! сомножителем большее 
число раз, чем 5). Число 1976 мень- 
ше, чем 58, но больше, чем 5*, и мы 
получаем ответ; число 1976! окан- 

1976 1976 1976 
чивается [75+ [= += р 
1976 


+= |= 395+79+15+3- 


= 492 нулями. 
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Задача 5. Доказать, что число 


Се, делится на 767. 


Решение. Поскольку 76 = 22х 
Х19, то для делимости на 76? необ- 
ходимо и достаточно, чтобы (7503, де- 
лнлось на 2% и 19. 

1976! 


ое о И- 
Имеем (15% = г тоббг Най 
дем, чему равны показатели степе- 


ней ©, @., м. и В:, В, Вз, с кото- 
торыми входят числа 2 и 19 в раз- 
ложения на простые множители чи- 
сел 1976!, 976! и 1000!. Имеем 


1976 ] 1976 
“РЕЯ. 
+19 1969 
976 


976 976 
Ф= >| т |= | - 
т ]- 971, 


1000 1000 7. 
++. 


+ [= с | = 984 











на, —@,—а, =4, то есть С318; де- 
лится на 2%. 
Аналогично 
1976 1976 
= 9 |+| 19 |= 109, 
976 976 
В, — |9 +| т 
1000 1000 
Во = [9+ [Ч -|=54 
и В. —В:—Вз=2, то есть С15%% де- 


лится и на 19%. 
Таким образом, С976, делится на 76°. 


5. «Целые точки» 


Под целыми точками мы будем пони- 


мать точки (х, у) координатной пло- 
скости с целочисленными координа- 
тами х и у. Спрашивается, как под- 
считать число целых точек, лежа- 
щих внутри данной плоской фигу- 
ры? 
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Задача 6. Сколько целых то- 
чек расположено на сторонах и внут- 
ри треугольника, образованного пря- 


1 
мыми ух, х=10 и 065ю 


з 2» 
абсцисс (рис. 5)? 


Решение. МЧайдем значения 


2 1 
функции у=5х—-_ при целых 
х=1, 2, ..., 10 (заметим, чтоу==0 при 
3 5 
& = ей получим ордннаты ть 
9. № Шо № и 
2" Бо Ме бь © то 





37 
и —=—. Легко сообразить, что об- 


щее число целых точек, лежащих В 
данном треугольнике (считая и на 
граннце), равно сумме целых частей 
этих ординат плюс десять точек, ле- 
жащих на оси абсцисс: 


СНС 
ООО 
+5 +10-1+2+2+3+4+ 


+5 +6- 10 = 37. 


Ответ: 37 целых точек. 


Заметнм, что внутри данного тре- 
угольннка лежит всего лишь 37—10—6==21 
целая точка. 


Оказывается, целые точки могут 
быть полезны при доказательстве тож- 
деств! 


23 4+567890т 





Задача 7. Доказать тожде- 
ство 


9], [.291, [391 
[-|+[5]+[5] +... 
(2—9 рп. 
.+| р |- о "у 


(ри 4— взаимно простые натиураль- 
ные числа). 


Решение. — Рассмотрим прямо- 
угольник с верщинами О = (0; 0), А = 
== (р; 0), В = (р; 9), С = (0; 9) (рис. 
6). Отметим внутри прямоугольника 
все целые точки (х, и): [1 х=р—1, 
1 < у= 9—1 (красные точки на ри- 
сунке). Число этих точек равно про- 
нзведению (р—1)(9—1). 

Прозедем диагональ ОВ нашего 
прямоугольника; ее  уравнение— 
= х. Так как ри взаимно 
просты, ах=1, ..., р 1, то числа 
вида 8 целые, т. е. на диа- 
тгонали ОВ имет целых точек, и та- 
ким образом в треугольнике, лежа- 
щем под диагональю ОВ, будет 

—1) (9—1 
ео красных (целых) точек. 
С другой стороны, стюсобом, онисан- 
ным в задаче 6, получаем, что число 


этих точек равно сумме [|+ 


4.2 9:21 в 
+ ]+...+| р | ин, зна 


чит, нужное тождество доказано. 


(0:49) р В(р,9) 





ее ий | А(р;0)} х 


Рис. 6, 
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Упражнения 


1. Постройте графики функций у:=[—х], 
у = [2х], у= [$тх]- 
2. Докажите тождества: 


г} 2 
о + [= +... 
п —1 
ре 


тделн А — натуральные числа. 


л п п 

ое 
=1(1) + т{2) == ...-т(п), 
где т(#) обозначает число натуральных де- 
лителей числа Ё. 

в) (па -- 2)@а + 3З)-... .@п—1)2я== 
= 2". (21 — Пн, 
(Через 5$! обозначается произведение на- 


туральных чисел от 1 до $ одинаковой чет- 
ности с 5$: например, 8!=-2.4.6-8; 9"= 





=1.3-5.7.9.) 
3. Пусть @й, В..... Ё — натуральные 
числа, @ 6 -Р...-- Г = п. Докажите, что 
п! 
дробь мы _П - \®лое число. 


4. Докажите. что ссли [ях] -| [мы] == 
= [пл -Еи}| при всех натуральных а, 
то либо х, либо у — число целое. 


5. С каким показатслем просгое число р 
входит в разложение числа 
а} (21)": 6) 2 т 1и. 


6. Решите урависния: 


8х -- 19 162-10. 
ы в 


6) “= |= [2]; в} 4 — [Хх =2. 


7. Пешеход идет со скоростью 5 км/час, 
останавливаясь на отдых каждые 4 км. 
Продолжительность каждой остановки, кроме 
четвертой, 10 мин, а продолжительность чет- 
вертой остановки | час. Какое расстояние 
прошел пешеход, если, отправившись в путь 
в 4 часа утра, он пришел на место в полдень? 

8. Сколько целых точек заключено в 
криволинейной трапеции из хи ё. 0= 
=и=}(х), гдеаи 6 — натуральные числа, 
ан = ] (х) — функция. непрерывная и по- 
ложительная на отрезке [а, 5] (целые точкн, 
лежащие на границе трапеции, тоже счита- 
клея}? 

9. Сколько ислых точек лежит в круге 
раднуса 6,5 с цептром в начале координат? 

+0. В урпе находится 500 шаров, про- 
нумерованных от 1 до 500. Какова вероят- 
ность того, что вымутый наугад шар будет 
нметь номер, кратный какому-нибудь из 
чисел 10, 14, 21? 
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Решения задач из этого но- 
мера можно посылать не 
позднее | июля 1976 г. по 
адресу: 113035, — Москва, 
Ж-35, Б. Ордынка, 21016, 
Журнал «Квант». После ад- 
реса на конверте напишите, 
решения каких задач вы по- 
сылаете, например: «Задач- 
ник «Кванта», М381, М382» 
нли *«... ФЗ9З»ь. Решения 
задач по каждому нз предмс- 
тов (математике н физике), 
а также новые задачи прось- 
ба присылать в отдельных 
конвертах. Задачи нз разных 
номеров журнала прнсылай- 
те также а разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получнте результаты вашнх 
решений). Условия ориги- 
нальных задач, предлагаемых 
для публикации, присылайте 
в двух экземплярах вместе с 
вашимн решеннями этих за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», но- 
вая задача по фнэнке» илн 
«... Новая задача по матема- 
тнке» ). После формулировки 
задачи мы обычно указыва- 
ем, кто предложил нам эту 
задачу. Разумеется, не все 
эти задачи пубанкуются впер- 
вые. Нанболее трудные зада- 
чн отмечены звездочкой. 
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задачник 
вбанта 


М381—М385; Ф393— $397 


МЗ81. 6 активистов класса образовали 30 различ- 
ных комиссий. Каждые две комиссин различаются 
составом, но обязательно «пересекаются», т. е. име- 
ют общего члена. Докажите, что можно образовать 
еще одну комиссию, пересекающуюся с каждой 
из этих 30 комиссий. 

С. Фомин 
№832. Дан полином 

Кх) = х" + ах" * + ах" + аа 
с целыми коэффициентами и натуральные числа 
Кир. Докажите, что если ни одно из чисел } (К), 
ГЕИ, ..., ТР) не делится на 
р + 1, то уравнение { (х) = 0 не имеет рациональ- 
ных корней. 

Т. Райков 
№383. Пусть а и 6 — два натуральных числа. 
Докажите, что если аф четно, то найдутся такие 
натуральные числа с и 4, что а? + 6 + с? == 4, 
а если аб нечетно, то таких с и @ найти нельзя. 

М. Гервер 
М384. Два одинаково ориентированных квадрата 
ОАВС и ОА,В,С, имеют общую вершину О. Дока- 
жите, что прямые АЛ,, ВВ, н СС, проходят через 
одну точку. 

3. Скопец 
МЗ85. На клетчатой бумаге нарисован выпуклый 
многоугольник с вершинами в узлах (в углах кле- 
ток). Выберем какую-нибудь вершину О много- 
угольника Р и обозначим через лЁ многоугольник, 
полученный из Ё растяжением в я раз относитель- 
но этой вершины (рис. 1) (п — натуральное число). 
Будем обозначать через М (пР) число узлов, ко- 
торые лежат внутри н на границе лЁ, и через 
М (пЕ) будем обозначать число узлов, которые 
лежат на границе лЁ. Через 5 (Ё) обозначим пло- 
щадь Ё (площадь одной клеткн равна 1). Докажите, 
что 

а) № (пР) является многочленом от п; 


Куап.тссте.ги 


6} 2$ (Е) = МФА —2м Е + Е 
в) $Ю-М(Е- МЕ) +1 


г) для любых двух выпуклых многоугольни- 
ков Ё и С с вершинами в узлах М (1 тО) 
является многочленом тлим*). 

В трехмерном пространстве задан выпуклый 
многогранник Р, все вершины которого являют- 
ся целыми точками (точка называется целой, если 
все три ее координаты являются целыми числами). 
РГ „Предположим, что начало координат О является 
вершиной Ё, и обозначим через пЁ многограиник, 
полученный из Ё растяжением в л раз относитель- 
но начала координат (каждая точка пЁР получает- 
ся из некоторой точки Р умножением всех коорди- 
нат на л, гдел — натуральное число). Будем обо- 
значать через № (мЁР) число целых точек в много- 


граннике лЁ и на его границе, а через № (пЁ) 
будем обозначать число целых точек на границе 
пЁ. Через У (ЁР) обозначим объем многогранника. 

д) Докажите, что не существует формулы, ко- 
торая была бы верна для любого описанного выше 
многограниника Ё и выражала бы У (ЕЁ) через №{Р) 
М (Р). 

е) Придумайтеформулу, которая (для некоторо- 
го А) выражает И (Ё} через М (РЁ), М (2Е), ... 








кн? НИЛ 
ж) Придумайте формулу, которая выражает 
У (Е) через 


МЕ), МОР), МР), МОР). 

3)* Докажнте формулы, полученные при ре- 
шении е) и ж. 

и)* Докажите, что № (пР) является многочле- 
ном от п. 

А. Кушниренко 

Последняя залача М385 — тема для настоящего 
математического исследовання, и мы не хотим огра- 
ничивать срок присылки ее решений обычными 
нолутора месяцами. Заметку, посвященную за- 
даче М385, мы предполагаем подготовить в сентяб- 
ре — октябре, и к этому времени хотелось бы по- 
лучить ваши письма. 


ФЗ93. Мзвестно, что частота излучения атомов, 
летящих со скоростью и в направления наблюда- 


х 
теля, изменяется на величнну 4 У где с—- 


скорость света, |› — частота излучения покоящего- 





*) Иместся в виду сумма Минковского (см. статью 
Н. Васильева «Сложение фигур» в № 4 нашего жур- 
нала и рис. 2). 
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М 340. В кождую клетку пря- 
моугольной таблицы залиса- 
но вещественное число. Неко- 
торая клетка таблицы назы- 
вается ее седловой клеткой, 
есАН стоящее в ней число не 
меньше остальных чисел, в 
своем столбце и не больше ос- 
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ся атома (это явление называется явлением Допле- 
ра). Вследствие этого из-за теплового движения ато- 
мов спектральные линии оказываются уширенными. 
Оцените температуру атомов Ме, зная, что в спект- 
ре его излучения обнаружена красная лниия ча- 
стоты р = 4,810" гц, т которой А} = 
=1,6-108 гц 

С. Козел 


ФЗ94. Устройство ртутного медицинского термо- 
метра показано на рисунке 3. К баллончику со 
ртутью припаян тонкий капилляр, внизу которого 
имеется «перетяжка» — участок с диаметром прн- 
мерно 30 микрон. Какую роль играет эта перетяж- 
ка? Оцените, какое ускорение нужио сообщить 
термометру для того, чтобы его «стряхнуть» после 
измерения температуры. 
$395. Почему измерение температуры медицин- 
ским термометром продолжается долго (около 
10 минут), а «стряхнуть» термометр можно прак- 
тнчески сразу же после измерения температуры? 
Г. Косоуров 


$396. В наполненный водой сосуд погружен вверх 
дном сосуд меньшего днаметра, неподвижно скреп- 
ленный с большим сосудом и частично заполненный 
водой (рис. 4). На поверхности воды внутри мень- 
шето сосуда плавает кусок льда. Что произойдет 
с уровнями воды в сосудах, когда лед растает? 
Как изменится ответ, если меныций сосуд не скреп- 


лен с большим н плавает на поверхностн воды? 
А. Глинский 


ФЗ97. Имеется следующий проект летающего ап- 
парата. Верхняя поверхность большюй плоской 
пластинки поддерживается прн постоянной тем- 
пературе 0 °С, а нижняя — при температуре 
100 °С. Изобретатель утверждает, что такая пла- 
стинка будет висеть в воздухе подобно дирн- 
жаблю. Объясните, почему? Оцените по порядку 
величины подъемную снлу такой пластинки с пло- 
щадью | м? при температуре воздуха 20 °С. 


Решения задач 
№М340-——МЗ42 


а) Пусть таблица имеет размеры р? Х п и лсъп (строки ие 
длиннее столбцов). Выберем в каждом столбце максимальный 
элемент. Среди всех таких элементов выберем минимальный. 
Возмож но, что таким способом мы определим не один элемеит, 
а несколько (равных между собой). Отметим их крестиками. 
Рассмотрим любой из отмеченных крестиком элемент сх, 
стоящий в г-й строке н {-м столбце. Есля он мииимален в сво- 
ей строке, то клетка (г, /} — искомая. В противном случае 


тальных чисел в своей строке. 
а) Пусть про таблицу Т 
известно, что зюбая таблица 
2х2. поличающаяся в пере- 
сечении двух строк и двух 
столбцов таблицы Т, имеет 
седловию клетку. Докажите, 
что тогда таблица Т также 
имеет седловую клетку. 
6) Пусть а, а... ... 
аа "Вы Век, би 
произвольные числа, Ра, ро, --- 
7, Рть 9» 93 +, Эл — 
положительные числа. Дока- 
жите, что таблица тхХ п, 
на пересечении Ги строки 
и [-20 стпоябца которой стоит 


а 5 
число НЕ ‚ имеет сед- 
ловую клетку. 
[БОЕ 
] 
——® ® 
а] 6} 
Рис. 1. 
2 
а} 6) 
Рис. 2 





| 
| 
1 
| 
| 
‚ | 1 5 


ре В, 


Знаменатель 
Рис. 3. 


ВЯ, _ 
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найдется элемент с;}, В ГЙ строке, строга меньший элемента 
сл. — отметим его точкой. (В дальнейшем мы всегда эле- 
менты, не менышие нашего элемента с:), будем помечать 
крестнкамн, а элементы, строго его меньшие, — точками.) 

Возьмем любой из максимальных элементов, стоящих 
В {1 столбце, например, ил: В силу выбора элемеита си} 


` имеем: сур су. Поэтому <: 22а), иначе в таблице (г, ]), 


(#1), (1. 11), Сь 7) нет седловой клетки. [Здесь и ниже мы 
пользуемся свойством любой таблицы 2Х2 «иметь седловую 
клетку». Поэтому, если у нас есть таблица «крестик — точ- 
ка — крестик — ?» (см. рис. Та), то на месте «2» должен быть 
крестик (рис. 1 6), а если есть таблица «точка — крестик — 
точка —?ь, (рис. 2 а). то на месте ‹2» должна быть точка 
(рис. 20).] С другой стороны, Сы; < (си А Ск })- 


Следовательно, 2 = Если Ср} Не является искомым 
эдемеитом, то в 1\-Й строке пайдется элемент ПИЯ <. 
Из таблицы (4, 2), (1, 7), @ п), (2, Г) ясно, что су, <). 
Поэтому максимальный элемент в |.-м столбие не лежит ни 
вЕ-й, ни в Г,-й строках — пусть это элемент С Но 2 
22си, поэтому с}, ен, @1,р = с) Чтобы — убедиться 
в этом, можно рассмотреть таблицы (й,, }»). (1, 1). (2+, 1). 
(а, Га) Н (21. 72), (11, Л), (». Л, @», Го) соответственно. Повторнм 
наше рассуждение, применив сго к элементу г;;. Получим, 
что либо он удовлетворяет условию задачи, либо найдется 
элемент суси , причем с‚, с}, не меньше су}. Рас- 
смотрим тогда элемеит с;; ит. д. до тех пор, пока мы либо 
придем к нскомому элементу, либо дойдем до Числа с, 


1 
5: | 
такого, что все числа С, _ 


В" Иа *"- был Не меньше 
Сие. Таким образом, мы получим число, удовлетворяю- 
\кее изшим требованиям. 

Еслн же л<т, то рассмотрим максимальный элемент 
среди всех мннимумов по строкам и применим аналогичные 
рассуждения. 

6} Сведем эту задачу к задаче а) — покажем, что любая 
таблица 2х2, получающаяся в пересечении двух строк и двух 
а; = 5, 


Р-Н 91 ' 





столбцов таблицы {г, } из чисел нмеет седло- 


вую клетку. 

Предположим, что это не так, то есть что есть таблица 
2%.2 без седловой клетки. Пусть это таблица (#1. 71,}, (#1. 72), 
(#2. [2), (12. 1). Это значит, что числа а. а, 5). 5», Р:,, 
Ро. Ч. 47. таковы, что два наибольших числа стоят на 


диагонали: 
а Е А Я: = 55 
Ры 9 ^ Рин +9. 
У ^ (1) 
а Нл а, -Р О 
ры 9л ^Р. - 9 ` 


Однако легко сообразить, что для дробей с положи- 
тельными знаменателями выполняются следующие соот но- 


ения: 12) из &- > 9: > < следует чт ие В 
о Вс 1 





*) Если все числа в таблице разные, то мы нолучаем 
противоречие, н задача решена. Основная же трудность 
возникает тогда, когда в таблице много одинаковых Чисел. 
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Ч ее 98 Ви сы 
нь В ба лак 





|2 
< 8 (см. рис. 3). Поэтому 


а, +) _ а та, ел 6, 
Ри +9 ^ Ри + Р.--9л +9 ° 
а, 5; _ а На, Вл +0» 
ра, ^ Р-НЕ Ра 
и, значит 
а Рано 6, аа бл 9 
тыр, Е 9л 9), ” Ра Е Ры чл 9 ' 
что невозможно. Получено противоречие. Следовательно, в 
любой таблице 2% ссть седловая клетка, и утверждение 


задачи 6) следуст из пункта а). 
Л. Лимансв 


Приведем еще одно доказательство пункта 6), незавнси- 
мое от а). 


Рассмотркм две функции: 
Е = т (а2— р: 


и 
Е (0 = и (9—6), 


определенные для всех 2, (Такие функции называются киусочно- 
линейными; их графики представляют собой ломаные.) 
Функция [ строго убывает, а функция д — строго возра- 
стает (так как числа руин 9) положительиы). Поэтому найдется 
такое число {о, Что } (1в)=8 (0) — рис. 4. 
Покажем, что это число Ёо есть элемент нашей таблицы. 
Действительно, для каких-то нидексов Ео, {о имеем: 


4 —Р=9 10 — 8), 


мт 
= Рю Е 9 


откуда 

о 
Докажем, что этот элемент 2. является седловым для нашей 
таблицы. Из определения фуикции { следует, что 

а) — риа о = 91,510— бл, 

ау 
РЕ-Г 9 
Т. е. элемеит # ие меньше чисел, стоящих с ним в одном столб- 
це (с номером 15). А из определения Функции & следует, что 


и, Значит, = 


910 — 90 Ш— ВА = ар, 
а -- 6 
Рю Г 91 р 


чисел, стоящих с ним в одной строке (с номером Го). Доказа- 
тельство закончено. 


откуда ь = т. е. элемент {в не больше 


Н. Васильев 


№341. В чемпионате мира 
участвуют 20 коминд. Среди 
них Ё европейских команд, ре- 
зильтаты встреч между ко- 
торыми на чемпионате мира 
идит в зачет чемпионата 
Европы. Чемпионат  прово- 
дится в один круг. При ка- 
хом наибольшем Ё может 
оказаться, что европейская 
команда, набравшая строга 
наибольшее количество очков 
в чемпионате Европы, набг- 
рет строго наименьшее коли- 
чество очков в чемпионате 
мира, если это 

а) чемпионат по хоккею 
(допускаются ничь), 

6) чемпионат по волей- 
болу (ничьих не бывает)? 
Какими будут ответы на 
эти вопросы, если команд не 
20, а п? 





Рис.5. Чемпионат по хок- 
кею; п команд, #=и-—9. 
Комаиды 3,..., п — европей- 
ские, команда 3 — чемпион 
Европы. 


< © ем 4 № № -— 
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Рис. 6. Чемпионат по волей- 
болу; п=7, #=3. Команды 
5.6, 7 — евролейские: коман- 
да 5 — чемпион Европы. 
Добавлены комаиды Аи Б, 


куапетесите.ги 


Мы будем рассматривать сразу случай п команд — участии- 
ков чемпионата мира. 

а) Ответ: Е—п—2, если по 3 (в частности, при 
п-=20 получим А= 18). Пусть в хоккейном чемпионате мира 
участвуют п команд, из которых # — европейские. Как обыч- 
но, считаем, что за победу команда получает 2 очка, за иичью— 
1 очко, за пораженне — 0 очков. 

Общее количество очков, разыгрываемых в чемпионате, 
равно п(п — 1). Европейские комаиды в играх между собой 
разыгрывают А(Ё — 1) очков. 

Пусть х — количество очков, набраиных чемпионом Ев- 
ропы в нграх чемпионата мнра, а у — количество очков, 
получеиных им в играх с европейскими командами (ясно, что 
хи. 

ак как каждая из остальных п — | команд набрала в 
играх чемпионата мира больше, чем х очков, т. е. ие меньше, 
чем х-| 1 очков, то х-т (п — (хх ПИ ап-— 1, или 


1 
х < Пт, а так как х — целое число, 10 х= 


и — 2. 
Так как каждая из остальных европейских команд наб- 
рала меньше у очков в чемпионате Европы, то у -Ё {и — 1}(8 — 


—1} > (Е — 1), или Ку 8—1, чб, а так 


как у — целое число, то, зиачит, и А. 
Итак, А Зузхжт- Я, те. Ап 8. 


На рисунке 5 приведеи пример турнирной таблицы, по- 
казывающий, что при # = п — 2 чемпион Европы может за- 
нять последнее место в чемпионате мира. 

6) Ответ: при четном п>-> 8, Ё = п — 5 (в частности, 
при л-= 20, А== 15); пря нечетном п > 7, # = п — 4; прил = 6 
ил =: 5 будет А -= 2. 

В чемпионате по волейболу победиешая команда полу- 
чает | очко, потерпевшая поражение 0 очков, так что общее 
количество очков, разыгрываемых в чемпионате, равно 
п (п 1) 

2 


Рассуждая, как и выше, получаем (хи у— те же, что и 
в случае а)) 


Хи, (1) 


Е (Е—1 
неф О. © 


3 } 
Из (1) получим х= -5- ЕЕ Если п = 24/1 2) 


3 1 
четно, тт х={ф я. 3- т. или х= 1 —2 (х — целое! . 


1 
Если п =: 21 — 1 (1. 2) нечетно, то х={-ф {+= т. 


т. е. снова х= 1—2. 
Из неравенств х > у, х< {— 2 и перавенства (2) получим 


#— 0-2) 


(2') 
КлН 

во 28—20. (3) 
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Рис. 7. Чемпионат по волей- 
болу п=8, #=3. Команды 
6, 7, 8 — европейские; чем- 
пнон Евроны — команда 6. 
Добавлены команды А н 6. 


ды 


3 см 


} 


— м 6 





Рис. 8. а\ Европейские 
команды — 5 и 6. Чемпи- 
он Евроны — команда 5. 


6) Евронейскне команды 
—4 м 5. Чеминои Евроры 
— команда 4. 


54 






куапетесите.ги 


При {—> 4 наибольшее целое значение А, удовлетворяющее 
неравенству (3), равно 2! — 5; в самом деле, при А == 2—5 
неравенство справедливо, а при # = 2 — 4 его левая часть 
положительиа (убедитесь в этом). 

Если же [1 = 3, то из (3) получим #* — А — 25 0, т. е. 
Е= 2. 

Если [= 2, то А1-- АО и А |. 

Так как 21 — 5 = п — 5 при чегном пи { —5=п—4 
прн нечетном л, то получившиеся результаты мы можем за- 
писать так: 


1) = п-—-4, если пы Ти п нечетно; 
2) = л— 5, если п 8 и п четно; 
3) #=2, если п-=бип-=5; 

4) Е = 1, если п= 4нп-= 3. 


Теперь докажем, что во всех полученных неравенствах 
возможно достижение равсиства. 

Начнем со случаев 1!) и 2). 

На рисунках 6 и 7 приведены примеры турнирных таб- 
лини для случаев л -= ?ий = 3; п = 8 ий = 3: эти таблицы 
будут служить началом ивдукции. 

Дальнейшие построения проводим по индукции, после- 
довзтельно добавляя по две европейские команды. 


Заметим, прежде всего, что при # = 2{ — 5 непременно 


х=и-= [— 9. 
—1 хо 
8 самом деле (см. (2')), у > ОА. 
1 о ЕВ 
> +55, или =! 2—5. 


а так как 1 > 4 и у — целое число, то у> {— 2, отку- 
даутх= |2. 

Значит, наш чемпион Европы обязательно проигрывает 
всем неевропейским командам. 

Пусть в турнире изл = 2/ команд первые 5 команд неевро- 
пейские, остальные п — 5 — европейские, и чемпион Европы 
занял последнее место. 

Добавим еще две европейские 
команду А н (л-|- 2) ю команду Б. 

Будем считать, что команда А вынгрывает у 1-й, 3-й, ... 

.. (п — 0-й команд, проигрывает остальным и вынерывает 
2 


команды — (п-+ 1-ю 


Команда Б выигрывает у 2-Й, 4-й,,..., п-й и проигрывает 
остальным. 

В итоге каждая из п первых команд получает еще по 
одному очку, так что нх взаимное положение в турнирной 
таблиие не меняется. 

У чемпиона Европы теперь / — | очков, у команды А — 
{ -- 1 очков: у команды 5 — { очков, так что «старый» чем- 
пион Европы остается на последнем месте. 

В играх с европейскими командами команда А получает 
1! — 2 очка ({ — З очка в играх со «старыми» командами н 
одно очко — в игре с командой Б). 

Команда Б в нграх с европейскими командами наберет 
{ — 2 очка, так что «старый» чемпнои Европы сохранит свое 
звание. 

При нечетном п == 2{ — | рассуждения вполне аналогич- 
ны, только нужно считать, что команда Б выигрывает у А 
{проведите доказательство самостоятельно). 

При п = 6 ил:= 5 легко построить примеры с #=2 
(рис. 8, аи 6). Случаи л = 4 ип-== 3 тривиальны. 


А. Егоров 


№342. а) Докажите, что из 
цифр Ги 2 можно соста- 
вить 2П+1 чисел, каждое из 
^оторых 2П-значно им каж- 
дые два из которых различа- 
ются не ‚менее, чем в 
2—1 разрядах, 

6) Докажите, что боль- 
ше чем 2+1 таких 2П-зноч- 
ных чисел составить нельзя. 


Ркс. 9. 


куапетесте.ги 


а) Будем решать эту задачу методом математической иидукции. 
База индукции. При пл — | каждые ава из четырех 
двухзначных чисел 11, [2, 21, 22 разлнчаются, по крайией 
мере, в одном разряде. 

Шаг ннидукции Допустим, что из единиц и двоек 
уже составлены 27+1 чисел, каждое из которых 2^-значно 
и каждые два из которых различаются не менее чем в 27—15 
разрядах. Составим из этих чисел таблицу А размерами 27+ 1х 
Хх?" (по строкам таблицы — сами числа, по столбиам — раз- 
ряды чисел). Припншем каждому числу а таблицы А справа 
то же самое число а; получившиеся 27+1 чисел, каждое из 
которых уже 27+!-зиачно, образуют таблицу АД. Затем к 
каждому числу а таблицы А припишем справа противополож- 
ное число а (единицы заменим двойками, а двойки — еди- 
ницами). 

Рассмотрим таблицу размерами 27+2хХ 27+1 (см. рис. 9), 
по строкам которой впнсаны 2”+? чисел, каждое из которых 
27+1-значно. Докажем, что каждые два из этих чисел разли- 
чаются по крайней мере в 2” разрядах. 

В самом деле, по предположению индукции, любые два 
числа, взятых из верхней «половнны» нашей таблицы (ча- 
сти АД), различаются не менес чем в 2.27-1=-27 разрядах. 
Точио так же различаются и любые два числа, взятые из 


«нижней» половины таблицы (из частн АЯ ‚ так как числа нз 


таблицы А различаются ровно в тех же разрядах, что и ©0- 
ответствующие им числа из таблицы А). Если же мы возьмем 
два числа из разных «половин» таблицы — аа из верхней 


и В — из нижней, то они будут различаться ровно в 2% 
разрядах: если числа а и & отличаются в # разрядах, то чис- 


лааи 6 отличаются в остальных 27 — Е разрядах. 

6) Предноложим противное: пусть удалось составнть 
2+1 1 число так, как требуется в задаче. Тогда среди них 
найдется 2” -- | чисел с одной и той же первой цифрой. Рас- 
смотрим эти числа. 

В каждом из оставшихся 27—1 разрядов совпадает по 
крайней мере 227—2 пар этих чнсел. Действительно, если 
в каком-то разряде (по всем этим числам) 27—1—№ единиц 
(Е > 0) и 27 А+А-- [ двоек (всего чисел 27-7 1}, то число 
совпадений равно 

3 ‚ 2 
С ь С 


-- 091-—2 : ь2_ Е 
рат В Совы Ааа, 


Таким образом, количество № совпадений во всех разря- 

дах не меньше 
о 

ба а = (27 —1)227—2 = 237 —2.-21—21-07-—1. (1) 

С другой стороны, ссли каждые из рассматриваемых 
2" -- | чисел отличаются не менее чем в 2—1 разрядах, то 
совпадений не более 

2 п—1 -. 93—21 0И— 
Си -91—1, 23п - 22л З. (2) 

Поскольку (1) больше (2), мы пришли к противоречию, 
что и требоналось. 

Для тех. кто знаком с понятием многомерного евкли- 
дова пространства, нривелем план другого доказательства. 
Заменим в условии «двойки» на «минус едниицы». Теперь 
утзерждение задачи следует из общего факта, хоторый лег- 
ко доказать индукцней по А: среди (28-1) #-мерных векто- 
ров найдутся два с неотрянательным скалярным произве- 
деннем. 

И. Клумова, 
С. Фомин 


$5 


В этом номере мы публикуем фамилни тех, 
кто прислал правильные решения задач 
№М336-М345 н Ф348В—ФЗ352? (жирные цифры 
после фамнлин — последние цифры номеров 
решенных задач). 


Математика 


В большинстве писем содержалось верное 
решеиие задачи МЗ36. Остальиые задачи 
решили: Д. Азов (Челябинск) 8, 0а), 6}; 
А. Алексеев (Пермь) 1а), 2а), 4, 5; О. Аполон- 
ский (Жуковский) 7а), 8, ®а), 6), в), 4; А. Бер 
(Ташкент) 78), 8а), 6}, в); Н. Беркис (Балвы) 
7а), 8, 9а), 6), 4, 5; О. Болтенков (Днепро- 
петровск) Та), 93), 2а). 4, 5; В. Бугаенко 
{Киев) 1а}, 3, $, 5: К. Гаджиев (с. Гаишила 
Даг. АССР) 2а), 3; В. Гокиров (Куйбышев) 
4; Н. Гасско (Москва) 2а), 4; В. Гензер (Киев) 
7а)}, 5; В. Гишларкаев (с. Урус-Мартан 
ЧИАССР) 78а); Е. Глезин (Ленииград) 3—5; 

. Глушко (Москва) 4, 5; С. Гриншпун 
(Одесса) 7а); М. Грищенко (ГСВГ) 4; В. Гросс- 
ман (Одесса) Та), 2а), 3; С. Гибанов (Воро- 
шиловград) 1а}, 4; А. Гумилевский (Рига) 
Та); В. Гусейнов (Нахичевань) 7а), Та), 6), 
2а), 3—5; А. Диденко (Краснодар) 7а), 9а), 
6), 53 Ю. Жиленко (Харьков) 4; А. Завриев 
(Москва) 5; С. Исаков (Пермь) 5; С. Калаш- 
ников (Белово) Та); И. Калика (Киев) 7а), 
6), 8. 92), 6), 2а), 3, $; А. Камалян (Иджеван) 
7а), 9а), 6), 12), 6), 2а), 5; А. Князюк (Киев) 
7а), 6), 92), 6), в), 1а), 6}, 22), 3—5; Р. Кра- 
саускас (Вильнюс) 1а), 6), 4; К. Киупалов- 
Ярополк (Москва) Та), 8, 98), 5; В. Купцов 
(Аша) 5; М. Кутернин (Алма-Ата) 2а), 5; 
Ш. Кухалейшивили (Тбилиси) Та), 5; Я. Ленц- 
ман (Ташкент) Та); С. Лифиц (Харьков) 
1а), 6), 2а), 4, 5; О. Лищенко (Киев) Та); 
В. Медведь (Молодечно) Та), 9а), 6), в}, 
2а), 5; С. Мелихов (Донецк) 7а), 92а): М. Мо- 
райнз (ПНР) 7а), 8, 9а), 6), в), 3—5; И. Мо- 
розов (Горький) 8а), 6), в}, 3—5; В. Нейман 
(Ленинград) 7а), 9, 9а), б), 3, 5: О. Окунев 
{Казань} 13а), 6), 2а), 4, 5; Л. Островецкий 
{с. Держановка Черииговской обл.) 7а), 6); 
Д. Папуш (Харьков) Та), а), 3,4; А. Петухов 
(Новокузнецк) 4; С. Полов (Москва) Па), 2а), 
3—5; С Лославский (Харьков) Та), 6}, 8, 9а), 6). 
в), 2а), 3—5; Ю. Пошехонов (Энгельс) Та), 
Эа), 6), в), 1а), 22), 4..5; С. Путинцев (Крас- 
нодар) 7а), 6}, 8, 9а), 6), в), 0а), 6); А. Родул 
(Кишинев) 2а), 5; А. Рейбольд (с. Соко- 
ловка Северо-Казахстаиской обл.) 8: В. Ро- 
гава (Тбилиси) Та); А. Романов (Ташкент) 
1а), 6), 2а), 3—5; И. Рудаков (Брянск} Та), 
6), 8; В. Слепой {Томск} Та), 8; С. Трегуб 
(Ташкент) 8, 9а), 6), в), 12), 6), 2а), 3—5; 
Н. Тренев (Москва) 78), 8, 96), 1а), 2а), 4, 5; 
В. Грофимов (Москва) 4, 5; И. Гураева (Кемь) 
4: В. Фалько (Харьков) 4; Ю. Философов 
(Саратов) 1а), 4, 5; Д. Френкель (Москва) 
3, 5; О. Хаит (Москва) 2а).3.5:; Ш. Хуха- 
лдейшвили (с. Зеда-Эцери ГрССР) 7а); А. Чу- 
рилов (Харьков) 4; Ю. Чистяков (Москва) 
72), 6, 8, 86а), 6), в); В. Шейхет (Москва) 
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4, 5: В. Шпильрайн (Москва) 2а), 5; В. Шу- 
бин (Пермь) 16), 3—5; Б. Яцало (с. Морочно 
Ровенской обл.) Та}, 8, 8а), 6). а), 1в), 2а), 
4, 5. 


Физнка 

Почти все чнтатели, приславшие свон ре- 
шения, справились с задачами ФЗ49 и ФЗ52. 
Остальные задачи правильно решили: Х. Аб- 
дуллин (Алма-Ата) 8, 0, 1; Г. Айзын (Брест) 8, 
0, 1; Ф. Багдасарян (Баку) 1; В. Бакиров 
(Куйбышев) 8, 1; И. Бондарцев (Люберцы 
Московской обл.) 1; В. Вайчайтие (Кур- 
шенай) 0, 1; Б. Васиев (Самарканд) 8, 0; 

Б. Виноградова (Великие Лукн) 0, 1; Н. Выс- 
кварко (пю Лешня Минской обл.) 0, 1; В.Гав- 
рилов (Камень-Каширский) 1; М. Гедалин 
(Тбилиси) 8, 0, В Гейм  (Наль- 
чик) 8, 0, 1; Р. Гибадуллин (Бугульма) #; 
И. Гиззатуллин (д. Старый Ашит ТАССР) 

0, 1; О. Годин (Симферополь) 8, 0, 1; Ю. Го- 
ник (Брянск) 0, 1; С. Грачин (Таллин) 8, 1; 
А. Гумилевский (Рига) 1; Д. Данильчин 

(Рязань) 1; В. Демидович (Гадяч) Е; 

В. Деминенко (Черкассы) 8, 0, 1; И. Ени- 

хеев (с.  Ютаза ТАССР) В; А. Измой- 

лов (Зеленодольск ТАССР) 1; А. Казаков 
(Белая Церковь) 8; М. Калайчева (п. Цалка 
ГРССР) 1; А. Калинин (Великие Лукн) 0, 1; 
П.Капитанец (Петропавловск-Камчатский) 1; 
С. Кирюшин (Рыбинск) 0, 1; Ю. Кленов 
(Целиноград) 0, 1; К. Колейкин (Ленинград) 
8, 1; С. Копыловский (п. Знобь-Новгородское 
Сумской обл.) 8, 1; И. Корытный (Львов) 
0, 1; О. Костенко (Кировск Ворошиловград- 
ской обл.) ©, 1; Н. Костенко (с. Гатное Киев- 
ской обл.) 8, 1; А. Криканов (Лыткарино) 
8, 0, 1; Л. Крупкин (Димитровград) 8, 0; 
В. Кунстман (Гатчина) 8; А. Лебедь (Днепро- 
петровск) В, 0, 1; М. Лещенко (Часов Яр) 8, 
1; П. Лещенко (с. Юца Ставропольского кр.} 
8, 1; А. Листовничий (Киев) 8, 1; О. Лищен- 
хо (Киев) 8; А. Лющенко (Киев) 1; М. Ма- 
гид (Лаугавпилс) 1; Е. Мартынова (Курск) 0; 
Е. Мартынова (Нежин) 8; Е. Машеров (Ана- 
иьев) 8, 0, 1; М. Меладзе (Тбилиси) 1; О. Мир- 
згабасов (Черновцы) 8; И. Морозов (Горький} 
8, 0, 1; А. Морозовский (Киев) 0, 1; 3. Мус- 
тодхаев (Сумгэит) 1; Ю. Мухарский (Киев) 
8, 0, 1; й. Мухин (Симферополь) 8, 0, Г; 
И. Насонов а 8; А. Некрасов (Мир- 
ный) 1; В. Николаев (Тула) 1; Н. Никифоров 
(Великие Луки) 1; А. Носик (Харьков) 1; 
Е. Нургалиев (Алма-Ата) 8, 1; Е. Огневицкий 
(Днепропетровск) № А. Островский (Алма- 
Ата) 1; В. Нетров (Великие Лукн) 8; В. Поз- 
няк (Барановичи) 8, 1; Е. Пономарев (п. Чер- 
ноголовка Московской обл.) 8; А. Процен- 
ко (Спасск-Дальний) 8; С. Пятернев (Сараз- 
тов) 8, 1; М. Райхман (Виниица) 1; 7. Расин 
(Даугавпилс) 8, 0, 1; С. Распономарев (Орен- 
бург) 8, 1; А. Рибель (Ставрополь) 8; А. Ру-. 
дерман (Ленкиград) 8, 0, 1; И. Рудой (Харь- 
ков) 8, 1; А. Савельев (Киев) 8, 1; 


(Окончание см. на с. 79) 


Практикум абитуриента 


С. Белый 


«КЛЮЧ» 

К РЕШЕНИЮ-— 
ПОДОБНЫЕ 
ТРЕУГОЛЬНИКИ 





Любая задача (не только математи- 
ческая!) кажется нам более или ме- 
нее трудной лишь до тех пор, пока 
не удается найти «ключ» к решению. 
Прн решении геометрических задач 
таким «ключом» часто являются по- 
добные треугольники. В одних зада- 
чах подобные треугольники заданы 
в условии, в других они «замаскн- 


рованы» н поэтому сразу не бросаются ' 


в глаза; встречаются и такие задачи, 
в которых подобных треугольников 
вообще нет, чтобы их получить, нуж- 
но сделать некоторые дополнитель- 
ные построения. 

«Научиться «видеть» подобные 
треугольники очень полезно — обыч- 
но они облегчают решение задачи. 

Прежде чем читать решения рас- 
сматриваемых ниже задач, постарай- 
тесь каждую из них решить само- 
стоятельно. 

Задача 1. Внутри треуголь- 
ника АВС взята произвольная точ- 
ка О и через нее проведены три пря- 
мые, параллельные сторонам  тре- 
угольника. Эти прямые делят тре- 
угольник АВС на шесть частей, три 
из которых являются треугольниками. 
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Радицсы окружностей, вписанных в 
эти треугольники, равны гл, Га, Гз; 
радиус окружности, вписанной в тре- 
угольник АВС, равен г. Доказать, 
что ГЕ -г. + гз. 

Сразу видно, . что построенные 
треугольники подобны треугольнику 
АВС (см. рис. 1), поэтому 

п 2’ 5 


а 28) ОН 
р И ме т АС’ 


Сложив эти равенства почленно, 
получим 


п-т  РО-- ЕР-НОН 
=. 5 АС = 


АЕ ЕР ОС 
> 5 № 


откуда г.г. гу==Г. 

Задача 2. Доказать, что вы- 
соты остроугольного треугольника‘ яв- 
ляются биссектрисами треугольника, 
образованного отрезками, соединяю- 
щими основания высот. 

Из подобия треугольников АВ’В 


и АСС (см. рис. 2) следует, что == Е" = 


=-дв , Поэтому и треугольники АС’В” 
н АВС подобны, так как угол Л у 
них общий, а стороны, заключаю- 
щие этот угол, пропорциональны. Ана- 
логично можно доказать, что подобны 
треугольники СА’В” и АВС, ВА’С” 
и АВС. Следовательно, ЗАВ’С’= 
=<СВ’А’ = «АВС, откуда С’В'В = 
—=<А’В’В. Аналогично доказывается, 
что А’А и С’С являются биссектриса- 
ми треугольника А’В’С”. 


В 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


Задача 3 (МФТИ, 1973). Ок- 
ружность радиуса Ю проходит через 
вершину В равнобедренного треуголь- 
ника АВС, касается основания АС 
в точке А и пересекает боковую сто- 
рону ВС в точке БР. Найти длину 


БС =А. 
Пусть АВ=х. Заметим, что тре- 
угольники АВС и ЕОВ подобны (см. 
рис. 3). Действительно, оба они рав- 
нобедренные, ахтлы при оспованиях 


боковой стороны АВ, если 





нзмеряются половиной одной н той 
ь р ‚3% СА 
же дуги ВРА. Поэтому =-ВЕ- 


Учитывая, что ВЕ? =4В?*—х? по тео- 
реме Пифагора из прямоугольного 
треугольника АВЕ, СА*=СО.-СВ по 
теореме о касательной и секущей и 
х=ВС=Вр--Ср=(ё-1) СО, полу- 
чаем уравнение 
Хх 
х? Г. Г 1 ты 


К — Ши 





кт З 


из которого находим х =В И ЕТ ` 
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Рис. 4. 


Прямоугольные треугольники по- 
добны, если острый угол одного из 
них равен острому углу другого. Эло 
часто используется при решении за- 
дач. 

Задача 4. Срединный пер- 
пендикуляр к гипотенузе АВ прямо- 
угольного треугольника АВС пере- 
секает катет АС в точке М, а про- 
Эдолжение катета ВС — в точке №. 
Определить АВ, ели МР=а, ММ= 
=. 

Пусть АВ=2х. Легко видеть, что 
треугольннки АМР и МВР подобны 


(см. рис. 4), поэтому а от- 


куда х= Ка(а--5), АВ=2уа@-[о. 


Задача 5 {МФТИ, 1970). Ная- 
ти площадь ромба АВСО, если ра- 
диусы окружностей, описанных около 
треугольников АВС и АВО, равны 
соответственно Ю и г. 

Прежде всего заметим, что цент- 
рамн окружностей будут точки О, 
н О, пересечения срединного пер- 
пенднкуляра к стороне АВ с днаго- 
налями ромба (см. рис. 5). Тенерь 
нетрудно видеть, что треугольники 
ЛО.Е, О.ВЕ и АВО (или СВО) по- 
добны. Пусть Ад=х, ВО=ун АВ=г, 
тогда 

2 х 2 у 
эре. зб. 

Выразив из этих равенств 
и воспользовавщись теоремой 
гора, найдем 


= 


хни 
Пифа- 


4:2 В? 
ге -- К? 








Рис. 5. 
и площадь ромба 
и 8:3 43 
Ве 
Задачаб (МФТИ, 1972). В 
равнобедренном треугольнике АВС 
(АВ = ВС) на высоте ВР как на 
диаметре построена окружность. 


Через точки А и С к окружности 
проведены касательные АМ и СМ, 
продолжения которых пересекаются 


в точке О. Определить отношение 


ом 


если дс: = Е и высота ВР мень- 


А 
Аб? 
ше основания АС. 





По условию задачи ВО -< АС, 
те. днаметр окружностн меньше 
основания треугольника. — поэтому 
точка О лежит па рионении вр 
(почему?) за точку В (см. рис. 6). 
Пусть ВР =2х, АС = у. Тогда 

АВ_ —_1/вО- АБР _ 

Ас — 2АР — 
о Е вр с = 

АД? ' 


ЗИ 4] +1 
н ОБ 
Ом 


5 ‚ м 
подобны, поэтому ЧБ =-би-: 
х - 4 откуда (-* | = 
у У "о ^ ( а 
Е АВ 1 51 
Г’ С = р ЕН 
Задача 7 (МФТИ, 1973). В 
равнобедренном трецгольнике АВС 
(АВ = ВС) высота АЕ пересекает 


Далее, треугольники О.ОМ 
т.е. 
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Рис. 6. 


Во 
высоту ВБ в точке О, причем ор = 
п. В каком отношении  бис- 
сектриса АЕ делит высоту ВО? 

: вс 
. По свойству биссектрисы —е5_= 


АВ 
—* ЖИ 
АВ = И ВБ? + АД». 
ва _ И ВБ: + АБ: ВБ: -- АР: 


по теореме Пифагора 


поэтому 


= Улж+1 





бо о АВ - 
(см. рис. 7; точка О может лежать 
н между В и С). Теперь заметим, 
что 3 АВО = СВО = -=5Е АС, сае- 
довательно, треугольники АОР и 
ВАР подобны. Поэтому о: 
т -* 00“ АВ» 
откуда 40? — 00.80 и 
в6__ в  _ 
оо =} Фр! 
7 ВОтОв, 


ОВ 5 1 = Ия 4-2 . 


Равные углы (и подобные тре- 
угольники) нередко появляются в за- 
дачах, в которых есть параллельные 
прямые. Если же таких прямых нет, 
то их можно провести. 








Рис. 8. 


Задача 8 (МФТИ, 1970). В 
трапеции АВС (АВ и СБ —осно- 
вания) АВ=а, СБ=Ь (<). Ок- 
ружность, проходящая через верши- 
ны А, В и С, касается стороны АО. 
Найти диагональ АС. 

Заметим, что «АС = 2 ВАС 
(как накрест лежащие), АВС = 
= =3САО (оба они измеряются по- 
ловиной дуги АЕС, см. рис. 8). 
Следовательно, треугольники АВС и 


САБ подобны. Поэтому ще а. 


ТЕ, 
откуда АС = Маё. 

Задача 9 (МАИ, 1972). В тра- 
пеции АВСР проведены диагонали 
АС и ВО, пересекающиеся в точке Е. 
Из вершины С проведена прямая СК, 
параллельная боковой стороне АО, 
комюрая пересекоет ВР в точке Ё 
так, что ОЁ = ВЬ. Найти отноше- 
ние АВ:СБ. 

Обозначим искомое отношение че- 
резх. Тогда нз подобия треугольников 
АЕВ и СЕР (см. рис. 9) получим 


АВ _ АР _ ЕВ _ЕЬ-ЬВ _ ЕЕ+ОЕ 
СР ДЕ о Шо БЕ 


Е1. 
откуда эр=х—1. С другой сторо- 


ны, из подобия треугольников АОР 
и СЕ 


Следовательно, для определення х 


получаем квадратное уравнение 
рф 
х—х—1=0, откуда х= ыЕ И. 


(поскольку х>0), 
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Риыс. 9. 


Задача 10 (МФТИ, 1973). В 
треугольнике АВС через основание 
р высоты ВО проведена прямая па- 
раллельно стороне АВ до пересечения 
со стороной ВС в точке К. Найти 
отношение ВК:КС, если площадь 

3 
треугольника ВОК составляет Е 
площади треугольника АВС. 





Обозначим искомое — отношение 

через х. Проведем ОГ. | ВС (см. 
К 

рис. 10) и заметим, что х = С — 


Ар 
=-—52- Далее решаем задачу, поль- 


зуясь подобием треугольников АВС, 
А.Ю и ОКС: с одной стороны, 
ЗвлЕр + Зьркс = авс — 25. врк== 


— -5 Эьлас, а с другой $) др + 


г 


2-1 
+ $вокс = Злавс а отсюда 
ю+ 5 
получаем уравнение ;-=-5-, или 
3х — [0х3 =0, х, = 3, =. 





Рис. 10. 


Подумайте над такими вопрссами: 
какова геометрическая интерпрета- 
ция двух полбченных ответов и ка- 
кую роль играет условие «ВР — вы- 
сота»? ` 


Упражиения 

1 (НГУ, 1969). Через некоторую точку 
внутри треугольника проведены три прямые, 
соответственно параллельные сторонам тре- 
угольника. Эти прямые разделяют треуголь- 
ник па месть частей, из которых три — тре- 
угольники с площадями 51, 52, 5. Найти 
площадь данного треугольника. 

2. В треугольник АВС вписана окруж- 
ность раднуса г. К этой окружности прове- 
дены три касательные, соответственно па- 
раллельные сторонам треугольннка АВС. 
В образовавшиеся при этом три ковых тре- 
угольника вписаны окружности радиусов я, 
Г2, 73. Доказать, что г- г, -| Го -+ газ. 

3 (МАН, 1972). Нз произвольной точки 
Р, взятой на осковании ЛВ треугольинка 
АВС, проведены две прямые, параллельные 
сторонам ВС и АС, пересекающие их соот- 
ветственио в точках Ён К. Найти сумму 
длин окружностей, описанных около тре- 
угольников АРК и ОВЕ, если радиус окруж- 
ности, описанной около треугольника АВС, 
равен 2. 

4 (МАИ, 1972). В треугольнике АВС 
сторона АС равна Ь, сторона ИВ равна с, 
а бнссектриса внутрениего угла А пересека- 
ется со стороной ВС в точке Г такой, что 
РА=рвВ. Найтн длину стороны ВС. 

5 (МФТИ, 1972). В равнобедренном тре- 
угольнике АВС (АВ= ВС) на высоте ВО как 
на днаметре построена окружность. Через 
точки Ди С к окружиости проесдены каса- 
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тельные АМ и СМ, продолжения которых пе- 
ресекаются в точке О. Определить отношение 
А 


ом 
еслв Че о = Е и высота ВР боль- 


АС ' 
ше основания АС. 

6 (МФТИ, 1972). На сторопах АВ, АС 

и ВС правиаъиого треугольника АВС распо- 

ложены соответственно точкн С”, В’, А’ так, 

что треугольник А’В”С” является правиль- 

ным. Отрезок ВВ’ пересекает сторону С’А* 


В 
в точке О, причем -овг = #. Определить 


отношенне нлощади треугольника АВС к пло- 
щади треугольннка А’В”С”. 

7 (МФТИ. 1972). На сторонах АВ, АС 
н ВС правильного треугольника АВС распо- 
ложены соответственно точки С,, В. и А, 
так, что треугольник А,В,С, является пра- 
внльным. Высота ВР треугольннка АВС 
ПЕРЕЧЕНЯН ЧО А,С, в точке О. Найти 

О 


ВБ : есан Е = А, 

8 (МФТИ, 1973). В треугольнике АВС 
через точку А1, лежащую на стороне ВС, про- 
ведены прямые, параллельные сторонам АВ 
н АС. Плошадь образованного при этом па- 

5 








отношенне 


раллело грамма составляет т 
АВС. 


площади 


треугольника Найти  отношенне 
мс‘ 

3 (МФТИ, 1973). В равиобедрениом треу- 

угольнике АВС (АВ = ВС) биссектриса АЕ 


перссекает высоту ВР в точке О, причем 
05 =3. В каком отношении высота АР 


дел ит высоту ВО? 





Забавная 
геометрия 


Уравнение «запятой», нзо- 
бражениой на рнсунке |. в 
полярных координатах ф. ф 
вмест внд (при ф>0) 


У 
1 =фШ—а, [.=ф—@ —2л (на 
Зл ` 
рисунке @ = к . Его при- 
слал в реяакцию Ю. Даудрих 
(г. Пермь). 
| | 


Рис. 2. 


«Сердце» (рис. 2) тоже 
можно задать уравнением. 
Оно имеет вид (у — 1х] = 
=3—х? или 

у= + 3—5 [х |. 
Это уравнение нам прислала 
Т. Фисенко (г. Грозный). 


$1 


„) + —с 
Е - 2) = (1 — с) х 


р Иа | 


ВЕ ВЫ 


аф аф 
где с: == а ‚ Са == 22. а › Рис. 1 










московский 
ЭЛЕКТРО- 
ТЕХНИЧЕСКИЙ 
ИНСТИТУТ 
СВЯЗИ 


Московский ордена Трудового Красного Зиа- 
мени элект ротехинческий инствтут связи 
(МЭИС) был основан в 192] году. Сейчас в 
ниституте б факультетов, на которых обу- 
чается более 6 тысяч стулентов. 
Факультет автом атичес - 
кой электросвязн готовит инже- 
неров по специальностн «Автоматическая 
злектросвязь» — сисиналистов по разработ- 
ке, проектированию ин эксплуатации авто- 
матических систем коммутации для передачн 
различных индов информации. Онн нанрав- 
ляются на работу в научно-нсследовательские, 
учебные и проектно-конструкторские ннсти- 
туты, занимающиеся разработкой и внедре- 
нием систем коммутации сигналов, а также 
стровтельно-монтажныс, эксплуатационные 
предирнятия и вычислительные пентры. 
Факультет многоканаль - 
ной электросвязи готовиг ниже- 
неров по просктированию, разработке н 
эксплуатации новейшей электронной аппа- 
ратуры для многоканальных систем связи — 
сложных заектропных устроистн, предназ- 
ваченных для передачи иа большие расстоя- 
ния телефонных и телеграфных сообщений. 
радиовещательных в телевизионных  про- 
грамм, данных для вычислительных центров 
автоматизированных снстем управленвя и др. 
Факультет радносвязи н 
радновещания готоввт инжеперов 
широкого профиля но специальности +Радио- 
связь и радвовещание». Инженеры, окон- 
чнвшие этот факультет, работают в проект- 
ных институтах, конструкторскнх бюро, на- 
учно-нсследовательских ниститутах и на раз- 
личных действующих объектах радносвязи 
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и радиовещания, заиимаясь разработкой, 
настройкой в экснлуатацией радиоэлектрон- 
ной аппаратуры и антенных устройств, снс- 
тем коротковолновой радносвязи, радиоре- 
лейнон и космической связи, снстем звукового 
и телевизионного вещания, а также вопроса- 
ми распространення радноволн и акустики, 


Факультег автоматики, тс- 
лемеханикн и электроннки 
готовит инженеров по специальности „Радно- 
техника». За два последиих десятилетия с 
помощью радно было осуществлено управ- 
ленве космическимн кораблями и лунохода- 
мн, фотографирование новерхности Венеры, 
передача телепрограмм во все уголки пла- 
неты и многое другое. Инженеры, окончив- 
шине институт по Специальности «Раднотех- 
ника», владеюг всеми примененнямн радно 
для нужд наролного хозяйства, развития 
культуры н обороны нашей Роднны и направ- 
ляются на работу в научио-неследователь- 
скне институты и промышленные предприя- 
тия, разрабатывающие н изготовляющие ра- 
днотехническую аппаратуру. 

НИНниженерно -эконом ический 
факультет готовит инженеров по спе- 
циальности «Организацня механизированной 
обреботкн экономической информации». Вы- 
пускинкн факультета направляются в НИИ, 
нроектиые организации, в вычнслительные 
центры и планово-финансовые управления 
и отделы министерств, гле разрабатывают ав- 
томатизнрованные системы управления, за. 
инмаются их эксплуатацией и руководят тех- 
ническим процессом обработки экопомнческой 
информацин (в вычислительных центрах). 


Факультет автоматизации 
предириятий связи — единствен- 
ный в СССР факультет, готовящий инжекс- 
ров-электромехаников по снециальности «Ма- 
шины и оборудование предприятнй связи». 
Современные почтообрабатывающие машнны 
— сложные электромеханнческие агрегаты, 
содержащие электронные устройства управ- 
ления. В Москве, столицах союзных респуб- 
лик и крупных городах страны вводится в 
действие шнрокая сеть высокомеханизиро- 
ванных почтамтов. оснащенных поточными 
линиямн автоматиязированной обработкн поч- 
товых отправлений. Техиический прогресс 
в области почтовой связн обусловвл потреб- 
ность в высококвалифнцированиых специа- 
листах по автоматизации производственных 
процессов в предприятнях яочтовой связн, 
хорошо знающих электронику н механику. 


Выпускники факультета работают в про. 
ектно-конструкторскнх организациях, на- 
учно-исследовательских инстнтутах и 00- 
ганизациях, осуществляющих монтаж, нпа- 
ладку в испытание оборудования предприя- 
Тий СВЯЗИ. 


Вступительные экзамены в МЭМС прово- 
дятся в августе. Ниже приведены варнанты 
письменного экзамена по математнке в за- 
дачн устного экзамена по физике 1975 года. 


Математика 


В связи со спецификой института при состав- 
лении варнантов (н в дальнейшем при устпом 
опросе абитуриентов} особое внимание обра- 
шается на знание тригонометрин, умение 
решать уравнения, неравенства н системы 
уравнений и неравенств (ирраниональпых, 
показательных, логарифмических и т. д.)- 
Миого примеров и задач дается на прогрессии. 


Факультет автоматики, телемеханики и 
вдектроннки 


1. Решить уравнение 


ИТ 


8 с05х 2 } 
зтх с05х 


2. Решить уравнение 
8 1 
а —в( > т) =" 


3. Доказать, что выражение 207? — 
— 161 --1 положительно при всех целых м. 
4. Доказать, что 


т япа Ит-эпа _ 
и — ща, 
1— ша уе Т та = ть 


если -- <«= л. 


$. Знаменатель дроби меньше квадрата 
ее числителя на едининцу; если к числителю 
ин знаменателю прибавить по два, то. значе- 
ние дроби булет больше 1/4; если от числн- 
теля и знаменателя отиять пс три, 
чение дроби будет меньше }/10. Найт эту 


дробь. 


Факультет автоматической электросвязн 
1. Решить уравнение 


. 75“ 2 
[а (5-+-«) зн — 2) | 5 == 


2 5112 (л-т-х) 
$662 х— 1 





2. Решить неравенство 


рт 
3. Преобразовать в произведение 
2 со$ 107. с0$ 20° — 2 соз 30° -1- т 407. 
4. Решить уравнение 
а 


— т 9 ь кт 


ОЕ ль х) 5 


$. Под каким углом наклонена обра- 
зующаяся конуса к основанию, если полная 
поверхность конуса н лна раза больше по- 
верхности вписанного в него шара? 


то зна- 
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Факультет автоматизации предприятий связи 
1. Решить уравненне 


: : 3 
и? 2х -|- мп? х = то 
2. Решить перавенство 


«ч.3 


3. Упроствть 


, 1 
11а — 1 + ява (1 — Ша) = Г еа - 
4. Решить уравнение 
3 
3183 х Е мы х 


5. Произведение первых четырех членов 
знакопостоянной геометрической прогрессии 
равно 4, а сумма кубов первых трех членов, 
делевная на первый член. равна 73/4. Найти 
первый член и знаменатель этой прогрессии. 


Факультет радносвязн и радиовещания 
1. Решить уравнение 


2 юЕ: ЮЕ. х-- 8, 106, (2 И? х) = 
ру 

2. Определить натуральное х, если 

х—? х—3 


х— | 
х тв х 


х 





= 


‚1 
+ 8: 


$. Решить уравнение 
$1 х — 605 х — 4 с057 х-ипх == 4 3х 
4. Решить неравенство 
2% > = — 
х_. 8 


Е 


5. Найти радиус шара. вписанного в 
правнльвую л-угольиую  пирамнду. зная 
сторону основания В н плоский угол пря 
вершине <. 


Факультет многоканальной электросвязи 
1. Найти все значения х. при которых 
определено выражение Ух — 5х4 
-- Ш. 2). 
2. Решить уравнение 
с05? 4х -1- м? Зх = 1. 
3. Упростить 
: ты 
* — 8а35 
2 2 


2342 аб +- 463 


> 


2) 


(1-2 
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4. Решить систему уравнений 3. Прн каких значениях параметра @ 
система уравнений 
‚ 1 ЗЮ® И За ее 
дя "о ах —Зу=а 1, 
х’ = 6253. 2х -|- аб у=а--3 
5. Копус, у которого образующая накло- ие имест решений? 
нена к плоскости основания под углом ©, 4. Показать тождество 
вписан в шар. Объем конуса равен Г. Опре- 
делить новерхность шара. р ще (57 мы 
Ж- 5—5 





Инженерно-экономнческвй факультет <=. 
2 о 
1. Решить уравненне ГЕ 1? ( 45° — р] | 


0$ х — с0$17х =1-- 2 т 8х - $т х—60$ 16бх. = 
ы нь ыы . 5. Найти два двухзначных числа А и В 


2. Решить уравнепие по следующим условням: если число А на- 
к писать впереди чис: и полученнос четы- 
Вт в ях ТС Дояь х ЕТУ 28 @. ть В р д числа В олу ченн ы 


рехзначное число разделить на число В. 
то в частном получится 121. Если же число 8 
написать виереди числа А и полученное че- 
тырехзначное число разделить на А, то в 
частном получится 84 и в остатке 14. 


Ф изнка 


В каждом экзаменационном билете по фи- 
зике имеются два гсоретических вопроса 
в одна задача. Формуанровкн теорегических 
вопросов такне же, как в программе всту- 
интельных экзаменов в вузы. Поэтому здесь 
мы предлагаем лишь несколько задач из раз- 
личных разделов курса физикн. 

1. Камень брошен со скоростью #5 
Рис. 1. под углом 2 к лниии горизоита. Пролетев по 
горизонтали расстояние $, он нопад в сполб. 
Определить, из какой высоте от земли это 
произошло? Сопротивление воздуха ие учи- 
тывать. 

2. На рисунке | изображена механиче- 
ская снстема. Определить снлу, с которой ис- 
весомый блок действует на ось. Нить невссо- 
ма. Трением в оси блока можио пренебречь. 

3. С идеальным газом производится цик- 
лический процесс, представленный на (р, У)- 
диаграмме (рис. 2). ИМзобразить этот про- 
цесс на (р, Г)- и (У, Т)-днаграммах. 

4. Капая ртути, лежащая на стекле, име- 
ст потенциал Фо. Эту каплю разбивают на п 
одннаковых капелек. Определить потенциал 
образовавшихся капелек. 

5. Какое напряжение покажет вольтметр, 
присоединенный к точкам А ин В цепи, изо- 

10м_ А _10м ром браженной на рисунке 32 
ое ИИ оо ЕИЕЕ 6. Капля масла диаметром 0,1 ми под- 
нимается с постоянным ускорением 0,3 / сек? 
в одпородном вертикальном электрическом 
поле. Чему равна напряженность поля, если 


заряд капли 10—! к, а плотность масла 
5086 ом 0,8 гс 
7. Анодное напряжение двухэлектродной 


электронной ламны 180 в. С какой скоростью 
электрон подлетает к аводу, если сго началь- 
ная скорость {вблизи катода) равна нулю? 








с] | ЕЕ ий] Заряд н масса электрона 1,6.0- к и 
Том В 10ом Том 9,1-10—31 де соответствению. 

у Н. Биржистрова, 

Рис. 3. Н. Евграфюва 
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Ленинградский 
электро: 


технический 
институт 

им. В. Й. Ульянова 
(Ленина) 


Ленинградский ордена Ленина электротех- 
нический институт имени В. И. Ульянова 
(Ленина) ведет свое начало от Технического 
училища почтово-телеграфного ведомства, от- 
крытого в Петербурге в 1886 году. Это было 
первое специализироваиное электротехничес- 
кое высшее учебное заведение в России и 
Одно нз первых в мнре. В 1889 году оно пе- 
реименовывается в Электротехнический ин- 
ститут. Первым выборным директором ЭТИ 
был Александр Степанович Попов. 

В настоящее время ЛЭТИ является од- 
вим из крупнейших в стране электротехни- 
ческих институтов и ведет подготовку 12 ты- 
сяч студентов по различным направлениям. 

Радиотехнический факуль- 
тет готовит ниженеров по спецвальностям 
«Радиоэлектронные устройства», «Радиотех- 
ника» в «Конструирование и пронзводство 
радноаппаратуры», которые направляются 
на раднозаводы, в НИЙ и КБ, ведущие раз- 
работку и взготовленне современных радно- 
технических комплексов различного назиа- 
чения. 

Факультет электронной тех - 
ннки готовит инженёров-исследователей, 
конструкторов, технологов по разработке но- 
вых электронных приборов для различных 
областей науки и техники. Студенты факуль- 
тета обучаются по специальностям «Электрон- 
ные приборы», «Промышленная  электро- 
ника» и «Оптико-физические приборы» и 
после окончания института занимаются раз- 
работкой и внедрением приборов н установок 
в таких направлениях, как лазерная технн- 
ка, ионные процессы, электронно-лучевая 
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обработка, электронная оптика, физика плаз- 
мы и ряд других. 

Факультет авто матики н 
вычислительной техники 10- 
товит инженеров-электриков широкого про-. 
фвля по средствам в снстемам технической 
кибернетики. Особое внимаине на факультете 
уделяется математической подготовке буду- 
щих ннженеров. Подготовка инженеров ве- 
дется по спецнальностям «Автоматика в те- 
лемеханика», «Автоматизированные системы 
управления», — «Электронно-вычислнтельная 
техника». Выпускннки факультета работают 
в областях проектирования вычислительных 
машин, разработки средсте и языков общения 
с ними, создания на базе ЭВМ автоматизиро- 
ванных систем управления и автоматических 
устройств, работающих на расстоянни от опе- 
ратора и без участия человека. 

Факультет электрификаини 
в автоматизации готовит инжеие- 
ров-злектриков по спецнальностям: « лектро- 
привод и автоматизацня промышленных ус- 
тановок», «Электротермические установкиь, 
«Системы автоматнческого управления». Раз- 
работка и нсследованне систем автоматн- 
ческого управления с применением вычислн- 
тельной техники, электрониых, полупровол- 
никовых, магнитных, логических и цнфровых 
устройств автоматики. а также создание на 
базе этих устройств комплексных систем ха- 
рактеризует направленность подготовки мо- 
подых специалистов этого факультета. 

Электрофизический фа - 
культет готовит студентов по специаль- 
ностям: «Электроакустнка и ультразвуковая 
техника», «Полупроводникн н диэлектрики», 
«Полупроводниковые приборы» в «Электрон- 
но-медицинская аппаратура». Отличительной 
особенностью факультета является углуб- 
ленная физико-математическая подготовка 
его выпускников, которые распределяются 
в НИИ, КБ и ца заводы. 

Факультет корабельной 
электрораднотехникн в ав- 
томатики — самый молодой факультет 
ЛЭТН. Он был оргавизован в 1967 году. 
На факультете ведется подготовка инженеров 
по специальностям: «Электрооборудование 
судов», «Гироскопические приборы и устрой- 
ства» н «Раднотехника» со специализацией 
«Корабельная радиотехника и связь». Вы- 
пускники факультета принимают участие в 
проектировании, монтаже и наладке кора- 
бельных электрических станций, электро- 
двигателей кораблей, снстем автоматического 
управления, комплексной автоматизации ко- 
раблей с применением цифровых вычнели- 
тельных машин, сложных радиотехнических 
и НИХ устройств. 

туденты дневных факультетов широко 
привлекаются к научио-исследовательской 
работе в студенческом научном обществе. 

Вечерние факультеты ра- 
диоэлектроники и автоматн- 
ки ведут подготовку студентов-пронзвод- 


схвенников по специалъисстям- «Радуочёх- 
инка»з, «Конструирование н производство ра- 
дноаппаратуры», «Электронные приборы», 
«Промышленная электроника», «Полупровод- 
ники н диэлектрики», «Электроакустика и 
ультразвуковая техника», «Автоматика н 
телемеханика», «ЛАвтоматизированные снсте- 
мы управления», «Электронные  вычисли- 
тельные машины», «Информаннонно-измерн- 
тельная техника», «Электропривод в авто- 
матизация промышленных установок» и 
«Электрооборудованне судов». 

Прин ЛЭТИ имеется подготовительное 
отделепне и подготовятельные курсы. 

Ниже публикуются варианты письмен- 
ного экзамена по математике и примеры за- 
дач устного экзамена по физике, предлагав- 
шисся на встунительных экзаменах в ЛЭТИ 
в 1975 году. 


Математика 
Варнант 1 


1. Ученику надо было найти произведе- 
нве чвсла 136 на некоторое двузначное чис- 
ло, в котором цифра еднниц вавое больше 
цифры десятков. По рассеянности он поме- 
нял местамв инфры двузначного числа и 
получил произведение на 1224 больше ис- 
тниного. Чему равно истинное пронзведение? 

2. Решить уравнение 


сах — ПИ- 51 2) =1-- сх. 
3. Доказать тождество 


Е: 
#5 (#-+т =) (1 — $1 2х) = с0$ 2х. 


4. Решнть уравнение 
1 


х2-— № О 
5. Доказать. что число #3 Е 52 делится 
на 3 при любом натуральном #- 


Варнаит 2 


1. Из порта одвовременио вышли два 
теплохода, причем один нз них ношел на юг. 
а другой на восток. Через 2 часа расстоянне 
между инми составило 174 км. Найти сред- 
нюю скорость каждого теплохода, если из- 
вестно, что один из них в среднем за каждый 
час проходит на 3 км больше, чем второй. 

2. Решить уравнение 

2 со 2х -- 2 № х= 5. 

3. Решить уравиенне 


уже Их -—4: 5(и2)*-?+ т 6. =0, 

4. Доказать тождество 
1 
1 — 912 2х -- с0$ 2х == с052 х - с05% х. 

5. Прв каквх © и х имеет место перавен. 

ство 
ю8о х -- №Ю5, 2-2 с0$ а= 0? 
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Физнка 

1. Два теплохода движутся курсами, 
перссскающимнся в точке О под углом 60, 
с одннаковыми по величине скоростями по 
20 узлов (миль в час) каждый (рис. 1). Опре- 
делнть минимальное расстоянне (в милях) 
между тсилоходамн в процессе движения, 
если в началыный момент они находились ва 
расстоянии 20 и 30 миль соответственно от 
точки 0. 

2. Пушка, стоящая на экваторе, выстре- 
ливает ядро влоль экватора на восток, а 
затем точно такое же ядро — на запад. Ве- 
личины пороховых зарядов н углы возвыне- 
ния ствола пушки одннаковы в обонх слу- 
чаях. Сравнить расстояння от пушки до места 
падения на Землю для обонх ядер. 

3. Какую работу нужно совершить, что- 
бы неренсстн спутник с круговой орбиты ра- 
днусом 8 - 103 км на круговую орбиту радиу- 
сом 10 км, если полная мсханическая энер- 
гия спутника на первой орбите равна 
— 25 Гам? 

Указание. Воспользоваться анало- 
тмей между заковом Кулона и законом все- 
мирного тяготения, что позволнт вычислить 
потенинальную энергию спутннка ина круго- 
вой орбите. 

4. Два маленьких шарика с радиусами 
г, = | см иг. == 2 см, находящиеся на рас- 
стоянии {= 100 см друг от друга, ирнсое- 
динены к батарее © 5. д. с. = 3000 в. Найти 
силу электростатического взаимодействия ща- 
рнков. Влнянием соединительных проводов 
пренебречь. До подключения к батарее ша- 
рикн не имели зарядов. 

5. Точечный источник света н паблюда- 
тель расположены по разные стороны про- 
зрачиой пренебрежнмо тонкой перегородкн па 
прямой, пернендикулярной к плоскости этой 
перегородкн. Наменнтся лн для маблюдателя 
свла света источника, еслн пространство 
слева от перегородки (там, где находится вс- 
точник света) заполинть средой с относнтель- 
ным показателем преломления п? Ответ 
подтвердить расчетом. 

В. Коноваленко, 
Т. Стельмахович, 
А. Чернявский 


Информация 





А. Митрофанов 


ЭКЗАМЕНЫ 
[О ФИЗИКЕ 
В АНГЛИИ 


В середине 60-х годов в Англии Группа по во- 
просам образования прн Инстнтуте физикн и 
Физическом обществе провела экспернмент, 
цель которого состояла ® том. чтобы сравнить 
американский и английский экзамены по фи- 
знке на новышенном уроние. В этом эксис- 
рименте 600 английских икольников сдавали 
не только свой экзамен. но и примерно такой 
же по трудности амернканский экзамен, текст 
которого был составлен в Приистоиском уии- 
верснтете. 

У англичан успешная сдача экзаменов 
на аттестат на повышенном уровне дает уча- 
щимся право на поступление в университет. 
В США экзамен повышенного типа по физике 
сдаст сравинтельно небольшая группа уча- 
щихся, постунивших в некоторые упиверсн- 
теты. От результатов экзаменов зависит, 
надо ли студенту первокурснику прослушать 
подготовительный курс ло физнке полностью 
или же только его часть. 
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Экспериментальный экзамен состоял из 
двух частей. Первая часть включала 44 воп- 
роса, на которые надо было ответить в те- 
ченне одного часа, используя американскую 
экзаменационную технику тнпа «многочислен- 
вый выбор» («паире-спотсе» {уре). На каж- 
дый вопрос машчна предлагала 5 разных от- 
ветов, из которых нужно было выбрать один 
правильный. Вторая часть более похожа на 
традиционный англнйский экзамен на повы- 
шенном уровис. На решение десяти задач от- 
водилось два часа. За правильные решения 
разных задач давалось разное количество 
очков. Задачи 1 н 2 (надо было решить одну 
из этих задач по выбору) оценнвались 25% 
от общего количества очков, за решение за- 
дачи 3 давалось 20%, задачн 10 — 25%. а 
вопросы 4—9, на которые требовалось дать 
краткие ответы, оценивались все вместе 30% . 

Ниже приводнтся текст проводимого эк- 
замена, точнее, второй его части. Попробуй- 
те и вы свои свлы в решенни этнх задач. 

1. Внутренняя поверхность цилиндра ра- 
днуса 1,5 м является гладкой, за исключе- 
нием небольшого участка ВС (рис. 1). Тело 
массой 4 кг удерживается в положении А 
нитью, которая перпендикулярна радиусу 
цилиндра, проходящему через иснтр тела. 
а) Укажите снлы. действующие на тело в 
положении А. 

Нить удаляется, и тело соскальзывает вниз, 
достигая положения Ё. которое является точ- 
кой поворота. 6) Какне силы действуют на 
тело в положении О? в) Определите потерю 
энергни на участке ВС. г) Чему равна сила 
реакцин цилиидра на тело в положении 0? 

2. Небольиюе тело массой т удержн- 
вается в вязкой жидкости в состоянии покоя. 
В.момент времени г == 0 тело отпускают. Счн- 
тая. что снла сопротивления обтекающей тело 
жидкости пропорциональна скорости тела, 
получите зависимость от времени одной из 
трех величин: а) положения, 6) скорости, 
в) ускорення тела, и объясните, как опреле- 
лить две другие величины. Положение тела 
в момент времени Е = 0 принять за начало 
отсчега. 

3. Положительно заряженное проводя- 
ее кольцо раднусом К лежит в плоскости 
УХ, центр кольца находвтся в начале коор- 
динат (рис. 2, а). На рисунке 2, б иоказана 


2 
а) У 
к. 
5) д 
Хх 


Рнс. 2. 
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= г 
лье ретеыу аи #3 


Рис..5. 


зависимость силы РЁ, действующей на про- 
бный положительный заряд, от его положе- 
ния на оси ОХ. а) Объясните, почему в начале 
координат сила рариа нулю. 6) Приведите до- 
воды, подтверждающие, что кривая Р(х) 
соответствует действительности. Оцените мак- 
симальное и мннимальное значення Р(х) 
(как положительные, так и отрицательные). 

4. Циливдоичцеский сосуд высотой нес- 
колько сантиметров плавает в спокойной 


| х х х х х 





Рис. 6. 
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воле, выступая над ее поверхностью (рис. 3). 
Цилиндр погружают на некоторую глубину, 
а затем предоставляют самому себе. Не при- 
водя числениых данных, нзобразите на гра- 
фике зависимость положения цвлиидра от 
времени. 

5. Дана двояковыпуклая тонкая лиза 
ММ с главной оптнческой осью ХХ’: О — 
объект, / — сго изображение (рис. 4). а) По- 
стройте ход Четырех лучей, идущих от вер- 
иины объекта. 6} Определите построением, 
где находятся фокусы линзы. 


6. Мальчнк сидит на вращающемся с 
угловой скоростью ® стуле н держит на вы- 
тянутых руках две одинаковые гантели. В 
некоторый момент времсин мальчик роняет 
гаители, ие опуская рук. а) Что случится 
с угловой скоростью вращения? 6) Сохранится 
ли момент вмпульса системы? Объясните. 

7. Два спектроскона А н В используются 
прн исследовании одного н того же источника 
света. Дисперсионным элементом в А яв- 
ляется дифракциониая решетка, в В — приз- 
ма. Опишите три различия в спектрах, на- 
блюдасмых с помощью приборов А ни В. 


8. Твердый шарик скатывается спачала 
по наклонной плоскостн А, а загем по наклон- 
ной плоскости В (рис. 5). Будет лн он ска- 
тываться по одному наклону дольше, чем по 
другому? Объясните. Считайте, что шарнк 
начинает двигаться из состояния покоя н что 
проскальзывания нет. 


9. На рисунке б вы виднте два горизои- 
тальных провода, находящихся в однородном 
магнитном поле, перпендикулярном плос- 
кости чертежа. Сопротивление проводов пре- 
небрежимо мало. Металлическни стержепь- 
перемычка с сопротивлением в может двн- 
гаться без трения вдоль проводов. Каюч $ 
замыкается. 2} В какую сторону станет двн- 
гаться стержень? 6) Почему ускорение стерж- 
ня не постоянно? 

10. Здесь требуется подумать н применить 
ваши знання к решению задачн. Оценка, ко- 
торую вы получите, будет зависеть от того, 
как хороцю вы сумеете использовать ваши 
теорстические и ирактические знания в отве- 
тах на поставленные вопросы. Взше вообра- 
жение н умение каучно обосновать вашн ндеи 
тоже повлияют на окоичательную оценку. 

Железная проволока длиной около 2 м 
висит на двух вертикальных опорах. Концы 
проволокн  подсоедннены к электрической 
сети, так что ток в проволоке можно по жела- 
нню увеличить от 0 ло болышой величины. 
а) Перечислите пять нли более параметров 
проволокн, которые будут изменяться по мере 
увеличения тока. 6) Выбернте любые три 
из этнх величин, которые можно измерить 
независимо друг от друга. Для каждого слу- 
чая опишите подробно методвку эксперимента, 
позволяющего измерять нужные характерн- 
стики проволокн прн увеличении тока в ней, 
и какие результаты вы ожидасте получить 
в этих опытах. 


А. Халомайзер 


ЭКЗАМЕНЫ 


п0 
МАТЕМАТИКЕ 


В ГДР 


Единая социалистическая система образо- 
вания, осуществляемая в ГДР, по праву счи- 
тается одной из лучших в мнре. Даже дале- 
кне от симпатий заладногерманские коммеи- 
таторы часто говорят о «чуде в системе народ- 
ного образования ГДР». 

— Одним из величайших достижений 
Германской Демократической Республикн яв- 
ляется создание Единой социалистической 
системы образования, — сказал Министр про- 
свещения СССР М. А. Прокофьев, выстуная 
на У! | Педагогическом конгрессе в Берлине. 

Чудом можно назвать и успехн Реснуб- 
лики в развитии экономики: за 25 лет су- 
ществования ГДР объем промышленной про- 
дукцки вырос в 5,7 раз *®). Высокий уровень 
культуры, науки, промышленности в зиа- 
чнтельной мере обязан весьма эффективной 
системе образования. 

В ГДР осуществлено всеобщее обяза- 
тельное десятилетнее политехинческое об- 
разоваине. Наиболее прилежные школьники, 
которые учатся на хорошо и отличио, полу- 
чают право поступить в 12-летнюю школу, 
дающую аттестат зрелости и возможиость 
поступления без экзаменов в вуз. 

Объем курса математики обязательной де- 
сятнлетней школы иевелик, ои ие содержит 
сложных доказательств, исследований, не 
включает числовых последовательностей и 
пределов, логарифмов, преобразований три- 
гонометрических выраженнй н многого дру- 





*) С22 млрд. марок в 1949 до 126 млрд. 
марок в 1974 году (в сопоставимых ценах). 
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гого, что стало традиционным в советской 
школе. Все эти разделы прнзнаны необяза- 
тельиыми для всеобщего изучения и пере- 
несены в 12-летнюю школу, в которой изу- 
чаются также векторная алгебра и аналнти- 
ческая геометрия, основы дифференциаль- 
вого и интегрального исчисления и их при- 
менение. Однако уже в десятилетней школе 
обращается серьезное винмание на технику 
преобразований и вычислений с учетом необ- 
холимой стеленн точности и округлення, 
применение логарифмической лниейки н чис- 
ловых таблиц. Кроме того, в УП классе изу- 
чается начертательная геометрия — способы 
построения проекций, изображение про- 
странственных тел, умение «чнтать» чертежи. 

ыпускники десятилетки сдают 4 пнсьмеи- 
ных экзамена: по математике {без разделения 
ина алгебру и геометрию), по немецкому язы- 
ку и литературе, по русскому языку и либо 
но физике, либо но химии, лнбо по биологии — 
по усмотренню пезагогического совета шко- 
лы. Кроме того, проводится два устных 
экзамена, один из которых естественно-ма- 
тематического цикла, другой — обществен- 
ио-гумаиитарного. Аналогичные экзамены 
сдают и выпускники двенадцатилетней шко- 
лы — на получение аттестата зрелостн. 

Ниже приводится содержание экзаме- 
национных заданий за курс 10-летней и 
12-летисй школ (все школьники Республики 
сдают письмениый экзамен по математике в 
один и тот же день и час решая одни н те же 
задачи). 


Письменный выпускной экзамен по 
математике за 10 классов 
(1974/75 учебный год) 


Задачн для о б я зательного 


решення 


1. В 1973 году в соответствни с програм- 
мой жилищиого строительства в ГДР постро- 
ено 80 700 новых квартир. 

а) 60% этих квартнр предоставлено семь- 
ям рабочих. Сколько квартир составляет это 
количество? 

6) В 1972 году было построено 69 500 но- 
вых квартир. Вычислите, на сколько про- 
центов возросло строительство квартнр в 
1973 году по сравнению с 1972 годом. 

2. В треугольнике АВС дано: |АВ | = 


= 16,4 см; [ВС] = 19,0 сш; ВАС = 58,8°. 
Е т Порой треугольннк АВС в масшта- 
ке 


6) Вычислите величину двух других 
углов. 
в) Вычислите длину стороны АС. 


3. Линейные функции заданы уравне- 
НИЯями: 


Пи = 3х — 2; 

Зи-Рх= 4. 

а) Постройте графики обеих Функций из 
одном и том же чертеже н иайдите коордннаты 
точки нх пересечения. 


[2 


6) Рассмотрите данные уравнения как 
систему и решите се. 

4. Деталь состоит из цилиндрической и 
конусообразной частей {см. рис. 1). 

а) Вычислите объем детали (в смЗ). 

6) Деталь отлита из сгали {р =7,80 г/см3); 
вычислите массу деталн. 

5. В равнобедреииом треугольнике АВС 
(1АС] = 1ВС\ точка О — середина [АС}, 
Е — середина [ВС]. 

а) Постройте фнгуру ин обозначьте наз- 
ванные точки. 

6} Из точки Р опустите перпендикуляр 
на [АВ]. осцование периендикуляра обоз- 
начьте через К; из точки ЕЁ опустите перпен- 
дккуляр на [А 8], основание перпендикуляра 
обозначьте через С. 

в} Докажите, что треугольники АЕБ 
и ВСЕ коигруэнтны. 

6. а) Упростите выражение *%) (11285, 

6) Запишите чисаа 628 000 000 и 0,0037 


в стандартной форме, то есть в форме а-10*, 
где | <а< №, А — целое. 

в) Постройте график функции у = 
= яп 0,5х в интервале 0 = х= 4л. 

г) На рисунке 2 изображены две пря- 
мые е и [, пересеченные третьей прямой п. 
Каково должно быть взанмное расположенне 
прямых ги #, чтобы углы @ и В были кои- 
груэнтны? 


Задачи по выбору 


Из задач 7.1, 7.2, 7.3 решите только 
одну. 

7.1. Дано неравенство 

2х — (8 —х) < 8 (2х т 3) — 5х. 

а) Решите это неравенство (проверки не 
требуется) - 

6} Пусть М — множество решений этого 
неравенства; для каждого из чисел —8; 3; 
0;—0,5;—4; 5,2 укажите, входит лм оно в мно- 
жество М 

7.2. Функция 


задана  уравиеннем 








Рис. 1. Рис. 2. 
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Рис. 3. 


а) Вычислите значения этой функции 
для данных значений аргумента (заполните 
таблицу; «трехэтажные» дроби замените 
обыкновенными). 


Таблица 


5 


6} Постройте график этой фуикции. 

в) Постройте на этом же чертеже грз- 
фнк фуикции у = х?. 

г} Найднте координаты точек, принад- 
лежащих и тому, н другому графикам. 

7.3 *). На рнсунке 3 показано чекоторое 
тело в двух проскциях; пунктирные линии 


изображают одиу из днагоналей, |АВ] = 
= 6,5 см; [ВС] = 4,2 см; |ВЕ| = 8,2 ем. 

а) Постройте данное тело в перспективе 
и обозначьте все вершины, 

6) Мзобразнте на перспективном чертс- 
же данную диагональ. 

в} Вычислите длину даниой диагонали. 

Решение каждой задачи расценивается 
баллами — учитель получает из Министер- 
ства специальную ииструкцию по оценке 
работы. Приведениые задачн 1, 5, 6 н каждая 
из задач по выбору «расценены» пятью бал- 
ламн; задачи 2 и 3 -- семью баллами, зада- 
ча 4 — шестью. Например, прн решении 
задачи 3 полагается: 





*} Задача по начертательной геометрни. 


2) За построение бе жьы первой 
функции _ . -. - +. Г балл» 
за выражение второй | функции 
в явной форме, .......\ балл, 
за построение графика второй 
функции .... . 1 балл. 
за нахождение координат точ- 


кн пересечения. ...... .[ балл; 
6) за исключение одной персмен- 
ной . ._ д. - бала, 
за опрелеление значения одной 
переменной . . ось о а Ол 
за определение значения второй 
переменной в. 5 т. Е 





Итого за задачу 7 баллов 


В ниструкиии дана и таблина. по кото- 
рой ставится оценка за всю рабогу: 


39—46 баллов — оценка 1 (очень хороию); 
32—38 баллов — оценка 2 (хорошо): 
24--31 балла — оценка 3 (уловлетвори- 
тельно}; 
14—23 баллов — оценка 4 (достаточно)*); 
@—13 баллов — оценка 5 (недостаточно). 


Письменный экзамен по математике 
на аттестат зрелости 

(за курс 12-летней школы, 

1974/75 учебный год) 


Задачи для обяз 
решения 

т. В системе декартовых прямоусльных 
координат в простравстве задан треуголь- 
инк © вершинами в точках О (0; 0; 0), 
А (2:2: 1, ВП; 4; —1. 

2) Докажнте. что длины сторои ОЛ и АВ 
равиы, 

6) Докажите, что треугольник ОАВ пря- 
моугольный. 

\) Вычислите площадь этого треуголь- 
ника, 


ательного 





*) В школах ГДР оценка + — ‹достаточ- 
но» — синтаелся положителъмсй. 





Рис. 3. 
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т] Через точки А и В проведения прямая д; 
составьте се уравнение ин вычнслите коорди- 
маты тоикн Ро, в которой эта прямая пере- 
сскаст плоскость #0Ог. 


2. Функиня задана своим уравнением 


4 
уе !. 


а) Вычислите ординаты у; н уз точек 
Ру: и) к Р. 4; уз), ирипадлежащих гра. 
фику этой фуикцян. 

6) Вычислите площаль фигуры, ограни- 
ченной графиком даиной функции, осью Ох 
н прямыми х = | их-= 4. 

в) Найдите первую производную этой 
функции; вычислите координаты точки Ро, 
в которой «наклон» кривой имеет коэффициент 
к * 

г) Найдите уравнение касательной к кри- 
вой (к графику фуикции) в точке Р.. 

3. Эллипс задан своим урависнием д? -- 
-- 492 = 95 


==ч). 

а) Вычислите длину осей н эксцентрн- 
ситет в эллипса. 

6) Постройте че менее 12 точек этого 
эллипса (не считая вершин) и начертите эл- 
АНИС. 

н) Прямая ху —5=0 пересекает 
данный эллипс в точках Ри Рь; вычислите 
координаты этих точек. 

г) Отрезок Р.Р‚.служиг диаметром не- 
которой окру жности; определите координаты 
центра этой окружности и составьте ее уряв- 
ненне. 

4. Чз рнсунке 4 изображен коитеймер 
для мусора. Чтобы ой имел возможно боль- 
ний объем, нередняя стенка (ири заданной 
ширине 5) должна иметь макснмальню воз- 
можиую  илощадь. 

а) Выразите высоту & и отрезок а в виде 
функции угаа 4. 

6) Выразите плошадь $ передней стенки 
» виде функини угла $. 


н) Определите угол ф так, чтобы пло- 


щадь 5 этой стеикн была максимальной 
(доказательство макснмальности не обяза- 
телыю). 


5. а) Лва вектора аи 6 0, 6290) 
образуют острый тол ф. Определите угол $ 
гак, чтобы выполнялось следующее уславие 


(из молуль векторного поокзведения): [ах 
хь|=0,5 . [а|- [81. 
61 Дана функция и = {}(х)= мах. 


Составьте первую производную [ (х)н 
вычиелнте Ё (0. 


в) Укажите все действительные числа 
х, для которых онределено выражение 
ут —5. 





*) То ссть точку, в которой произнодная 
принимаст значенне — 1. 
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г) Вычислите 
и — бп} 


Ти За ь 
п-® Зи 


Задачи по выбору 
13 задач 6.1, 6.2, 6.3 решите только 
одну. - 
6.1. Дана функция у = р(<х) = е0.5х. 
а) Составьте три первые производные 
этой функции: [ (х); <; Г”. 
6) Докажите мстодом матсматической ин- 


дукции, что п-я производная выражается 
1 0,5х 
формулой {}(х) = я @ : 


в) Вычислите (0); Р' (0); Г” (0) и 
(0). Эт значения составляют числовую по- 
следовательность 
а, = Г ©, в; = РО =". ©) 
Докажнте, что отиошение последующего 
члена последовательности (”) к предыдущему 
постоянно, 

г) Из 


членов последовательности ({*) 
с 


можно составить бесконечный ряд У, а». 


; 
пая] 

Вычислите сумму этого ряда (бесконечной 

<2 

“ 

Ув». 

п] 


геометрической прогрессии) $ = 


6.2. Дана функция 


ЕЁ (<) = 90$ 0,5х 


0= вр 
$ а корни этой функини (т. с. 
значения аргумента, при которых функция 
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обращается в иуль) н постройте схематически 
ес график. 

6) Докажите, что точка Ро (хо; 0) яв- 
ляется точкой перегиба. 

в) График этой функции и оси коорди- 
нат ограничивают некоторую плоскую фи- 
туру: определите площадь этой фигуры. 

г) Оси координат, график функции и 
прямая, параллельная оси Оу и отстоя- 
щая от нее на расстояние 4 0<4а<зл), 
ограничивают некоторую плоскую фигуру; 
определите 4 так, чтобы площадь этой фигу- 
ры равнялась единице. 

6.3. Парабола у? = 2рх проходит через 
точку Р, (12; 12). 

а) Определите параметр р этой параболы; 


вычислите угловой коэффнциент А, каса- 
тельной, проведенной к этой параболе в 
точке Р,. 


6) Постройте схематически эту параболу 
и касательную к ней в точке Р.. 

в) Существует ровно одна касательная 
к этой параболе, угловой коэффициент ко- 
торой &, = —“ Определите координаты 
точкн Р», в которой она касается параболы 

г) Докажите, что если касательные. про- 
веденные. к параболе у? = Эрх в точках 
Р; (Хх; у) и Р; (хз; уз), взаимно перпеиди- 
кулярны, то у, - уз = — р". 

Н к этому варканту для учителя прнаа- 
гастся инструкция, в которой каждую задачу 
рекомендуется расценить определенным чис- 
лом баллов. Максимально возможное коли- 
чество баллов за всю работу — 40. Отметка 
выставляется в соответствни с таблицей, при- 
веденной выше. 





ЗАДАЧИ 
НАШИХ ЧИТАТЕЛЕЙ 


1. Можно лн расставить 
в десяти кружках на рисуи- 
ке числа 0, 1,2...., 9 так. 
чтобы суммы четырех чисел 
на каждой из прямых были 
равны? 
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М. Караджян 
(г. Степанаван} р? 
2. Можис пи расставить 
на шахматной доске 
а) 5 ладей н 5 коней, 
6) 6 ладей н 6 коней 
так, чтобы ни одна фнгура 
не била другую? 
С. Охитин (г. Оренбург} 


и для спуска. 


то ои 


боден, 
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А НЕ 


ы Жильцы 
ного дома пользуются лифтом 
и для подъема. 
Есян нет вызова и лифт сво- 
автоматически 
направляется на 


На ка- 
направлять 
время 
ожндания лифта всемн жиль- 


определенный этаж. 
кой этаж надо 
лифт, чтобы среднее 


цами было иаименыюим? 
д". р 4. Найти простое число 
р. если известно, что числа 
р2?—2. 2р—[ и 3р?--4 также 
простые. 

5. В множестве первых 
десятн тысяч натуральных 
чисел возьмем подмножест- 
во чисел, оканчивающихся 
на \ ин которые могут 
быть представлены в виде 
87"-|-5" (т, п — натураль- 
ные). Сколько элементов со- 
держит это пюлмножество? 

К. Курбанов (<. Цугии 

Дагестанской АССР) 


мпогоэтаж- 


некоторый 
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«Нвант» для младших школьников 





Задачи 


1. Трн гангстера украли из сейфа 10 бриллн- 
антов общей стоимостью 4 000000 долларов. 

При этом онн рассчитывали разделить брилли- 
анты так, чтобы каждому досталось не меньше 
1000000 долларов. При погоне один 

из бриллиантов стоимостью 600 000 

долларов потерялся, и такой раз- 

дел стал невозможен. Мог ли он „=. 
быть возможен вначале, или гангстеры завс- 52 
домо ошибались? д : 

2. Известно, что вес тесла па Луне 
в 6 раз меньше, чем на Земле. 
Представьте себе, что вам пред- 
ложили отправиться на Лунуи = 
проверить этот факт эксперимен- #277 
тально. Какое оборудование 
вы возьмете с собой? 

3. Про три точки А, Ви С из- 
вестно, что для любой четвертой точки 
М нлоскости расстояние от А до М 
не превосходит хотя бы одного из рас- 
стояний: от В до М или от С 
до М. Доказать, что точка А лежит =“ 
на отрезке ВС. 

4. Из двух одинаковых кусков 
одного и того же металла изготовили две 
проволоки, одна из которых длиннее" / 
другой в 4 раза. Как по-вашему я 
одинаковы или различны = р я 
сопротивления этих проволок? --=< проб к рев. == 

5. Имеются 6 одинаковых по виду монет. 

Четыре из них настоящие, по 4 г 
каждая, а две фальшивые общим 
весом 8 г, одна чуть более тяжелая, 
другая чуть более легкая. Хватит ли 
четырех взвешиваннй, чтобы 

с помощью чащечных весов (без гирь) 
найти обе фальшивые монеты? 

























А. Розенталь 


а 
ОНЕАДНЕ 


Из „Ливерпульской гавани 
Всееда по четвергам 
Суда уходят в плаванье 
К далеким берегам. 
Плывут они в Бразилию, 
Бразилию, 

Бразилию. 

И я хочу в Бразилию, 
К далеким берегам. 


Р. Киплинг 
(перевод С. Я. Маршака) 


Из Ливерпульской гавани 

Итак, из Ливерпульской гавани всег- 
да по четвергам суда уходят в пла- 
ванье к далеким берегам. Плывут они 
`в Бразилию ..., в город Рно-де-Жа- 
нейро. Ровио за 14 дней судно покры- 
вает весь путь — 9800 км (по 700 км 
в день) и прибывает в Рно-де-Жаней- 
ро в четверг в 12 часов дня. После 
4-дневной стоянки судно идет об- 
ратным курсом, и через 14 дней в 
понедельник ровно в полдень оно 
прибывает в Ливерпуль. Еще через 
3 дня (заметьте — опять в четверг!) 
оно снова уходит в Бразилию. И я 
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хочу в Бразилию ... — вот я н сел 
в Ливерпуле в четверг на судно н 
поплыл. А вы узнайте: 

а) сколько судов, идущих обрат- 
ным рейсом, я увижу в открытом океа- 
не; 

6) в какие дни неделн я их увижу; 

в) на каком расстоянин от Ливер- 
пуля они в этот момент будут? 


Обсуждение 


На примере решения этой задачи поз- 
накомимся с одним графическим спо- 
собом решения широкого круга за- 
дач, включающего, в частности, 
так называемые «задачи на движение». 

Изобразим на графике движение 
судов между двумя портами. Этот 
график будет похож на графнк двн- 
жения поездов, с которым многие, 
вероятно, знакомы. 

Начинаем стронть график. Через 
точку О проводим вертикальную ни 
горизонтальную прямые (см. рис. 1). 
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На вертикальной оси (вверх от точ- 
ки 0) будем откладывать путь, прой- 
денный судном, а на горизонталь- 
ной отметим дни недели (эту ось на- 
зывают осью времени, Пн обозначает 
понедельник, Вт — вторник и т. д.). 

Как будет выглядеть на графике 
движение судов? В полдень пятницы 
судно будет находиться в 700 км от 
Ливерпуля. Ставим точку А на пе- 
ресечении вертикали, проходящей че- 
рез полдень пятницы, и горизонта- 
ли, идущей на высоте 4700». К суб- 
ботнему полудню судно пройдет уже 
1400 км. На рисунке | это изобража- 
ется точкой В. Аналогично строят- 
ся точки С, О ит. д. Они показыва- 
ют положение судна в последующие 
дни (в полдень). Судно движется рав- 
номерно, и потому все эти точки бу- 
дут лежать на одной прямой. Кстати, 
каждая точка этой прямой изобража- 
ет положение судна в некоторый мо- 
мент времени. Например, точка Ю 
показывает, что на расстоянии 2450 км 
судно будет, когда Биг Бен пробьет 
полночь и в Ливерпуле начнется 
воскресенье. 

Точно так же строятся графики 
движения судов, выходящих по по- 
недельникам из Рио-де-Жанейро. 

А теперь изобразим движение всех 
судов на одном графике (см. рис. 2). 
Тогда каждая точка пересечения двух 
прямых будет соответствовать встре- 
че двух судов. 

Рассмотрим, например, рейс КЁ 
из Ливерпуля в Рио-де-Жанейро. Этот 
отрезок 4 раза пересекает отрезки, 
нзображающие движение встречных 
судов. Значит, ответ на первый во- 
прос задачи — 4 судна. 

Далее, из графика видно, что до 
первой встречи в точке М пройдет 
столько же времени, сколько по- 
надобится встречному судиу, чтобы 
проплыть от места встречи до Ливер- 
пуля. Отсюда следует, что первая 
встреча произойдет в полдень в суб- 
боту, вторая — в полночь со втор- 
ника на среду и т. д., а расстояния 
от мест встречи до Ливерпуля будут 
1400 км, 3850 км ит. д. 
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А теперь сами ответьте еще на три 
вопроса. 

г) В некоторый момент в океане 
встретились два судна. Верно лн, 
что в тот же момент в другой части 
океана встречаются еще два судна? 
Если да, то на каком расстоянии 
друг от друга происходят эти’ две 
встречи? 

д) Сколько судов курсируют меж- 
ду Ливерпулем и Рио-де-Жанейро? 

е) Ответьте на первый вопрос за- 
дачи, если известно, что суда от- 
правляются не еженедельно, а еже- 
дневно. 


Стрелки обходят циферблат 

Ровно в 12 часов дня минутная и ча- 
совая стрелки часов совпадают. Затем 
минутная стрелка вырывается вперед 
н через некоторое время, обойдя 
часовую на целый круг, вновь на- 
крывает ее. В какой момент это про- 
исходит? В какие моменты между 
12 часами дня и 12 часами ночи стрел- 
ки образуют: а) развернутый угол; 
6) прямой угол; в) угол в 120°? 


Джентльмены на прогулке 


Два джентльмена одновременно от- 
правились на прогулку по аллее дли- 
ной 100 метров. Мистер Смит за час 
проходит 1 километр, мистер Джонс 
идет помедленнее — всего 600 мет- 
ров в час. Дойдя до конца аллен, каж- 
дый из них поворачивает и с преж- 
ней скоростью идет обратно. Встре- 
чаясь, джентльмены каждый раз сни- 
мают шляпы и раскланиваются. Сколь- 
ко раз они раскланиваются на про- 
тяжении первых 25 минут прогулки? 
Сколько минут (из этих 25) они шли 
в одном направлении? 


Задача Исаака Ньютона 


Два почтальона А н В, которых раз- 
деляет расстояние в 59 миль, выез- 
жают утром навстречу друг другу. 
А проезжает за 2 часа 7 миль, а В 
за 3 часа — 8 миль, при этом В 
отправляется в путь часом позже А. 
Найти, сколько миль проедет А до 
встречи с В. 


Ответы, указанмя, решения 


= 


ь4 





К статье «Троянцы» 

1. Вектор г,, проведеиный из точки Ту; 
в центр вращения, есть сумма двух векто- 
ров, направленных от т; кт, нот т, к 


тз. Модули этих векторов равны 
ПЕРИ: ВОЙН Ви РаЕОНИЕ::. ЗНАНИЕ 
т- т. - т т.т. т, 
(см. рис. 1). 


Параллелограмму с такими сторонами 
тута 


подобен параллелограмм снл Рз = 1 — д 





т.т 
и Рь =, нбо сумма этих сил РА, 


должна быть направлена к центру враще- 
ния. Из рассмотрения подобия 


та . п 
Ру: = № Зи фи, рт, в = 
_ „Из, тз В 
= Аа "тт; -- Тз 
Отсюда 
и. @1 т Е: ти Пи + т. | мтз 
ия 


2. Прин заданном в условин соотношении 
скоростей и их направлениях за малый про- 
межуток времени треугольник масс перёйдет 
в подобный начальному. Если и для нового 
треугольиика соотношение скоростей удов- 
летворяет условию, то все будет доказано. 
Но так как ускорение пропорционально рас- 
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стоянию до Центра вращення (см. упражне. 
ние 1), то н приращение скоростей, и новые 
скорости пропорциональны этим  расстоя- 
ниям, а направления скоростей изменятся 
на одни и тот же угол (см. рис. 2). 


К статье «Артиллерия ни математика» 


1. (55 518; 37 263). 
2. 295°33', 1551. 

3. (12406; 96 956). 
4. (13772, 98 154). 


К статье «Антье» 
Е: 


п 
5. а) Если рзё 2, то а = [= где 
1=1 Р 
Ё таково, что р зп < ри+!. 


Еслн же р=2, то а =п- х |[> | 
{1 


где 2 п < 2+1, 
[2+1 а 91 
бе [о |-[] + ]- 


ЧЕН 


р 
ре п 1 < ри+!. 
Указанне. Воспользуйтесь тем, что 





(28 + и! 

Синий = а 
| Е 7 1. 13 
ат. 


6 —1=х<0; 8 <х<з; УП< 


<.<И\; 4<х< УИ. 

в) У?. 

7. 30 км. 

8. [/ у = Иа ие + 
+... Иа 1. 

9. 137. Указание. Координаты то- 
чек, лежащих в данном круге, удовлетво- 
ряют неравенству х -|- у? = 6,57. 


ь 





7 


10. 0,18. Указание. Воспользуйтесь 
формулой Р (Ао) Аз« ] Аза) = Р(Ао) + 
+Р (Аа) + Р (Аа) —Р(АьПА,.) — 
— Р(Аю ПА) — Р(АзПАз) + 

+Р (АьПАвП Аа). 


где Р(Ам) — вероятность того, что номер 
вынутого шара делится на №, Р(АМИАм 
Ах) — вероятность того, что номер выну- 
того шара делится либо на М, либо иа М, 
либо на [, Р (АмПАм) — вероятность того, 
что номер вынутого шара делится и из М, 
и на М Р(АмПАхПАхр)— вероятность 
того, что номер вынутого шара делится на 
М, на Мн на Ё. Докажите эту формулу- 
К статье «Ключ» к решенню — подобные 
треугольники» 

1.5 =(И $, + $. + $5: )*. 
2. Указание. В подобных треугольшиках 
раднусы вписанных окружностей отиосятся, 








как вы др периметры. 3. 4л. 
А И 5—1 

4. УБ(Ь О. 5. дс ==} Е 

#1. 6. 1+ 3. Указание. Провести 


ВМТ А’С’ и В’М’ | А’С”’ и подсчитать от- 
ношення площадей треугольников А’В’С”, 


во 7 
АВ’С”, ВА’С”, СА*В’. 7. 85 =— (1 — 1"). 
8. 5:1; 1:5. 9. 7:1. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 
(см. «Квант» № 4) 

1. Начинающий должен двигать ферзя 
в прокгрышные поля, их семь: а|, Ъ3, с2, 
96, е8. #4, #5. Из любого другого поля доски 
можно передвинуть ферзя в одно из этих 
полей, а из одного пронгрышного поля по- 
пасть в другое нельзя (потому они и проиг- 
рышные). Находятся эти поля так: аЁ — 
проигрышное; любое поле, с которого можно 
за один ход попасть в а!, — вынгрышиое; 
поля ЪЗ и с2, с которых можно попасть только 
в уже отмечениые выигрышные, — проигрыш- 
ные; любое поле, с которого можно попасть 
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Рис. 4. 


в Ъ3 или с2, — выигрышиое н т.д. Чнело 
ходов определнте самостоятельно. 

2. Почва на участке была влажная, а 
на том месте, где стояла палатка, почва была 
сухая. Прн замерзании воды в почве выде- 
лялось тепло, которое «обогревало» влажные 
участки и замедляло их промерзание. А су- 
хой участок под палаткой иромерз сильнее. 

3. Весь класс разбивается на 4 непере- 
сскающихся множества: «чистых математи- 
ков», «матоматнков-умельцев», «чистых умель. 
цев» и «бездельников». «Бездельииков» по 
условию 10, не «бездельников» 35—10 = 25, 
среди них 20 математиков, поэтому «чистых 
умельцев» будет 25—20 — 5, а «математнков- 
умельцев» будет [|1 —5 = 6. 

4. См. рис. 3. 

К задачам (см. с. 72) 

1. Нельзя. 2. а) См. рис. 4. 6) Нельзя. 

3. На первый или на второй. Если выб- 
ран какой-либо другой этаж, то уменьшение 
его не скажется на среднем времени ожидания 
жильцов этого и более высоких этажей (по- 
скольку они ездят не только вниз, но и вверх), 


но уменьшит время ожидання для жильцов 
более низких этажей. 


К статье «Чнтатели советуют» 
(см. «Квант» № 4) 

1. 393 мл. 2. 453 мл. 

3. Указание. Доказать, что МЕХ 
ХМЕ = 17, где В — расстояние от центра 
окружности О до прямой м. Решение. 
Проведем прямые м’ и 71”, касающиеся ок- 
ружности в точках С и О соответствению. 
Пусть М’— точка пересечения прямых т” 
и КМ, М" — прямых т” и КМ, Е°Ы— прямых 
т’и КЕ (почему эти прямые пересекаются?). 
Так как /!”С == МТ, М’Е’ = М" = МТ 
(откуда получаются эти равенства?), то 


М’С.М'Е’ = М"Т.М?Т. {1} 
Ноз М'ОМ” = 90? (докажите!), а потому 
М'Т. МТ = 27, (2) 


где г — радиус окружности (откуда это сле- 
дует?). С другой стороны, 


МС=-- МЕ, МР =-Е МЕ 
{как доказать этн равеиства?). Теперь нз 


(1) — (3) следует, что МЕ. МЕ = №. 


4. м, ‚=2- 6, х; =2, 
Укззанне. Перепнсать уравнение в виде 


х4 -- 4 = 5х3 — 10х 
и разделить обе частн этого уравнення на х31 


ха +52). 


=—1. 


Затем сделать замену нензвестного х— 


2 
— 7 = в результате которой получается 


квадратное уравнение {®-|- 4 = 5. 

5—7. казание. Воспользоваться 
выражением для площади треугольника че- 
рез стороку (лежащую иа АС} и высоту 
(опущенную из вершины В илн 0) или 
через две стороны и угол между ними 
(здесь — с вершиной 0). 

51:59 па, п 0 

8. $:5. по. зто, * Г ба, @» 
аз, 4 — углы, под которыми видны сторо- 
ны А. Аз, А. Аз, АзАь, АА, нз точки О. 

9. Справедлнво. 


5:53... Эзп-—1 

ССР Е 

Яп о п @з... ЗП бп: 
ЯП @ ЭТ @а-..5Т @о п 

И. 0,31 <х<5426. Указа: 


ние. Неравенство равносильно  совокуп- 
ностн двух систем: 


хз — 10х31 
и В 





<1, 


ыы. 
х— 20 =1; 


х3— 105-31 
м > 


|9 
0< 55—50 = Г 


5 
12. и =, = 0, 
1, +2, ...). 
5л 
13. х=-—5 2 {&{=0, 1, 2, ...). 


Указание. Данное уравнение в ОДЗ 
равноснльно уравнению 


1 — с05х— чих = с052х— Чп2х, (4) 
которое приводится к виду 
{с0$ х -- яп х)(2 зпх— 1 = 0. 
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Корин уравнения созх -- зтх = 0 не 
входят в ОДЗ исходного уравнения: для 
каждого низ них в силу соотношения (4) нмеем 
05 2х — зт2 х= | — (сх эт =}, 
ав ОДЗ должио выполняться условие 





с0$ 2х — $11 2х 1. Еслн зтх= 2, то 
либо соз х = (3/2, либо соз х=— И 3/2. В 
первом случае 
. г = 9 
| — 05 х — Мпх = > 2 < 0, 


тогда как в ОДЗ должно выполняться условие 
1 — с05х —зтх > 0. Во втором случае 
определяющие ОДЗ условия выполняются. 


14. МЕ:ЕМ = УЗ. Указание. Про- 
должить среднюю линню за точку М до пере- 
сечения в точке Г с одной окружностью и за 
точку М до пересечения в точке К с другой ок- 
ружностью. Доказать, что СЁ КВ— прямоуго- 
льннк. Использовать равенства, вытекающие 
из теоремы об отрезках пересекающихся 
хорд: РЕ. ЕО = ЕР.-ЕМ, РЕ-РО = МРЕ-ЕК. 


Указаине. Провести высоты: $Р —боко- 
вой грани А$С, $Е — боковой грани СЗВ, 
$Е— боковой гранн А5В; соединить точки О, 
Р, Б с точкой О. Доказать, что $ЗП= 5$Е= 5Е 
и точка О — центр круга, вписанного в тре- 
угольник АВС. Доказать, что ДА$ОС = 
= А5ЕРС, ДАЗРЕВ= Д5$ЕВ, ЛАЗЕА = 
— ДАЗРА, н вычислить все плоские углы 
всех боковых граней. Выразить отрезки АЁ == 
= АР, ВЕ = ВЕ, СЕ = СР через длину 
высоты боковой граин_ Составить выражения 
для площадей треугольннков АОВ и АВС, 
обозначнв через г раднус круга, вписанного 
в треугольник АВС. 

16. ММ =№.. Указание. Заметить, 
что ММ == РМ — ОМ. Для вычислеиня РМ 
н ОМ использовать следующий геометрнчес- 
кий факт: если в треугольннк РОВ вписан 
круг, касающийся сторон РО, ФК. КР тре- 
угольника. соответственно в точках А, В, С, 
то АО = ОВ =р—РЮ, ВВ = ВСб=р- 
—РО, СР = РА = р-— ОК, где р — полу- 
периметр треугольника РОЮ. 


(Начало см. на с. 56) 

И. Саргазаков (Новосибирск) 8, 0, {; В.Сереб- 
рянный (Харьков) 8, 1; С. Сковорода (Ленииг- 
рад) 8; В. Старшенко (Запорожье) 8, 0, 1; И. 
Теплицкий {Чирчнк) 8, 1; А. Гретьяков {п. 
Тайцы Лениградской обл.) 1; К. Гретьяченко 
(Киев) 1; А. Грищенко (Комон-на-Дону} 1; 
В. Тужилкин (Зеленодольск ТАССР) 8, 1; 
Н. Федин { т‹к) 8, К А. Фрумкин (Курск) 
0, 1; Ю. Хабаров (Павловский Посад) 8, 0, 1; 
Н. Хорев (Барнаул) 8, 0, 1; И. Цацкис (Кре- 
менчуг) 8, Е; И. Цуркис {Калининград Мос- 
ковской обл.) 8, 0; Р. Шарипов (Каракуль 
Бухарской обл.) 8, 0, 1; С. Шатуров (Жда- 
нов) #; Н. Шеремет (Люберцы Московской 
обл.) В, 1; И. Шиян (Киев) 8, 1; Е. Яненко 
(Киев) В, 1; В. Ясинский (с. Мазуровка Вин- 
ницкой обл.) 0, 1. 
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Их было семеро 


Семь джентльменов удачн Джо, Джон, 
Джоб, Джекоб, Джим, Джерри н Джефф, 
высаднвшись на остров Сокровнщ, после дол- 
гих понсков набрелн на клад (слиткн се- 
ребра), зарытый еще старым Флинтом и не 
вывезенный экспедицией сквайра Трелони. 
Решив предлагаемый ниже «кросснамбер», 
вы узнаете, как разделили между собой ло- 
бычу семеро пиратов после яростной пота- 
совки, которой завершнлась сходка, созван- 
ная для выяснения размеров добычи, причн- 
тающейся каждому члену экнпажа. 


По вертикали 


#. Квадрат числа слнтков,  доставшихся 
Джону. 2. Наименьшее двуэначкое число. 
3. Число, делящееся на 3 и не превосходящее 
200. 4. Произведение числа слитков, достав- 
шихся Джеффу, и простого числа, последняя 
цифра которого совпадает с числом слитков, 
доставшихся  Джеффу. 5. Число-палиид- 
ром *). 6. Куб. 8. Число, стоящее под номе- 
ром 9 по горизонтали, записанное от кон- 
ца к началу. 8. Число слитков, доставшихся 
Джону. И. Число слитков, доставшихся 
Джоиу, записаниое от конца к началу. 18. 
Число, куб которого начинается с той же 
цифры, что и число слитков, доставщихся 
Джеффу. 18. Наименьшее общее кратиое 
чисел слитков, доставшихся Джо и Джону. 
19. Нанменьшее общее кратное суммы чис- 
ла слитков, доставшихся Джобу н Джиму, 
и квадратного корня из числа слитков, до- 
ставшихся Джеффу. 20. Квадрат суммы 
числа слитков, доставшихся Джерри и Джи- 
му, записанный от коица к началу. 21. Квад- 
рат. 22. Число, стоящее под номером 3 по 
вертикали, записанное от конца к началу. 
23. Произведение чисел слитков, доставших- 
ся Джобу, Джиму н Джону. 29. Произведе- 
ние чнсел слитков, доставшихся Джобу к 
Джеффу. 30. Число, записанное теми же 
цифрами, что и число, стояшее под номе- 
ром 4 по горизонтали. 32. Сумма чисел 
слитков Джоба и Джеффа. 33. Куб-палинд- 
ром, две первые цнфры которого образуют 
сумму числа слитков, доставшнхся Джер- 
ри, Джиму и Джекобу. 34. Куб. 36. Число, 
записанное теми же цифрами, что н чнс- 
ло, стоящее под номером 4 по горизонтали. 
37. Куб суммы числа слитков, доставшихся 
Джекобу, Джиму и Джобу. 40. Куб сум- 
мы числа слитков, доставшихся Джекобу, 





*) Число, которое читается одинаково от 
начала к концу н от конца к началу. 


Ноыер офорынли: Ю. Ващенко, С. Верховский, 
В. Карцев. Г. Красиков, Э. Назаров 
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Джиму н Джо. 41. Квадрат числа слитков, 
доставшихся Джиму. 43. Простое число. 
44. Куб. 47. Число слитков, доставшихся 
Джерри н Джнму. 

По горизонтали 

4. Чнсло слитков, доставшихся Джерри и 
Джиму. 5. Пронзведекие числа людей, не- 
когда приходившихся (согласно известной 
пиратской песне) на сундук мертВеца, и чис- 
ла слитков, доставшихся Джеррн. 7.. Про- 
стое число-палиндром. 9. Число-палиидром, 
средкяя цифра которого совпадает с числом 
слитков, доставшнхся Джеррн. 10. Чнсло- 
палиндром, делящееся на 9. 12. Число, по- 
лучающееся при перестановке цифр числа, 
стоящего под номером 8 по вертнкали. 13. 
Число слитков, которые получил бы Джои, 
если бы Джефф отдал ему всю свою добы- 
чу. 14. Число слитков в кладе. 15. Число, 
делящееся ка 9. #7. Наименьшее общее 
кратное числа слитков, доставшихся Джону, 
и суммы чисел слитков, доставшихся Джер- 
ри и Джиму. 20. Куб. 22. Число-палиндром. 
24. Число слитков, доставшихся Джо н 
Джону. 25. Наименьшее общее кратное чн- 
сел слитков. доставшихся Джерри и Джеф- 
фу. 26. Произведение числа слитков, полу- 
чеиных Джеффом, и суммы числа слитков, 
доставшихся Джо, Джиму и Джекобу. 27. 
Сумма чнсел слитков, доставшихся Джеррн, 
Джеффу, Джобу и Джекобу. 28. Число-па- 
линдром. 3#. Наименьшее общее кратиое 
числа слитков, доставшихся Джону, н 
квадрата суммы числа слитков, доставшихся 
Джеррк и Джо. 33. Число, которое получит- 
ся, если к числу слитков, доставшнхся Джо- 
ну. приписать справа число слитков, достав- 
шихся Джекобу. 35. Куб числа слитков, до- 
ставшихся Джо и Джобу. 38. Число, стоя- 
щее под номером 18 по вертикали, записан- 
ное от конца к началу. 39. Нанменьшее об- 
щее кратное чисел слитков, доставшихся 
Джерри н Джону. 40. Квадрат суммы числа 
слитков, доставшихся Джону, Джерри н 
Джеффу. 42. Число-палиндром. 44. Куб чнс- 
ла слитков, доставшихся Джиму. 45. Наи- 
меньшее общее кратное числа слитков, до- 
ставшнхся Джобу, и суммы числа слитков, 
доставшихся Джо, Джерри и Джекобу. 46. 
Произведение числа слитков, доставшихся 
Джобу, и простого числа. 48. Сумма числа 
слитков, доставшихся всем пиратам, кроме 
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—— Рисунки для обложки этого номера выполнены не 

Индекс 70465 художником. в электронно-вычисянтельной маши- 
ной. Такие машины, умеющие рисовать, помогают 
студентам Московского ниститута стали н сплавов 
при нзучении курса теоретической физики и теоре- 
тнческой механикн. Они позволяют «наблюдать» 
некоторые довольно сложные закономерности ни 
процессы. Замысловатая лнния, нарисованная 113 
первой страннле обложки.— это траскторня заря: 
женной частицы, движущейся внутри электроста- 
тнчески  заряженного цилиилр® в  ностоянном 
однородном магнитном поле. направленном ядоль 
осн цилиндра. Среда. заполияющая  цнлнндр. 
оказывает сопротнвленне дленженню. что приво- 
дит к рассенванню эпергин частипы. 
На четвертой странице нарнсованы еще три такие 
траектории. получающинеся прн разиых началь- 
ных условиях. н хорошо знакомая вам петля 
гистерезиса. 
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Известна притча об умной сороко- 
ножке, которая разучилась ходить, 
равмышляя о том, в каком порядке 
ей следует переставлять свои мно- 
гочисленные ножки. — Восемьдесят- 
девяносто лет тому назад похожая 
история произошла с математиками: 
онн задумались над тем, насколько 
обоснованны их умозаключения прн 
доказательстве теорем. После почти 
двадцати лет волнений и напряжен- 
ных трудов были выработаны те нор- 
мы математической строгости, по 
которым строится любая «уважаю- 
щая себя» теория и в наши дни, и 
стало, наконец, ясно, что математика 
избежит участи несчастной  сороко- 
Ножки. 

Тогда же было спасено от разру- 
шения н реставрировано величествен- 
ное и вместе с тем стройное здание 
евклидовой геометрии; с тех пор ее 
вечным фундаментом стали 20 акси- 
ом, описанных Давидом Гильбер- 
том в его «Основаниях геометрин»*). 
Евклидову геометрию можно срав- 
нить со знаменитым Кельнским со- 
бором (который строился, достран- 
вался и перестраивался многимн по- 
колениями строителей, навсегда се- 
лившихся рядом с соборной пло- 
щадью и передававших детям свое 
ремесло и рабочее место). 

Совсем иначе устроены конечные 
геометрии: минимум строительного 
материала — конечное чнсло точек, 
прямых и плоскостей, минимум пра- 
вил обращения с этим материалом — 
три-четыре аксиомы, регулирующие 
отнощения между точками, прямыми 
и плоскостями. 

Может показаться, что в этом цар- 
стве «стекла и алюминия» нет ни 
тайн, ни загадок. Это далеко не так, 
и вот пример: несмотря на уснлия 


КОМБИНАТОРНО трех поколений математиков, до сих 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ пор неизвестно, существует лин аф- 
И ОТЧАСТИ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ *) Эта замечательная кинга учит нас 
ТРАКТАТ скромности я точности: даже просто поли- 


став ее, пельзя не нонять, что мы умеем дока- 
зывать кое-какие теоремы планиметрии, пе 
зная, однако, из чего мч при этом исходим. 








финная конечная плоскость (см. $ 1) 
из 100 точек. 


$ 1. Мини-евклидова, а точнее — 
конечная аффинная плоскость 


Элементы, из которых строится ми- 
ни-плоскость — «точки» и «прямые». 
(Это всего лишь названия, которые, 
как увидит читатель, далеки от при- 
вычного значения этих слов. Д. Гиль- 
берт говорил, что «точки», «прямые» 
и «плоскости» можно было бы с тем 
же усиехом называть «стульями», 
«столами» н «кружками».) Точка А 
может лежать на прямой а; 
то же можно выразить иначе: точка А 
приннадлежнт прямой а, пря- 
мая а проходит через точ- 
ку А, прямая а содержит точ- 
ку ЛД. О точках и прямых допустимы 
любые другие высказывання, ко- 
торые можно выразить через это ос- 
новное отношение: утверждение «иря- 
мые а и В пересекаются» означает, что 
существует единственная точка, кото- 
рая лежит как на прямой а, так и па 
прямой 6; «прямыеаи ф параллельны», 
если они ие пересекаются, и т. д. 
Конечную совокупность точек ни 
прямых с отношением «лежать на» 
нли «принадлежать» мы будем назы- 
вать ломечной аффинной плоскостью, 


если выполиены следующие три 
аксномы: 
Акснома А|, Через любые 


две точки плоскости проходит един- 
ственная прямая. 


НН 


Рис. 1. а) «Вырождеиная» пеомеанИЯ (нару- 
щена Аксиома АЗ!). 


1% 
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Аксиома _А?2. Через всякую 
точку, не лежащую на прямой, про- 
ходит единственная прямая, парал- 
лельная данной прямой. 

Акснома АЗ. Существуют 
три точки, не лежащие на одной пря- 
мо. 


Пояснения к аксномам АТ--АЗ 


1. Первая акснома перенесена сюла из 
евклидовой геометрии без изменений, вторая 
соответствует аксиоме о параллельных в 
евклидовой геометрии (знаменитый Пятый 
Постулат), третья аксиома избавляет нас 
от вырожлениых геометрий, вроде той. ко- 
торая изображена на рис. 1, а). 

2. В нашей мини-планиметрии 
смысла высказывания: «точка А принадле- 
жит отрезку ВС», отрезок АВ конгруэн- 
тек отрезку СБ», «точка А лежит внутри уг- 
ла ВС», «углы АВС и ОЕЁ конгруэитны» 
и миогие, многие других привычные нам 
понятия и утверждения. 

3. Вся информация о любой прямой со- 
держится в перечие точек. которые лежат 
на этой прямой; поэтому вполне допустим 
(хотя совсем и не обязагелен) такой взгляд 
на вещи: плоскость — это конечное множе- 
ство точек, прямые — разные наборы из 
этих точек. 


лишены 


Минимальная из мини-плоскостей, 
удовлетворяющих  машим трем ак- 
сиомам, содержит четыре точки ни 
шесть прямых; ее условное изобра- 
жение приведено на рис. 1, 6). Ус- 
ловиость этого рисунка и многих 
других рисунков в нашем трактате в 
том, что на нем обычные точки соот- 
ветствую? точкам конечной плоско- 


сти, обычные прямые — прямым ко- 
плоскости, 


нечпой а обычное отноше- 





Рис. 1. 6) Плоскость с четырьмя точками и 
шестью прямыми. Прямые АСи ВО парал- 
лельны! 
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ние принадлежности («лежать на» 
или «принадлежать») отвечает отно- 
шению принадлежности конечной 
плоскости. Но не всегда конфигура- 
ции конечной плоскости вкладыва- 
ются в обычную плоскость без ка- 
ких-либо, иногда забавных,  пару- 
шений ее евклидовой структуры. На- 
пример, на рисунке |. б диагонали 
«квадрата» АВСЬ параллельны друг 
другу! 

Задача 1. Докажите, что любая ка- 
нечная аффиииая плоскость содержиг не 
менее четырех точек и шести нрямых. (Вот 


почему плоскость на рисунке 1.0) минималь- 
на.) 


Итак, фундамент заложен. По- 
строение геометрии на конечной аф- 
фииной плоскости мы начием с не- 
скольких очевидных теорем; про- 
читав условие очередной теоремы. 
попытайтесь доказать ее. сами, и 
лишь потом проверьте себя, просмют- 
рев наше доказательство (начало 
доказательства помечено значком 0, 
а конец — №). 

Теорема А4. Если параллель 
ные прямые имеют общую точку, то 
они совпадают. 

О По определению параллель- 
ные прямые не могут иметь едннст- 
венпую общую точку. Поэтому у них 
пе меньше двух общих точек и по ак- 
сноме АЁ они должны совиадать № 


Теорема А5. Существуют 
три прямые, попарно пересекающиеся 
в трех разных точках. 


ОПусть трн точки А, Ви С 
не лежат на одной прямой (Аксиома 
АЗ; рис. 2); тогда три прямых а, 


Вис, проходящих по Аксиоме А| 
черсз пары точек (В, С), (А, С) и 
А 

В Сс ь 


@ с 


Рис. 2. Три прямые а. Ви с пересекаются в 
трех точках. 
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{А, В) соответственно, попарно пере- 
секаются: прямые аи В — в точке С, 
прямые а и с — в точке В, прямые 
фбиср— в точке А. № 

Теорема Аб. Если прямая а 
параллельна прямой 6, а прямая $ — 
прямой с, то а н с параллельны. 

С Если какие-то две из прямых 
а, фи с совпадают, то утверждение 
очевидно. Если же все они попарно 
различны и прямые а и с пересека- 
ются в точке, скажем А, то прямая 
не проходит через точку А (иначе 
прямые а и 2 не параллельны). Тог- 
да по аксиоме А2 через точку А 
может проходить только одиа пря- 
мая, параллельная прямой В, что 
приводит к противоречию № 

Доказательства этих трех про- 
стеньких теорем служат, с одной сто- 
роны, хорошим примером того, как 
проводятся в нашей геометрии до- 
казательства. а с другой сторопы — 
основой более сложных доказательств 
теорем из 6 2. Теоремы А7Т и А8 
далыше не используются, ин читателю 


предлагается доказать их самостоя- 
тельно. 
Теорема _А7. На каждой 


прямой любой конечной аффинной пла- 
скости лежит не менее двух различных 
точек. 

Теорема А8. В любой точке 
конечной аффинной плоскости пере- 
секаются не менее трех прямых. 

Мы сравнивали Аксномы А1-—АЗ 
с фундаментом конечной аффинной 
геометрии — теоремы А4—А8 об- 
разуют её «первый этаж». 


8 2. Порядок аффинной плоскости 


Из 16 космонавтов нужно выбрать 
4 — экипаж космического корабля. 
Тренировки проводятся с 4 экипажа- 
ми по 4 человека в каждом. Можно 
ла составить расписание тренировок 
таким образом. чтобы любые два 
космонавта лобтвали в одном эки- 
паже ровно один раз? 


Можно ожидать, что все прямые на 
нашей плоскости исотличимы друг 
от друга; по крайней мере так обсто- 
ит дело в евклидовой геометрии, где 





Рис. За. 


Пучок 


параллельных прямых. 


существует возможность наложения 
одной прямой на другую. В конечной 
аффинной геометрии такой возмож- 
ности У нас нет. Поэтому попытаем- 
ся обойтись тем, что имеется в нашем 
распоряжении: проводить прямые, 
нскать точки пересечения прямых и 
М - 

Теорема А9. Любые две пря- 
мые е и е’ конечной аффинной плоско- 
стн содержат одинаковое число то- 
чек. 

Г Каждая из примых еи е' пересекается 
ло крайней мере с двумя из прямых а. В 
н с Теоремы А5. Поэтому одна из этих трех 
прямых. скажем а, пересекается как с пря- 
мой е. так н с прямой е’. Установим теперь 
с помощью этой прямой 4 взаимно одпозиач- 
ное соответствие между точками прямых е 
ие. 

Дая этого каждой точке А на е сопоста- 
вим ту точку А’ на #’, которая получается 
от пересечения е с прямой а’ (А2)"). проходя. 
щей через А и параласльной а. При этом 
разным точкам иа г будут соотвеуствовать 
разные точки на е (А2):; очевидно, также, 
что любая точка В’ на е’ будет отвечать не- 
которой точке В на (см. рис. За). № 


Определение. Порядком ко- 
нечной аффинной плоскости называ- 
ется число точек на любой прямой 
этой плоскости. 

Порядок — самая важная число- 
вая характеристика аффинной плос- 
кости. Как мы увидим, нетрудно по- 
стронть плоскость. порядок кото- 
рой равен любому заранее указач- 





*) Мы и дальше будем аля краткости пи. 
сать А2, Аб и т. д. вместо «Аксиома А», 
«Теорема Аб». 
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Рис. 36. Через точку А проходит столько 
прямых. сколько точек лежит на прямой а. 
плюс одна. 


пому простому числу; сложнее (и 
мы не сможем уделить этому места в 
нашем  трактаге) построить плос- 
кость, порядок которой равен степе- 
ни простого числа. Известио, что 
не существует плоскости порядка 6, 
и неизвестно, существует ли плос- 
кость порядка 10. 

Теорема, к которой мы сейчас 
перейдем, является, в каком-то смыс- 
ле, перевернутым изображением А9: 
в ней поменялись местами точки и 
плоскости. Такие теоремы называют- 
ся  двойственными друг другу. 

Теорема АП. Через любую 
точку плоскости проходит одина- 
ковие число прямых: для плоскости 
порядка п это число равно п-т 1. 

[ППусть а — произвольная прямая. и 
пусть точка А не принадлежит прямой а 
(А3). Тогда существует единственная пря- 
мая, проходящая через точку А и параллель- 
ная прямой а (А?2). а любая другая прямая, 
проходящая через точку А. пересекается с 
прямой а в единственной точке (А4), причем 
разные прямые пересекаются (см. рис, 36} 
в разиых точках {^10). Отсюда следует, что 
число прямых, проходящих через точку А. 
равио числу точек па прямой а. т. е. порядку 
аффинной геометрии (см. 9). увеличениому 
на слиницх № 

Задача 2. Докажите, что условие 
задачи №364 («Киант». 1976, № 1, см. так- 
же эпиграф)  эквивалению утвержденню: 
существует конечная эрфиниая плоскость 
порядка 4. 

АИ. 


Теорема Если порядок 
плоскости равен п, то любая прямая 
плоскости принадлежит семейству 
(пучку), состоящему из п различных 
попарно параллельных прямых. 





оыа. шишь ашиикь ких икоер срижиь стоить сои би ПБ д Чат. 


‚> жашко сырые сраиие сиь сЫОРЕВ, сии ЧытиЬ оибжо пибищь пиижешь чажиию орви 


Рис. 4. Пучок прямых. параллельных е, 
строится по точкам прямой а. 


ВПусть е — произвольная прямая, тог- 
да одна из трех прямых. скажем и. теоремы 
А5 нересекается с прямой е в точке Е. Оче- 
видио. что через любую точку иа прямой а, 
исключая точку Ё, проходит единственная 
прямая, параллельная прямой г (А2), и нао- 
борот (рис. 4}. любая ирямая. параллельтая 
прямой е, пересекает прямую а в некоторой 
точке (см. ^6). Мы установили взанмно од- 
нозначное соответствие между точками пря- 
мой а и прямыми пучка параллельных иря- 
мых, которому принадлежит прямая г № 

Теорема А!2. Любая плос- 
кость порядка п содержит н* точек 
и п?4а прямых. 

С Июбой пучок прямых, параллельных 
данной ирямой, будет содержать все точки 
конечной плоскости: в противном случаю, 
по Аксноме А? это семейство можно было 
бы дополинть еще одной прямой, параллель. 
иой данной прямой и проходящей через еще 
«ие охваченную» пучком точку. Мо в любом 


таком семействе л прямых {А1). а на каж- 
дой прямой н точек (А9), т. е. всего п? то. 
чек (рис. 5. 





Рис. 5. Два пучка параллельиых прямых, 
пересекаясь, дают все точки плоскости. 
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Подсчитаем теперь 
конечной плоскости порядка л. Так как 
через каждую точку плоскости проходиг 
п + 1! прямых (А10), н так как каждое се- 
мейство поларио О прямых име- 
ет среди этих п + 1 прямых своего «пред- 
ставнтеля» (А?2). то обшее число таких се- 
мейств равно п -- 1, а- каждое семейство со- 
держит п прямых (А! Й. причем всякая пря- 
мая попадает ровно в одно такое семейстно 
{^6). Следовательно, общее число прямых 
на плоскости равно п(л + 1) = л?+ г 


число прямых на 


$ 3. О пользе военных парадов, ког- 
да их наблюдает великий математик 


Свою знаменитую головоломку о 
36 офицерах Леопарл Эйлер приду- 
мал. по-видимому. скучая на одном из 
многочисленных петербургских двор- 
цовых парадов. Вот се формулиров- 
ка: среди 36 офицеров поровну ула- 
нов, драгунов, гусаров, кирасиров, 
кавалергардов и гренадеров, н. кро- 
ме того, поровну генералов, полков- 
ников, маноров, капитанов, поручи- 
ков, п подпоручнков, причем полк 
каждого нз «родов войск» представлен 
офицерами всех шести рангов. Мож- 
но ли выстроить этих офицеров в 
каре 6жб так, чтобы в любой колон- 
не и любой шеренге встречались офи- 
церы всех полков и всех рангов? 
{Решение этой задачи, когда требует- 
ся по тем же правилам построить 
каре из 25 офицеров, изображено па 
обложке журнала.) 

Проннцательный читатель уже 
связал головоломку Эйлера с зада- 
чей построения конечной аффинной 
плоскости порядка 6. в которой точки 
будут офицерами, а прямые объеди- 
няют офииеров либо одного полка, 
либо одиого ранга. Читатель, разу- 
меется, прав. но с одной оговоркой: 
мы покажем, что если для некоторо- 
гол (л1л>>2) существует конечная 
аффинная плоскость порядка л, то 
существует и требуемое расположе- 
ние п" офицеров в каре лЖл (у Эйле- 
ра и=6); однако обратное, вообще 
говоря, неверно. Например. при л== 14 
илоскости порядка 13 не существует 
(см. ниже Теорему 2), а задача Эйле- 
ра имеет решение. 


Куаптссте.ги 


2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9,10, 11,12,13,14 ‚15 ,16,17 18,1920, 
21,22,23,24,25,26,27,28,2930 31,32 33 ‚34,35 ,36,37 38 ‚39,40, 
41 ‚42 ‚43,44,45,46 .47 ‚48, 49 ‚50, 51 ‚52,53 54.55,56 ‚57 ‚58,59 ‚60, 


61,62.63,64.65,66 ‚67.68.5970, 


71,72 .73,74,75.76,77 78,79 80, 


81,82,83,84,85,38,87,88,39,90, 91,92,93 ,94 ,‚95,96,97,98,99 100. 


Рис. 6. Таблица «хороших», «плохих» 
И «еще не проявивших себя» чисел. 


Задача 3. Постройте 196 офицеров 
(по 14 офицеров всех 14 раигов из 14 полков) 
в каре Эйлера 14 14 

Согласно Теореме А12 плоскость 
порядка л содержит л? точек — они-то 
и будут нашими офицерами. Из я-1 
семейства параллельных прямых (см. 
А10нА!1) выберем четыре различных 
семейства (для этого должно выпол- 
няться неравенство 1-14, т. е. 
п>>2). Чтобы различать эти семейст- 
ва прямых, присвоим одному из них 
номер один, другому номер два и 
т. д. Так же в произвольном порядке 
занумеруем прямые в каждом из 
этих четырех семейств. Все точки, 
иринадлежащие нервой прямой пер- 


вого семейства, назовем гусарами, 
второй прямой этого семейства — 
уланами и т. д. — всего л названий 


полков. Все точки из первой прямой 
второго семейства мы назовем гене- 
ралами, второй прямой этого семей- 
ства — полковникамн нт. д. — все- 
го п рангов. 


Задача 4. Докажите, что среди гу. 
саров встречаются офицеры всех рангов; 
то же © уланамин, драгупами и Т. д. 


Для построения каре мы рассмот- 
рнм третье семейство параллельных 
прямых и сформируем первую колон- 
ну каре из «офицеров» первой пря- 
мой третьего семейства, вторую 
колонну — второй прямой и т. д., 
причем порядок офицеров в каждой 
колонне будет определяться прямы- 
ми’ четвертого, последнего семейст- 
ва: в первой шеренге нашего каре 
разместятся «участники» первой пря- 
мой четвертого семейства, вторую 


шеренгу составят офицеры из второй 
прямой и т. д. 


Задача 5. Докажите, что опясанный 
способ построения каре приводит к цели. 


$ 4. Красное, черное и синее 


Головоломка Эйлера привела нас к 
одному из самых интересных вопро- 
сов теорин конечных — геометрий: 
какие бывают конечные аффинные 
плоскости? Для нас, начинающих 
мини-геометров, было бы достаточ- 
но найти ответ на более узкий во- 
прос: для каких п существует конеч- 
ная аффинная плоскость порядка п? 

Полного решения этой проблемы 
до сих пор нет. Все, что известно, 
исчерпывается двумя замечательны- 
мн теоремами. 

Теорема 1. Если число п 
простое или степень простого, то 
плоскость порядка п существует. 

Мы докажем эту теорему в $5 
для всех простых чисел п *). 

Теорема 2. Если число п при 
делении на 4 дает в остатке 1 или 2 
и если в разложении этого числа на 
простые множители встречается в 
нечетной степени хотя бы одно про- 
стое число р вида р = 4Е-Е3, то ко- 
нечной аффинной — плоскости поряд- 
ка п не существует. 

Первое из чисел, удовлетворяю- 
щих условию теоремы 2, — число 
п=6б: 6=4-2 и 6=2.-3. Итак, плос- 
кости из 36 точек не существует! 
(Замечательная интуиция Эйлера 








*) Для степеней простых чисел доказа- 
тельство сложнее. (См.. папример. книгу 
М. Холла «Комбинаторика», «Мир», 1970. 
Эту великолепную киигу можно читать вы- 
борочно, «обходя» испонятные места.1 


04) 1,4) (24) (29) |9) (4,4) 
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Рис. 7. Так вводятся коордииаты иа 
аффиииой плоскости (например, точка А 
имеет координаты (2.2)). Наоборот. из иа- 
бора п=* точек (п= 5}, заданиых координа- 
тами, можно построить аффиниую плоскость. 


позволила ему выбрать едииствен- 
ный «сомнительный» случай из боль- 
шого числа близких: п?*=9, 16, 35, 
49, 64; когда плоскость по Теореме 1 
благополучно существует }*). 

Как уже известно читателю, это 
еше не доказывает  перазрешимости 
головоломки Эйлера (см., например, 
задачу 3}. Однако оца действительно 
неразрешима!' Это было доказано в 
1900 году скрупулезным перебором 
всех возможных вариантов построе- 
ния каре. 

Трудная Теорема 2 была доказа- 
на сравнительно недавно (1949 год); 
она позволяет исключить из расемот- 
рения бесконечно много чисел, ва- 
пример числа 77 н 78. На рисунке 6 
приведены первые сто натуральных 





”) Заслуживает быть отмеченным удивн- 
тельное, хотя и це столь уж редкое в истории 
математики совпадение: именно Эйлеру при- 
надлежит термин заффииный» (га латынн 
«аЙте» означает смежный, соседний; аффин- 
ная геометрия — это геометрия смежности, 
соседства, геометрия. лишенная расстояния, 
но сохранившая параллельность), и Эйлером 
же была сформулирована (пусть в «развле- 
кательной» форме) первая проблема, имею- 
щая прямое отношение к теорни конечных 
аффинных плоскостей. 
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чисел. раскрашенные в Три цвета: си- 
ние — это те числа, для которых по 
Теореме | существует — плоскость 
соответствующего порядка,  крас- 
ные — числа, для которых по Тео- 
реме 2 такой плоскости не существует, 
а для черных чисел открыта пока 
как первая, так и вторая возмож- 
НОСТИ, 

Тета  шсовика *) черных чи- 
сел начинается с ео 10 (хотя 
10--:2.4--2, но 10=2-5, причем ни 2, 
ни 5 при делении на 4 не дают в ос- 
татке 3). С момента открытия конеч- 
ных аффинных геометрий (начала ХХ 
века) было немало попыток построить 
плоскость такого порядка, в том чис- 
ле и совсем недавиих — < помощью 
самых современных вычислительных 
машин, но все онн окончились неудач- 
но: никому не удалось построить боль- 
ше шестн семейств параллельных 
прямых разыскиваемой плоскости, 
хотя по (А12) таких семейств долж- 
но быть ровно одиннадцать! 


$ 5. Координатный метод 


Пусть л — целое число, большее еди- 
ницы. Мы попытаемся построить 
конечную  аффинную плоскость по- 
рядка л, введя на нашем множестве 
координаты. Действуя так, мы под- 
ражаем великому примеру Рене Де- 
карта, систематически сводившего 
именно геометрические задачи на 
евклидовой плоскости к соответст- 
вующим — алгебраическим задачам. 
Итак, расположим п? точек в ви- 
де квадрата лхл в узлах разграф- 
ленной в клетку бумаги, как это сде- 
лано на рисунке 7 для п--5. Пере- 
нумеруем вертикальные и горизон- 
тальные ряды узлов пелымн числа- 
ми от 9 дол—\ и сопоставим каждой 
точке на будущей конечной плоско- 
сти пару координат (х, у), где у — 
это номер горизонтального. а х-- 
номер вертикального из тех двух 
рядов, на пересечении которых. де- 
жит эта точка. ` 





*› Неведомая земая 4лат.). 


Что же считать прямыми илоско- 
сти? Разумеется, любой горизон- 
тальный или вертнкальный ряд уз- 
лов. Кроме того, любой набор (не 
менее двух) узлов, лежащих на од- 
ной евклидовой прямой в пределах 
квадрата пжл.  Условимеся только 
«возвращать» всякую такую прямую 
так, как это показано на рисунке 8. 

Задача 6, Докажите, что после не- 
которого числа таких «скачков» мы вновь 
попадем на исходную прямую ни что число 
узлов, через которые мы при этом «прой. 
дем», не превосходит п. 

Набор «пройденных» нами вдоль 
одной «скачущей» прямой узлов мы 
и будем считать прямой. 

Эта идея действительно позволя- 
ет построить плоскость порядка л, 
когда п — простое число. Мы рас- 
смотрнм арифметический вариант 
такого определения плоскости, ос- 
тавив читателю аккуратное прове- 
дение намеченной нами геометриче- 
ской конструкцин. 

Задача 7. Покажите, что’ если и — 
произвольное натуральное число (пе обя:- 
зательно простое). то таким способом можно 
определить (п) +1 семейств параллельных 
прямых. гле (п) — функция Эйлера (!) 
(ф(л)=количеству натуральных чисел, мень- 
ших л и взанмно простых с п). 

Итак, пусть л=р — простое чис- 
ло. Очевидно, что для любого целого 
числа т найдется единственное число 
из набора чисел Е, = {0, 1, 2, 
...р—1}. равное остатку от деления 
т на р; обозначим это число через 
{т}. Теперь для любых двух чисел 
анф из набора Е, мы определим две 
операции: р-сложение и р-умножение, 
положив: 


аф,б={а+6},, а@б={а- 6)», 


гле а-6 на-б — обычные сумма и 
произведение чисел а и 5. Очевидно, 
что для любых двух чиселаи Ь 
из набора Е» р-сумма и р-произведе- 
ние снова принадлежат Е›. Столь же 
очевидны простые свойства этих опе- 
раций, сформулированные ниже в 
Теоремах П1—П9 (пожалуй. лишь 
Теорема П8 потруднее остальных). 


() 
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Ир. ЧИ 


Трудолюбивому — читателю следует 
воспринимать их как упражнения. 
Теорема ПИ. (Свойство нуля.) 
26,0=06 „а=а для любого а Е,. 
Теорема П2. (Свойство еди- 
ницы.) а® 1=1®,ра=а для любого 
аЕЕ,. 

Теорема ПЗ. (Ассоциатив- 
ность сложения.) ({аФ 6} 6 рс== 
=аФ,(6Ф,с) для любых а, 6, СЕ Е,. 

Теорема П4. (Ассоциатив- 
ность умножения.) (@®›69)®»с = 
= а® (6 ® 5) для любых а, Ь, СЕ Е». 

Теорема П5. (Коммутатив- 
ность сложения.) Для любых а. ВЕЁЕ, 
аФ,6=ЬФ ра. 


Теорема П6б. —(Коммутатив- 


ность умножения.) Даля любых а, 
БЕЕ, а®р6=Ь бра. 
Теорема П7. (Обратамость 


сложения.) Для любых двух элементов 
аи © из Е, существует’ единствен- 
ный элемент СЕ ЁРь, для которого 
а „с=. 

Теорема П8. (Обратимость 
умножения.) Для любого аЕ Е„, не 
равного нулю, и любого БЕ Е» су- 
ществует единственный элемент с, 
для которого а®рс=. 

Теорема П9. (Дистрибу- 
тивный, или распределительный за- 
кон.) Для любых трех элемемтов а, 
0, 5 93° Вы 


а®,(ЬФ,с)=(а®,5)Фр(а® ро. 

Используя множество Ер и вве- 
денные на нем операции, мы опреде- 
лим теперь конечную — аффинную 
плоскость порядка р. Точками этой 
плоскостн будем называть пары чн- 
сел (х, и), гдех, уе Еь; всего имеет- 





Рис. 9. Таблица 


сложення н умноження 
конечиого поля нз четырех элементов. 
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ся р? таких пар. Прямой этой плос- 
кости будем называть любое множест- 
во таких пар, координаты которых 
удовлетворяют либо — некоторому 
уравиению вида х==$. где $ — зде- 
мент набора ЁЕ,, либо уравнению вн- 
да у == а©,хФ,б, где оба числа а, 
Ь принадлежат набору Е». 

Мы предоставляем читателю про- 
верку справедливости аксиом А|— 
АЗ прн таком определении точек и 
прямых. (Для доказательства ут- 
верждения, эквнвалентного, напри- 
мер, (АП, нужно показать, что 
любые две точки А=(с, 4) и В=е, |) 
могут удовлетворять только одному 
уравнению либо вида х==$, либо вида 
у=а®,хФ,б; при проверке сле- 
дует воспользоваться свойствами 
операций Фи ®,, сформулирован- 
ными в Теоремах П1—П9.) Тем са- 
мым будет завершено доказательство 
той частн Теоремы |, в которой идет 
речь о простых значениях порядка п 
плоскостн. 


Полезно понимать, что для наше- 
го построения была существенна не 
арифметическая природа чисел из 
набора ЕР, и даже не простота чис- 
ла р. а только те свойства элементов 
хабора, которые описываются Теоре- 
мами ГП1--П9. Мы могли рассмотреть 
произвольное конечное множество Е, 
лишь бы в нем были определены: 
а) две операции, первую из которых 
мы будем называть сложением, а 
вторую умножением, 6) два особых 
элемента, первый из которых мы бу- 
дем называть (и обозначать) нулем, 


а второй — единицей, и, наконец, 
лишь бы эти операция н этн два вы- 
деденных элемента удовлетворяли 


П1—П9. 
Множество Е с такими свойства- 


требованиям Теорем 


„м т называют конечным полем. 
Вот пример конечного поля с 
4 элементами: Е, = {0, 1, 2, 3}, 


операцни которого определены со- 
гласно таблицам рисунка 9. Соот- 
ветствующая конечная аффинная 
плоскость порядка 4 с «красно-зеле- 
ной» координатной сеткой низображе- 
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Рис. 10. Каждому 
ных отвечает свой цвет: для трех семейств 
{синего, черного, пунктирного) на каждом 
рисунке изображено по одной прямой. 


семейству  параллель- 


на на рисунке 109. Одновременно этот 
рисунок служит решением уже упо- 
мянутой (эпиграф к $ 2) задачи о 
16 космонавтах: каждое семейство 
параллельных прямых — это раз- 
деление 16 космонавтов на 4 эки- 
пажа. каждая прямая такого семей- 
ства — один экипаж. 

Приведем без доказательства ос- 
новную теорему о конечных полях. 

Теорема. Число 9 элементов 
аюбого конечного поля есть степень 
простого числа др”. Наоборот, 
Эля любого а=р”, где р — простое 


число, а т — произвольное — ниту- 
рольние. найдется единственное ко- 
нечное поле ЕР с 4 элементами ")}. 

Из справедливости этой теоремы 
и вытекает существование конечной 
аффиниой илоскостн порядка 4=р”. 


*› Доказательство этой теоремы можно 
найги например. в классической книге ван- 
дер Вардена оСовременная алгебра». т. Г, 
с. 153 (Гостехиздат, 1947). Еднинственность 
поля нужно понимать в том смысле. что лю- 
бе другие поле с тем же числом элементов 
изоморфно полю Ру: между элементами 
этнх двох полей можно устаповнть такое 
взаимно однозначиое соответствие. чтобы 
нуль соотвегствовал нулю. единица — ©дн- 
инце. сумма — сумме и пронзведение — про- 
изведению. 
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$ 6. Эпилог 
В отличие от романа или пьесы 
преждевременное раскрытие замысла 
не является недостатком маучного 
исследования. 
Дж. Гэлбрейт 


Итак, вопрос о существованни  ко- 
нечных аффинных плоскостей дан- 
ного порядка несколько прояснил- 
ся: есть запрещенные — значения 
(красные числа на рис. 6), есть не- 
нсследованные значения (черные чис- 
ла там же) н есть разрешенные зна- 
чення — простые числа и их степени 
(снние числа), для которых сущест- 
вует способ построения плоскости. 

Но вот единственный лн этот спо- 
соб?! Нет ли каких-либо других 
плоскостей для данного порядка 
4=р"? 

В самом деле, Теорема о конечных 
полях ($ 5) запрещает существова- 
нне полей, отличных от некоторых 
стандартных полей Е. (их называют 
в честь Эвариста Галуа полями Га- 
луа):; с простейшими из этих полей— 
полями Р› — вы на самом деле уже 
встречались на страницах «Кванта»— 
в статье А. Бельского ин Л. Садов- 
ского «Кольца» («Квант», 1974, № 2 
— см. задачи 2 и 3 на с. 7. этого но- 
мера), но не препятствует существова- 
нию  илоскостей того же порядка 
9= р”, отличных от стандартных. Уда- 
лось показать, что все плоскости, 
чей порядок не превосходят числа 8, 
могут быть лишь стандартнымн, ни 
ностроить нестандартную плоскость 
порядка 3. 

Прощаясь с читателем, автор трак- 
тата горячо рекомендует ему прочесть 
две замечательные книги Э. Артина 
и М. Холла*, где предмет трактата 
освещен одинаково интересно, хотя и 
с разных сторон. 


*, Э. Артин, Гсометрическая алгебра. 
Издательство «Наука», Москва. 1969. 
М. Холл, Комбинаторика. Издательство 
«Мир», Москва, 1970. 
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Удивительные 
чнела 


Напишите чётыре трех. 
значных числа: 


360. 351, 362. 402. 


Возьмите теперь любое 
чнело января, иапример. 
15/1. прибавьте к числу 15 
первую цифру из паписан- 
ных — 3, н сумму 1543 
разделите на 7 (число дней 
недели): (15-3) : 7. В остат- 
ке вы получите 4 —15/1—76 
приходится на 4-й день 
недели. т. е. на четверг. 

Если взять какое-инбудь 
число февраля,  папример 
15. и прибавить вторую ииф- 
Ру из ряда трехзначиых чи- 
сел. разделить на 7, то в 
остатке получится 0. что 
указывает. что 15 февраля 
приходится на воскресенье. 

Если взять ТИ, то 
по этому правилу к 7 ири- 
дется прибавить 3. тогда 
получим (7-43}:7 —в ос- 
татке 3, значит, 7/1\ будет 
третьим днем недели. т.е. 
средой. 

Словом, записанный ряд 
трехзначных чисел — это 12 
постоянных слагаемых (за- 
писанных поквартально) для 
всех двемаднати месяцев 
1976 года, с помощью  ко- 
торых можно быстро опре- 
делить день недели любой 
даты года по очень простому 
правилу: 

Нитересующее вас чис- 
ло - постоянное слагаемое 
данного месяца : 7 == част- 
ное и остаток — ответ. 

Попробуйте по калеи- 
дарю иа 1976 года опреде- 
лить, откуда взялись эти 
12 цифр, и составить такие 
12 цифр для 1977 года. 


П. Сорокин 


{Астрахань) 
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Температура — одна из тех не очень 
многих физических величин, о кото- 
рых человек узнает не только до то- 
го, как начнет изучать физику, но 
и до того, как научится грамоте. Уже 
в раннем детстве мы. узнаем, что 
словам горячее, теплое, холодное, 
отражающим нашн ощущення, со- 
ответствуют различные — значения 
температуры. Мы слышим о том, 
что летом температура высокая, а 
зимой низкая, что у здорового чело- 
века температура тела 36,6 градуса, 
а еслн она выше, то нужно вызывать 
врача... 

Из-за привычности понятия тем- 
пературы мы обычно не отдаем себе 
отчета в том, насколько эта величи- 
на своеобразна, насколько она от- 
личается от других привычных ве- 
личин, таких как длина, масса, объ- 
ем. А различие здесь очень существен- 
ное. Состонт оно вот в чем. 

Если соединить десять стержней 
длиной в | м каждый, приставив нх 
один к другому, то получится стер- 
жень длиной в 10 м. Десять масс в 
1 ке каждая в сумме дадут массу в 
10 кг ит. д. Но если соединить десять 
тел, каждое из которых имеет тем- 
пературу 20 градусов, то мы полу- 
чим тело, температура — которого 
20 градусов, а не 209. Температуры 
тел при их соединении не склады- 
ваются, как складываются их дли- 
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А. Кикоин 


ЧЕВМЕЬГЕ РА ГУРА. 
ТЕПЛОТА, 
ВМВ 


ны, объемы, массы ин т. д. Длина в 
100 м — это сумма ста длин в 1 лм, 
но температура в 100 градусов — это 
не сумма ста температур в | градус 
каждая, подобно тому, как человек 
в возрасте 15 лет — это не то же са- 
мое, что 15 годовалых детей! Темпера- 
тура, как говорят, величина не ад- 
дитивная. В этом — одна из важней- 
ших особенностей этой величины. 

С этой особенностью связан н 
способ измерения температуры. Что- 
бы измерить длину тела, нужно 
сравнить его с другим телом, длина 
которого принята за еднницу. Опре- 
делить массу тела — значит срав- 
нить ее с другой массой, принятой за 
единицу. Ведь н длина, и масса тела 
равны соответственно сумме длин и 
масс его частей. 

Но температуру так измерить 
нельзя. Но это значит, что сама ве- 
личина температуры вообще не мо- 
жет быть измерена, раз ее нельзя 
сравнивать с эталоном температуры. 
Каким же образом температуру все- 
таки измеряют? 


Немного истории 


Прибор для: измерення температуры — 
термометр — впервые был изобретен 
Галилеем около 1592 года (само сло- 
во «термометр» впервые встречается 
в литературе в 1624 году). Способ 
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измерения температуры, предло- 
женный Галилеем, принципиально 
не отличается от того, которым поль- 
зуются и в наше время. 

Схема  приду- 
манного нм прн- 
бора показана на 
рисунке 1. 

Небольшой сте- 
клянный баллон (а) 
припаяи к тонкой 
длинной трубке (5) 
с открытым кон- 
цом. Баллон нагре- 
вают руками н 


погружают — ниж- 
ний конец трубки 
в сосуд с водой 


(©). По мере того 
как баллон охлаж- 
дается до темле- 
ратуры окружаю- 
щего воздуха, уро- 
вень воды в труб- 
ке поднимается над уровнем воды в 
сосуде. 

Легко понять, что в приборе Га- 
лилея используется тот факт, что 
объем газа в баллоне с трубкой за- 
висит от температуры. Поэтому по 
нзменению объема газа можно су- 
дить и об измененин температуры. 

Конечно, описанный прибор еще 
не термометр. По нему нельзя от- 
считывать числовое значение тем- 
пературы. Поэтому его следует на- 
зывать ие термометром, а термоско- 
пом. Но если термоскоп тем или 
нным способом снабдить шкалой, то 
он станет термометром. На решение 
этой задачи потребовалось почти 
150 лет. Пока для нас важно, что уже 
в приборе Галилея содержится прин- 
ции измерения температуры, и прин- 
ций этот не пришлось изменять вплоть 
до наших дней: температура непо- 
средственно не измеряется. Измеря- 
ется величнна, зависящая от темпе- 
ратуры. В термоскопе Галилея та- 
кой величиной был объем газа. В 
современном ртутном термометре ве- 
личиной, зависящей от температуры, 
по изменению которой судят об из- 
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Рис. 1. 
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менении температуры, тоже являет- 
ся объем, но не газа, а ртутн. Наряду 
с объемом газа такой величнной мо- 
жет быть давление газа (при постоян- 
ном объеме), длина твердого стерж- 
ня, электрическое сопротивление 
проводника и т. д. 


Закон природы, который 
нельзя открыть без термометра 


Уже первые несовершенные термо- 
метры н даже термоскопы  позволи- 
ли открыть один из важнейших за- 
конов природы — закон теплового 
равновесия. Закон этот многим ка- 
жется и казался настолько очевид- 
ным, что на его открытие не претен- 
дует ни один ученый и никто не мо- 
жет указать даты его открытия. Со- 
стоит этот закон в том, что любая 
изолированная группа (система) тел 
сама собой с течением времени при- 
ходит в состояние, при котором тем- 
пературы всех тел системы одина- 
ковы. Такое состояние и называется 
состояннем теплового — равновесия. 

Ясно, что закон теплового  рав- 
нойесия мог быть открыт только пос- 
ле изобретения термометра. С дру- 
гой стороны, само измерение темпе- 
ратуры с помощью термометра осно- 
вано на законе теплового равнове- 
сия. Ведь термометр тоже тело, имею- 
щее определенную температуру. И 
он измеряет именно собственную тем- 
пературу. А если мы хотим с его по- 
мощью измерить температуру ка- 
кого-то другого тела, оно должно 
быть в тепловом равновесин с термо- 
метром, потому что в этом случае 
температуры тела и термометра одн- 
наковы. Вот почему при измеренин 
температуры тела с помощью термо- 
метра всегда приходится ждать не- 
которое время — ждать установле- 
ния теплового равновесня между 
телом и термометром. 


Еще немного истории 


Итак, термоскон появнася в конце 
ХУ! века. Термометром он стал прн- 


мерно в середине ХУ1Ш века. Но 
что именно измеряет термометр? Что 
такое температура? Правнльный от- 
вет на этот вопрос был дан еще через 
сто лет после того, как появился тер- 
мометр. 

Температура — величина,  кото- 
рая характеризует тепловое состоя- 
ние тела. О холодных и горячих те- 
лах мы говорим, что у них разная 
температура. Следовательно, — во- 
прос о том, что такое температура, 
сводится к вопросу: чем отличается 
холодное тело от горячего? 

Первый ответ на этот вопрос дал 
сам Галилей. Из того легко наблю- 
даемого факта, что когда вблизн го- 
рячего тела находится холодное, то 
горячее тело охлаждается, а холод- 
ное нагревается, Галнлей сделал есте- 
ственный вывод, что от горячего тела 
к холодному что-то переходит (с та- 
ким же правом можно было считать, 
что что-то переходит от холодного 
тела к горячему!). Галилей считал, 
что это «что-то» есть особое тепло- 
вое вещество. И болышинство иссле- 
дователей ХУПЬ— ХУПГ веков прн- 
держивались такой же точки зрения 
н называли это вещество теп- 
лородом. 

Согласно теорни, основанной на 
представленин о теплороде, горячее 
тело отличается от холодного тем, что 
в нем больше теплорода, чем в хо- 
лодном. Установление теплового рав- 
новесия по этим представленням со- 
стоит в том, что теплород переходит 
от горячего тела к холодному. Зна- 
чнт, всякое тело состоит как бы из 
двух веществ — вещества самого те- 
ла (вода, медь, железо, стекло) н 
теплорода. Каждое тело — это смесь 
вещества тела и вещества теплоты 
(теплорода). (Слово температура как 
раз и означает смесь. И в течение 
почти полутораста лет считалось, что 
измеряя температуру, мы измеряем 
концентрацию теплорода в теле. От- 
сюда и название единицы темпера- 
туры — градус. Именно в таких 
еднницах измеряли, например, кон- 
центрацию водных растворов. 


Такой взгляд на температуру дер- 
жался очень долго — до конца ХУШ 
века. Так н говорили — градусы теп- 
лоты. 

Но одновременно с «вещественной» 
теорней теплоты существовала и дру- 
гая теория, одним из создателей и 
поборников которой был великий рус- 
ский ученый М. В. Ломоносов. Эта 
теорня основывалась на том факте, 
что нагревание тела может быть вы- 
звано движением. Ломоносов пнсал: 
«Очень хорошо известно, что тен- 
лота возбуждается  двнженнем: от 
взанмного трения руки согреваются, 
дерево загорается пламенем; прн уда- 
ре кремня об огниво появляются 
искры; железо накаливается от про- 
ковывания частыми и сильными уда- 
рамн...» Отсюда делался вывод, что 
теплота — это не вещество, а движе- 
нне маленьких частиц, из которых 
состоят все тела («нечувствительных 
частнц», как их тогда называли). 

Свыше двухсот лет шла борьба 
между этими двумя теориямн. В те- 
чение долгого времени господство- 
вала первая теория, но в конце 
концов победу одержала вторая. 

Уже в ХУИП! веке были выполне- 
ны опыты, которые заставили мно- 
гих физиков пересмотреть представ- 
ление о том, что температура — это 
концентрация теплоты (теплорода) 
в теле. 

В 1760 году английский физик н 
врач Блек показал, что одно и то 
же количество теплоты, подведенное 
к равным массам различных веществ, 
приводит к различным изменениям 
температуры. Но если бы температу- 
ра действительно представляла кон- 
центрацию теплоты в теле, то полу- 
чение одного и того же количества 
теплоты должно было бы вызывать 
у равных масс любых веществ од- 
но и то же изменение температуры. 
В этих опытах Блек открыл, как мы 
теперь знаем, что у разных веществ 
различная теплоемкость. Но с тео- 
рней теплорода это несовместимо. 

В 1764 году тот же Блек показал, 
что при плавленин льда нм поглощает- 
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ся значительное количество теплоты, 
но температура его при этом остает- 
ся неизменной. Эту теплоту со вре- 
мен Блека часто называют скрытой 
теплотой плавления. Точно так же, 
прн отвердеванин воды выделяется 
теплота и опять— без изменения тем- 
пературы. Ясно, что если температу- 
ра — это концентрация теплоты в 
теле, то невозможно поглощение теп- 
лоты без повышения температуры и 
невозможна потеря теплоты телом без 
понижения его температуры. 

Что же в действительности прел- 
ставляет собой температура — ве- 
личнна, смысл которой так долго 
оставался непонятным? 

Это стало ясным лишь после того, 
как появилась кинетнческая теория 
строения вещества. И мы поймем 
смысл температуры из сопоставлення 
двух как будто бы совсем разных ве- 
щей — одного из результатов кине- 
тнческой теорни н способа измерення 
температуры. 


о молекулярном хаосе и о его законах 


Основой кинетической теорни строе- 
ния вещества является утверждение 
о том, что всякое вещество состоит 
из маленьких частиц — молекул, 
непрерывно н беспорядочно движу- 
щихся. Между молекулами  дейст- 
вуют сложные силы притяжения н 
отталкивания. Но в газах при обыч- 
ных давлениях эти силы малы. И 
можно представить себе газ, в кото- 
ром снлы взаимодействия между мо- 
лекуламн вообще отсутствуют. Так 
как такой газ можно себе лишь пред- 


ставить, то он получил название 
ндеального газа. 

Идеальный газ — это скопление 
огромного числа.молекул, беспоря- 


дочно движущихся но всем направ- 
лениям со скоростями в сотни мет- 
ров в секунду, то и дело сталкиваю- 
щихся между собой и со стенками со- 
суда. В этом невообразимом хаосе 
(возможно, что само слово газ про- 
изошло от древнего слова хаос) дей- 
ствуют, однако, строгие и нерушимые 
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законы. Благодаря тому, что в иде- 
альном газе не надо учитывать снл 
взаимодействия между молекулами, 
эти законы можно установить тео- 
ретическн. В частностн, можно, поль- 
зуясь законами механики, вычислить 
давление газа, то есть снлу, с кото- 
рой газ действует на единицу пло- 
щади стенки сосуда. Сила эта есть 
результат ударов движущихся моле- 
кул о стенки. 

Расчет показывает, что если в со- 
суде объемом У находится М№ моле- 
кул газа, то давленне, оказываемое 





газом на стенкн сосуда, равно 
2 ма 
р=5 ЕЁ, (1) 
где Е =_"°” — кинетическая энергия 


2 
хаотнческого движения, приходящая - 
ся в среднем на 1 молекулу газа. Фор- 
мула (1) показывает, что давленне газа 
равно “/;, средней кинетической 
энергни хаотического движения 
молекул, содержащихся в единице 


м 
объема (ведь у — это как раз н 


есть число молекул в единице объе- 
ма). 

Для реальных газов расчет дав- 
лення довольно сложный, но при 
определенных условиях формула (1) 
достаточно точна. Она тем точнее, 


чем меньше величнны М№/У и Е. 
Практически этой формулой можно 
пользоваться при давлениях около 
[| ати и меньше. 

Но какое отношение все это име- 
ет к температуре? Ведь в формулу 
(1) температура не входит! 

Чтобы это понять, вернемся к не- 
законченному нами  рассмотренню 
способа  нзмерения температуры. 


О температурных шкалах 


Первыми  термометрами, 
практически пользовались, были 
жидкостные термометры.  изготов- 
лявшиеся группой — флорентийских 
ученых. Вслед за ними их стали кон- 
струировать и изготовлять и в дру- 


которыми 


ПОСТАРАТЬСЯ 
Г СЛЕЛАТЬ _ 
 ИЗМЕРЯЕМЫМ ТО, 
ЧТО ЕЩЕ, 
НЕ ЯВЛЯЕТСЯ 
ТАКОВЫМ 


р ГАЛИЛЕЙ ь 


гих странах. В них использовались 
различные жидкости, но главным об- 
разом — спирт н ртуть (иногда масло). 

Жидкостные термометры пред- 
ставляли ‘собой тонкие стеклянные 
трубки, заканчивавшиеся внизу не- 
болышим шариком или цилиндром. 
Шарик и нижняя часть трубки за- 
полнялись — жидкостью — (спиртом, 
ртутью, маслом). На второй странн- 


це обложки вы видите образцы фло-. 


рентийских термометров. (Не прав- 
да лн, это не только приборы, но и, 
своего рода, произведения нскус- 
ства. Вообще, старинные приборы 
нзготовлялись с «художественным 
подходом».) 

Что касается  термометрических 
шкал, то использовались самые раз- 


2 «Квант» № 6 





Куап.тссте.ги 


личные способы их построения. Каж- 
дый конструктор и изготовитель тер- 
мометров придумывал и способ ‹со- 
здання шкалы к ним. К концу ХУШ 
века в ходу было около двух десят- 
ков различных  термометрических 
шкал, из которых до наших дней со- 
хранились три (что тоже слишком 
много). 

В конце концов восторжествовал 
принцип построения термометриче- 
скнх шкал, предложенный голланд- 
ским  стеклодувом н физиком-люби- 
телем Фаренгейтом и шведским аст- 
рономом Цельснем. Принцип осно- 
ван на использовании двух так на- 
зываемых реперных точек, то есть 
тепловых состояний, отлнчающихся 
своим постоянством. Такими точка- 
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ми были температуры таяния льда н 
кипення воды при атмосферном дав- 
лении. (Температура плавления лю- 
бого твердого вещества и темпера- 
тура кнпения любой жидкости при 
данном давлении также постоянны, 
но вода и лед наиболее доступны.) 


В 1742 году Цельсий предложил 
такой способ  градуировкн, т. е. 
создания шкалы термометров (рис. 2). 
Термометр, каков бы он ни был, 
приводится в контакт с тающим льдом 
и после установления теплового рав- 
новесия уровень жидкости в термо- 
метре (если это жидкостный термо- 
метр) отмечается некоторым чис- 
лом. Затем тающий лед заменяется 
кипящей водой, и новый уровень 
жидкости в термометре отмечается 
чнслом, которое отличается от пер- 
вого на 100. А разность уровней де- 
лится на 100 равных частей — гра- 
дусов. Сейчас кажется курьезом, 
что Цельсий отмечал уровень жнд- 
кости в термометре при температуре 
кипения воды цифрой нуль, а уровень 
ее при температуре тающего льда — 
числом 100. Впрочем, через 8 лет, в 
1750 году, шкала была перевернута, 
и в тахом виде ею пользуются н 
теперь. 


Еще до Цельсня, в 1724 году, Фа- 
ренгейт, тоже используя в качестве 
реперных точек температуры таю- 
щего льда и кипящей воды, нзготов- 
лял термометры, в которых темпера- 
тура тающего льда отмечалась чис- 
лом 32, а температура кипящей во- 
ды — числом 212, так что интервал 
температур тающий лед — кнпящая 
вода оказывался  разделенным не 
ка 100, а на 180 равных частей — 
градусов. Французский ученый Рео- 
мюр, подобно Цельсию, приписы- 
вал температуре тающего льда 
значение 0, но по термометру Рео- 
мюра вода кипит прн температуре 
80 градусов. 


Как видим, в построении термо- 
метрических шкал был немалый 
произвол. Произвольным было чис- 
ло градусов, на которые делился 
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интервал 
ными 


температур между репер- 
точками. Произвольными бы- 
ли н значения температур самих 
реперных точек. Ведь нет разумных 
оснований считать, что температура 
тающего льда равна нулю, то есть 
что тающий лед не имеет никакой 
температуры! 

Для нас здесь важно, что разде- 
ляя интервал температур между точ- 
ками таяния льда и кицения воды на 
равные части (на 100, 80 или 180), 
мы тем самым полагаем заранее, что 
объем жидкости, которой заполнен 
термометр, строго линейно зависит 
от температуры. Если обозначить 
объем жидкости при температуре таю- 
щего льда через У» объем той же 
жидкости при температуре кипящей 
воды через У, а сами этн температу- 
ры через {с и #2, то деление интерва- 
ла температур на равные части озна- 
чает, что 


У 
а 8 
где с — постоянная величина. Еслн 
принять, что #,=0, то У—У =, и 
ИУ -ЕСЕ. 


Можно ли проверить, что объем 
в самом деле линейно зависит от 
температуры? Очевидно, нет. Ведь 
для опытной проверкн необходимо 


Рис. 3. 


пользоваться термометром. Но при 
устройстве термометра заранее бы- 
ло предположено, что объем про- 
порцнонален температуре. Поэтому 
опыт ничего другого дать не может. 

Существует старый аиекдот. В од- 
ном морском порту ежедневно ров- 
но в полдень стреляла пушка. Ка- 
интаны кораблей, покидая порт, про- 
веряли по пушечному выстрелу свои 
судовые  хронометры, при помощи 
которых определяют — географиче- 
скую  долготу. Один из капитанов 
пожелал узнать, насколько можно 
быть уверенным в том, что пушка 
стреляет действительно в полдень. 
И выяснилось, что  артиллерист 
определяет время по «очень точным ча- 
сам», имеющимся у местного часов- 
щика. А часовщик сказал капитану, 
что он проверяет свон «очень точные 
часы»... по выстрелу портовой пуш- 
ки. Ясно, что при таких условиях 
нельзя судить ни о достоннствах ча- 
сов, ни о том, действительно ли ров- 
но в полдень раздается пушечный 
выстрел. Таким же образом, поль- 
зуясь термометром, шкала которого 
создаиа в предположении, что объем 
жидкости пропорционален темпера- 
туре, нельзя узнать, верно лн это 
предположение. 

Для техники измерения темпера- 
тур важно, что термометры с различ- 


Уы 
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ными жидкостями, а тем более тер- 
мометры, в которых о температуре 
судят не по объему жидкости, а по 
каким-нибудь другим свойствам, 
дают при измереиин одной и той же 
температуры не совпадающие пока- 
зания, причем различие в показаннях 
не одинаково в разных температур- 
ных областях. В связн с этим возиик- 
ла необходимость в каком-то стан- 
дартном  термометре, по которому 
градуировались бы все термометры. 
Тогда их показания, конечно, будут 
совпадать. Как решается эта задача? 

В настоящее время стандартным 


термометром служит так называе- 
мый газовый термометр — постоян- 
ного объема. Об этом термометре 


и о новой 
расскажем. 


шкале температур мы и 


Газовый термометр 
и абсолютная шкала температур 


В газовом термометре в качестве ве- 
Личины, зависящей от температуры, 
по которой судят о самой температу- 
ре, принимается давление газа в 
закрытом сосуде, то есть при постоян- 
ном объеме. Опыт показывает, что 
давление нагретого газа больше, 
чем давление холодиого. Сам газо- 
вый термометр состоит из сосуда А, 
заполняемого «идеальным» газом 
(любым газом при малом давлении), 
н присоединенного к нему манометра 
М для измерения давления (рнс. 3). 

Еслн сосуд поместить в тающий 
лед, а затем в кипящую воду и изме- 
рить значения давлений при этих 
температурах, обеспечив тепловое 
равновесие, то окажется, что давле- 
ние при температуре кнпящей воды 
в 1,3661 раза больше, чем ири тем- 
пературе тающего льда. Если обо- 
значить давление и температуру, 
соответствующие кииящей воде, че- 
рез р и Т, а значения этих величин, 


соответствующие тающему льду, че- 
рез рои Ге, то 
—Р — 1,3661. (2) 
Ро 
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Чтобы не порывать со ставшей 
за двести лет привычной стоградус- 
ной шкалой Цельсия, по-прежнему 


полагают, что 
Т—Го=100. (3) 
Разность давлений прн темпера- 
турах кипения воды и тающего льда 


делят на 100 равных частей — гра- 
дусов. Это значит, что и теперь мы 
заранее полагаем, что температура 
линейно зазисит от давления газа 
при постоянном объеме. Более того, мы 
можем считать, что температура газа 
прямо пропорциональна его давлению. 
Проверить это допущение, разумеется, 
нельзя потой же причине, по которой в 
приведенном выше анекдоте нельзя по 
пушечному выстрелу проверять пра- 
вильность хода часов, а по часам — 
своевременность выстрела. Просто 
само измерение температуры осно- 
вано на том, что давление газа н его 
температура считаются пропорцио- 
нальными друг другу. 
Приписывать температуре тающе- 
го льда значение нуль теперь нет 
необходимости. Ее можно просто вы- 
числить. В самом деле, если темпера- 
тура газа прямо пропорциональна 
давлению, то отношение давлений 
газа при температурах кипящей во- 
ды н тающего льда равно отноше- 
нию самих этнх температур, то есть 


В ви (4) 


зе Ви. 
Ро Го 

Но отношение, стоящее в левой 

части этого равенства, равно 1,3661. 

Следовательно, и правая часть рав- 





на этому числу: 
р. 
т. = 1,3661. 
Отсюда получаем 
Т=1,36617 о. 


Подставив это значение для Т в 
равенство (3), находим 


1,3661 7 —Т = 100, 
н мы сразу получаем 


100 = 
о= 03667 = ОЭ 
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Шкала Шкала Шкноза Абсолютная 
Реомюра Фаренгейта Цельсия шкала 





291 440 227 500 
400 

80 1 212 100 373 
300 

о 32 [9 273 
200 

—138 — 279 —173 100 

0 
5@ К 
Рис. 4. 

Этим н отличается новая шкала 


от старой шкалы Цельсия: темпера- 
тура таяния льда по. этой шкале рав- 
на не нулю, а 273,15 градуса. А 
нуль температуры на 273,15 (для 
краткостн на 273) градуса ниже тем- 
пературы таяния льда. Это, как го- 
ворят, абсолютный нуль. Это — та 
температура, прн которой давление 
ндеального Газа стало бы равным 
нулю, еслн бы такая температура 
была достигиута и если бы газ еще 
оставался при этой температуре га- 
зом. Так как давление газа не может 
быть меньше чем нуль, то темпера- 
тура на такой шкале отрицательной 
(меныше нуля) быть не может. 

Опнсанная только что темпера- 
турная шкала (некоторые тонкости 
в ее определеини, практически несу- 
щественные, мы опускаем) носит на- 
звание абсолютной шкалы  темпера- 
тур или шкалы Кельвина. И сама 
температура, отсчитываемая по этой 
шкале, называется абсолютной тем- 
пературой. Обозначается она буквой 
Т и выражается в градусах Кельвина 
(сокращенно °К), так что температура 
таяння льда равна 273,15°К, темпе- 
ратура кинения воды равна 373,15°К. 
и Т. д. 

Но шкалой Цельсия тоже пользу- 
ются на практике. — Температуру, 


отсчитываемую по этой шкале, обо- 
значают буквой Ё и выражают в 
градусах Цельсия (сокращенно °С). 
По этой шкале температура таяния 
льда равна 0°С, температура кипе- 
ния воды равна 100°С ит. д. Ясно, что 
# °<=(ТГ—273,15)°К. 

В физике почти всегда пользуют- 
ся шкалой Кельвина. 

Теперь нам будет нетрудно вы- 
яснить, в чем же состоит истинный 
смысл температуры. 


Что же такое температура? 


Итак, по принятому теперь способу 
измерения температуры давление р 
произвольной массы газа М, то есть 
произвольного числа № молекул га- 
за, в сосуде объемом У пропорцио- 
нально его абсолютной — темпера- 
туре Г. 

Это видно из уравнения (4), ко- 
торое можно переписать в винде 


о (5) 


Соотношение (5) показывает, что 
при постоянном объеме отношение 
давления газа к его абсолютной тем- 
пературе — постоянная величина. 
С другой стороны, давление газа, 
как мы видели, определяется форму- 
лой (см. (1)) 


2 м -— 
р = — - Е р 
Подставив это значение р в выраже- 
ние (5), получаем 
2 м ТЕ 


Уравнение (6) относится к газу в 
закрытом сосуде постоянного объема. 
Поэтому число М№ молекул газа со- 





храняет постоянное значение; от- 
Г. 

ношение ня ‚ как мы виделн, тоже 
(.] 

постоянно. Следовательно,  коэф- 


фициент при Е в формуле (6) — по- 
стоянная величина для любого газа, 
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то есть 
о РЕ 

Т = а. АЕ, (7) 

м т 
где А = и т -- константа. Это оз- 

© 
начает, что абсолютная температура 
газа — это то же, что средняя кинети- 
ческая энергия хаотического движения 
одной его молекулы, только выражен- 
ная не в джоулях, а в градусах Кель- 


2 
вина. Коэффициент же —_А— это пе- 


реводный множитель, показываю- 
щий, во сколько раз 1?К  болыше 
| дж/молекулу. Подобно этому, од- 
ну и ту же длинну можно выразить 
в метрах и в дюймах. Необходимо 
только знать, что 1 м=40 дюйм. 
Коэффициент 40 — переводный мно- 
житель, показывающий, во сколько 
раз 1 м больше 1 дюйм. 


Обычно формулу (7) записывают 
в виде 
— 3 
Е=-_ЁТ, (8) 
где 
] У р 


Коэффициент Ё называется постоян- 
ной Больцмана. 

Из формулы (9) видно, как из 
опыта получить значение постоян- 
ной Больцмана. Для этого нужно 
наполнить сосуд известного объема У 
известной массой М газа (массу газа 
можно определить — взвешиванием). 
Затем поместить сосуд в тающий лед 
(его температура Ть=273,15°К), из- 
мерить с помощью манометра дав- 
ление ро газа. Зная массу М газа, 
легко определить значение №. Дей- 
ствительно, если молярная масса га- 


. М 
за вц, то число молей газа равно р} 


а поскольку в каждом моле газа име- 
ется М, молекул (№, — число Аво- 
гадро), то число молекул М в массе М 


М 
газа равно М =, МА . Игак, зная 


массу газа М, его молярную массу п, 
объем сосуда У и давление газа ро 
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прн температуре Т.о, можно опреде- 
лить значение постоянной Больцма- 
на Ё. 

Такого рода измерения (а также 
и многие другие) неоднократно про- 
водились. Все они дают для постоян- 
ной Больцмана значение 


Ё= 1,38. 10-23 дж/град. 


Как мы видим, значение К очень 
малое. Это значит, что средняя ки- 
нетическая энергия беспорядочных 
движений одной молекулы, и опреде- 
ляющая то, что мы называем темпе- 
ратурой, чрезвычайно мала. При 
температуре в 1°К средняя кинети- 


ческая энергия молекулы Е равна 


ти? _ 3 .1.38. 10-2355 
о. 0." 





=2.10-23 дж/молекулу. 


Таково соотношение между градусом 
Кельвина и джоулем на молекулу. 


В заключение нам остается еще 
выяснить, какова связь между тем- 
пературой и теплотой — двумя по- 
нятиями, которые в течение веков 
считались чуть ли не синонимами. 

Известно, что теплотой называет- 
ся энергия тепловых беспорядочных 
движений, передаваемая от одного те- 
ла к другому (при теплопередаче). 
Ясно поэтому, что теплота не явля- 
ется величиной, характеризующей со- 
стояние тела. О ней нельзя сказать, 
что она содержится в теле. Температу- 
ра же характеризует состояние тела, 
потому что она определяется средней 
кинетической энергией его молекул. 
Понятно, что между теплотой и тем- 
пературой в сущности никакой связи 
нет. Можио только сказать, что ебли 
два тела имеют различную темпе- 
ратиуру, то более высокой является 
температура того из них, которое 
передает теплоту другому. Темпера- 
тура тела — это величина, которая 
определяет, будет ли данное тело от- 
давать теплоту другим телам или по- 
лучать ее от них. Такое определение 
температуры в свое время дал Мак- 
свелл. 
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Нужна ли величина, 
которая называется температурой? 


Температура как понятие и как физи- 
ческая величина появилась в науке 
задолго до того, как можно было по- 
нять ее истинный смысл. Но теперь, 
когда он известен, стоит ли сохранять 
эту как будто бы архаическую велн- 
чину? Нелучше ли всюду, где мы прн- 
выкли говорить о температуре, о гра- 
дусах Кельвина, о градусах Цельсия, 
заменить нх тем, что они есть в дей- 
ствительности — средней — кинетиче- 
ской энергией частицы, ин измерять 
ее в джоулях? 

Но нетрудно видеть, что для отка- 
за от температуры и от градусов 
нет оснований, 

Во-первых, едва ли будет удобно, 
например, врачу считать пациента 
больным на том основании, что сред- 
няя кинетическая энергия его моле- 
кулы равна 6,64 . 10-2 дж, вместо то- 
го, чтобы говорить о температуре в 
38°С. 

Во-вторых, замена градусов джо- 
улямн может породить и недоразуме- 
ния. Ведь энергия, например, в 
в 100 дж, вообще говоря, означает, 
что за ее счет может быть получена 
и работа в 100 дж. Между тем, если 
температура тела равна 100 дж/моле- 
кулу (для температуры — это фантас- 
тическое значение), то это вовсе не 
значит, что за ее счет можно полу- 
чить такую же работу. 

Упражнения 

1. Каким числом выражается абсолют- 


ный нуль температуры на шкалах Фарен- 
гейта и Реомюра? 

2. Вычислить среднюю кинетическую энер- 
гию молекулы газа при температуре 1000°К. 

3. При взрыве ядериой бомбы образу- 
ется газовый шар, температуру которого 
можно считать равной 20 миллионам гра- 
дусов. Какова средняя кинетическая эиер- 
гия частицы в этом шаре? 

4. В атомной и ядерной физике приня- 
то выражать энергию частиц в особых еди- 
ницах — электрон-вольтах  {58). 

Выразить в электрон-вольтах среднюю 
кинетическую энергию молекулы газа при 


комнатной — температуре. 

5. Вычислить значение постоянной 
Больцмана, пользуясь градусами  Фарен- 
гейта. 


Лаборатория «Кванта» 
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В. Майер 


Беспокойная 
дуга 


Этот красивый и несложный опыт прни- 
надлежит нашему выдающемуся со- 
отечественнику изобретателю радно 
А. С. Попову. 

Из латуниого или жестяного лис- 
та толщиной около 1 мм вырежьте 
полоску размером примерно 30х 
х 100 мм. Полоску аккуратно обра- 
ботайте напильником и шкуркой, сняв 
заусенцы с ее краев, и изогните ее 
так, чтобы получилась дуга радну- 
сом 3—4 см. На пластинку алюмн- 
ния или Ддюраля положите слюдяной 
листок толщиной не более 0,2 мм. 
Нужный по толщине листок нетрудно 
получить, расщепляя лезвием бритвы 
слюду, которую можно приобрести 
в хозяйственном магазине. На пла- 
мени сухого горючего или газовой 
горелки разогрейте изготовленную ду- 
гу и быстро поместите ее на листок 
слюды. При этом, даже если вы оста- 





? — Листок 


1 — алюминиевая пластинка, 
слюды, 3 — жестяная дуга. 


вите дугу совершенно неподвижной, 
оиа начнет раскачиваться, и это коле- 
бательное движение может продол- 
жаться несколько минут. 

. Вот как объяснил результат этого 
интересного опыта сам А. С. Попов. 
«Причина движения проста: слюда. 
нагреваемая только с одной стороны, 
вспучивается в сторону нагретого тела 
н приподнимает его слегка, вследст- 
вие этого в прикосновение с нагретым 
телом приходят иовые точки на по- 
верхности слюды, а прежде нагретые 
остывают от соседства с холодным 
телом. Дуга наклоняется в одну сто- 
рону до тех пор, пока тяжесть не 
преодолеет образующейся таким об- 
разом движущей силы, тогда начина- 
ется движение в обратную сторону 
Н Т. Д.». 

Таким образом, В описанном опыте 
тепловая энергия нагретой дуги пе- 
реходит в механическую энергию ко- 
лебаний этой дуги. Это — типичный 
автоколебательный процесс, подроб- 
нее разобраться в особенностях ко- 
торого мы предоставляем вам самим. 

А теперь несколько эксперимен- 
тальных заданий для самостоятельно- 
го исследования. 


1. Выясните, является ли существенным 
наличие в опыте алюминиевой пластинки, 
обладающей хорошей теплопроводностью. 

2. Какую дугу — широкую или узкую. 
толстую или тонкую — лучше иснользовать 
в опыте? 

3. Получится ля опыт, если и латунная 
дуга, и алюминиевая пластинка будут наг- 
реты до одной температуры? (Для того чтобы 
ответить на этот вопрос, вовсе не обязательно 
ставить соответствующнй — эксперимент), 

4. Каким образом можно существенио 
увеличить продолжительность качаний дугн? 
Разработайте и проверьте в действии соотвст- 
ствующую установку. 

5. Продумайте и поставьте опыт, анало- 
тичлый описанному, в котором нагретое 
тело совершало бы не колебательное, а вра- 
щательное движение. 
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Математический кружок 


| 


А. Тоом 


Решения 
задач 


ВЗМШ 


В этом номере мы публикуем решения 
некоторых задач из вступительной ра- 
боты в ВЗМШ 1976 года (см. «Квант» 
№ 1, с. 68). .- 

Задача 2. Три прямые пересе- 
каются в одной точке так, что каж- 
дые две из них образуют угол 60°. 
Точка М находится на расстоянии 
Зсм от одной прямой и на расстоя- 
нии 5 см — от другой. На каком рас- 
стоянии от третьей прямой может 
находиться точка М? 

Решение задачи основано на сле- 
дующем факте, общем для всех точек 
плоскости. Для любой точки расстоя- 
ние до одной из прямых, указанных 
в условии, равно сумме расстояний 
до двух других. Поэтому искомое рас- 
стояние может быть равно либо 5-- 
+ 3 = 8 см, либо 5 — 3 = 2 см. Лег- 
ко проверить, что оба эти значения 
денствительно возможны. 

Задача 3. Какую цифру оз- 
начает каждая из букв М, И, Л, 
А, Н в равенстве НАЛИМ х 4 = 
= ЛИМАН? 

Ясно, что Н=?, так как иначе 
число НАЛИМ Х 4 было бы шести- 
значным. С другой стороны Н четно, 
как последняя цифра числа ЛИМАН, 
делящегося на 4. Поэтому Н=2. От- 
сюда следует, что А<5, иначе позу- 
чим шестизначное произведение. Кро- 
ме того, А=Т или 3, поскольку А2— 
последние две цифры числа, деля- 
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щегося на четыре. 
случая: 

1. А=Т. Последовательно получа- 
ем Л=8, И=7, М=5, что отбрасы- 
вается проверкой. 

НП. А=З, Л=9, И=5, М=8, что 
и дает ответ. 

(В решении мы пользовались тем, 
что перенос из предыдущего разряда 
не может быть больше трех). 

Задача 4. Какое наибольшее 
число точек самопересечения может 
иметь замкнутая ломаная линия, со- 
стоящая из Т звеньев? 

Звено ломаной не может нересечься 
с самим собой и своими соседями. 
Значит, каждое звено пересекается 
не более чем с четырьмя. Отсюда точек 


Рассмотрим два 





7Ж4 
пересечения не больше чем х =14. 
На рисунке | показана ломаная, 


нмеющая 14 точек самопересечения. 
Задача 5. Дедушка с внуком 
пошли вместе кататься на лыжах. 
Бабушка знает, что по ровному месту 
оба едут со скоростью 1 км/час; под 
гору: дедушка — 8 км/час, внук — 
20 км/час; в гору: дедушка —6 км/час, 
внук — 4 км/час. Оба проехали по 0д- 
номи и тому же маршруту. 
Может ли бабиика определить, 
что болымие — протяженность  спус- 


‚>5 


Ч 


Рис. 1. 





А 


Рис. 2. 


ков или подъемов на их пути, — если 
первым вернулся 

а) внук,. 

6) дедушка? 

Обозначим протяженность подъе- 
мов через х, а протяженность спус- 
ков через у. (Ровное место можно во- 
сбще не учитывать, так как на нем 
скорости деда и внука одинаковы.) 
Тогда время деда на подъемах и спус- 


ках равно = + >, а время внука 
равно - +5. Пусть известно, ка- 
кое из этих чисел меньше другого, что 
мы запишем так: — а УМ + ь 


Преобразуя, получаем: Эи\/ 10 х. Ес- 
ли внук вернулся раньше, то 9у> 
‚>Юх, откуда у>х. Если же дед вер- 
нулся раньще, то 9у<310х, что воз- 


Рис. 3. 
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в & $ 


можно как при у<х, 
>. 

Задача 6. Сколько сторон мо- 
жет иметь многоугольник, являющий- 
ся: 

а) пересечением; 

6) объединением 
треугольника и выпуклого четырех- 
угольника? (Укажите все возможные 
значения и нарисуйте примеры.) 

а) На рисунке 2 показано, как при 
пересечении могут получиться много- 
угольники с 3, 4, 5, 6, 7 сторонами. 
Больше семи сторон получиться не 
может, так как все стороны пересе- 
чения лежат на сторонах пересекаю- 
щихся фигур, причем на разных, а них 
всего семь. 

6) На рисунке 3 показано, как при 
объединении могут получиться много- 
угольники с числом сторон от трех 


так н при 


д шах + 
фаАЕ* 
р & 
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Рис. 4. 


до тринадцати. Больше тринадцатн 
вершин объединение нметь не может, 
потому что каждая вершина объеди- 
нения — это 

1} либо вершина одиой из объеди- 
няемых фигур, а их всего семь; 

2) либо точка пересечения их сто- 
рон, а их не более чем по две на каж- 
дой стороне треугольника. 

Задача 7. На плоскости нари- 
сованы три комгруэчтных отрезка. 
Сколько осей симметрии может иметь 
эво множестео (объединение данных 
трех отрезков)? 

На рисунке 4 показаны множест- 
ва, имеющие 0,1, 2, 3, 4. 6 осей сим- 
метрии соответственно. Докажем, что 
иного числа осей симметрии фигу- 
ра нметь не может. 

Убедитесь самостоятельио, что ес- 
лн несовпадающих отрезков меньше 
трех, то осей симметрии ие больше 
четырех. 

Пусть наше множество состоит из 
трех несовпадающих отрезков. Лег- 
ко понять, что симметрия фигуры 
переводит однн из отрезков в себя. 


и 
п | 





Рис. 5. 


Рис. 6. 
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Для каждого отрезка есть лишь две 
симметрии, переводящие его в себя 
(их осями служат прямая, на которой 
лежит отрезок, и его серединный иер- 
пендикуляр). Значит, всего осей сим- 
метрни не болес шести. 

Остается доказать, что не может 
быть пяти осей симметрни. Для это- 
го мы воспользуемся следующим фак- 
том. Если прямые [Ги Н являются 
осями симметрин фигуры Ф, то пря- 
мая ПТ, симметричная прямой Ц от- 
носительно прямой 1, тоже является 
осью симметрии для Ф. (См. рис. 5, 
на котором показано, как получить 
точку А, симметричную А, относи- 
тельно ИТ.) Пусть осей симметрии 
пять. Тогда множество осей включает 
прямую 1, содержащую некоторый 
отрезок, и серединный перпендикуляр 
к нему — иначе осей было бы меньше 
четырех. Но тогда осей — четное чис- 
10; можно объединить в пары оси, 
снмметричные относительно [, а осей, 
перпендикулярных [, кроме оси 11, 
нет — иначе их было бы бесконечное 
число (см. рис. 6). 
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пору ие доукишо 


Расположите комплект домино 
(28 косточек) в виде пирамиды 
(см. рисунок), соблюдая следу- 
ющие условия. 

1. В каждой строке сумма 
очков на косточках должна 


быть точным квадратом. 

2. В строках косточки укла- 
дываются согласно правилам 
игры в домино: 0 к0, | к1 
ит. д. 

„Л. Мочалов 
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Решения задач из этого но- 
мера можно посылать не позд- 
нее 1 августа 1976 г. по 
адресу: 113035, — Москва, 
Ж-35, Б. Ордынка, 21/16, 
журнал «Квант». — После 
адреса на конверте напишн- 
те, решения каких задач вы 


посылаете, например: «За- 
дачник «Кванта», — МЗ86, 
№М387» илн «...ФЗ98». Ре- 


шения задач по каждому из 
предметов (математике и 
физике), а также новые зада- 
чи просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Задачи 
из разных номеров журнала 
присылайте также в разных 
конвертах. В письмо вло- 
жните конверт с написанным 
на нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получите резуль- 
таты вашнх решений). Усло- 
вия оригинальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цни, присылайте в двух 
экземплярах вместе е вашни- 
мн решениямн этих задач 
(на конверте пометьте: «За- 
дачннк «Кванта», новая за- 
дача по физике» нли <... но- 
вая задача по математике »). 
После формулировки задачн 
мы обычио указываем, кто 
предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все эти задачн 
публикуются впервые. Нан- 
более трудные задачн отме- 
чены звездочкой. 


Задачиик «Кванта» в этом 
комере составлен из задач, 
предлагавшихся в этом году 
на Московских олимпиадах 
по математике и физнке. 


#3 


задачник 
кванта 
В. 


Задачи 
№386 —М390; Ф398—Ф402 


М№М386. Квадратная комната разгорожена перегород- 
ками, параллельными стенам, на несколько мень- 
ших квадратных комнат. Длина стороны каждой 
комнаты — целое число. Докажите, что сумма длин 
всех перегородок делится на 4. 

С Фомин 


М№М387*. Существует ли такое натуральное число, 
что если приписать его само к себе справа, то по- 
лучится точный квадрат? 

5. Кукушкин 


№М388 а) На плоскости отмечено конечное число 
точек. Докажите, что среди них найдется точка, 
у которой не более трех ближайших (то есть, на: 
ходящихся от нее на наименышем расстоянии; та- 
ких точек, вообще говоря, может быть несколько). 
6) Существует лин на плоскости конечное мно- 
жество точек, у каждой низ которых в этом множе- 

стве ровно три ближайших? 
А. Карабегон 


М389. Можно лн бесконечный лист клетчатой бу- 
маги разбить на «домнношки» (каждая доминошка 
покрывает две соседние клетки) так, чтобы каж- 
дая прямая, идущая по линии сетки, разрезала по- 
полам лииь конечное число доминошек? 

С. Фомин 


М390*. Докажите, что существует бесконечно мно- 
го натуральных л, для которых сумма цифр числа 
2" больше суммы цифр числа 2и+1, 

С. Конягин 


ФЗ98. При лодключенин в сеть трехламповой лю- 
стры с двумя выключателямн была допущена 
ошибка. В результате этого при замыканин одно- 
го из выключателей все три лампы горели непол- 
цым накалом. При замыкании другого выключа- 
теля горела пормально только одна из лами (две 
другие не горели), н тот же эффект давало замы- 
кание обоих выключателей одновременно. При 
разомкнутых выключателях все три лампы не 
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горели. Нарисуйте возможную схему выполнен- 
ного монтажа, объясните наблюдаемые эффекты. 
(8 класс) 


ФЗ99. Три небольших одинаковых металлических 
шарика, находящихся в вакууме, помещены в 
вершинах равностороннего треугольника. Шари- 
кн поочередно по одному разу соединяют с уда- 
ленным проводником, потенииал которого под- 
лержнвается постоянным. В результате на пер- 
вом шарнке оказывается заряд (©, а на втором — 
К ©-. Определить заряд третьего шарнка. (9 класс) 





Ф400. Две заряженные частицы имели первона- 
чально одинаковые по величине и направленню 
скорости. После того как на некоторое время бы- 
ло включено однородное электростатическое по- 
ле, вектор скоростн одной из частиц повернулся 
на 60°, а численное значение скорости уменыши- 
лось вдвое. Вектор скоростн другой частицы по- 
вернулся на 90°. Во сколько раз изменилось чи- 
сленное значение скорости второй частицы? 
Определите отношение заряда к массе для вто- 
рой частицы, если для первой частицы оно равно 
Е. (9 класс) 


$401. Схему, изображенную на рисунке 1 (мос- 
тик Унтстона), применяют обычно для измерения 
неизвестного сопротивления х. Как, используя 
подобную схему, измерить сопротивление Вс са- 
мого гальванометра (С, если второго гальвано- 
метра нет? (10 класс) 


$402. Рассенвающая линза с фокусным расстоя- 
нием Р = —0,6 м расположена так, что один из 
ее фокусов совпадает с полюсом вогнутого зер- 
кала. Каково фокусное расстояние Ё\ зеркала, ес- 
ли известно, что система дает действительное 
изображение предмета, помещенного на любом 
расстоянии перед линзой? Изображение создает- 
ся лучами, вторично прошедшимн через линзу по- 
сле отражения от зеркала. (10 класс) 


Решения задач 
М343—МЗ50; ФЗ53—ФЗ57 


№343. В некотором г0су- — Будем обозначать города буквами А, В, С, О... Прежде все- 
дарстве города соединены д0- то заметим, что: |} если какой-то путь А—. —В—..- 
рогами. Длина любой дороги Ср—... — кратчайший между городами А и С. тс часть его. 
меньше 500 км и из любого например, от А до В — кратчайший путь между соответст” 
города в любой можно по-  вующими городами; 2) кратчайший путь ие проходит по 
пасть, проехав по дорогам одной дороге дважды. 
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менее 500 км. Когда одну 
дорогу закрыля на ремонт, 
выяснилось. что из любого 


города можно проехать в лю- 
бой Оругой по оставшимся 
Оорогам. Докажите, что это 
можно сделать, проехав не 
более 1500 км. 








Рнс. 3. 


№344. На шахматной доске 
отмечены центры всех 64 по- 
лей. Можно ли провести на 
доске 13 прямых так, чтобы 
в каждой из частей, на ко- 
торые эти прямые делят 
доску. оказалогь не более 
одной отмеченной точки? 
(Прямые ‘не должны прохо- 
дить через центры полей.) 


М345. В — последовательно- 
сти 197523... каждая 
цифра, начиная с пятой, 
равна последней цифре сул- 
мы предыдущих четырех 
цифр. Встретятся ли в этой 
последовательнссти — подряд 
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Допустим теперь, что закрыли дорогу, соедиияющую 
города А н В; обозначим ее через АВ. Поделим все города 
на две группы: к первой группе отнесем город А н те города, 
кратчайший путь из которых в город А не проходил по доро- 
ге АВ, а ко второй — все остальные. Нужно считать, что 
город В окажется во второй группе — иначе во второй группе 
не будет вообще ин одного города; ведь если АВ — не крат- 
чайший путь из А и В, то ни одию из кратчайших путей не 
может проходить по дороге АВ, та есть дорога АВ тогда — 
бесполезная. 

Пусть Мн № — города. кратчайший путь между кото- 
рыми составляет теперь больше 500 км. Значит, раньше крат- 
чайший путь между М и М проходил по дороге АВ. Но тогда 
кратчайший путь в город А из одного из этих городов про- 
ходил по дороге АВ, а из другого — иет (см. замечание в из- 
чале решения); следовательно, города М и № принадлежат 
разным группам. Рассуждая от противного, получаем, что 
любые два города, принадлежащие одной и той же группе, 
могут быть соединены путем длины меныше 500 км. 

Поскольку из города А по-прежнему можно проехать 
в город В, то найдутся два города С и Д такие, что С принад- 
лежит первой группе, ар — второй, и город С соединен доро- 
гойс р. Теперь понятно. как из любого города М первой груп- 
пы попасть в любой город № второй группы, проехав мень- 
ше 1500 км: нужно из М поехать вначале в город С (этот путь 
меньше 500 км, так как Ли С принадлежат одной и той же 
груиие), затем — из СвД (длина дороги СО меньше 500 км 
по условию), н, наконец, из города р — в город № (города р 
и М — из одной группы, поэтому путь из О в Х снова мень- 
ше 500 км} — см. рисунок 1. 

Оценку 1500 км нельзя улучшить. Действительно, если 
четыре города А, В, Сир расположены так, как показано из 
рисунке 2 (АВСО — трапеция такая, что при продолженин 
ее боковых сторон получается равнэстороиний треугольник), 
то, закрыв дорогу АВ, получим, что длина кратчайшего 
пути межлу А ни В равна (500-24) хм, где а можно сделать 
сколь угодно близким к 500. 


С. Елисеев 


х* 


На рисунке 3 показано, как провести 14 прямых (на рисунке 
эти прямые — красные), разделяющих все центры полей 
шахматной доски. 

Однака 13 прямых для этого ивдостаточно. 

Действительно, рассмотрим квадрат, проходящий через 
центры всех 28 граничных клеток (на рисунке 4 это квадрат 
из  червых точек). Ясна, что 13 прямых пересекают 
его ие более чем в 26 точках, и поэтому разрезают не более 
чем на 26 частей, то есть два «граничных» центра окажутся 
в одной частн. Зиачит, для разделения 28 граничных, а сле- 
довательно, и всех центров понадобится не менее 14 прямых. 


Ю. Лысов 


Ф 


Даля решения задачи пупкта а) достаточно заметить, что в 
последовательности 1975... после каждой четной цифры ндут 
подряд четыре нечетные цнфры. Поэтому четверка 1 2 34 в 
этой последовательности встретиться не может. 

Пункты 6) и в) разберем более подробно. 

В условии задачи дано правило, как по четырем рядом 
стоящим цифрам определять следующую инфру. Попробуем 
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а) четыре цифры 12334? сделать «наоборот»: по четырем рядом стоящим пифрам аб са 
6) вторично цифры Г 9 определить предшествующую им цифру х. Поскольку цифра 4 
7 5? следует за четверкой цифр ха ф с, то цифра 4 равна послед- 
в) цифры 8 197? ней цифре суммы х-- а В -Р си, значит, хра+ь-- 

-Нс = 104 + 4 кри некотором целом #. Отсюда, х = 108 
-- (9 —а— 6 — 9. Поскольку х — цифра, то из последнего 
выражения следует, что х равно остатку от деления на 10 чис- 
ла (4 — а — р—с). Разделить чнсло р на число 4 с остатком, — 
значит, найти числа $ и г такие, что р = 59 + ги0=г- 9. 
(Обратите внимание, что остаток от деления чнсла — 13 на 
10 равен 7, а не — 3!) Остаток от деления одного целого 
числа на другое определяется однозначно; значит, цифра х 
также определяется однозначно. 

Например, чтобы определить цифру, предшествующую 
четверке 1975, надо от 5 отнять 1, 9, 7 и разделить получен- 
ное число (—12) с остатком на 10. В остатке получим 8; зна- 
чит цифра 8 предшествует четверке 1 9 7 5. 





| 

|119'7'5123... т асы, а ь аси о о + 

р | 
И | 


1 
| | Гр} 
197523... тавей 11511 11 ув амаа 


Рис. 5 Итак, мы доказали следующее утверждеине: двум оди- 
нра наковым четверкам цифр, стоящих рядом в последователь- 
ности 197523..., предшествует одна и та же цифра. 

Поскольку разлнчпых четверок цифр конечное число, 

а именно, 10000 штук, — то в бесконечной последовательио- 
стн 197523 ... какая-то четверка встретится вторично. Пусть 
это будет четверка цифр а, 6, с, 4. Тогда последовательность 

‚„нмест внд 

197523... хаве4... уафс4... {*) 


Напищем под последовательностью (“) эту же последователь- 
ность еще раз, по «сдвинутую», так. чтобы нод первой четвер- 
кой а с доказалась вторая (см. рис. 5). Согласно доказанному 
выше утверждению, цифры в первом столбце, расположенном 
левее красной линин, совпадают, т. е. х-= и. Аналогично, 
совпадают цифры н в предшествующем х и у столбце, и так 
далее. Такнм образом, в каждом из столбцов, расположенных 
левее красной лннии, нифры совпадают. Поэтому под чет- 
веркой 1 9 7 5 в «верхней» последовательности стоит четвер- 
ка 1975 в оинжней» последовательности. А это и озиа- 
чает, что четверка 19 75 встречается в иноследователь- 
ности 197523... вторично. 

Как было показанно выше, неред четверкой цифр 1975 
встречающейся в последовательности 19752 3...во второй 
раз, будет стоять цифра 8. Значит, в рассматриваемой после- 
довательности встретится и четверка 8197. 


Ф 


М346. Точка К — середина Положим квадрат па клетчатую бумагу со стороной клетки, 
стороны АВ квадрата АВСР, равной !/ , стороны квадрата, так, как показано на рисунке 6 
а точка [Г делцт диагональ (точки К и [, прн этом попадут в узлы решеТки!). Очевидно, 


АС в отношении 3:1. что треугольники КЁ и УРФО конгруэнтны, 2 ЕЁОМ = з КЁХ. 
Докажите, что угол КЕО — 


2. 5 —^ ^ 
прямой. и значит, РЕМ-- КЕА:=90?. Поэтому РЕК= 180°—(РЕМ-- 


—^ 
-- КЁМ)= 180°—90°—=90°, что и требовалось доказать. 
«7. „Тиманов 





Г. Гуревич 
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М347. Двое играют в такую 
игру. Первый загадывает 
два числа от 1 д0 25, авторой 
должен их угадать. Он может 
назвать любые два числа от 
1 д0 25 и узнать и первого, 
сколько из названных им 
чисел — 0,1 или 2 — совпа- 
дают с  загаданными. За 
какое минимальное число 
вопросов он сможет навер- 
няка определить загаданные 
числа? 


Ответ Загаданы 
числа 





мМ348. В 10х 10 


таблици 
записаны числа от 1 до 100 
по порядку. Затем в каж- 
дой строке и в каждом столб- 
це ровно у половины чисел 
поставлен знак минус. Дока- 


житеЕ, что в получившейся 
таблице сумма всех чисел 
равна нулю. 


№М349. — Какому условию 
должны удовлетворять дли- 
не сторон треугольника, 
чтобы треугольник, — сос- 
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Многие читатели успешно справнлись с определением зага- 
данных чисел за 14 вопросов. Покажем, что всегда можно 
определить загаданные числа не более чем за 13 вопросов. 

Называя пары (1,2), (3,4}....,(21,22), мы используем № 
вопросов; при этом возможны следующие 4 случая: 

а) после какого-то вопроса получен ответ «2»; 

6) на все вопросы получены ответы «0»; 

в) на какие-то два вопроса — {-Йй и гй — получены отве- 
Ты «|»; 

г) только на один Г-й вопрос получен ответ «|», на ос- 
тальиые вопросы—а0» (невнимательное рассмотрение этого 
случая многих заставило считать, что иельзя гарантировать 
определение загаданных чисел за 13 вопросов). 

Укажем дальнейшие действия отгадывающего в каждом 
из этих случаев. 

а) После ответа «2» загаданные числа определены. 

6) Загаданы два числа из чисел 23,24,25. Задаем вопрос 
(23,24). Если ответ «2», то эти числа и загаданы, если ответ 
1», то вопросом (23,22) определим, кзкое из чисел — 23 илн 
24 — загадано наряду с числом 

в) Числа в Г-й паре (2—1) и 2, в]-Й паре —(2}—1) 
и 2/. Задаем вопросы (25,28), (25,2). Ответ «1 на первый (две- 
иадцатый) вопрос означает, что в {-й паре загадано число 27; 
ответ «0» указывает на число (2—1). Аналогично со вторым 
(тринадцатым) вопросом. 

г} Вопросы (2, 23}, (27, 24) при всех возможных ответах 
определяют загаданные числа. В самом деле, ответ «2» из пер- 
вый или второй вопрос не требует пояснений. Для других 
комбинаций ответов на эти два вопроса мы сообщаем загадан- 
ные числа (легко проверяется, что другого мнения о том, ка- 
а загаданы. не может быть) — см. таблицу на рисун- 
ке 

Итак, мы показали, что за 13 вопросов всегда можно опре- 
делить загаданные числа: естественно, как следует из реше- 
ния, иногда хватает и меньшего количества вопросов. 

Для завершения решения докажем, что нельзя гаранти- 
ровать определение загаданных чисел за 12 вопросов. После 
| вопросов все ответы могут быть +0»; при этом всегда суще- 
ствуют три числа. не включенные в вопросы. Если двенадца- 
тый вопрос не содержит ни одно из этих трех чисел, то ответ 
«б» позволит любым двум из них быть загаданными. Если же 
в двенадцатый вопрос входит одно или два из этнх трех чн- 
сел, то после ответа «1» также нельзя однозначно указать 
загаданиые числа. 

Ю. Лысов 
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Представим данную таблицу А в виде суммы двух таблиц 
ВиС (рис. 8). Расставим знаки в каждой из таблиц А, В 
и С одинаковым образом — так, что в каждой строке н в 
каждом столбце ровно у половины чисел будет минус. Тогда 
в полученной таблнце В сумма чисел будет равна нулю в 
каждом столбце, а в полученной. таблице С сумма чи- 
сел будет равна нулю в каждой строке. Следовательно, 
сумма всех чисел в таблицах В, С, а значит, ив А=В--С 
будет равна нулю. 

Н. Васильев 


+* 


Обозначим данный треугольник через АВС, длины его сто- 
рон ВС, АСн АВ — через а, 6 н с, величины противолежащих 
этим сторонам углов — через А, Ви С соответственно. Пред- 
положим, что а Вс (тогда н А=ЗВ=С). Пусть Но, Нь. Не 
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Г 2. 9. вю 


М ах 3. З 
21 2 23..5..28 


ооо ь ооо офооооо 


91 92 93..... 99 100 





Рис. 8. ‹ 
ыы А=В+С 


тавленный из а) высот, 6) ме- длины высот треугольника, опущенных из вершин А, В, С; 
диан, в) биссектрис данного та, Ть и те — длины медизн, (1. [и [‹ — биссектрис. 
треугольника, был подобен Мы будем пользоваться тем фактом, что у подобных тре- 
данному? угольников сходственные стороны (лежащие против соот- 
ветственио равиых углов) пропорциональны. 

2) Поскольку Ла`а=йь-6==Нс-с (=2 5. где $ — величи- 
на площади треугольника АВС), н а=6=<с, мы получаем, 
что й>ИЯрсьНе. Значит, если треугольник АВС и треуголь- 
ник, составленный из его высот, подобны, то сходсавенны- 
ми у них будут стороны длины аи Ле, би йь, си Ва <0от- 
ветственно. Поэтому в случае подобия должны быть выпол- 


Во с 
нены равенства Яийьйс=е: ета, то есть Е ЗВ 


Йа с 
-#_ =; Второе соотношение всегда имест место, поэтому 
Е 


треугольник АВС (а=5=с) будет подобен треугольнику из 


в от, е а ты РЕ в 
своих высот, если ^^ =-—. Но == —, следователь- 
Рис. 9. ь ЯЬ ь пь а йе 





< Ь 
но, должно быть -—==-„_, откуда 6*=ас. 


6) Прежде всего, как и в пункте а), выясним, какие сто- 
роны у треугольника АВС (а=5=с!) и у треугольника, со- 
ставленного из его меднан, должны быть сходственными. Для 
этого докажем, что если азс, то то—>тьте. Выразим 
Та, Ть и тс Через длипы сторон а, фн с треугольника АВС. 
Так как сумма квадратов длин дизгоналей параллелограмма 
равма сумме квадратов длин ето сторои, то (рис. 9): 


(2та)?==253-- 2 —а?, 

(2ть)?= 262--2а—463, 

(2т с)? ==2а2--526?— 52. 
Поскольку 262--2с2—а?= (222--2а*— 6?) - (35—34?) и 35— 
—3а?->0, имеем то ту. Аналогично тьтес, и утверждение 


доказано. Следовательно, должны быть справедливы следую- 
щие равенства: та: ть: Те=с:ф:а, то есть 


т её т с 
—. = — н — и (1) 
ь о ес а я 


Подставим в ‹оотношення (1) выражения Т., ть и те 
через а, в и с. Получим 

262 -- 25 —а* 6? 252 —— 26% — а? с й 

аа фт = 6 Мн ира т @) 


Из условия (2“”) имеем 


252(02°—с?} =— {22—53 (2*-2*), 
то есть либо а==с, либо 26 =а?-с?. 
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Если а--с, то треугольник АВС — равностороиний: 
а--6==с (так как а<6<56), и мы получаем это условие как 
частный случай условия 262= а? -|-с*, 

Легко видеть, что если 262-=а?--с?, то справедливо и усдо- 
вие (2). Поэтому если длнны а, 6 нс (282) сторои треуголь- 
ника АВС связаны соотношением 2652—а2--с?, то этот тре- 
угольннк подобен треугольнику, составленному из его ме- 
днан. 

в) Снова нужно выяснить, какие стороны у треугольин- 
ка АВС н у треугольника из его биссектрис могут быть сход- 





А ственными (в предположении, что этн треугольники подоб- 
ны)- Напомним, что у нас а = с. Докажем, что тогда 
Ес 
Выразим и. и [с через а, фи с. По теореме косниусов 
н теореме о биссектрисе внутреннего угла треугольника име- 
с ь ем (рис. 10): 
ас \? ас асе \2 
й == сё = — $12058 === 62 +542) — 
Зас? а < — 5 : а? 
вм с 6-6. 2ас == [1-е |, 
Б+с 
Аналогично 
Рис. №0 


12 =: ас Е и =а ЕО 
ь (2-- 02 Е {2-2 | 


Поскольку аз, получаем т е>а-с, то есть 
а |.) а26 аб? , 
О-о < а 0, "6-0 = ето? 9998 


ь а? аб? 
тельно, с|8 — ро же |а— @- а |› ® «ть «> 
> 1ь. Неравенство 1, >{‹ доказывается аналогично. 


Итак. если треугольник АВС (2 = =) подобен тре- 
угольнику из биссектрис, то должны быть выполнены ра- 








[а а [4 Ь 
венства (с:(ь:10 = а:6:с, 50 есть о = и =, 
[7 с [а с 
Посмотрим, когда эти условия выполняются. 
с [#3 
Если 7 = 7 › то 9{. = 44. Но аналогичное соотно- 


а 
шение всегда имеет место для высот: аба == сйе (см. 
пункт 2). Зиачит (рис. 11), прямоугольные треугольники 
АНоРа и СНЁе. где | АНо| = Ва, | АГ] = а. | СНе|= 
= Ис, |СЁс |=, подобны, причем стороны длины Ва, Ас 
нра, № У них сходствениые. Слеловательно, углы, обра- 
зуемые сторонами АН, АЁа и СНе, СЁс, будут равны: 


^^ ^^ 
НоАьс = НеСЁе. Посчитаем эти углы. 
Напомним, что у нас а=5= с, то есть А= В= С. 
Из этого условия следует, что Е-ЕЕЁАН.], а ГЕ [ВН]. 


^^ л А 5х л С 
Поэтому НаАЁ, = -5- — 5—8, Не. = — 2—4, 


< 


—^ ^ С 
н так как НоАЁ. = НоСЁс. то 5 +В = + А, то есть 
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А-С 
В=— о = (сравни с решением №318, «Квант», 1975, 


№ 12). Покажем, что ма самом деле треугольник будет по- 
лобен треугольнику из своих биссектрис лишь тогда, когда 
д 
У него все углы (а не только В!) равны —5—, то есть лишь 
тогда, когда ои равносторонний. 
й { [Е 
Аля этого воспользуемся вторым соотношением а 
п 
я 
Опишем вокруг треугольника АВС с углом В. равным ча 


окружность и построим на осповании АС этого треугольни- 

ка правильный треугольник АВ’С (рис. 12). Если | В'О |= 

= 2 — днаметр окружности, то ВО, очевидио. биссектриса 

угла В, так что | В, | = (,. Обозначим угол ВСВ” через $; 
и 


Хх.  1\ их 
легко видеть, что Ф = ВСВ’ = ВАВ’ == ВОВ”, так что 


1, =] ВВ} — | РЕ, |=2В с0$ т — 255. 





в [4 2505 $ — 1:2с0$ $ 
Поскольку 5 = ВИЗ, имеем нь, 
у Г УЗ 


Далее 








1, : 5% Р 
ни так как и — Е, должно Фыть 


Ж м + 
с0$ —` | 260$ $ — 5 $)= 5. (*) 


Легко видеть, что Ф = © — корснь этого уравнения. Тогда 


=В=С= н треугольник АВС  равносторонний 


щ 
З э 
(совпадает с треугольником А8”С}. Далее заметим. что 0= 


УЗ 








Л 4 
<<. Поэтому ©0$ > убывает | от} 40 => | ‚2 с05ф 
1 
убывает, со ф возрастает, так что 2 с0$ Ф —- 205 ф убывает, 


х 
и вся левая часть, когда $==10, 3 | убывает. Поэтому у 
д г 
уравнения (+) в промежутке |0. —5 | корней, отличиых 


от пуля, нет, и мы получаем окончательный ответ: если 
треугольник подобен треугольнику, составленному из его 
биссектрис. то этот треугольник равносторонний. 


И. Кацмова 
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М350. С белого углового поля 
шахматной доски размерами 
пЖт (пит больше \) начи- 
нает двигаться слон. Дойдя 
90 края доски. слон повора- 
чивает под прямым углом. 
Попов в угол, он останаваи- 
заегася. 

а) При каких п и т слон 
обойдет все белые поля доски? 

6) Сколько всего полей 
он обойдет на доске пт? 

Рассмотрите в качестве 
примеров Фоски размерами 


10% 15. ЮЖ25, 15х25. 
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а) Рассмотрим прямоугольник АвсА о А 11 Ато С вершинами 
в центрах угловых полей (рис. 13) | ооА1е[= 1, |А оо Ао = 
—т—1!. Возьмем решетку, порождаемую этим прямоуголь- 
ннком (рнс. 14). Обозначим узлы такой решетки через А\;, 
г,]==0,1,2.... (Узел А;/— это точка пересечения прямой, про- 
ходящей через А» параллельно (АоА 1), © прямой, про- 
ходящей через 4 „; параллельно (А „о 10); точки Ато (1=1,2,...) 
дежат ва прямой АооАта, точки Ао) (]=1,9....)— на прямой 
АА са» причем [Ае-поАЕА ой ро = [А оо Ала], 
Моб = о оо о ос А 1.) 

Проведем из точки Аор луч 4 под углом 45° к прямой 
А.А о, (биссектрису прямого угла решетки}. Тогда пути 
слона АооВ:ВВз... по доске будет соответствовать последо- 
вательность точек Асо, Ву, В», Ву,.... В которых луч @ пере- 
секается со сторонами решетки. Слои останавливается на 
{-м ходу (попав в угол} тогда и только тогда, когда точка В; 
попадает в узел решетки. 

Пусть Арч— мервый (не считая А оо) узел решетки, ле- 
жащий на луче 4 (он соответствует достигиутому слоном уг- 
ловому полю доски}. Поскольку Асо оч АраАро— квадрат, 

ри—П= чт — П=а; 0) 
и число а — наименыиее общее кратное чисел т—Ё и п—1 
(напомним, что узел Ар — первый). 

Межлу узлами Аср и Ару луч 4 пересекает стороны ре- 
иютки р--9 раз, и соответственно р--9 раз слон попадет на 
край доскн. На граниие доски 2т--2п—4 полей — поровну 
белых и черных. Слон побывает на всех белых полях доски 
в том и только том случае, ссли ои побывает на всех гранич- 
пых белых полях, т. е. еслн 

р а=т+т- 2. {2) 

и @ 2 : - 

У ледует, ЕР ВЫ ПоРЗ Е 

з (1) и (2) саокдует, что Ре 1 
=(т — )+(п— 1, откуда а=(тр—1) (п—1). Но наименьшее 
общее кратное двух чисел равно их шбюизведению тогда и 


только тогда. когда они взаимно просты; и мы получаем 
ответ на пункт а) задачи: слон обойдет все белые поля 
доски тогда и только тогда, когда числа т—1 и п— 


взаимно просты. 

6) Если бы каждое «внутреннее» белое поле доски, через 
которое слои проходит два раза, считалось дважды, то число 
белых полей. проходимых слоном, было бы равно а--1 (по- 
скольку длина стороны квадрата |Ас.Азу| т а. а — целое 
число, на днагонали А.,Ару лежат центры @--| квадратиков 
со стороной единица). Чтобы найти, сколько белых полей обой- 
дет слон на самом деле. нужно из а- 1 вычесть числа внутрец- 
них белых полей, проходимых слоном дважды. Посчитаем, 
сколько такнх полей. 

Обозначим через $ наибольший общий делитель чисел 
и —\ ип— | (счас мы уже предполагаем, что числа 
т—1ня— | не взаимно просты; тогда В >Ги (т— Хх 
п 


м и. 
Ж(п — 1) = @8). Положим М == "+ 1, м ни -- 


+1. Числа М-Ёи 


если взять доску размерами МЖМ. то слой, начав дви- 
гаться с белого углового поля, обойдет все ее белые поля. 
Прямоугольники АшАюАиА, н АооА:оА и, Ао 
(рис. 15) подобны, поэтому числа самопересечений путей 
слона на обеих досках (размерами и Хил! и № Ж/А1) одинаковы. 
Но так как слон попадает на все граничные белые поля 
доски МЖАЁ и проходит по всем ее диагоналям, то во 


№ —1 взаимно просты, поэтому, 


Куаптссте.ги 





ФЗ53. Фокусное расстояние 
вогнутого сферическоее зер- 
кала ровно Е. Каким оно 
станет, если зеркало на- 
греть на {# градусов? Во 
сколько раз увеличится при 
этсм световой поток Ф от 
Солнца, который можно 
сфокусировать — зеркалом? 

Коэффициент линейного 
расширения металла, из 
которого сделано зеркало, ра- 
вен ©. 


$353. Необходимо сконструи- 
ровать печь, на нагреватель- 
ном элементе которой долж- 
на выделяться мощность 


всех внутренних белых полях этой доски (не лежащих 


на краю, путь слона самопересекается. Число же белых 
полей, не лежащих на границе доскн №ЖМ. равно 


оУкАнин | | (Миф 


2 2 


(здесь [х|— целая часть числа х). Следовательно, на доске 


(М2) (У— 2-1 


пжЖт слон обойдет а 4+1— 








° =: 
т—} й п}! р ; 
т Пи-о И )\ й у 
ОИ Пи 2: “Ее тОНОИИЮ 
т! п — 1 а 
тЬ— Пи ь 5 | Ь Е, 
оо. кои то ис сс сои: бе- 


< 


лых полей. 
Случаи досок размерами 10Ж15 и 10Ж 25 приведены 
на рисунках 16, а, б (на доске 10Ж15 слои обходит все 


белые поля, на доске 10Ж25 — 66 полей). Нз доске 
15х25 слои обойдет 136 полей, 
Ро Е. Гик, А. Жорницкий 


Сферическое зеркало представляет собой поверхность, имею- 
щую форму сферического сегмента. При нагреванин сфери- 
ческий сегмент расширяется так же, как и целая сфера, т. е. 
любые лниейные размеры изменяются пропорционально мно- 
жителю {1+ай, а любые площади — пропорционально 
(1 -- 50:2. 

Следовательно, радиус сферы, частью которой является 
зеркало, при нагревании на Г градусов увеличится до 
Ю'=В (1-20. 

а площадь сечення зеркала, периеиднкуляризя солнечным 
лучам, стаист равной 
$'=$ + ад. 
Здесь А — бывший раднус сферы, 5$ — бывшая площадь 
сечеиня зеркала. Поскольку коэффициент линейного рас- 
лирения © очень мал, {1 5 52) -ы1 -1- 4, и 5'=5 (1 т 291. 
Такнм образом, фокусное расстояние зеркала будет равно 


Е’ = В'[2 = В (о) 2 = Е, 


а световой поток Ф’= Е5$' (Е — освещенность зеркала) по 
сравнению со световым потоком Ф = Е5 увеличится ь 

с в. 1--204 раз 

== пет =!--2504 раз. 

ИС 

х* 


Так как сопротивление нагрузки (нагревательного элемента) 
Е н сопротивление подводящих проводов г=1 ом включены 
последовательно, то 

и = А Ю- у. (1) 
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2,1 квт. Напряжение сети 
равно 220 в, сопротивление 
подводящих проводов | ом. 
Каким необходимо сделать 
сопротивление нагреватель- 
ного элемента печи? 


Фз55. На рУ-диа грамме 
{рис. ")  оэображен замк- 
нутый процесс, проведенный 
с одним молем газа. Участки 
1-2 и 3—4 графика — пря- 
мые, проходящие через начало 
координат, а участки 2-3 и 
4—1! — изотермы. — Нарисо- 
вать график этого процесса 
на ТИ-диаграммие. Найти 


объем Уз, если известны объе- 
мы у, 


и У, =. =. 








Куап. тссте.ги 


Здесь (И = 220 в — напряжение сети, / — ток в цепи. 
Тепловая мощность, выделяющаяся на нагрузке, равна 


Р = 12. (2) 
Исключая из уравнений (1) и (2} ток /, получим квадрат- 
ное уравнение лля А: 
Рю?-- Ю {2#Р — (*)-- Ри?-- 0. 
Из этого уравнения непосредственно находим 
®1== 21 ом. Ю.—= 0.05 ом. 


При обоих значениях А на нагрузке будет выделяться мощ. 

ность 2.1 кат, но при Ю=0,05 ом на подводящих проводах 
13: 

выделится мощность в 7 = 7005 = 20 раз больше, чем 


нанагрузкс! Ясно, что это недопустимо. Следовательно, нужно 
выбрать сопротивление иагревательного элемента А==21 ом. 


Я. Слободецкий 
% 


Для того чтобы посхроить график даиного процесса ма диа- 
грамме зависимости абсолютной температуры от объема, най- 
дем прежде всего зависимость между Ги И для процессов 
12 н 3—4. На рУ-диаграмме графики этих процессов — 
прямые, проходящие через начало координат, поэтому мож- 
но записать: 
для процесса /-»2 р==ыИ, где а = сопб; 
для процесса 3-»4 р=ВУ, где В == соп$ё (8<=). 
Сопоставляя эти уравнения процессов с уравнением состоя- 
ния идеального газа рУ = УЮТ (\ = | 5045), получим, что 
в пы 
сс = — 
в процессе /— В , 


а впроцессе 3—4 г уз. 


Таким образом, оба процесса на ТУ-диаграмме изображаются 
параболами (рис. 18), причем парабола для процесса 1-2 
идет более круто, так как ©> В. Состояния 2 и 4 харзктери- 
зуются одинаковыми объемами У.=У,=У (по условию), слс- 
довательно, на ТУ-диаграмме они лежат на одной вертикаль- 
ной прямой У == соп$!, пересекающей обе параболы. Изотер- 
мы 2-3 и 4-»/ на ГУ-днаграмме изображаются горизонталь- 
пыми отрезками, начинающимися в точках 2 н4и идущими 
до пересечения с соседней пзраболой в точках ЗиД. 

еперь найдем объем Из. Поскольку участки 2-3 н 4-+/— 


изотермы, 
Т:= т. и Т.= а 


Перепишем эти равенства, воспользовавшись уже известны- 


мн нам выражениями температур через соответствующие 
объемы: 

СР В 

т Ш 

%*Ю \Ю °3 
и 

а В 

ие ще Иа 

ухЮ РЕ %Ю У, 
Поделив первае равеиство ва второе, иайдем 

уз 
— и. ь 


ФЗ56. С какой скоростью 
Овижется тень Луны по зем- 
ной поверхности 80 время 
полного солнечного затмения? 
Затмение наблюдается на 
экваторе. Дая простоты счи- 
тать, что земная ось  пер- 
пендикилярна земной и лун- 
ной орбитам. 


Свет от_Солица Г] 
} 





$357. Кибик 
креплен к двум пружинам 
< жесткостями Е Ш 

и длинами в недеформирован- 
ном состоянии | и {5 соот- 
ветственно. Пружины з0- 
крепаены Оругими концами 
(рис. 20), так что кубик 


массы т при- 


Куап. тссте.ги 


Для оценки будем считать, что расстояние Лучы до Земли 
В,= 384 000 км, а период обращения вокруг Земли Т,= 
=28 сут 419 200 сек. Аналогично примем, что раднус 
Земли Е.=6 400 км и Земля деласт полный оборот вокруг 
своей оси за время Т.=1 сут 86 400 сек. Тогда скорость дви- 
жения Луны по круговой орбите 


2 
в = п == 996 ле/сек, 


Земля 


ы 


_ а линейная скорость точек земной поверхности 


2яю, 


о #65 м/сек, 
2 


причем, для той области поверхности Земли, где наблюдается 
тень от Луны, обе скорости направлены в одну сторону 
(рис. 193. 

Поскольку солнечные лучи можно считать параллель- 
ными и размеры Луны малы, тень Луны движется относи- 
тельно земной поверхностн в полдень со скоростью 


Е 8. 
ИИ, — 65 = 21 [“- =) =2530 мисс. 
мт 2 


у 


Ф 


Введем систему координат с началом в точке О {на левой стен- 
ке) н с положительным направлением оси ОХ вправо. Пусть 
коорднната кубика равна х (0<х<.1.); следовательно. он на- 
ходится на расстоянии х от левой стенки и на расстоянии 
1.—х от правой стенки (см. рис. 20). 

Обозначим через Р, проекцию силы, действующей на ку- 
бик со стороны левой пружины. По закону Гука 


РА, — х}. 





Рис. 20. 
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люжет двигаться по гори- 
зонтальной плоскости. Коэф. 
фициент трения между ку- 
биком и плоскостью н, 
расстояние между точкамн 
закрепления пружин Ё, раз- 
мер кубика мал и им можно 
пренебречь. Напити область, 
в которой кубик может ни- 
ходиться в равновесии. 


Куап тссте.ги 


При х>И проекция отрицательна. т.е. сила нанравлена 
влево (левая пружина растянута). при х<! — вправо. Ана- 
логично проекция силы, действующей на кубик со стороны 
правой пружины, равна 
Рут. (Е. —1. |. 
При (—^х)> 1, правая пружина растянута, сила направлена 
вправо (ЁР»>0). при ([.—х)<1!,— влево. Проекиию резуль- 
тирующей силы запишем .в виде 
РР. + ЕР (8-Е В.Г. — В) — + Вх. 

Если кубик не прижат ни к левой, ни К правой стенке, 
то прн равновесии сила Е может компенснроваться только 
снлой трения покоя Етр.и. Считая, что абсолютная величина 
силы трення покоя не может превысить значения РтР-итах=- 
=и\. где № — сила нормального давления (\ = тд), полу - 
чаем 

—и № = ЕР == НМ, 
нли 
— име = (8 А.Ш В) — (ВЕ Вх = ив. 

Обозначим 

хе (1, 226 — 1. ата №»), 

хат (НЕ К Ш— В. тб (В+ &>). 
Тогда последнюю систему перавсиств можно переписать так: 

Хх = х=х.. 

Очевидно, что кубик ие может проникиуть пи в правую, 
ни в левую стеикн. Следовательно. область равновесия оп- 
ределястся неравснствами 


Хи Х == Хтах, 
где 
| х,. если х,—>0. 
тт = | О. если х,=0, 
р», соли х.55Ё. 


Хтах 73 
ы. ЕД, сели х.2ё. 


Б. Биуховцев 








Два квадрата 


Верхний квадраг обладает 
удивительным свойством: сум- 
мы чисел пю вертикалям. горн- 
зонталям н днагоналям оди- 
наковы и рэвиы 15. 

А сможете ли вы раз- 
местить инфры от | до 9 так, 
чтобы эти суммы были раз- 
личны? ! | 
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Одинокая Женские имена 
восьмерка В этом примере ина ум- 
ножение разными буквами 


зашифрованы нскоторые раз- 
личные цифры, вместо крес- 


Множимое и произведение 
таков могут стояуъ любые 


примера состоят из девяти 


цифр от 1 до 9 вкаючительно.  Инфры. Расшифруйте пря- 
Восстановите запись примс-  М®Р` 
ра. Л. Мочалов 


Прантикум абитурмента 





( 


А. Мышкис, 
„7. Садовский 


Прикладная 
математика 


1. Что такое прикладная математика? 


Трудно указать предмет, который выз- 
вал бы в последние годы столь ожес- 
точенные споры среди людей, имею- 
щих отношение к математике. Пока 
идут эти споры, во всех промышленно 
развитых странах развернулась ши- 
рокая подготовка специалистов в об- 
ласти прикладной математики; в част- 
ности, и в наших институтах специ- 
альность «прикладная математнка» 
превращается в одну из наиболее по- 
лулярных. В то же время многие 
выдающиеся специалисты утвержда- 
ют, что никакой прикладной матема- 
тнки вообще нет 

Что же это за область, которой 
нет? И чем занимаются специалисты 
в этой области (или необластн)? 

Математика начала применяться 
еще до того, как стала наукой. Про- 
стые арифметические и геометрические 
понятия и закономерности проникали 
во все области человеческой деятель- 
ности. Во времена же расцвета ан- 
тичного мира произошло оформление 
математики как науки с ее характер- 
ным дедуктивным методом, согласно 
которому все ее утверждения выво- 
дятся по строгим логическим прави- 
лам из немногочисленных исходных 
положений, принимаемых без дока- 
зательства, как аксиомы. С этого пе- 
риода началось построение грандиоз- 
ного здания математики. 


Попутно с развитием математики 
расширялся и круг ее приложений. 
Многне важные математические поня- 
тия и методы были созданы специаль- 
но для решения прикладных задач и 
лишь затем анализировались, разви- 
вались и обобщались в «чисто матема- 
тическом» плане. Отдельные дисцип- 
лины — небесная механика, теорети- 
ческая электротехника, теория проч- 
ности, теоретическая физика и неко- 
торые другие — оказались буквально 
«нашпигованными» математикой. 

Однако до последних десятилетий 
сравнительно сложные разделы мате- 
матики применялись все же лишь в не- 
большом числе традиционных облас- 
тей наукн и техники; да и там слож- 
ные задачи часто не удавалось до- 
вести до практически приемлемого ре- 
шения. 

В наше время электронные цифро- 
вые вычислительные машины в корне 
изменили представление о возмож- 
ностях применения математики. С по- 
мощью ЭВМ были решены многие ра- 
нее поставленные математическне за- 
дачи прикладного характера, а так- 
же и новые задачи и проблемы, от- 
носящиеся как к традиционным об- 
ластям приложений, так н к новым 
областям, где ранее математика не на- 
ходила применения. Оказалось, что 
не только конкретные математические 
результаты, но и сам строй математн- 
ческого мышления приносят неоце- 
нимую пользу в самых разных облас- 
тях науки, техники, экономики, всей 
человеческой деятельности. Насту- 
нает качественно новый период раз- 
вития математики — период «всеоб- 
щей математизации». 

И вот стало отчетливо видно, что 
математика в процессе ее приложений 
приобретает ряд характерных особен- 
ностей, черт, родственных для раз- 
личных областей приложения и в то 
же время порой существенно отличаю- 
щихся от привычных черт «чистой» 
математики. Традиционное выдвиже- 
ние на первый план логического со- 
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вершенства, глубины и общностн фор- 
мулировок далеко не всегда отвечает 
жестким требованиям современных 
приложений — своевременности, эф- 
фективности, экономности. — Вслед- 
ствие этого получилось, что специа- 
листы в области «чистой» математики 
часто оказывались не в состоянии ма- 
тематику эффективно применять. Воз- 
никла настоятельная потребность в 
снециалистах нового типа. 

Прикладная математика призвана 
создавать, изучать, развивать и со- 
вершенствовать методы применения 
математики к задачам, возникающим 
за ее пределами. Таким образом, при 
достаточно широком взгляде на ма- 
тематику прикладная математика яв- 
ляется неотъемлемой частью «мате- 
матики вообще». При этом ие следует 
представлять себе упрощенно, что 
будто бы математику можно отчетли- 
во разделить на «чистую» и «приклад- 
ную» или что прикладная математи- 
ка — это математическая дисциилина 
типа алгебры или геометрии. Приме- 
няться могут самые разнообразные 
разделы математики, и огромное чис- 
ло математических понятий и методов 
являются как «чистыми», так и «при- 
кладными» (или «преимущественно 
чистыми», «пренмущественно  при- 
кладными» и т. п.), т.е. могут вхо- 
дить как в чисто математические, так 
и в прикладные исследования. [Го0э- 
тому более правильно говорить о чис- 
той и прикладной математике не как 
о разделах математики, а как о ее 
аспектах, подходах к ней, отвечаю- 
щих соответственно тезисам «матема- 
тика как цель» и «математика как 
средство». И оказывается, что многие 
понятия, методы, утверждения в этих 
двух подходах не только играют су- 
щественно различную роль, но порой 
наполняются и различным содержа- 
нием (см. п. 2)! 

Пока дисциплин, основанных на 
систематическом применении матема- 
тики, было немного, а сами методы 
этого применения были не слишком 
сложны, потребности в большом чис- 
ле специалистов — прикладных ма- 
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тематиках — не было. С легкими ма- 
тематическими задачами справлялись 
сами представители этих дисциплин, 
а более трудные и принципиально но- 
вые задачи изучали такие великие 
ученые как Б. Риман, А. Пуанкаре, 
А. М. Ляпунов и другие (которые бы- 
ли одновременно как чистыми, так 
и прикладными математиками !). Од- 
нако в период всеобщей математиза- 
ции, когда прикладные математиче- 
ские задачи становятся все более 
сложными и разнообразными, такого 
сочетания усилий недостаточно: велн- 
ких ученых не хватает на все задачи! 
Вто же время существенный вклад 
в решениетаких задач из самых разно- 
образных областей человеческой дея- 
тельности сейчас могут внести лишь 
специалисты с широким математиче- 
ским образованием, владеющие мето- 
дамн применения математики и облада- 
ющие соответствующими интересами 
и навыками. Это и есть прикладные ма- 
тематики. В зависимости от темпера- 
мента и обстоятельств они могут спе- 
цнализироваться либо в какой-то оп- 
ределенной области приложения ма- 
тематики, либо же, будучн в первую 
очередь математиками, переходить от 
одной области к другой; могут рабо- 
тать в составе групп илн же самостоя- 
тельно. 

И, наконец, отметим, что, не- 
смотря на многовековую историю при- 
менения математики и огромный опыт 
такого применения к конкретным за- 
дачам, изучение принципов и общих 
методов этого применения. только на- 
чинается. Возможно, некоторые из 
наших читателей примут участие в 
изучении, систематизации и совер- 
шенствовании этих принципов и ме- 
тодов, то есть в оформлении своеобраз- 
ной дисциплины — общей прикладной 
математики. 


2. Каковы особенности прикладной 
математики? 


Говоря теперь о чистой и прикладной 
математике, мы будем, с одной сто- 
роны, иметь в виду «академическую» 
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математику, 


изучаемую на матема- 
тических факультетах университетов 
и целиком основанную на дедуктнв- 
ном методе; а с другой стороны — 


математику в том обличье, которое 
она приобретает в процессе прило- 
жений. 

Естественно, что содержание мно- 
гнх понятий, утверждений, методов 
в чистой и прикладной математике 
одинаково нли почти одинаково. (При- 
мер — теорема Пифагора.) Однако 
сейчас мы сосредоточим внимание на 
случаях, когда это не так. 

а) Существование решения 

Вопрос «имеет ли данная задача 
решение?» не так прост, как может 
показаться на первый взгляд; и за- 
частую «чистый» и «прикладной» ма- 
тематики дают на него прямо противо- 
положные ответы. Не вдаваясь в фи- 
лософские и логические дебри, пояс- 
ним сказанное следующим примером. 

Американские студенты изобрели 
нгру в «гекс». Играют двое на че- 
тырехсторонней доске из правильных 
шестиугольничков (в качестве доски, 
например, можно использовать ка- 
фельный пол) фишками двух цветов: 
«черными» и «полосатыми». Обычно 
размеры доски — это 11х11 шести- 


угольничков — см. рисунок. Две 
противоположные стороны — доски 
объявляются «черными», две дру- 


гне — «полосатыми». Игроки но оче- 


реди выкладывают свои фишки-шес- 
тиугольнички: один — «черные», дру- 
гой — «полосатые», причем фишку 
можно класть на любое свободное по- 
ле. За каждым из игроков закрепле- 
на пара сторон доски — одинаковых 
по цвету с его фишками. Цель каж- 
дого игрока — соединить связным пу- 
тем свои стороны своими фишками. 

Естественно поставить вопрос: 
а существует ли вынгрышная стра- 
тегня для первого или второго нгро- 
ков («стратегия» состоит в указании 
хода в ‚любом уже создавшемся по- 
ложении)? На этот вопрос дал ответ 
известный американский математик 
Дж. Нэш: он доказал, что существует 
выигрышная стратегия для первого 
(начинающего) нгрока и не сущест- 
вует для второго. Приведем схему его 
остроумного доказательства. 

Прежде всего, можно доказать (мы 
предоставляем это читателю), что 
данная игра обязательно заканчива- 
ется вынгрышем одного из игроков, 
т. е. что ничьих здесь не бывает. Счи- 
тая это известным, докажем существо- 
вание выигрышной стратегии для пер- 
вого игрока методом «от противного», 
т. е. допустим, что такой стратегии 
нет. Это означает, что, как бы ни ста- 
рался первый игрок, второй может 
уйти от поражения, т.е. в силу не- 
возможности ничьих выиграть. Но 
тогда второй игрок нмеёт выигрыш- 


ную стратегию (продумайте, почему 
это так?). 

Пусть первый игрок играет таким 
образом. Он ставит на любое поле 
первую фишку, и затем, не обращая 
на нее внимания, отвечает на ходы 
противника, пользуясь выигрышной 
стратегией второго игрока (как бы 
считая себя вторым игроком). Так он 
продолжает до тех пор, пока ему в сн- 
лу этой стратегии не понадобится мес- 
то, уже занятое первой фишкой. 
В этот момент он ставит фишку на 
любое свободное поле, а дальше опять 
играет, ме обращая на нее внимания, 
пользуясь выигрышной стратегий вто- 
рого игрока, ит. д. В результате пос- 
ле каждого своего хода первый иг- 
рок получает позицию, предусмотрен- 
ную выигрышной стратегией для вто- 
рого нгрока, да еще впридачу одно 
накрытое поле. Значит, его против- 
ник очередным ходом не может за- 
кончить партию, как бы он ни ходил. 
А так как ничья невозможна, то пер- 
вый игрок обязательно доведет пар- 
тию до своей победы, вопреки пред- 
положению. Полученное противоре- 
чие доказывает существование вынг- 
рышной стратегии для первого нгро- 
ка; а отсюда ясно, что у второго иг- 
рока такой стратегии не может быть. 

Казалось бы, задача о выигрышной 
стратегин полностью решена. Но тут 
приходит игрок и спрашивает у мате- 
матика: «Как же я должен играть, 
чтобы наверняка выиграть». Анализ 
проведенного доказательства позво- 
ляет дать только такой ответ: «Пере- 
берн все возможные стратегии (их ко- 
нечное число); в силу доказанного, 
среди них есть по крайней мере одна 
вынгрышная, — ею и — пользуйся!» 
«Но как их перебрать? Их ведь так 
МНОГО...» «А это к математике не 
относится», — возможно, ответит ма- 
тематнк, — «пусть инженеры изгото- 
вят устройство для такого перебора. 
Я свое дело сделал». 

Это — ответ чистого математика. 
Прикладной же математик не может 
не учитывать реальных обстоятельств 
при построении решения (в данном 
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примере — выигрышной — стратегии). 
Нетрудно проверить, что общее число 
$ всевозможных стратегий для пер- 
вого нгрока, во всяком случае, удов- 
летворяет оценке: 
$>121.119'2". 117". 11517%..,..101" 
(наномним, что на доске у нас 121 
шестиугольное поле). 


Правая часть этого неравенства 
заведомо превосходит 1001. 100". 
.1001*.....100%* 10". Можно 


быть уверенным, что никогда никакое 
устройство не сможет осуществить ие- 
ребор такого количества варнантов! 

Итак, перед нами утверждение о 
существовании решения задачи, впол- 
не правомерное с точки зрения «орто- 
доксальной» чистой математики. но 
с точки зрения прикладной математн - 
ки — неприемлемое. Грубо говоря, 
расхождение этих двух подходов по- 
лучилось из-за того, что «ортодоксаль- 
но»-конечное общее число стратегий 
оказалось практически... бесконеч- 
ным. Поэтому, хотя абстрактное ре- 
шение данной задачи и существует 
(доказано, что у первого нгрока есть 
выигрышная стратегия), прикладной 
математик ответит, что у задачи игры 
в «гекс» решения нет (нельзя в общем 
случае указать практически реализуе- 
мый алгоритм нахождения этой выиг- 
рышной стратегин). 


6) Способ рассуждений 

В чистой математике нет понятий 
«не вполне точное определение», «не 
вполне строгое доказательство» ит. н.: 
в ней все «не вполне точно опреде - 
леннос» — не определено, «не вполне 
строго доказанное» — не доказано. 
При решении любой задачи в чистой 
математике переходить от одних ут- 
верждений к другим можно, исходя 
из условий этой задачи, только на ос- 
нове правил строгой логики. 

Не то в прикладной математике! 
Конечно, и 8 ней дедуктивные рас- 
суждения нграют весьма важную роль. 
Но здесь не менее важны и рассужде- 
ния иного рода, которые называют 
«эвристическими», — «правдоподобны- 
ми», «рациональными» и т. п. Это — 


рассуждения, неприемлемые с точки 
зрення чистой математики, но при 
разумном их примененни приводящие 
к правильным практическим резуль- 
татам. Такие рассуждения типичны 
для всех дисциплин (физика, химия, 
биология, медицина и т. д.), кроме 
чистой математики; так что в этом 
отношении прикладная математика 
находится как бы на стыке матема- 
тики с этими дисциплинами. 

Эвристические рассуждения могут 
включать аналогни, численные и фи- 
зические эксперименты, общие выво- 
ды на основе анализа типнчных случа- 
ев (это — так называемая «неполная 
индукция») и другие подобные спосо- 
бы рассуждений. Все эти снособы 
в чистой математике доказательной 
снаы не имеют, однако в прикладных 
задачах они вполне правомерны н по- 
стоянно применяются. 

В прикладных — математических 
рассуждениях за математическими по- 
нятиями обычно стоят реальные 
объекты. Поэтому при решении при- 
кладной математической задачи часто 
оказываются полезными сведения, не 
содержащиеся явно в формулировке 
задачи, но вытекающие из ее «физи- 
ческого смысла». 

Однако в ряде случаев наиболее 
целесообразными, а порой и единст- 
венно возможными оказываются де- 
дуктивные методы. Поэтому приклад- 
ной математик должен владеть все- 
ми способами рассуждений. 

Почему же все-таки в прикладной 
математике далеко не всегда удается 
проводить все построения так же стро- 
го, как в чистой математике? Дело 
в том, что часто эвристическим путем 
можно получить решения задач имен- 
но в тех случаях, когда чисто дедук- 
тивные методы не приводят к цели или 
требуют колоссальных, неоправдан- 
ных усилий. Кроме того, переход от 
реального объекта к его математнче- 
ской модели (об этом см. ниже) всегда 
является эвристическим и осущест- 
вляется лишь с некоторой точностью. 
Решение математической задачи — это 
только часть полного исследования. 
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3. Математические модели 
Прикладной математик все время име- 
ет дело с математическими моделями. 
Моделями могут быть геометрические 
фигуры. числовые множества, различ- 
ные уравнения и системы уравнений 
и т. п., описывающие какие-либо 
свойства изучаемого реального объек- 
та или явления. 

Рассмотрим простой пример. Пусть 
нас интересует объем жидкости, ко- 
торую может вместить стоящий перед 
нами стакан. Этот объем можно най- 
ти, например, наполнив стакан и за- 
тем вылив воду в специальный сосуд 
с делениями. Но вот мы говорим, 
что стакан — это круглый цилиндр 
с днаметром основания @ и высотой 
Н. Тем самым мы переходим к мате- 
матической модели, которая дает 
возможность получить ответ: 


У 4@Н — без эксперимента, 


но и без учета несовершенства 
реальной формы стакана, или по- 
верхностного натяжения, ит. п. 
Конечно, как мы уже говорили, 
математическая модель описывает ре- 
альный объект лишь приближенно. 
Однако бывают случаи, когда при- 
нятая математическая модель описы- 
вает реальный объект совершенно не- 
правильно, как говорят, модель ока- 
зывается неадекватной реальному 
объекту. Составление  математичес- 


кой модели — дело очень ответст- 
венное. Реальный объект может 
нметь много различных, неравно- 


сильных моделей; и поиски адекват- 
ной и в то же время достаточно про- 
стой модели зачастую приобретают 
драматический характер. Кроме того, 
изучая модель, мы можем столкнуть- 
ся с совершенно непредвиденными ма- 
тематическими трудностями. 
Поэтому прикладному математику 
недостаточно только хорошего мате- 
матического образования. Он должен 
обладать и математической эрудици- 
ей, и интуицией, чтобы при решении 
конкретной прикладной задачи при- 
менять нменно те методы, которые да- 
дут наибольший эффект. Он должен 


5 


уметь развивать эти методы и созда- 
вать новые. ИМ, конечно, — ловестн 
решение до результата, используя для 
этого все необходимые средства, в том 
числе и ЭВМ. 


4. Как стать математиком- 
прикладником? 
Подготовка математиков-прикладни- 


ков в нашей стране осуществляется 
в университетах и в ряде крупных 
высших технических учебных заве- 
дений. При этом наблюдается опре- 
деленное сближение университетского 
и технического образования, в основ- 
ном за счет существенного повышения 
общетеоретического потенциала вы- 
пускников втузов, специализирую- 
щихся по прикладной математике 
{специальность 0647). 

В то же время во втузах сохраня- 
ется и некоторая особенность — ори- 
ентация на приложения математиче- 
ских методов в практических задачах, 
возникающих в соответствующих об- 
ластях экономики, техники, транспор- 
та, управления и т. д. Поэтому наря- 
ду с математическими курсамн обще- 
теоретического и прикладного харак- 
тера (1700—2050 часов) в учебном 
плане (всего 4700 часов) специаль- 
ности 0647 предусмотрены дисципли- 
ны, связанные с ЭВМ (300—600 ча- 
сов). АСУ. теория управления, физи- 
ка, механика, электротехника и ра- 
дноэлектроника. На последних се- 
местрах читаются курсы, связанные 
со специализацией: методы приклад- 
ной математики, численные методы, 
алгорнтмизация процессов управле- 
ния, теория систем, системное моде- 
лирование и некоторые другие. При- 
кладная математика нмеет три основ- 
ные специализации: , 

1) применение средств вычисли- 
тельной техники к решению задач на- 


родного хозяйства — техникн, эко- 
номики, управления, планирования: 
2) математическое обеспечение 
АСУ; 
3) математическое обеспечение 
ЭВМ. 
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Первая из этих специализаций на- 
чинает играть главенствующую роль. 
н вот почему. Прогресс вычислитель- 
ной техники и создание все более 
совершенных, сложных, все более 
быстродействующих (до 2.10% опе- 
раций в секунду} ЭВМ сопровождает- 
ся явной унификацией: меньшим ста- 
новится разнообразие типов машин. 
Унификация моделей наблюдается да- 
же в мировом масштабе: в результа- 
те соглашения между отдельными 
фирмами различные типы вычисли- 
тельных машин оказываются совмес- 
тимыми в эксплуатации. 

ЭВМ второго поколения (на по- 
лупроводниках), подобные БЭСМ-6, 
пришедшие в 60-х годах на смену 
ламповым машинам первого поколе- 
ния (50-е годы), обладают быстродей- 
ствием до 10% операций в секунду, 
т.е. в 103 раз большим быстродейст- 
вия машин первого поколения, и при- 
мерно в 10° раз больше быстродейст- 
вия человека. Эти ЭВМ весьма на- 
дежны в работе, однако их эксплуа- 
тация требует создания весьма тру- 
доемкого, дорогостоящего и медленно 
создаваемого внутреннего математиче- 
ского обеспечения, т.е. совокупно- 
сти специальных программ, позволяю- 
щих переводить соответствующие ал- 
горитмы решения задач на внутрен- 
ний язык машины, понятный ей. Прн- 
нято считать, что опытный програм- 
мист отрабатывает 3—4 команды в 
день. Прн такой технологии требует- 
ся сотни человеко-лет предваритель- 
ной работы, чтобы загрузить, напри- 
мер, одну машину БЭСМ-6 ва один 
час. Выход был найден на пути пере- 
дачи существенной части труда чело- 
века по созданию программ самим ма- 
шинам. Однако и это не решило мно- 
гих проблем; во всяком случае — для 
машин третьего поколения (на интег- 
ральных схемах), машин 70-х годов 
с быстродействием до 2.107’ операций 
в секунду. Эти проблемы обретают 
новый характер. Машины становятся 
все более «прожорливыми»: они тре- 
буют задач в огромном объеме, за- 
дач, облеченных в математическую 


форму, специально подготовленных 
для «машинного чрева». Поэтому, ес- 
лин созданию машин второго поколе- 
ния сопутствовало выдвижение на 
первый план специалиста в области 
построения ин — совершенствования 
внутреннего математического обеспе- 
чения, то «жизненный тонус» машин 
третьего поколения требует наличия 
широкого круга лиц, способных под- 
готовить задачу: вникнуть в ее смыс- 
ловое содержание (в ее физический 
смысл), построить математическую мо- 
дель, выбрать методы ее изучения, 
подготовить алгоритм решения, ис- 
пользовать машину для его осущест- 
влення . 

Естественно, что это — гру- 
бая схема, но зачастую даже она не 
может быть реализована. 

Дело в том, что многие задачи, 
особенно экономического, социологи- 
ческого, общественного типа, на- 
столько сложны, что не поддаются 
формализации средствами современ- 
ной математнки. Иными словами, не 
удается построить математическую мо- 
дель рассматриваемого явлення. В т2- 
кой ситуации возникает особенно ост- 
рая потребность в сочетании формали- 
зованного и неформализбованного под- 
ходов, сочетания математических н 
эвристических методов, вычислений и 
интунцин. Этот путь приводит к по- 
нятию имитационной модели. Ими- 
тационная модель изображает, имн- 
тирует изучаемый процесс; она слу- 
жит для всестороннего его анализа, 
позволяет варьнровать различными 
параметрами процесса и изучать по- 
следствия этих изменений. Отдель- 
ные элементы имитационной моде- 
ли могут допускать формализацию, 
для других ее может не быть. 
Во всех случаях, однако, предпола- 
гается соединение возможностей ма- 
шины (быстрого просчета большого 


числа вариантов) и интуиции, опыта - 


человека. Имитационное моделирова- 
ние — важнейшее направление в сов- 
ременной прикладной математике. Об 
этом много интересного можно почерп- 
нуть в [ увлекательной книге 
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Н. Н. Моисеева «Математик задает 
вопросы» (М., «Знание», 1974). 

В конце 70-х годов найдут при- 
менение разрабатываемые в настоя - 
щее время машины четвертого поко- 
ления. По-видимому, они окажутся 
«высоко интеллигентными», — позво- 
лят упростить диалог между челове- 
ком и машиной (неизбежный при 
нсследованин имитационной модели), 
возьмут на себя многие функцин, 
выполняемые ныне программистами 
и специалистами по внутреннему ма- 
тематическому обеспечению, и по- 
требуют обильного матернала для 
«размышлений». В этом одна из при- 
чин того, что подавляющая часть 
математиков-прикладников орненти- 
руется теперь на специализацию по 
применению ЭВМ в задачах народ- 
ного хозяйства. Другая, столь же 
важная, причина — в математизации 
наук, во все более разнообразном и 
глубоком использовании математи- 
ческих методов как в традиционных, 
так и в совершенно новых областях 
знаний. 

Спецнальностью  математика-при- 
кладника можно овладеть, обучаясь 
во многих втузах страны. Среди них — 
известные втузы: МИИТ, МИНХиГТ, 
МАИ, МИЭМ, МИФИ, МФТИ, Алтай- 
ский, Тульский, Донецкий, Львовский 
политехнические институты, Днепро- 
петровский институт инженеров же- 
лезнодорожного транспорта, Казан- 
ский авиационный, Харьковский раз- 
днотехнический институты и некото- 
рые другие. 

° Кроме того, специальность «при- 
кладная математика» есть и в сред- 
них специальных учебных заведе- 
ниях: в Московском математическом 
техникуме (в этот техникум прини- 
маются только москвичи), в Ленин- 
градском механическом техникуме 
(у этого техникума тоже нет обще- 
жития), в Минском политехникуме, 
в Киевском  механико-металлурги- 
ческом техникуме, в Днепропетров- 
ском техникуме автоматики и телеме- 
ханики, в Днепропетровском про- 
мышленно-экономическом — технику- 
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ме, в Ростовском — электротехниче- 
ском техникуме, в Кировоканском 
политехникуме, в Ковровском энер- 
гомеханическом техникуме, на сред- 
нетехническом факультете Тульско- 
го политехнического института. 

Каждый выпускник восьмилетней 
школы, желающий получить углуб- 
ленную математическую подготовку 
н одновременно интересующую его 
спецнальность, может смело пода- 
вать заявление в один из этих тех- 
никумов. [Особый интерес представ- 
ляет собой вновь открываемая спе- 
циальность: «Обработка информации 
в АСУ». По этой специальности на 
обший курс математики отводится 
(для поступающих после 8-го класса) 
свыше 500 учебных часов; сюда вклю- 
чены элементы математической логи- 
кн, теории вероятностей и математи- 
ческой статистики. В общеспецналь- 
ном цикле изучается вычислительная 
математика в объеме 100 учебных 
часов, основы программирования и 
алгоритмические языки в — объеме 
128 учебных часов. Набор по спе- 
цнальности «Обработка информации 
в АСУ» будет проводиться в Ленин- 
градском — промышленно-экономиче- 
ском техникуме. ] 


5. А что делать в школе? 


Конечно, — осваивать математику, 
нбо прикладная математика — 
это прежде всего математика. Нуж- 
но овладеть дедуктивным методом 
рассуждений, научиться давать точ- 
ные определения, треннроваться в ре- 
шениин задач различного типа, в част- 
ности задач, развивающих логиче- 
ское и алгоритмическое мышление. 

Не пренебрегать «текстовыми» за- 
дачами, решение которых требует 
предварительного составления урав- 
нений. К сожалению, текстовые за- 
дачн школьного курса математикн, 
как правило, мало имеют общего с 
теми задачамн, с которыми сталки- 
вается прикладной математик. Одна- 
ко важна привычка не робеть перед 
нематематическими текстами! 

Полюбить вычисления, 
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с самых грубых прикидок порядка 
величин и самых грубых подсчетов 
н кончая самыми точными вычисле- 
ниями с помощью всех известных вам 
методов и доступных вычислитель- 
ных средств. 

Осваивать физнку и отдельные 
разделы других дисциплин (в том 
числе не включенные в школьную 
программу), в которых применяется 
математика. Научиться мыслить на 
«физическом» языке, проводить не- 
формальные рассуждения, научиться 
пользоваться эвристическими опре- 
делениями, проводить эвристические 
доказательства, типичные для при- 
кладных дисциплин. 

А для начала мы предлагаем вам 
решить несколько задач и список 
полезных книг и статей. 


Упражнения 

1. Докажите, что при игре в «гекс» ничьих 
не бывает. 

2. Докажите оценку общего числа 5$ 
стратегий для первого игрока при игре в 
«гекс»: 

121. 119120. 117И8.....101102 < $ < 
<121-11912°. 11708.33. 

3. Сравните 5$ с возможиым числом 
элементарных частиц во Вселсиной. 

4. В стеигазете клуба «Рога и копыта» 
«Литературной газеты» появилось сообще- 
ние о том. что начальник пожарной охраны 
Камского элеватора Матвей Толстобрюхов 
подсчитал, что емкость этого хранилища со- 
сгавляег 839522634175293648209 зерен пше- 
ницы. Укажнте две грубейшие ошибки в 
этом подсчете. 

5. Выведите простую — приближенную 
формулу для увеличения продолжительности 
дня (по сравнению © 22 декабря) №-то ян- 
варя. в зависимости от М. 

6 Оси двух круговых цилиидров радиу- 
сов А, и Ю пересекаются нод прямым углом. 
Получите прибанжениые формулы для объе- 
ма У полученного тела при Въ=сой\{ и 
®-+0 либо В -+ со. 
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Г. Дорофеев, Н. Розов 


Чертеж 


в геометрической 
задаче 


На роль чертежа в решении геомет- 
рнческой задачи поступающие смот- 
рят по-разному. Одни думают, что 
чертеж вообще не нужен, и выпол- 
няют его подчеркнуто небрежно. Дру- 
гие, наоборот, счнтают сам чертеж 
достаточным аргументом в рассужде- 
ниях и даже не находят нужным как- 
либо обосновывать то, что «видно из 
чертежа». Обе эти крайние точки 
зрения неправильны. 

Разумеется, никакой чертеж, да- 
же самый аккуратный, не может 
заменить логического доказательства, 
а является лишь иллюстрацией к рас- 
суждениям. (Любой геометрический 
факт, который мы «увидели» на чер- 
теже, необходимо строго — обосно- 
вать — только тогла можно утверж- 
дать, что этот факт действительно 
имеет место, а не получен из верного 
(нли, что гораздо опаснее, неверного) 
рисунка. 

В то же время наглядный  чер- 
теж — хороший помощник при реше- 


нин задачи: он может подсказать 
идею необходимых рассуждений и 
вычислений, натолкнуть на мысль 


использовать некоторую тесрему или 
придумать удачное дополнительное 
построение. Недаром — математики 
вообще часто прибегают к геометри- 
ческим иллюстрациям, чтобы сделать 
иден доказательства более понятными. 


Однако помочь решить задачу мо- 
жет только чертеж, правильно отра- 
жающий существенные геометриче- 
ские особенности конфигурации, о 
которой идет речь в условии. Имен- 
но поэтому к чертежу следует от- 
носиться очень внимательно. 

Часто поступающие  ограничн- 
ваются первым более или менее удач- 
но выполненным рисунком, не инте- 
ресуясь, насколько точно сделанный 
чертеж отвечает условию — задачи. 
Между тем во многих задачах про- 
вести полное решение по одному 
чертежу в принципе невозможно, по- 
скольку условие задачи допускает 
существование геометрически раз- 
личных конфигураций. Кроме того, 
такая привязанность к одному «слу- 
чайному» чертежу приводит и к иной 
неприятности: в ходе решения зада- 
чи может обнаружиться противоречие 
между получающимися результатами 
н исходным чертежом, которое обыч- 
но ставит поступающих в тупик. Од- 
нако при правильном поиимании ро- 
зи чертежа в этом нет ничего страш- 
ного — следует просто отказаться от 
первоначального изображения и сде- 
лать новый чертеж, соответствующий 
появившейся геометрической ннфор- 
мации (конечно, при условии, что 
проведенные рассуждения и вычис- 
ления правильны). 

Прн построении чертежа бывает 
полезно делать не примерный эскиз, 
дающий лишь общее представление о 
геометрической конфигурации, а стре- 
миться последовательно конструнро- 
вать чертеж, опираясь на данные за- 
дачи и общие геометрические факты. 
При таком подходе легче «увидеть» 
те иден, которые можно применить в 
решенин. 

Задача 1 (МГУ, ф-т почво- 
ведения, 1974). В треугольнике АВС 
угол В равен 90°, АВ = 4. На сто- 
роне ВС взята точка ) так, что 
ВР = 1. Окружность радиуса у’5}2 
проходит через точки В и Д и каса- 
ется в точке В окружности, описан- 
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Рис. 1. 


кой около треугольника АВС. Нойти 
площадь треугольника АВС. 
Прежде всего постронм треуголь- 
ник АВС с прямым углом В (рис. 1). 
Для построения окружности, опи- 
санной около этого треугольника, 
выясним сначала, где находится ее 
центр О и чему равен ее раднус. Как 
известно, центр окружности, опн- 
санной около прямоугольного тре- 
угольника, лежит в середине гипо- 
тенузы, а ее раднус равен половине 
гипотенузы. Это дает возможность 
построить описанную окружность. 
Займемся теперь построением дру- 
гой окружности. Отметив на стороне 
ВС точку р, мы можем утверждать, 
что центр этой окружности лежит на 
перпендикуляре, проведенном через 
середину К отрезка ВО. Из условия 
касания окружностей заключаем, что 
центр рассматриваемой окружности 
лежит на раднусе описанной окруж- 
ности, проведенном в точку касания, 
т. е. в точку В. Иначе говоря, центр 
$ окружности, о которой идет речь 
в условни, есть точка пересечения 
прямой ЗК и медианы ВО. 


Построение чертежа вакончено. 
В ходе этого построения мы устано- 
вили два факта, на которых н осно- 
вывается решение задачи: во-первых, 
центр $ лежит на стороне ВО равно- 
бедренного треугольника ВОС; во- 
вторых, перпендикуляр, опущенный 
нз центра $ на катет ВС, проходит 
через середину отрезка ВО. 


Теперь проведем необходимые вы- 
числения. Из прямоугольного тре- 
угольника ВЗК по теореме Пифаго- 
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= ы 
Рис. 2. й в ы 


ра находим 5К = \, а 
сё (= $ВК) =\.. Но 
= - ОВС, и поэтому ВС = 
== АВ с (=> АСВ) =2. — Следова- 
тельно, площадь треугольника АВС 
равна 4. 

Итак, задача полностью решена, и 
идею решения мы получили благода- 
ря носледовательному конструнрова- 
нию чертежа. Однако, как это ни 
удивительно на первый взгляд, чер- 
теж. изображенный на рисунке 1, 
полностью условию задачи не соот- 
ветствует. В самом деле, проведенные 
вычисления показывают, что ВС = 2, 
а АС=эр/б. Следовательно, 
ВОо=уУ5=2-$8, т.е. ВО — диа- 
метр окружности с центром 5, 
которая, таким образом, проходит 
через точку О. Другими словами, 
полностью соответствует данным за- 
дачи рисунок 2. 

В чем же причина неполного соот- 
ветствия рисунка |1 данным задачи? 
Дело в том, что проведенное конструи- 
рованне чертежа касалось только 
его геометрической стороны, но не 
учитывало всех конкретных числовых 
данных. Более того, мы и не могли 
их учесть, поскольку все числовые 
размеры конфигурации, а следова- 
тельно, и ее геометрически точный 
вид, удается установить только после 
соответствующих вычислений. 

Тем не менее изложенное выше ре- 
шение является исчерпывающим, хо- 
тя, как мы теперь убедились, основы- 
валось на неточном чертеже. Это 
объясняется просто: в наших рассуж- 
дениях нигде не нспользовалось 


тогда 
ОВ” = 


взаимное расположение точки О 
н окружности с центром 5, выясне- 
ние их взанмного расположення при 
данном способе решения задачи не 
обязательно. 

Подобная ситуация является в 
геометрической задаче типичной. 
Практически никогда, приступая к 
решению, мы не в состоянин пост- 
роить чертеж, абсолютно точно отоб- 
ражающий всю специфику конфнгу- 
рации, — многне ее особенности 
вскрываются только в ходе рассуж- 
дений. Поэтому важно прежде всего 
выявлять геометрические свойства, 
существенные в данной задаче. Это 
требует особого внимания и осторож- 
ности, поскольку с первого взгляда 
далеко не всегда очевидно, какне 
именно особенности конфигурации 
окажутся существенными и в какой 
мере допустимо несоответствие между 
данной конфигурацией и чертежом. 

Разумеется, если в процессе ре- 
шения выясняется, что чертеж явно 
не соответствует данным задачи, его 
следует заменить на правнльный. На- 
пример, в следующей задаче даже раз- 
витое геометрическое воображение не 
может помочь сразу выполнить чер- 
теж, точно отражающий ‘существен- 
ные особенностн конфигурацнин. 

Задача 2 (МГУ, мехмат, 
1972). В треугольной пирамиде 
$АВС боковое ребро $С равно ребру 
АВ и наклонено к плоскости основа- 
ния АВС под углом 60°. Известно, 
что вершины А, В, С и середины боко- 
вых ребер пирамиды расположены на 
сфере радиуса 1. Доказать, что центр 
указанной сферы лежит на ребре АВ, 
и найти высоту пирамиды. 

Для решения задачи сделаем-тра- 
диционный чертеж пирамиды ЗАВС 
(рис. 3), построим ее высоту $Н н 
проведем отрезок НС. Так как по 
условию задачи -5 $СН = 60°, то 
нз треугольника СН$% — паходим 
$Н=ау 39. НС=а, где че- 
рез а обозначена длина ребра $С. 

По условию вершины А, В, Сн 
середины А,, В., С, соответствую- 


Куапетссте.ги 





А 
Рис. 3. 

щих боковых ребер лежат на 
одной сфере. Отсюда, в частностн, 


следует, что через точкн А, А, В, В, 
проходит окружность — сечение этой 
сферы плоскостью гранн ЗАВ. Так 
как А.В, || АВ, то четырехуголь- 
ннк АА, В,В — трапеция, и притом 
равнобочная, поскольку она вписана 
в окружность. Поэтому 


ЕТ. КУ ЕЕ 


Аналогичные рассуждения для четы- 


рехугольннка ВВ,С,С показывают, 
что пирамида ЗАВС имеет равные 
боковые ребра: $А = 5В = $С = 


= АВ = а. Отсюда видно. что тре- 
угольник А5В — равносторонний, а 
поэтому апофема 5М этой боковой 
грани равна ари3/, т.е $М= 


= 


Таким образом, высота пирамиды 
совпадает с апофемой боковой грани 
А5В. Но тогда точка Н совпадает 
с [, аграни АЗВи АВС взанмно 
перпепдикулярны. Поэтому изобра- 
женная на рисунке 3 картина на 





$1 


самом деле не соответствует условию 
задачи, верным будет рисунок 4. 
Дальнейшее решение не представ- 
ляет труда. Проекции на плоскость 
АВС (рнс. 4) равных наклонных 
ЗА, 5В, $С равны: НА = НВ = 
= НС = а/[2, следовательно, точка 
Н — центр окружности, описанной 
около треугольннка АВС, а потому 
центр сферы лежит на перпендику- 
ляре к плоскости основания, восста- 
вленном из точки Н, т.е. на высоте 
5Н пирамиды (или на ее продолже- 
нни). Центр этой сферы равноуда- 
лен, например, от точек А и ДА,. 
Поскольку НА, = @/2 как средняя 
линия треугольника АЗВ, то НА, = 
= НА, так что точка Н, лежащая на 
ребре АВ, как раз и является цент- 
ром сферы. Но радиус этой сферы по 
условию равен 1, НА=о/2=1, а=2и 


$Н =УЗ. 


Иногда само условие задачи умыш- 
ленно бывает сформулировано не- 
сколько неопределенно — так, что 
оно явно допускает геометрически 
существенно различные чертежн, и 
непосредственно по исходным данным 
не ясно, какая именно из конфигура- 
ций имеется в виду. В таком случае 
надо изобразить на нескольких черте- 
жах все возможности, отвечаю- 
щне условию задачи, а затем, иссле- 
дуя каждый чертеж, найти нстинную 
геометрическую конфигурацию. 


Задача 3 (МГУ, ф-т почвове- 
дения, 1975). В равнобочной трапе- 
ции лежат две окружности. Одна 
из них, радиуса 1, вписана в трапе- 
цию, а вторая касается двух сторон 
трапеции и первой окружности. Рас- 
стояние от вершины угла, образован- 
ного двумя сторонами трапеции, ка- 
сающимися второй — окружности, 
90 точки касания окружностей 
вдвое больше диаметра второй ок- 
ружности. Найти площадь 
трапеции. 

Непосредственно из Условия за- 
дачн не ясно, в какой из углов тра- 
пеции — в тупой или в острый — 
вписана вторая окружность. Поэтому 


$8 


Куапетссте.ги 


А 





Рис. 5. 


мы должны рассмотреть оба варианта 
(рис. 5} и попытаться выяснить, какой 
нз них согласуется с конкретными чи- 
словыми соотношениями, заданными 
в условни. 

Пусть О — центр окружности, 
вписанной в трапецию АВСО, О., 
О, — центры второй окружности 
(два варианта!) Р,, Р., М., М., М,, 
№, — точки касания. Радиусы вто- 
рой окружности обозначим через г,, 
г.. Из подобия треугольников ОМ,С 
н О.\,С в первом случае н ОМ.В 
и О.М.О во втором имеем 


ом 0С ом. [9] 


— вр: $ 





и, поскольку ОС = ОР, + Р.С = 
= 1+4’, ОБ = ОР. + РДО = 1+ 
+ 4г., то в обоих случаях 
то 
г №. 


откуда г 1/2. По теореме Пифаго- 
ра из треугольников ОМ,С и ОМ.О 
соответственно получаем теперь, что 


М С=8 У, МО =2 5. 


Итак, если вторая окружность 
вписана в туной угол трапеции, то 
менышее основание трапеции рав- 
няется 4/2; если же вторая окруж- 
ность вписана в острый угол трапе- 
ции, то большее основание трапецин 
равно 4 2. Между тем, если в рав- 
нобочную трапецию с основаниями 
анф, гле а<Ь, вписана окруж- 
ность диаметра 4, 10 выполняется 
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неравенство а<4< В — это сле- 
дует, например, из легко доказывае- 
мого и весьма полезного соотноше- 
ния { = Иаб. Поэтому в нашей за- 
даче меньшее основание трапецин 
должно быть меньше 2, так что 
окружность с центром О, условию 
задачи не удовлетворяет, и следует 
рассматривать лишь окружность с 
центром О.. Тенерь уже легко найти 
площадь $  транеции. Пользуясь 


соотношением между основаниями 
трапецин и диаметром вписанной в 
нее окружности 4 =, мы 


получаем равенство 
2=ИАБ-БС = И+И?. ВС, 
откуда ВС=И 2 и $ = (АБ + 


+ВС).2 =9 И 22. 

В разобранной задаче возможность 
существования двух принципиально 
различных геометрических — конфи- 
гураций была совершенно очевидна. 
Однако не всегда это Так, н нужно 
обладать хорошим — геометрическим 
воображеннем и проявлять достаточ- 
ную осмотрительность, чтобы при вы- 
полнении чертежа «увидеть» все 
конфигурации, которые слелует рас- 
смотреть в решении. 

Задача 4 (МГУ, географич. 
ф-т, 1968). Высота прямой призмы 
равна 1, ег основанием служит ромб 
5© стороной 8 и острым углом 30°. 
Через сторону основания проведена 
секущая плоскость, наклоненная к 
плоскости основания под углом в 60°. 
Найти площадь сечения. 


Рис. 7. 


На экзамене многие поступаю- 
щие, выполнив рисунок 6, дали при- 
мерно следующее «реление» этой 
задачи: «Пусть ММ — линия пере- 
сечения секущей плоскости & с пло- 
скостью грани РСС.О,; опустив пер- 
пендикуляр МК на АВ, по теореме 
о трех перпенликулярах получим, что 
КОТАВ. Поэтому 2 МКР — ли- 
нейный угол двугранного угла между 
плоскостью &@ и плоскостью основа- 


ння, так что -; МКО == 60. Тогда 
кр АР эт 30° 

МК = в =- еб =2. Но 

МК — высота параллелограмма 

АММВ, полученного в сечении, и 

следовательно, нскомая площадь 


$ = АВ-МК == 4». 

В этом рассуждении есть сущест- 
венный пробел: чертеж, на котором 
оно основано, выполнен при неявном 
предположении, что плоскость а пе- 
ресекает прямоугольник РСС... 
Между тем при заданных числовых 
данных это вовсе не очевидно, более 
того — неверно: в действительности 
плоскость @& «выходит» из данной 
призмы через верхнюю грань, а точ- 
ка /{ лежит на продолжении ребра 
ОР. В самом деле, найдя так же, 
как и выще, что МК = 2 (заметим, 
что это вычисление не зависит от 
положения точки М на прямой ОО ,), 
из треугольннка МОК мы получим, 
что МО = 3, так что МО больше 
2,0. Следовательно, речь в задаче 
идет о конфигурации, указанной на 
рисунке 7, и искать надо площадь 
параллелограмма  АЦЧРВ, а не 


АММВ. Дальнейшее решение зада- 
чи не вызывает принципиальных за- 
труднений, и мы предоставляем это 
читателям; нскомая площадь & = 
—=4/у 3. 

Еще большее внимание требуется 
при решении задач, в которых геомет- 
рическая конфигурация задается не 
числовыми, а буквеннымн данными, 
т. е. в своего рода геометрических за- 
дачах с параметрами. В этих задачах 
(так же, как и в алгебраических за- 
дачах с параметрами) и способ ре- 
шения, и получаемый ответ могут 
существенно зависеть от соотноше- 
ний между параметрами, определяю- 
щими конфигурацию. 

Пусть, например, в разобранной 
только что задаче секущая плоскость 
проведена нод углом ф к плоскости 
основания, а все остальные число- 
вые данные —— те же самые. Тогда 
в решении следует рассмотреть три 
случая: 

1) точка М лежит на ребре ОО; 

2) точка М совпадает с ВБ,; 

3) точка М лежит на продолже- 
нии ребра ОО.. 

Какой именно из указанных слу- 
чаев имеет место, зависит от величины 
угла Ф, н определить это можно, 
исходя из сравнения отрезков МО и 
2,0. Независимо от расположения 
точки М на прямой ДОДу, ясно, что 
МО = КР &ф = $5. Поэтому ука- 
занные случан определяются усло- 
ВИЯМи: 

11 Ф< Г; 

2) шФ= Г; 

3) ве 1. 

Такнм образом, если ф < 45°, то 
имеет место первый случай (рис. 6), 
и тогда $ = 203$. Если ф > 45°, 
то имеет место третий случай (рис. 7), 
тогда 5 = 2/5тФ. Что же касается 
случая ф = 45°, то его нужно было 
бы рассмотреть на спецнальном чер- 
теже, но фактически можно исполь- 
зовать и любой из имеющихся — так 
довольно часто бывает при рассмот- 
рении «крайних» зиачений; в этом 


случае $ =2 1 28. 
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Окончательный ответ записывается 
в виде 


2/созф, если ф< 45°, 
2/3, если ф =45°, 
2/мтф, еслн ф >45°, 


Можно, разумеется, включить второй 
случай в любой из двух других, н 
записать ответ более компактно. 

С аналогичной ситуацией мы 
встрёчаемся н в следующей задаче. 
Правда, окончательный ответ в ней 
от вида конфигурацин не зависит 
н одинаков для всех значений пара- 
метра, однако промежуточные вычис- 
лення проводятся по-разному для 
различных конфигураций. — Естест- 
венно, что решение, в котором рас- 
смотрены не все геометрически раз- 
личные случан, не может считаться 
полноценным, хотя формально полу- 
чается правильный ответ. 

Задача 5 (МГУ, мехмат, 1970). 
Шар радиуса г касается плоскости Р 
в точке А. Прямая [ образует с плос- 
костью Р угол Фф, пересекает эту 
плоскость в точке С и касается шара 
в точке В. Найти длину отрезка АВ, 
если АС = 2... 

Изобразим конфигурацию, о ко- 
торой ндет речь в условии (рнс. 8). 
Из точки В опустим перпеидикуляр 
ВВ, на плоскость Р и проведем от- 
резок СВ;; ясно, что > ВСВ, = $. 
Далее, ОА == ОВ = г, аСВ = СА == 
= 2 по свойству касательных к 
шару, проведенных из одной точки. 

Искомый отрезок АВ является 
гипотенузой 


$ = 


прямоугольного тре- 





Рис. 8. 


угольннка ВВ,А, катет ВВ. кото- 


рого определяется из прямоуголь- 
ного треугольннка СВ,В: ВВ, = 
= 2 “п $. Остается найтн катет 


АВ. Прямые ОА и ВВ,, перпенди- 
кулярные к плоскости Р, лежат в 
одной плоскости. Проведем в ней 
прямую ОМ || АВ:; тогда АОМВ, — 
прямоугольник, и следовательно, 
АВ,= ОМ, №В,= ОА = г. Так как 


№В = ВВ, — МВ, = 2 3щф — г, 


то из треугольника ОМВ 
О\№? = ОВ? — МВ* = 

= 47? зтф (1 — 5$), 
а из треугольника ВВ.А 


АВ=У АВ + ВВ! =И О№ + ВВ! = 


= 2 И зтф. 


Не следует, однако, думать, что 
задача решена. В самом деле, при 
вычислении отрезка МВ мы сущест- 
ственно нспользовалн тот факт, что 
точки В, Ми В, расположены нмен- 
но так, как это изображено на рисун- 
ке 8. Но из условия задачи вовсе не 
следует, что точка № лежит между 
Ви В,; точка В может лежать между 
точками Ми В,, точки Ми В могут 
даже совнадать. Только рассмотрев 
все этн случаи, мы можем утверж- 
дать, что провелн исчерпывающее 
решение задачи. 


Если точка В лежит между № 


и В, (рис. 9), то 
№В = МВ, — ВВ, =г— 2г зтф, 


а дальнейшее вычисление отрезков 
ОМ н АВ проводнтся точно так же, 





Куапетссте.ги 


как и выше; в результате мы прихо- 
дим к той же формуле для отрезка 
АВ. Если, наконец, точки № и В 
совпадают, то ясно, что ВВ, = ОМ = 
=г и АВ=гИ 2. В этом случае 
в треугольнике СВ,В катет ВВ, =г 
составляет половину гипотенузы 
СВ = 2, а потому ф= 30°, т. е. 
АВ = 2" У зтф. 

Таким образом, равенство АВ = 
=2У чтф справедливо при любых 
возможных значениях $. 

Решение этой задачи можно про- 
вссти ис помощью рассуждений, не 
зависящих от конкретного располо- 
жения точек В, В. и № — попробуйте 
сделать это самостоятельно. 

Рассмотренные задачи  показы- 
вают, что тщательное выполнение 
чертежа имеет содержательное зна- 
чение — правильно выполненный 
чертеж облегчает решение, а непра- 
вильный может привести к неверным 
выводам. В заключение заметим, 
что необходимо обращать внимание 
и на чисто техническую сторону — 
чертеж должен быть простым и по- 
нятным, рисовать его надо как можно 
более аккуратно (причем не только 
в чистовике, но и при черновом ре- 
шенни), хотя не следует впадать в 
крайность: геометрическая задача 
не есть задача по черчению, милли- 
метровой точности здесь не нужно. 
Обычно достаточно аккуратно сде- 
лать чертеж от руки, без использо- 
вання чертежных инструментов (кро- 
ме, быть может, циркуля), обращая 
особое внимание на взаимное поло- 
жение отдельных фигур. Конечно, 
навыкн рисования от руки нужно 
вырабатывать у себя заранее, в про- 
цессе подготовки к экзаменам. 

Упражнения 

1 (МГУ, мехмат, 1961). На плоскости 
даны четыре различные точки А, В, С, О 
такие, чо АВьСЬР ни АС[ ВР. Доказать, 
что АО ВС. 

2 {МГУ, мехмат, 1961). В треугольной 
пирамиде две грани — равносторонине тре- 
угольники со стороной а, а две другне гра- 
ий — равнобедренные прямоугольные тре- 


угольники. Определить раднус шара, вписан- 
ного в пирамиду. 
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3 (МГУ, физфак, 1962). Основанием пи- 
рамнды служит прямоугольник с углом @ 
между диагоналями, а все боковые ребра 
образуют с плоскостью основания один и 
тот же угол ф. Определить расстояние от 
центра описанного шара до плоскости осно- 
вания пирамиды и объем пирамнды, если 
раднус описенного около нее шара равен А. 

4 (МГУ, мехмат, 1968). Дан паралле- 
лограмм АВСО, у которого АВ=1, ВС==2 
н угол АВС — тупой. Через каждую нз 
точек В н р проведено по две прямые, одна 
из которых перпендикулярна к стороне АВ, 
а другая — к стороие ВС. В пересеченин 
этнх четырех прямых получился параллело- 
грамм, подобиый параллелограмму АВСРО. 

айти площадь параллелограмма АВСР. 

5 (МГУ, экономич. ф-т, 1971). Дан 
куб с основаниямн АВСО и А.В,С.Д:, 
причем АА, ВВ, СС, 8 РО.. В угол А 
куба вписан шар раднуса 1/2. Найти раднус 
шара, вписаиного в утол С куба и касающе- 
гося данного шара, если известно, что ребро 
куба равно 3/2. 


$8 (МГУ, ВМиК, 1971). Основанием пи- 
рамиды $АВС служит треугольник, сторо- 
ны АВ и АС которого равны и образуют 
между собой угол &, а высота инрамнды сов- 
падает с ребром $А и`равна Я. Дана вторая 
треугольная пирамида, имеющая ту же вер- 
шину $, а ее основанием является треуголь- 
ник, вершины которого лежат на разных сто- 
ронах треугольника АВС. Найти объем 
второй инрамиды, если известно, что ее бо- 
ковые грани равновелики, а боковые ребра 
равны. 
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7 (МГУ, экономич. ф-т, 1973). В окруж- 
ность вписан равнобедренный треугольник 
с основанием а и углом при основании @ 
Кроме того, построена вторая окружность, 
касающаяся первой окружностн и основания 
треугольника, причем точка касания явля 
ется серединой основания. Определить радну‹ 
второй окружности. Если решение не един. 
ственно, рассмотреть все возможности. 

8 (МЕРУ. ф-т почвоведения. 1974). В тре. 
угольнике АВС известно: АС=1, ВС =У 7, 
3 А == 120?.На продолженни стороны СА взя- 
та точка М так, что 8М является высотой 
треугольника АВС. Найти раднус окружно- 
стн, проходящей через точки А и М н ка- 
сающейся в точке М окружности, проходя- 
щей через точки М, Ви С. 

9 (МГУ. ф-т почвоведения, 1975). В па- 
раллелограмме лежат две окружности, ка- 
сающиеся друг друга, причем каждая из 
иих касается также трех сторон параллело- 
грамма. Раднус одной из окружностей ра- 
вен 1. Нзвестно, что один из отрезков сторо- 
ны параллелограмма от вершины до точки 
касания равен У 3. Найтн площадь парал- 
лелограмма. 

10 (МГУ, мехмат, 1975). Два равных 
ромба АВСО (АВЦСО, АВ\ВС) и АРОЮ 
(АРНОЮ, АЮ|РО) вмеют общую верши- 
ну А и лежат в одной плоскостн. Известно, 
что 4ВАр= 3РАВ=а, причем а<.л/2 и 
«ОАС=р. Продолжения сторон ВС и 9Ю 
пересекаются в точке К. Ромбы расположены 
8 разных нолуплоскостях относнтельно пря- 
мой АК и в одной полуплоскости относитель- 
но прямой АД. Найти величину угла КАР. 





3. Пусть высоты  тре- 
Задачи угольника АВС пересекают- 
ся в точке Н. Докажите, что 
наших Е 
Е а) |АН| == 28]|созА], где 
— раднус описанной 
читателей окружности треугольника; 
1. В основании  пря- 6) [АН] = 184] «А. 
мого параллелепипеда частности, 
АВСРА,В,С.), лежит па _ а) если |АН) == К, то 
раллелограмм АВСО = с А+ 60?” или ря ВС 
= 6} сли  |АН = [86] 
острым углом ДАВ == у. > ь 
Диагонали АВ, н ВС, 60- № Ам 45° нли А = 135°. 
ковых граней образуют Заметим, что два эти ирн- 


© плоскостью — основания 
углы а и В. Определить угол 
между этими днагоналямин. 


мера приведены в качестве 
задач 5-1 и 5.3 в брошюре 
«Математические соревнова- 


2. Даны географические  ННЯ. Геометрия» («Наука», 
координаты двух точек па 1974), где указаны непра- 
сфере радиуса  Ю:ф., @, ВИЛЬьные ответы (забыты ту- 
и Фа, 6. (ф— широта, @ —  пые углы). См. также журнал 
долгота). ‘Определить рас- «Математика в школе», 1970, 


стояние по сфере между этими 
точкамн. 
В. Хренов (г. 


Воронеж} 


№ 4, с. 44; 1974, № 5, с. 13. 


Э. Готман (г. Арзамас) 


4. Дан треугольннк АВС 
со сторонамн а, В, с; г— 
радиус вписаиной в него ок- 
ружиости, Ю — описаиной, 
$ — его площадь. Доказать, 
что 
В 


а) Ши и + 





[ 


Для какого треуголь- 
ника достнгается равенство? 


Т. Райков (Боагария) 





Варианты 
вступительных 
экзаменов в вузы 





Московский 
государственный 
университет 
им. М. В. Ломоносова 


Сегодня математические методы исследова- 
ния все шире проникают не только в есте- 
ствеиные науки и технику, но н в гумаиитар- 
ные области знания. Имеино поэтому на ряде 
гуманитарных факультетов университетов по- 
ступающие сдают письменный экзамен по 
математике. В этом номере мы знакомнм чи- 
тателей с вариантами, предложенными по- 
ступавшим ина гуманитарные факультеты МГУ 
в 1975 году. 


Отделение  полнтэкономин 
экономнческого факультета 
1. На заводе работают токарн 1-го, 


2-го и З-го разрядов. Некоторую работу два 
токаря 3-го разряда н один токарь 1-го разря- 
да, работая вместе, могут выполнить на 15 ми- 
нут быстрее, чем трн токаря 2-го разряда. За 
то время, за которое один токарь 1-го разряда н 
один токарь 2-го разряда могут вдвоем выпол- 
нить ту же работу, один токарь 3-го разряда 
сделает только 5/7 этой работы. Один токарь 
2-го разряда н один токарь 3-го разряда вместе 
могут выполнить эту работу за то же время, 
что и три токаря 1-Го разряда. За какое 
время выполнит работу бригада, включающая 
в себя по одному токарю каждого разряда? 


2. Решить уравнение 


(тх +2 с0зх + 2) (1 —2 с03х) = 
= 4 мп2х — 3. 
3. Решить снстему уравнений 


К З- 0бьлу? == — Породу, 
3 
х+ у= 5. 


4. Прямоугольный треугольник с острым 
углом а расположен внутри окружности 
радиуса г так, что гипотенуза является хор- 
дой окружности, а вершина прямого угла 
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лежнт на диаметре, параллельном гипоте- 
пузе. Найти площадь треугольника. 
5- Прн каком зигченин х выражение 


ЕВ 1 
Е 


принимает наименьшее значение? 


Отделение планирования и экономической 
кнбернетики экономического факультета 


1. Найти все решения уравнення 
(Ут + 
7 605 х ы $5. 
+(У7—у3) ; 


2. Дан треугольник АВС, причем АВ = 
= АСи 43А == 110°. Внутри треугольиика 
АВС взята точка {М такая, что 4 МВС == 
== 30°, а 3МСВ = 95°. Найи АМС. 


3. Решить неравенство 


Их— + х— З>У 2-3 2—5. 


4. В продажу поступили соистраховские 
путевки трех тнпов. Одна путевка 1-го типа 
стоит 4 руб., одне путевка 2-го типа стоит 
6 руб., одна путевка 3-го типа стоит 9 руб. 
По путевке 1-го типа можно отдыхать 8 дней, 
по путевке 2-го типа 14 дней, по путевке 
3-го типа 20 дней. Сколько путевок каждого 
типа надо купнть, чтобы общее число дней 
отдыха было наибольшим, а сумма, израс 
ходованная на приобретение всех путевок, 
составляла 100 руб.? : 


Отделение  структуриой —° и — прикладной 
лингенстнки филологического факультета 


1. Нз пункта А в пункт В вышел авто- 
бус, а из пункта В в то же самое премя на- 
встречу этому автобусу выехали грузовик 
и велосипедист. После встречи с грузовиком 
в пункте С автобус проехал до встречн с вело- 
сипедистом расстояние, равное трети путн 
АС. Если бы грузовик после встречи с авто. 
бусом поехал из пункта С в обратную сторо- 
ну, то он встретился бы с велосипедистом по- 
средине между пунктами В и С. Во сколько 
раз скорость автобуса превосходит скорость 
велосипедиста? 


2. Шайти все значения х, удовлетворяю- 
щие уравнению 


108» (а2х3 — 5а2 У б—х) =. 


== 10. 4 (3 — У!) 
при любом значении а. 
3. Решить уравнение 


л 4 
15 (> — з| = + Зе 2х. 


$ 


4. Найтн сумму корней уравнения 
$тЭх + 1 
2 со5Зх -- сх = са, 
принадлежащих ннтервалу 25 х = 40. 

5. В правильную треугольную пирамиду 
с длиной ребра основания а и двугранным 
углом при основании, равным 60°, вложено 
три шара одинакового раднуса так, что каж- 
дый шар касается двух других, плоскости 
основания и двух боковых граней пирамиды. 
Найти радиус каждого шара. 


Факультет психологии 


1. Бригаде из трех трактористов пору- 
чено вспахать поле. Если бы работалн только 
1-й и 2-й трактористы, то за один день было 
бы вспахано 45%, поля. Если бы работали 
только 2-й и 3-й трактористы, то за два дня 
было бы вспахано 75% поля. Наконец, ес- 
ли бы работали только 1-й н 3-Й трактори- 
сты, то за три дия было бы вспахано 97,5"а 
поля. За сколько дней даниое поле вспахал 
бы каждый тракторист в отдельности, если 
считать интенсивности работы каждого трак- 
ториста постоянными? 

2. Вокруг треугольника АВС со сторо- 


намя АВ= 0} 2, АС = ® и углом В, 
равиым 45°, онисана окружность. Через 
точку С проведена касательная к окружно- 
сти, пересекающая продолжение стороны АВ 
в точке О. Найти площадь треугольника 
вСр. 


3. Решить уравнение 


2—Зщх- ] _$— бсо5их , 





с05х 
4. Решить неравенство 
1 1 
юЮЕх—- == 19 —3 УБЕ 
х—5 


5. Найти все целые положительные ре- 
шения уравнения 


2х7  жу — хфиу= 12, 
Н. Горев 
Белорусский 


государственный 
университет 
им. В. И. Ленина 


Белорусский ордена Трудового Красного 
Знамени государственный университет был 
создан в 1921 году. За время своего существо- 
вания он превратился в один из крупнейших 
вузов страны. В частности, на трех факуль- 
тетах (фнзическом, — механико-математнче- 
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ском и факультете прикладной математики) 
университет готовит высококвалнфицирован- 
ные кадры физико-математического профиля. 
В этой статье мы коротко расскажем о физн- 
ческом факультете БГУ. 

Физический факультет БГУ имеет два 
отделения: физикн н радиофизики. На отде- 
ление физики па первый курс принимается 
325 человек. Сиецнализацию студентов осу. 
ществляют девять кафедр. Из них две тео- 
ретические, где студенты занимаются во- 
просами квантовой механики. теорин поля 
ин элементарных частнц, статистической фни- 
зики, теорин относнтельлости, теории атом- 
ных и молекулярных спектров. Остальные 
кафедры выпускают в основном физиков- 
экспериментаторов, спецнализирующихся по 
оптике и спектроскопни, физнке твердого 
тела и полупроводников, теплофизнке, бно- 
физике, ядерной физике и др. 

На отделение радиофизики на первый 
курс принимается 100 человек. Здесь сту- 
денты снециализируются по раднотехнике 
и физнческой электроннке. электрофизике, 
электронным матсматнческим машинам ни др. 

Студенты физнческого факультета, на- 
чнная с 2—3 курсов. привлекаются к науч- 
ной работе, которая проволится на кафедрах 
факультета, в лабораториях научно-исследо- 
вательского института прикладных физиче- 
ских проблем при БГУ, в институтах 
АН БССР и других НИИ Минска. 

При университете имеется полготовитель- 
ное отделение, которое готовит слушателей 
для поступления на физический и другие 
факультеты университета. 

Поступающие на физический, механико- 
математический, хнмический факультеты и 
ва факультет прикладной математики сдают 
устный экзамен ло физике. В экзаменациои- 
ных билетах имеются три вопроса по про- 
грамме для поступающих в вузы и одна за- 
дача. Варианты задач для абнтуриентов, 
поступающих на физический факультет и 
на нефизические факультеты. различаются. 
Ниже приводится несколько задач обонх ва- 
рнантов, которые предлагались абнтуриен- 
там, поступающим в БГУ в 1975 году. 


Физический факультет 


1. Шарик массой 1, подвешенный на 
ннти, отклонили от положения равновесия 
так, что нить стала горизонтальной, и от- 
пустили. Когда шарик проходил положение 
равмовесия, середина инти зацепнлась за 
гвоздь. Определить натяжение нити в тот 
момент, когда нижияя половина вити будет 
горизонтальной. 

2. Тело. брошенное вертикально вверх, 
прошло за первые 4 сек путь 50 м. Опреде- 
лить начальную скорость тела. Сопротивле- 
ние не учитывать; в = 10 иек?. 

3. Плотность жидкости, перекачиваемой 
насосом, увеличили на п \. Как при этом 
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изменилась скорость жидкости в насосе, 
если мощность насоса осталась без изме- 
нения? 

4. Найти емкость системы конденсато- 
ров, включенных между точками А и В 
(рис. 1), определить разность потенциалов 
ни зарялы на каждом коиденсаторе, если 
С, = 1 мкф, С. = 3 мкф, а напряжение меж- 
ду точками А и В равио 108. 

5. Между пластинами плоского конден- 
сатора, подключенного к аккумулятору, на- 
ходится в состоянии покоя в вакууме заря- 
женный шарик. Определить ускорение ша- 
рика после увеличения расстояния между 
пластинами на 10%. 

6. В оптическом центре вогнутого сфе- 
рического зеркала с раднусом кривизны 
50 см помещен точечиый источник света си- 
лой 10 св. На расстоянии, равном диаметру 
зеркала (от полюса зеркала), помещен экран 
перпендикулярно главной онтической оси 
зеркала. Определить освещенность экрана 
в точке пересечения главной оптической осн 
с экраном. 

7. Расстоянне между двумя точечными 
нсточниками свста равно 24 см. Где между 
иими надо поместить собирающую линзу 
с фокусным расстоянием 9 см, чтобы изо- 
бражения обоих источинков получились в 
одной и той же точке? 


Механико-математический, химический фа- 
культеты и факультет прикладной математики 


1. Ящик в форме куба перемещают иа 
некоторое расстоянне: -один раз волоком, 
а другой — кантованием (т.е. опрокидыва- 
нием через ребро). При каком значении 
коэффициента трения скольжения м работы 
перемещения ящика волоком и кантоваинем 
равны? 

2. На доске стоит цилиндр, у которого 
высота больше днаметра в два раза. Один 
из концов доски начинают медленно поднн- 
мать. Что произойдет раньше: цилиндр 
опрокинется или соскользнег с доски, если 
коэффициент трения цилиндра о доску 0,4? 

3. Шарик массой т на иити движется 
по окружности в вертикальной плоскости 
так, что полиая эиергия его остается постоян- 


Рис. 1. 
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ной. На сколько сила натяжеиня нити будет 
больше при прохождении шарика через 
нижиюю точку, Чем через верхнюю? Сопро- 
тивление воздуха не учитывать. 

4. С наклонной плоскости высотой В 
соскальзывает металлический брусок. На 
сколько градусов нагревается брусок. еслн 
/п-я часть выделившегося прин тренни колн- 
чества теплоты идет на нагревание бруска? 
Скорость бруска в конце наклонной пло- 
скости и, удельная теплоемкость материала 
бруска с. 

5. Металлический цилиндр объемом 
400 смз был взвешеи в воздухе н в углекис- 
лом газе. Разность в весе получилась в 
2,8-10—3 н. Каковы плотности углекислого 
газа и воздуха на основании данных опыта, 
если их отношение равно 20/13? 

6. В фокусе вогиутого зеркала с ра- 
днусом кривизны 40 см помещеи точечный 
источинк © силой света 16 св. На двойном 
фокусном расстоянин от зеркала перненлн- 
кулярно оптической оси установлен экран. 
Определить освещенность в середине экрана. 

7. Оптическая система состоит из тонкой 
собирающей линзы и плоского зеркала, 
ЗЕ оны в ее фокальной плоскости. 
Чсточник света помещен на главной оптиче- 
ской оси и равноудален от лнизы и зеркала. 
Определить местоположение всех изображе- 
ний и расстояние между ними, если фокусное 
расстояние линзы равно ЁР. 


А. Саржевский, С. Галко 


Казанский 

государственный 
университет 

им. В. И. Ульянова (Ленина) 


Казанский государственный университет име- 
ни В.Н. Ульянова (Ленина) является одним 
из старейших университетов СССР — он осно- 
ван в 1804 году. В нем учился, вел препода- 
вание и Йочти 20 лет был ректором великий 
русский ученый Н. И. Лобачевский. Здесь 
же начиналась революционная деятельность 
В. М. Ленина (в то время он был студентом 
юридического факультета). 

После Великой Октябрьской социалисти- 
ческой револющии университет вырос в круп- 
ное каучно-недагогическое учебное заведе- 
ние и имеет теперь 8 факультетов: механико- 
математический, физнческий, химический, 
биолого-почвенный, геологический, геогра- 
фнческий, юридический и нсторико-филоло- 
гический (© отделением татарского языка 
н литературы). 

На дневном отделенин механико-мате- 
матического факультета имеется 10 кафедр, 
НИИ математики и механики, вычислитель- 
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ный центр. Обучение проводится по трем спе- 
ицнальностям: математика, прикладиая мате- 
матика и механика, а на вечернем — по прн- 
кладной математике. 

Специальность «математика» разделена 
на следующие специализации: алгебра, гес- 
метрия (исследования по обобщенным про- 
странствам), дифференциальные уравнення, 
теория функций н функциональный анализ. 
Помнмо глубокой подготовки в избранной 
области, студенты овладевают методами вы- 
числений,  программированием, проходят 
практику в ВЦ. и осваивают работу на ЭВМ. 

Специальность «прикладная математика» 
разделяется на спецнализации: применение 
средств вычислительной техники (математи- 
ческая логика, теория вероятиостей, методы 
оптимизации, Числеиные методы), матема- 
тическое обеспечение ЭВМ, математическое 
обеспеченне АСУ, теоретическая киберне- 
тика. 

Специальность «механика» включает спе- 
цнализации: гндроаэромехаинка (в частно- 
сти, подземная  гидромеханика) н теория 
упругости и пластичности. В первой изу- 
чаются движения в жидких н газообразных 
средах (в частностн, фильтрация в нефтенос- 
ных пластах) и техника экснернмента в аэро- 
дннамических лабораториях, во второй — 
теории упругости, пластнчиости и ползуче. 
сти, методы расчета оболочек и соответствую- 
шая экспериментальная часть. 

Выпускники факультета направляются 
в НИИ. конструкторские и проектные бюро 
и вузы. 

На физическом факультете 12 кафедр, 
три проблемные лабораторин (магнитной 
радноспектроскопин, радиоастрономни и бно- 
ники) и две астрономические обсерватории 
{городская — учебная и загородная — науч- 
но-исследовательская имени В. П. Энгель- 
гардта). Подготовка студентов ведется по 
трем основным иаправлениям: физика, ра- 
днофизика н электроника, астрономия. Вну- 
три этих специальностей осуществляются 
специализации: теоретическая физнка, тео- 
рия стносительности и гравитации, физика 
твердого тела, теплофизнка, физика полиме- 
ров, оптика и спектроскопия, радноэлектро- 
вика, биозлектроника, астрономия, астро- 
номогеодезня. 

Ниже приведены варианты вступитель- 
ного письмениого экзамена по математике 
и задачи нз билетов устного экзамена по 
физнке в Казанском государственном уни- 
верснтете в 1975 году. 


Математика 


Варнант | 
(специальность: прикладная математика) 

1. В прогрессии |, &й х, $шАх, ... сумма 
первых л членов в 1 раз больше суммы всех 
членов прогрессин. При каких х, принадле- 
жащих интервалу (0, 21), это возможно? 
Исследовать влияние па решение чисел л 
нм. 
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2. Для всех вещественных чисел а ре- 
шить неравенство 


Е — Е 
д! В ан 16. 
х* — а" 

3. В правильной четырехугольной пни- 
рамиде часть ее высоты (две трети от основа- 
ния) служит диаметром шара. Найти длину 
линин пересечения поверхностей шара н 
пирамиды, если сторона основания пнрамн- 


Ре 
ды а= +“ есть среднее пропорциональное 
между высотой пирамнды и диаметром шара. 


Вариаит 2 
(специальность: математика и механика) 
1. Решить неравенство 


10. (4* — 5-25 + 9) > 2. 
2. Решить уравненне 
со$ [л ов:(х — 4)] соз [п юйх — 1] == 1. 
3. В  тетраэдре. рэбро которого 
а =ЗУ 3, высота служит диаметром шара. 
Найтн длину линии пересечення поверхно- 
стей тетраэдра н шара. 


Вариант 3 
(пециальность физика. радиофизика и астро- 
номи я) 


1. Решить уравнение 
75 х-с0$ х- эп — с0зх — 1:2 0. 


2. Решить неравенство 


Ох 4 Р-р < Е. 

3. Объем конуса в 7 раз больше объема 
вписанного в него шара. Определнть угол 
между образующей и плоскостью основания 
при наименьшем возможном значении т. 


Физика 


1. Между двумя лодками, покоящимися 
на поверхности озера, протянута веревка. 
Человек, находящийся на первой лодке, 
тянет веревку с постоянной силой 50 я. 
Определить скорость, с которой будет дви- 
гаться первая Лодка относительно берега 
н относительно второй лодки, через 5 сек 
после того, как человек на первой лодке на- 
чал тянуть веревку. Масса первой лодки 
с человеком 250 кг, второй лодки с грузом — 
500 хг. Сопротивлением воды пренебречь. 

2. На горизонгальной плоскости лежит 
брусок / с массой М, а на нем иаходится 
брусок 2 с массой т. Найти минимальное 
значение силы, приложенной к бруску 1, 
при котором брусок 2 соскальзывает. Коэф- 
фициент трения бруска Г} о плоскость равен 
А, коэффициент трения между брусками — 


3. В С-образную запаянную с одного 
конца трубку с длиной колена Ё, налита жид- 
кость так, что в закрытом колене остался 
воздух, а уровень жидкости в открытом 


колене совпадает с краем трубки. Затем 
часть жидкости выпустнлн через кран в 
нижней частя сосуда. При этом уровни 
жидкостн в обоих коленах сравнялись и 
остановились на середине трубок. Какова 
была разность уровней вначале, если плот- 
ность жидкости р н атмосферное давление р 
известны? 

4. Заряд конденсатора в схеме, изобра- 
женной на рисунке 2, равен 9. Определить 
емкость конденсатора, считая э. д. ©. батарей 
%, и {&,. их Рнутревние сопротивления г, 
и га, а также сопротивления К, и’К, из- 
вестными 

5. Между пластинами плоского конден- 
сатора на расстоянин 0,8 см от нижней 
пластины «висит» заряженный шарик. Разность 
потенциалов на пластинах 3006. Через 
сколько секунд шарик упадет на нижнюю 
плестииу, если разность потенцналов умень- 
шнть на 6082 

6. Электрон влетает в плоский гори- 
зонтальный конденсатор параллельно его 
пластинам со скоростью 9. Длина обкладок 
конденсатора равна {. Определить напряжен- 
ность поля в конденсаторе и направление 
скорости электрона при вылете его из кон- 
денсатора, если абсолютное значение этой 
скорости равно 9). 

7. Проволочниый виток, имеющий ило- 
щадь 5 = 6000 см, разрезан в некоторой 
точке и в разрез включен конденсатор ем- 
костью 20 мкф. Вниток помещен в одиородное 
магинтное поле, магинтные линин которого 
находятся под углом 30° к плоскости витка. 
Индукция магнитного поля равкомерно из- 
меняется во времени со — скоростью 
0,005 тл/сек. Определить заряд конденса- 
тора. 

Е. Беговатов, Р.Галиуллин, Б. Лаптев 


Уральский 
государственный 
университет 

им. А. М. Горького 


В «Кванте», 1973, №7 мы рассказывали 
об Уральском ордена Трудового Красного 
Зиаменн государственном — университете 
им. А. М. Горького. В этом номере мы при- 
водим образцы варнантов пнсьменного экза- 
мена по математике н задач устного экзамена 
по физнке на математико-механическом и 
физическом факультетах в 1975 году. 


Математика 


Математнко-механический Факультет 
В арнант ! 


1. Первая ткацкая фабрика за # дней 
(& — целое число) вылустила 80 640 м тканн, 


Куапитестве.ги 





Рис. 2. 


а вторая, затратив на одни рабочий день 
больше, выпустила 139 840 м той же тканн. 
Известно, что за один дерь вторая фабрика 
выпускает по крайней мере на м ткани 
больше первой. Сколько метров ткаии про- 
изводиг каждая фабрика за одни рабочий 
день? 

2. В прямоугольный треугольник вписан 
круговой сегмент так, что его хорда лежит 
на гипотенузе, а дуга, равная л | 24, 
касается катетов. Один из острых углов тре- 
угольника равеи ©. Ближайший к вершине 


х 
угла —“ — а конец хорды сегмента совпадает 


с серединой гипотенузы. Доказать, что угол © 
удовлетворяет соотношению — сы @ = 


2—2 0$ 20. 
3. Решнть систему 


х? -- 2ху — Зи? =0, 
хи у = —2. 
4. Решить уравненне 


В 
106 соз ;(соз х— р ;) == 3. 


Вариант 2 


1. В цехе имеется 8 станков, на каждом 
из которых производится по 5 изделий в день, 
Цех получил заказ ма 440 изделий. Перед 
началом работы оказалось, что В станков 
вышло из строя. После выпуска 150 изделий 
были отремонтированы старые и введены 
в строй еще 2# станков той же производитель- 
ности. Известно, что цех на 10-й день 
(ло окончания рабочего дня) выполнил заказ. 
Сколько нзделий по этому заказу выпустил 
цех за 10-й день работы? 

2. В прямоугольный треугольник впя- 
сан круговой сегмент так, что его хорда 
длинны { лежнт на гипотенузе, а дуга, содер- 
жащая 240°, касается катетов. Найти гипо- 
тенузу треугольинка, если один из его 
острых углов равен 30°. 

3. Решить систему 


а. 
Ух +НКу = 0,5. 


$1 


4. Решить уравнение 
(10бсов х ЭП Хх) (1 --, Юбаа х 18 Х) = 1. 
Физический факультет 


Варнант 3 


1. Две машинистки вместе напечатали 
167 страниц. Первая работала без пере- 
рыва, а эторая Делала перерые на | час. 
К моменту окончания персрыва оказалось, 
что обе напечатали по 60 страниц. Напечатав 
72 страницы, первая машинистка закончила 
работу. Насколько позднее закончила работу 
вторая машинистка, еслн известно, что она 
печатает в час на 3 страницы больше первой? 

2. В шаре раднуса В хорда АВ равна ВА. 
Пусть точки С ин В лежат на поверхности 
шара и угол АСВ прямой, а угол АДВ 
равен 60°. Найти угол между плоскостями 
АСВ н АДВ. 

3. При каждом действнтельном значении 
параметра а найтн наименьший корень 
уравнения 

хз -|- 2ах? — (ат 1)*х = 2а{а-г 1). 


4. Решить систему 
7 и 
$12х -- с053у = че $ 


‚ ХУ 
т—5 





В Е: 


Варнаит 4 


1. Велосипедист проехал нуть из А 
в А. равный 60 хм, с постоянной скоростью. 
Обратно он в течение часа едет с той же ско- 
ростью, затем делает остановку на 20 минут. 
После остановки он продолжает путь, уве- 
личие скорость на 4 км/час. Какова была 
первоначальная скорость велосипедиста, ес- 
ли известно, что на обратный путь он потра- 
тил не меныне временн, чем на путь из А 
в 8? 

2. Через касательную к шару радиуса В 
проведены две плоскости под углом 45° 
друг к другу. Найти радиусы сечений шара 
этими плоскостями, если известно, что оин 
относятся как 1:2. 


3. Решить систему 


Их Их, 
хе -х—2<0. 
4. При каждом действительном значении 
параметра а решить уравнение 
а (@ — чих) зах — а{а-— со5х) с08 х = 
= 605$ х — $пх. 
Физика 


Мзтематико-механический факультет 

1. Пуля массой т попадает в деревян- 
ный брусок массой М, подвешенный на нити 
длиной Г. (баллнстическнй маятник), и за- 
стревает в нем. Определить, на какой угол © 
откленится маятник, если скорость пулн 
равна у. 
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Рис. 3. А, 

2. Оцените массу земной атмосферы, 
если известно, что радиус Земли К. = 
— 6400 км. 


3. Электровоз движется со скоростью 
72 км/час, развивая при этом в среднем силу 
тяги 5.104 н. Найти ток, проходящий через 
мотор электровоза (без учета потерь), если 
напряжение на зажимах мотора 506. 

4. Луч света падает награннцу раздела 
деух сред под углом 30°. Показатель прелом- 
ления первой среды п, == 2,4. Определить 
показатель преломления второй среды, если 
известно, что отраженный ин преломленный 
лучи перпендикулярны друг другу. 


Физнческий факультет 


1. Тело массой 1 кг скользит по наклон- 
ной плоскости длиной 21 м, которая образует 
с горизонтом угол © == 30%, Скорость тела 
у осиовання наклонной плоскости 4,1 м/сек. 
Вычислить количество теплоты, выделивиюе- 
ся при тренин тела о плоскость, ссли началь- 
ная скорость тела была равна нулю. 

2. Электрическая ламна накаливания на- 
полиена азотом при давленни 600 ми рт. ст. 
Емкость лампы 500 смЗ. Сколько воды вой’ 
дет в лампу, есаин у нее отломить кончнк под 
водой на глубине 10 м от поверхности? 
Атмосферное давление считать раввым 
760 мм рт. ст. Плотность ртути 13,6 г/см. 

3. На рисунке 3 дана линза 22 и ход 
луча АА,А., прошедшего через лиизу. По- 
строить ход луча ВВ. - 

4. Солнечные лучи, падающие под ие- 
которым углом на илоское горизонтальное 
зеркало, отражаясь, попадают иа вертикаль- 
ный экран. На зеркале стоит непрозрачная 
пластинка высотой Л. Определить размер 


Уи уе ри Э. Голубов, Р. Емаин 
Московский 

технологический 

институт 


В Московском технологическом институте 
имеются следующие факультеты: механико- 
технологический (готовнт ниженеров-меха- 
миков и инженеров-технологов); химико- 


технологический факультет {готовит инжене- 
ров химиков-технологов и инженеров-тех- 
нологов); ннженерно-экономический факуль- 
тег (вылускники факультета получают кнва- 
лификацию инженера-экономиста по учету); 
хуложественно-технологический факультет. 
При инстнтуте есть дневное подготовитель- 
ное отделение н вечерние подготовительные 
курсы. 
С 1974/75 учебного года все первые кур- 
сы обучаются по новым учебным планам, 
в которых существенно повышена роль 
математики в подготовке инженеров. На фа- 
культетах МТИ, кроме общего курса высшей 
математики, читаются курсы теории вероят- 
ностей и математической статистики, мате- 
матического программирования, а также ряд 
спецкурсов, в частностн , основы математнче- 
ской теории эксперимента. Наибольшая ма- 
тематическая подготовка обеспечивается на 
ннженерно-экономнческом н механнко-тех- 
нологическом факультетах, на хнмико-тох- 
нологическом факультете введен курс вы- 
числительной математики. На всех техноло- 
гических факультетах введено обучение ра- 
боте на ЭВМ. 

На различных факультетах требования 
по математике разиые, что учитывалось при 
составлении вариантов. Ниже приводятся 
некоторые варнанты вступительного пнсьмен- 
ного экзамена по математике и задачи уст- 
ного экзамена по физике в МТИ 1975 года. 


Математика 


Инженерно-экономнческий факультет 
1. Упростить ВИ 


1 


2 м НИ ) 
[РИ з(т+уя) 1 НЕНИЯ) —1- 


НИТ 


2. Рашить уравиение 
(1 — зн 2х) — 5 их — с05х) 4 4 -- 0. 
3. Решить неравенство 
2ежзт и 10 > 3. 2-ти © 


4. Полизя поверхность конуса в п раз 
больше поверхностн вписанного в него ша- 
ра (п>>2). Найти угол наклона образующей 
конуса к плоскости его основания. 


Механнко-технологический факультет 
Упростить выражение 


а+ УЗ УЗ. У©—415" 
У? У У94у5 —Ув-уе 
+ Иа. 
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2. Решить уравнение 


. „)— 5 т — 5 


3. Решить неравенство 


е) 


х х 
1985 .з ЮЕв не < 0. 


4. В израллелепииеде все сго гранн — 
равные ромбы со сторонамн а н острыми 
углемн а—60’. Найтн объем этого паралле- 


Химико-технологический факультет 
1. Упростить выражение 


14 со$ (2х + 630°) 4 зт (2а 4 810°) 
1 — 65 (29 — 630%) -+ эт (2а + 630°) 


2. Решить уравнение 


МУ х—4Их—1+ 


+ Ив ы1. 


3. Решить уравнение 


И ве. И5х = —1ю8,5 
4. Угол при вершине в осевом сечении 
кокуси равен 20, а нериметр осевого сече- 
ния равен 2р. Определить нолную поверх- 
ность конуса. 


Физика 


Объем пузырька воздуха прн всилы- 
вании сго со дна озера на поверхность уВгли- 


в 3 раза. Какова глубнна озера? 


(= ра а О. 8 мИсек?, р ь==1.01- 108 нм). 
2. Летчик давит на сиденье кресла чи 
лета в нижней точке петлн Нестерова с силой 
7200 н. Масса летчнка 80 ке. радиус петли 
250 м. Определить скорость самолста. 
3. Известно, что Земля создает элект- 


поле, напряженность которого 


вОлизи поверхности составляет Е=130 в/м. 
Определить 
верхности Земли. Радиус Земли А=6 400 кл. 
Линия электропередачи длиной 
100 хм работает при напряжении 200 хз. 
Определить к. и. д. линии, т. е отношение 
напряження на нагрузке к напряжению, 
нодводнмому к линии. Линия выполнена 
алюминиевым кабелем с площадью попе- 
сечения 150 мм?. Передаваемая 
мощность 30000 кат. 

5. Лампа мощностью Р= 0 вт обесие- 
среднюю освещенность площадки 


электрический потеяциал по- 


Определить световую отдачу 


лампы, если на площадку с пло- 
щалдью $=5 м? падает #=50% светового 
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Над чем думают 


физики? 


«Что такое размер ин форма 
ядра? Всем ясно, что такое 
размер н форма покоящегося 
твердого тела. Но ведь ядро 
состоит из частиц, совершаю- 
щнх быстрые и запутанные 
движення. Имеет лн в таком 
случае смысл говорить о его 
размерах н форме? В каче- 
стве полезной аналогин рас- 
смотрим пропеллер аэропла- 
на. Вращающийся пропеллер 
имеет вид туманного круга, 
н случайный наблюдатель 
мог бы предположить, что он 
и в самом деле имеет форму 
круга. Однако более вни- 
мательный наблюдатель, во- 
оруженный скоростной фс- 
токамерой, может сделать фо- 
тоснимок, который обнару- 
жит истинную форму про- 
пеллера. Эта «моментальная 
фотографня» согласуется с 
нашим обычным  представ- 
леннем © форме, в то время 
как «экспонированная фото- 
графия», увиденная первым 
наблюдателем, позволяет ой- 
ределить лишь среднюю фор- 
му, которая может ие иметь 
ннчего общего © истинной. 
Предположим теперь, что мы 
сделали вторую моменталь- 
ную фотографию данного про- 
пеллера или другого пропел- 
лера, принадлежащего  та- 
кому же аэроплану. На вто- 
ром снимке мы увиднм ту же 
самую форму, что и рань- 
ше, — ту же самую длину 
лопастей, такой же угол меж- 
ду ними н т.д. Отличиой 
может быть лишь орнентация 


я 


пропеллера в плоскости вра- 
щения. Пропеллер сохраняет 
свою форму, и, следователь- 
но, мы можем считать его 
«твердым». Ситуация была 
бы другой, если бы мы 
сделали моментальные фото- 
графин, например, двух оди- 
наковых осьминогов. В этом 
случае формы спрутов на 
двух фотографиях почти на- 
верняка бынн бы разными — 
спрут «мягкий». 

Размеры и форму ядер 
также можно определить с 
помощью моментальных фо- 
тографий. Более того, мы 
можем различать «твердые» 
ядра, сохраняющие свою 
форму, и «мягкие» ядра, фор- 
ма которых может меняться. 
Кроме того, мы можем де- 
лать снимкн ядер с различ- 
ным временем экспозиции. 
В этом случае мы будем по- 
лучать не истииную форму, 
а лишь форму, усредненную 
по времени, иечто подобное 
расплывчатому кругу, а виде 
которого нам представляется 
вращающийся пропеллер.» 

Так начинается одна нз 
статей в десятом выпуске на- 
учно-популярного сборника 
«Над чем думают физики» *). 

Научно - популярные 
сборники «Над чем думают 
физики» выходят с 1962 года. 
Каждый из них посвящен 
какому-либо крупному раз- 
делу современной физикн — 
физике атомного ядра, эле- 
ментарным частицам, физике 
твердого тела, квантовой мн- 
крофизнке, астрофизнке. Все 
статьи заимствованы из ми- 
роко известного америкаиско- 
го научно-популярного жур- 
нала «Зчепийс Амепсай». 


Авторами статей являются 
крупиые ученые разных 
стран, рассказывающие о 


проводимых ими исследова- 
ннях. Это —— своеобразный 
репортаж < самых нередовых 
рубежей современной наукн. 
Как правило, в этнх статьях 
высокий научный уровень со- 





*) Над чем дума- 
ют физики, выпуск 10. 
М., «Наука», 1974. 184с.. 
ц. 80 коп. 
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держания успешно сочетает- 
ся с увлекательной и доступ- 
ной формой изложения. Ав- 
торы почти не прибегают к 
математическому аппарату. 
но зато широко непользуют 
убедительные примеры, глу- 
бокие физические аналогии, 
модели и другие приемы по- 
пуляризации. Немало помо- 
гают в постижеини расска- 
зываемого и великолепные 
схематические рнсуики, ко- 
торымн щедро снабжена каж- 
дая статья. 

Человечество остро нуж- 
дается в энергии. Чем совер- 
шеннее наша техника и ком- 
фортабельнее жизнь, тем 
больше энергин мы расхо- 
дуем. Последнне несколько 
десятилетий мировые расхо- 
ды энергни удванвались в 
среднем примерно за каж- 
дые 10 лет. По прогнозам 
амернканских — энергетиков 
США к 2030 году увелнчат 
асход энергии в 10 раз. 

емпы роста советской энер- 
гетики еще более высоки. 
Однако  капнталистический 
мир уже не первый год жн- 
вет в условнях жесткого 
энергетического крнзиса. 
Слишком быстро тают запа- 
сы природного топлива — 
угля, нефти, газа. К тому же 
оно является теперь весьма 
ценным сырьем для пред- 
приятий большой химии. 
Данные Международных 
энергетическнх‹_ конгрессов 
свидетельствуют о том, что 
этих запасов хватит менее 
чем на одно столетие. Ну, 
а что же потом? 

Человечество связывает 
свои надежды на будущее 
с атомной ин термоядерной 
энергетикой. О фнзических 
основах этой во многих от- 
ношениях еще будущей энер- 
гетики и рассказывается В 
десятом выпуске сборника 
«Над чем думают физики». 

В нем помещено тринад- 
цать статей. Шесть из них 
рассказывают о физике атом- 
ного ядра — размерах н фор- 
ме ядер, структуре их по- 
верхностн (структуре поверх- 
ности тела размером 
10—12 си, механизме де- 
лення тяжелых ядер, замы- 


кающих периодическую си- 
стему элементов, кругово- 
роте радиоактивных изото- 
пов и применении нейтронов 
для заучных исследований. 
Седьмая статья посвящена 
так называемым атомным ре- 
акторам-размножителям, ко- 
торые ие только сжигают 
ядерное топливо, но, олно- 
временно, производят новое 
искусственное ядерное топ- 
ливо, да еще в количестве, 
большем сгоревшего. Именно 
© этими реакторами связаны 
сейчзс нанболее важные ис- 
следовання в области атом- 
ной энергетики. 

Далее следуют четыре 
статьн 0б исследованиях в 
области управляемых термо- 
ядерных реакинй — перс- 
пективы термоядериой эиер- 
гетики, проблемы удержания 
торячей плазмы виутри тер- 
моядерных установок, по- 
пытки вызвать термоядерную 
реакцию при помощи лазер- 
ного луча и рассказ об уста- 
иовках «Токамак», на кото- 
рых советские физики доби- 
лнсь рекордных результатов 
по нагреву и удержанию 
термоядерной плазмы. За- 
вершают сборник две статьн 
о новых методах ускорения 
заряженных частиц. Хотя 
статьн этого сборника на- 
писаны в разные годы, онн 
удачно дополняют и развн- 
вают друг лруга. 

Несмотря на то. что все 
статьи в этом сборинке при- 
надлежаг иностранным аето- 
рам, в них часто встречают- 
ся имена советских физиков. 
Советские физики внесли 
очень большой вклад как 
в физику атомного ядра, так 
н в изучение управляемых 
термоялерных  реакыий. В 
‹борннке рассказано о ра- 
ботах академика Н. Г. Ба- 
сова, который первым полу- 
чил термоядерные нейтроны 
при облучении водородной 
ллазмы лучом мощного лазе- 
ра. Подробно описаны совет- 
ские термоялерные устаиов- 
ки «Токамак», созданные под 
руководством академика 
Л. А. Арцимовича. Много 
внимания уделено критерию 
устойчивости термоядерной 
плазмы. предложенному со- 
ветским физиком В. Д. Ша- 


франовым и америкаиским 
физиком Крускалом. Расска- 
зао также о новых методах 
ускорения заряженных ча- 
стиц, предложеиных акаде- 
миками Г. И. Будкером н 
В. И. Векслером. Однако 
в ‹борнике встречаются и 
такие места, где, к сожаде- 
нию, отсутствуют необходи- 
мые ссылки на работы совет- 
ских ученых. Жаль, что этн 
пробелы не восполнены при 
переводе н редактнрованни 
сборника (хотя сами пере- 
волы сделаны очень хорошо). 
Так, например, в начале 
статьи о делечии атомных 
ядер следовало бы дать ссыл- 
ку на работы члена-кор- 
респонлента АН СССР 
Я. М. Френкеля. который 
независнмо от Н. Бора 
создал калельную модель яд- 
ра и применил ее к процессу 
делення тяжелых ядер. В 
статье о реакторах-размно- 
жителях надо было бы при- 
вести сведения о советских 
реакторах этого типа и преж- 
де всего о мощном промыщ- 
ленном  реакторе-размножн- 
теле, который давно уже ра- 
ботает на побережье Каспий- 
‹<кого моря вблизи города 
Шевченко. 

В заключение мы хотим 
привести небольшой отры- 
вок из статьи В. Вола и 
Г. Крамера, прочитав кото- 
рый, читатель убедится в 
том. насколько жиео и ин- 
тересио написам рецеизируе- 
мый сборник. Но прежде — 
два слова о методе иейтрон- 
но-активационного анализа, 
которому посвящена эта 
статья. 

Облучая вещество ней- 
тронами, можно сделать его 
атомы радиоактивиыми. Ис- 
следуя непускаемые при этом 
радиоактиеные — излучения, 
можно установить химнче- 
ский состав вещества и обна- 
ружить имеющиеся в нем 
примесн, атомы которых 
будут нснускать характерное 
для ннх излучение. 

В конце своей статьн 
и Крамер пищут: 

«Едва лн не самое за- 
хватывающее применекие 
нентронно - активационного 
анализа за последние тоды 
было предпринято двумя 


Вол 
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шведскими физиками С. Фор- 
схувудом и А. Вассеном в 
1961 году при сотрудниче- 
стве с Г. Смитом из отдела 
судебной медицииы при унн- 
версктете в Глазго. В тече- 
ние длительного времени ме- 
дикн ставили под сомнение 
официальный  днагноз, что 
Наполеон умер от рака в 
1821 году во время ссылки 
на острове Святой Елены. 
На основе записанных сим- 
птомов предполагалось много 
различных днагнозов: пеп- 
снновая язва, малярия, ди- 
зентерня н др. Для проверкн 
гипотезы о том, что Наполеон 
в действительности был от- 
равлен, Форсхувуд и его 
коллеги раздобыли волосы, 
бесспорно принадлежавшие 
Наполеону. Они были сбри- 
ты с его головы в ночь после 
смерти, очевидно, для того, 
чтобы распространять их как 
сувениры, а также для сня- 
тия маски. Несколько во- 
лосков было облучено ней- 
тронамн в ядерном реакторе. 
Затем последовательно полу- 
миллиметровые участки до- 
вольно длинных волос нссле- 
довалнсь на присутствие в 
них мышьяка. Концентра- 
ция мышьяка в сегментах 
волос была горазло выше 
нормальной. Это указывает 
на возможность хронического 
отравления Наполеона 
мышьяком. Кроме того, со- 
держание мышьяка было не 
одинаковым по длине волос. 
По-видимому. Наполеону да- 
вали мышьяк с перерывами, 
не каждый день. Зная. что 
волосы на голове в среднем 
вырастают за день на 
0,35 мм, ученые пришли к 
выводу. что перноды наи- 
высшей концентрации мышь- 
яка в волосах совпадают с 
темн днями, когда, судя по 
записям, Наполеон был осо- 
бенно болен во время неволн. 
Таким образом, нсходя из 
концентрации мышьяка, со- 
лдержащегося в волосах со- 
временных здоровых людей, 
можно прнйти к выводу, что 
Наполеон скорее всего умер 
от отравления мышьяком, ко- 
торый ему давали под видом 
лекарства во время болезни». 


В. Лешковцев 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. В трех одинаковых коробках ле- 
жат по два шарика: в одной — два 
черных, в другой — два белых, в 
третьей — белый и черный. На каж- 
дой коробке есть табличка: на одной 
изображены два белых шарика, на 
другой — два черных, на третьей — 
белый и черный. Но известно, что 
содержимое каждой коробки не соот- 
ветствует табличке. Как, вынув толь- 
ко один шарик только из одной короб- 
ки, переставить таблички на короб- 
ках в соответствни с их содержи- 
МЫМ? 

2. В озере плавает рыба. Она все 
время плывет в горизонтальном на- 
правлении. Дно озера очень неров- 
ное. Рыба проилываст то над глубо- 
кой впадиной, то над подводной горой, 
то попадает под чависниую скалу. 
Какие силы действуют на рыбу в 
этих трех случаях? 

3. Из спичек сложили три неверных 
равенства (см. рисунок). Переложи- 
те в каждом равенстве по одной спнич- 
ке так, чтобы равенства стали вер- 
ными. 

4. Два одинаковых прямолинейных 
магнита соединили один раз так, как 
показано на рисунке а, другой раз — 
так, как показано на рисунке 6. 
Нарисуйте линии индукции магнит- 
ных полей в этих двух случаях. 
5. На рисунке зашифрован процесс 
деления (уголком), в котором цифры 
зашифрованы буквамн. Расшифруй- 
те пример. 
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Здравствуй, дорогой Сережа! 
На днях получил твое письмо. Оно 
меня очень обрадовало. Ты пишешь, 


что виимательно прочел заметку 
«О системах счисления» в «Кванте» 
№ 8 за 1975 год и решил все предло- 
женные там задачи. Разве можно 
усомниться в этом, когда в конце 
письма значится: «Пысано в Москве, 
в воскресенье, 112-го сентября 
30400 года»? *). Ох, и оригинальный 
же ты человек, Сережа! Правда, мне 
не совсем понятно, почему число и 
год ты записал в разных системах. 
Впрочем, в данном случае — это твое 
право. 

Ну, а теперь приступим к делу. 

1. Как я н обещал, сегодня у нас 
речь нойдет о двоичной системе счис- 
ления. Это — самая простая система 
счисления. В ией только две цифры — 
би |. Число 2, т.е. основание си- 
стемы, запишется как 10 Ты, ко- 
нечно, это отлично знаешь. 


*) 14 сентября 1975 года. В первом пись- 
ме к Сереже («Квант», 1975, № 8, а. 59) 
рассказывалось о разных снстемах счисле- 
ния. Так, число 14, записанное в десятичной 
системе, то ссть 14,0 (индекс 10 — это ос- 


нование системы счисления) — это число 112 


в троичной системе счислення; поскольку 
141 = 1-32 1-3 - 2-30. А число 1976, о 
в пятеричной системе счисления запишется 
как 30 400, так как 1975, %-— 3.5%-р0.53-- 
{+ 3-52--0-5'46-5°. 


Вот как запишутся в двоичной си- 
стеме числа первого десятка: 1,10, |1, 
100, ОТ, 119, 1, 1000, 1001, 10 

Таблица сложения в этой системе 
состонт из единственного равенства: 
1--1= ©. (Равенства 0-2 0-0, 
=1-0=1 можно опустить — ведь 
прибавление нуля не меняет числа!) 

А как с таблицей умножения? 
Собственно говоря, никакой таблицы 
умножения В двоичной системе и 
нет — нужно только знать, что лю- 
бое число, умноженное на нуль, есть 
нуль, и что умножение на единицу 
числа не меняет. 

Арифметические действия над 
многозначными числами в двоичной 
системе выполняются по тем же пра- 
вилам, что и в десятичной. Рассмот- 
рим конкретные примеры. 

1} Сложим числа 101101 и 10100. 
Запишем одно число под другим, 
соблюдая разряды: 


т 01 01 


1 — 


О- 1== 


у 


1-2 0=с 0--0=6 НЕТ= 15, = 

пишем, | в уме; далее, + 0= 1, да 
еще |, будет |, — опять 0 пишем, 
| —в уме; наконец 1, да еще | (то, 


что было «в уме») дают |0. Итак, ио- 
лучим: 
-| у У ` } 


В 
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Проверим правильность наших вы- 
чнслений. Для этого данные числа 
запишем в десятичной системе 
Имеем: 

101101, =1.2--0.2--1 -28-Н| .2*-+ 

0. 2:- .2°=45 5, 
‚=1.23--0.23--|.22--) .21-- 

ВО. 

Сумма этих чисел должна рав- 
няться 65. Так и есть: 1000001, = 
==|.925-0.95--0 .91--0.93--) .92- 

--0 .21--1 . = 650. 

2) Умножим теперь число 1101 на 

число 110 Имеем: 


1010 


Проверку этого, а также следую- 
щих результатов: 
] 1 . | | 1 5 


ТТ: | | 


сделай сам. 

Кроме того, выполни действия и 
проверь правильность полученных 
ответов в следующих примерах: 

ОГ-=101,111110-о, ЮО 

10101. 101, ПОП; И, 
ИНОЕ 

2. Как видишь, двоичная  систе- 
ма и в самом деле очень простая. 
Правда, по сравнению с десятичной 
она довольно громоздка, но, оказы- 
вается, у нее есть ряд пренмуществ. 


1, 
001110001 
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Расскажу только об одном. 

Предположим, что для обозначе- 
ния чисел мы используем... пальцы 
рук. Так поступают, например, судьи 
баскетбольных матчей, показывая 
«на пальцах» номер игрока, получив- 
шего персональное замечание. Если 
номер игрока не больше десятн, то 
судья просто ноказывает соответ- 
ствующее число пальцев; еслн же 
номер больше десяти, то судья пока- 
зывает пальцы одиой руки, зажатые 
в кулак — это десяток, и добавляет 
нужное число пальцев другой руки — 
единицы. Так он может показать но- 
мера 11, 12, 13, 14, 15. А как быть, 
если игроков больше (т. е. если матч 
не баскетбольный, а, например, фут- 
больный)? 

Представим теперь на минутку, 
что судья пользуется не десятичной, 
а двоичной системой счисления. Как 
ты думаешь, какие числа сможет он 
показывать пальцами только одной 
рукн? Наверное, ты не поверишь, 
если я скажу, что он сможет показать 
любое число от единицы до тридцати 
одного включительно? Тем не менее 
это так. В самом деле, условимся 


- согнутым пальцем обозначать нуль, 


а выпрямленным — единицу. Тогда 
мы сможем показывать все числа от 
ХХ} .. до №! 1 \},.: а последнее и есть 
31 10: 

На рисунке ] показано несколько 
чисел, «записанных пальцами». 

Подумай, сколько чисел можно 
«записать», если использовать паль- 
цы обенх рук?:- 

3. В заключение, дорогой Сережа, 
хочу рассказать тебе об одном фоку- 


се; его с успехом демонстрируют на 


свонх_ Праздниках математики уча- 
щиеся  Батумской школы № 7. 
Возьмем какие-либо 15 назва- 


ний — пусть, к примеру, это будут 
названия геометрических фигур: точ- 
ка, прямая, луч, отрезок и т.д. — 
см. таблицу 1. 

Составим из названий, помещен- 
ных в таблице 1, еще четыре таблицы 
(таблицы 2—5). 

«Фокусник», показывая зрителям 
сводную таблицу, просит задумать 
название какой-либо фигуры. Потом, 
стоя слиной к таблицам 2—5, просит 
одного из зрителей сказать, в какнх 
изэтих таблиц присутствует задуман- 
ное им название. Получив ответ, он 
сразу называет, какая фигура была 
задумана. Затем он обращается к 
следующему зрителю и опять безоши- 
бочно называет задуманную фигуру 
ин т. д. Зрители поражены. 

А стоит ли поражаться? Секрет 
фокуса заключается в том, чтобы 
уметь переводить числа из двоичной 
системы счисления в десятичную. 
Уверен, что ты уже раскрыл его. 
Если нет, подумай — и наверняка 
найдешь ключ к отгадке. (Между 
прочим, можно брать ин больше на- 
званий, например 31, или 63, или 
127 ит. д. Но тогда придется состав- 
лять не четыре, а соответственно пять, 
шесть или семь таблиц.) 


Ну, вот и все. Надеюсь, у тебя по- 
явилось желание поглубже познако- 
миться с системами счисления, в Том 
числе и с двоичной. Могу порекомен- 
довать литературу. Это книга 
С. В. Фомина «Системы счисле- 
ния», М., 1975, и статья Р. С. Гу- 
тера «Системы счисления и ариф- 
метические основы работы электрон- 
ных вычислительных машин» (см. кни- 
гу «Дополнительные главы по курсу 
математики», учебное пособие по 
факультативному курсу для учащихся 
7—8 классов; хотя эта книга написа- 
на для учащихся 7—8 классов, мно- 
гое в ней доступно и школьникам 
5—6 классов). 


объема 1 


НЯ 
9 
ю ааааыя 


18. 24 077 
23 о — 


м 


7Йроуаонемиие 5 


9220 





С нетерпением жду твоего письма. 
Желаю успеха! 
А. Бендукидзе 
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Ответы, указанмя, решения 


Куапитесте.ги 








К статье «Температура, теплота, термометр» 


1. Отношение значений абсолютных 
температур кнления воды и таяния льда по 
опытным данным равно 


Ть . 

тм = 1,3661. 

На шкале Фаренгейта интервал между зна- 
ченкями температур, соответствующих Гн 
н То, разделен на 180 частей-градусов. Поэ- 
тому 


Тк—Т,-1,3661 То =— Та =0,3661 То=180, 
откуда 


180 ы 
ТГ. = 0 3661 ^= 491,67, 


Инымн словами, интервал значений тем- 
ператур от абсолютного нуля до темпера- 
туры таяния льда на шкале Фаренгейта 
должен быть разделен на 491, 67 частей- 
градусов. Так как температуре таяния льда 
на этой шкале соответствует отметка --32°Е, 
то абсолютному нулю должна соответство- 
вать отмётка — 459,67°Е. 

Пользуясь аналогичными рассуждениями 
найдем, что по шкале Реомюра абсолютному 
нулю температуры соответствует отметка 
—218,52°В. 
ту? 
2 

3.1,38. 10-23 джуерад. 103 град 


2. Е= ЕТ = 





3 
а 


== 2,07.10—29 дж. 
3. Цо той же формуле, что и в задаче 2 по- 
лучаем я 
Е = 4,14. 10—18 дж. 
4. Прн комнатной температуре (Т = 


=: 300°К) средняя кннетнческая энергия 
молекул газа равна 
3 


Е = -5- #Т -= 6,21.10-21 дж. 


Так как | ж—1,6. 10-19 дж, то 
6,21.160-> 


Е = 1.60 


58=53,9.10-2 зв. 


7% 


5. Постоянная Больцмана равна 1,38 Х 
Х 10—23 джг°К. Градус Фаренгейта в 1,8 раз 
меньше градуса Кельвина. Поэтому 
1,38. 10—23 
В = = 7,6. 10-2 ожгЕ. 
р 
К статье «Чертеж в геометрической задаче» 
!:. Указание. Рассмотреть отдель- 
но случаи, когда точка О лежит внутри 
или вне треугольника АВС; воспользоваться 
теоремой о том, что высоты треугольника 
пересекаются в одной точке. 


2. аи 2 (2—3). 
4 
3. К|  с0524|; = КЗ 51122ф уп? ф яп а. 


Указание. Заметить, что вычисления 
проводятся по-разному, в зависимости от 
того, лежит центр описанного шара внутри 
нлн вне пнрамиды. 

4. 6/5. Указание. — Рассмотреть 
два случая: указанные в условни задачи 
прямые пересекают стороны параллелограм- 
ма нлн их продолжения; убеднться, что в пер- 
вом случае чертеж не соответствует условию 
задачи. 

5. Условию задачи удовлетворяют три 
шара; их раднусы г, == | (внутреннее каса- 
ние), г... = (3+ 5 )/2 {внешнее касание). 





— 43 зипз = 
9, 3 За 
0$ —4 


1 1 
7. у аша; 4 асщо. 


8. КТ. 
9. (ВЕ 3 + 12). 
10. {© -- В). 2. 


К статье «Московский ‘государственный 
университет нм, М. В. Ломоносова» 
Отделение политэкономни экономического 
факультета 
1. За 3 часа 15 минут. 
=. д 
2. и = —э+ ад, х, = +3 +2мя, 


где п — целое. Указаиие. Привести 
уравнение к виду (1 -г $тх) (1 — 2 с0$х) = 


3 х= 1, у=м.. Указанне. Из 
первого уравнення системы следует, что 
у = 12%) кли у-= 8х8, причем Ю92ху < 0. 

г 5т 25 у 
4. $ = ТЕ аа. казание. 


Обозначить гипотенузу треугольника через о, 
опустить на нее перлендикуляр нз центра 
окружностн и по теореме Пифагора вы- 
числить радиус окружностн. 

5. х=0. Указание. Обозначить 


Ух + 3 через уи найти наименьшее значе- 
ние выражения. ай ири ус» 3. 


Отделение планировання нм экономической 
кибернетики экономического факультета 
1. х = жагссо$ (юй 2) -- Ал, где 
3--УЗ 


Е — целое. Указание. Заметнть, что 


И 7-а ГЗ = 2 УЗ. 2— из = 
=1/(2- У 3 )и обозначить (2 "3 }°°$* 
через #- 

2. з АМС = 85°. 

3. х=5. Указание. 
Ух—1 через и, х — 3 через в. 

4. Одна путевка 1-го тниа и 16 путевок 
2-го типа. 


Обозначить 


Отделение структурной и прикладной лнигвн- 
стнки филологического факультета 


1. ВЪ раз. 
2. х=5. Указанне. Значения х, 
удовлетворяклщие даппому уравнению при 


любом значении а, удовлетворяют этому 
уравнению, в частности, при а = ©. Но при 
а = 0 уравнение имеет два корня: х, = 5, 
хь = 2. Непосредственная проверка показы- 
вает, что лниь первый низ инх удовлетворяет 
данному уравнению прн любом значении а. 


ы: д 
яр те, 





| ЗУ, =. 
ж = — 5 акс т. аа, 
где А — целое. 
4. 117. Указание. Прнвести 


уравнение к виду 2 5х 5 зтх — 1-0 
н найти (как суммы арифметических иро- 
грессий) суммы соответствующих корией (по 6 
в каждой серии). 

5: а/8. 


Факультст психологин 
1. За 5, 4 и 8 дней соответственио. 


2. вое 


1 
3- х = аго в ис Е Ал, где А — целое. 


4. 4—3 =х<3, хе УЗ. 


5. х= 1. и=3. Указание. Вы. 
разив из данного уревнемия и через х: 
1 
УИ ОИ 
у = Хх! +2; и заметить, что 2х + | 


может быть лишь одним из четырех делите- 
лей чнсла ИП. 
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К статье  «Белорусскнй государственный 
универснтет им. В. И. Ленина» 


Физический факультет 
1. 2 тв. 
2. &; — 30 м/сек; в, = 10 м/сек (в этом 


случае тело должно быть брошено вверх 
с высоты, большей = 40 м). 


а 

3. = и! -- 0, 01я. 

4. Разность потенциалов и заряд на кон- 
_ ЗЕ 
ПС, С: к 
=1,5 м^ф; заряды на конденсаторах С, и 

С.С. 
С. равны 9 = Зи ® ао. 10- вх 


. +С: 


разностн потенциалов на конденсаторах С; н 


денсаторе С равны нулю; С. р 


С 
С: равпы соответственно И; = 2+2 И лв 
1 2 


С, м 
== 7,56 И ар © ив =2,58. 
5. а = 11 =0.89 ихек?. 


6. Е = 21/8? = 80 лк. 
7. Ч, = 18 см; 4, = 6 см. 


Механико-математический, химический фа- 
культеты н факультст прикладной математики 


1. н=0,5 (И 2 — И =0,2. 


2. Цилиндр раньше соскользнег. 


3. На ба. 
1 
8. = те (ий — 12/2). 
5. р; = 2 кей м3; р. == 1,3 ке! м3. 
$. Е == 8 А* = 800 ак. 
28 $152 = 0,52; $15 = 47; $253 = 
= 4.52. Указание. См. рис. 1. 
5, 
-„-——_——-щЩщ- 
Рис. 1 
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К статье «Казанский государственный унн- 
верснтет нм. В. И. Ульянова (Ленниа)» 


Математика 
Вариант 1 
1. При м>2 и т=0 решений нет; при 


1<м<? ип четном решений нет, при л 
нечетном 


ап ——- 
Хх: = Л — агс5 } 1—м, 





х. = 24 -!- агст и 1— м; 
при < т=!1 


х; = агсят у 1— м {прин мэ 1), 


т В 
ж = я — аси у 1 —т 
при нечетных л, а при четных п еще 


ИЕ 
хз = п-- ася у 1—т, 


ха = 25 — ас н | —м (притэ 1). 


2. При а-=0 решений нет, при 230 
решение — «|< хх |9]. 
3. 4л. 


Варнант 2 


1. х> Е 
2. х=5. 
3. 4л. 


Варнант 3 


1-х, А-а, х-= и -|- Ал, 





Ха = + 21С60$ 


2. < 0, б<х< 5/2. 


3. 2 ага Е „Указание. Пусть 


К — радиус основания конуса, @ — нско- 
мый угол, тогда высота конуса й = А ща, 





© 
раднус шара г= КШ и. 
Физика 


1. #: = 1 м/сек; и, == 1,5 м/сек. 
2. Етил = (А, - №) (и -!- М) 8. 


3. ке ( , 9 1). 
2ря у р 
9 (В; -| Е, Нл и») 


ве = Фа (Кз-Е га) — (В, -- ^,) * 
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51 = / ил, 
= 


РЕ А 9.10- . 
И. 25 сек 


. то ИТ 
6 Е=- и я —5; угол отклоне- 


ния скорости от первоначального нанравле- 
ння равен ф == агссо$ иъ/и1. 


АВ . 
7. 9= С5 —г эпа -= 3. 10-8 к. 


К статье «Уральский государственный уни- 
верситет им. А. М. Горького» 


Математика 


Вариант 1 

1. Первая фабрика пронзводит в день 
26 880 м ткани, вторая — 34 960 м ткани. 
Указание. В силу условий задачи не- 
извсстный параметр А удовлетворяет нера- 
венству 


139 840 80 640 
Е 


Отсюда следует неравенство 254? — 160% -- 
-+ 252 = 0. Решая последнее неравенство, 


14 18 
получаем —Е == = 5. Поскольку #& — це- 


лое число, находим # -= 3. 


2. Пусть треугольник АВС удовлетво- 
ряет всем условиям задачн (рис. 2), т е. 
3 ВАС =с, `. ЭРОСЕЁ =: п -- 2, Е — сере- 
дина гипотенузы АВ. По условню = ДОР == 
—= 2я — (л42а) = п — 2%. Поэтому 
3 ОБЕ = з ОЕР = а. Звачит. РО" АС в 
точкн О), ОибС лежат на одной прямой. 
Пусть раднус дуги сегмента равен К. Не- 
трудно подсчитать, что СВ = 2 ща, СВ == 





— А-а, дв, Явы 
= = ‚ РЕ=РК с0$ &. Согласно условию 
задачи АО -:-- ОЕ = Е ЕС - т - 
-- 2Ю с0$ @ == Кс рава Отсюда 1-- 
- 25т2а — 2щ а. Умножая обе части пос- 


леднего равенства на сЁ& ©, получаем с а= 
= — 250524. 


3. Первое уравнение системы можно за- 
писать в внде 


из (и-И=0. 


Если х = — Зи, то из второго уравнения 


1 
системы и] и] == —4 › откуда у> 0, и сле- 


} 
довательно, И; = 5, х; = — 5. Селин же 


х=у. то нз второго уравнения системы 
уу] == —1, откуда у < 0, н значит, и, -- 
= —, Аз = — |. 
ть 5л 
4. хх = 45 № 2ля, х, = > + 2ид, 


где л — нелое число. У казание. 


ы. Ад 
чить хе Ал, х = (— 1 ---- 02°. Для 


Полу- 


нахождения ответа учесть, что 0< со х< 1. 
Вариант 2 
1. До ввода новых станков цех рабо- 


150 а 290 
46—58 дней, а носле ввода — 1 


тал 
дней. Мз условия задачи получаем неравен- 
ство 


150 296 
40—54 т 46 --10А <, 


откуда 1043 — 394 -- 32 < 0. Поскольку А — 
целое число, из последнего керавенства нахо- 
дим № =-2. Значит, до ввода новых станков 
цех работал 5 дней, затем еще 4 полных 
лия в цехе работало 12 станков, т. с. за 
9 дней цех выпустил 150-! 4-5.12 =: 390 
изделий. Таким образом, за 10-й деиь рабо- 
ты по даниому заказу цех вылустил 440 — 
—390 = 50 изделий. 


р ыы 
2. (+13. Указание. До- 


кажите, что если О — ближайший к углу 
30° конец хорды сегмента, О— центр окруж- 
ности сегмента, а Е-—точка касания сегмен- 
та © катетом, лежащим протнв этого угла, 
то точки О, О, Е лежат на одной прямой. 


3. Первое уравненне системы можио 


нрелставить в виде 
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1 
Если х = т. -- и. то из второго уравнения 





т =. Па 


2 


леднее уравнение корней ие ымест. Если же 
] 


находим ] ! 


х= 2`— 4, то второе уравиение системы 





приводится к виду и --— Ре Ы, и = - . 


1 





> 1 
Отсюда Иу< тотеу< р. Но прн 
у <1. выполняется ЖИ —и> ый 
я И = 2’ 


так что последнее уравиение также не нмеет 


корней. Таким образом, система решений 
не имеет. 


д 
4. х= т“ —- 21, где л — целое число. 


д 


Указанне. = — 4 
иг ли 


Получить 
учесть, что 0 < сох<1 и О<зтх< 1. 


Варнант 3 
1. На 4/3 часа. 


1 
2. агсут —3-. Решение. Пусть О — 


центр шара, О, — цеитр сеченыя этого ша- 
ра плоскостью АСВ, О, — центр сечения 


: _ 


этого шара плоскостью АРВ (рис. 3). Так 
как а АОВ прямой, хорда АВ — диаметр 
окружности с центром в точке О;. Через 
точку О, перпендикулярно АВ проведем 
плоскость П, она пройдет через центр ша- 
а и будет перпендикулярна илоскостям 
АСВ и АРВ. Пусть Е н Е— точки пересе- 
чения плоскости П с окружностямн сечений 
АСВ и АШВ соответственно. Очевидно, 
3 ЕО.Е является аннейным углом искомого 
двугранного угла между плоскостями АСВ 
и АБВ. Так как 00. |. ЕО, и 00, | ЕО, 
то < ЕО,Е = + 0.00, . Стороны треугольни- 
ка 0.00, легко найти: так как = АО.0, = 


= #АРВ 3 АБВ — 6, 0. = 18, 


6 
очевидно, ОО, = ты Тогда $12 0.00, = 
в 0.0, 

00, 
3. Прн а = — 1 нанменыним корнем 


будет а НЕ при —1=9={ нанменьшим 
корнем будег —а— 1; при а>1 наимень- 
шим корнем будет —2а. Указание. 
Корнями даиного уравиення являются х; = 
= —2а, хх = 4-1, хх = —#— |. Значе- 
ния параметра а. при которых нанмсвьшим 
корнем будет ху, найдутся из системы не- 
равенств 


[з=х,, 1 @— 1—2, 
а, “Те ь1, 


откуда — 1=5а=51. Аналогично можно най- 
тн значения параметра а. прн которых наи- 
меньшим корнем будет х.. а затем х,. 


4. х=(— 1)” = + пл, у = (— 1“ Х 


. 3 
Хагст Ал, где пн А — целые числа. 


Варнант 4 


1. 20=х< 60. Указание. Пусть х 
(^м/час) — первоначальная скорость велоси- 
педиста. Мз условнй задачи вытекаст пера- 
венство 


60 = 1 60 —х 
Йа хз‘ 
Для получения ответа надо сме учесть, что 
0<х< 60. 
2. Радиус большего сечения равен 


В и НВ Указание. Через 


точку касания прямой с шаром провести 
плоскость, перпсндикулярную касательной. 
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Сечение шара этой илоскостью ссть боль- 
июй круг. он перссекастся с упомянутыми 
в условии задачи сечениями по нх диамет- 
рам. 
3—2 «< хх 1. 

4. При всех значениях параметра а 


ы 
уравнение имеет серию корней Фа ЕР 


- пл. где п — нелос число. 


Физика 
Математнко-мсханический факультет 
ти" 


1 им. 
2. Маты ==52.1011 ке. 


Ра 
== —. 2. 103а = 0 
3, = Г. = 2. 103а == Эка. 





4 та 
‚ Пе 010967 — в) 1,4. 


Физический факультет 
1. О = 94,5 дж. 


г 


2. тра ри (1 - 


3. См. рис. 4. 
4. [= 28. 


р 
— Ра + рый ) зоо я 


К статье «Московский электротехнический 
ниститут связи» 


{см. «Квант» № 5) 


Математика 
Факультет автоматнкн, телемеханикн н 


эзаектроники и 
п д (28 +1} 
ывп 


1. 55 = ве р] ‚ № 
л м 
—=-5 +5 (и- целое). Указание. 


Уравнение приводится к виду эт Зх = 


л 
= т(-3-—х]. 2. х=1. Указание. 


х 8 \3 
Привестн уравнение к внлу (2 — 3 =]. 








Рис. 4. А, 


3. Указание. Корин заданного квадрат- 
мого трехчлена лежат внутри отрезка |0, 1], 


лишь между нимн трехчлен отрицателен. 

4. Указание. При заданных  ограннче- 
Та — с05 5 

ннях_ 7 Е о 5. Искомых 
| — па 5 9 

дробей будет три: 3/8. 415, 5/24. Указа- 

ние. Обозначим искомую дробь через 


х/(х? — 1), тогда надо решить систему нера- 
веиств 


2 1 
ею 23, 
х—3 | 


виз <“ 
и отобрать только целые х. 
Факультет автоматической электросвязн 


т 
1. х= —-4 {л7 (и — целое). 2. х< 


<—1+ И5. 323 92° чл 40°. 
| 


4. =, ж=5. 5. © = агссоз —5-. 


Факультет автоматизайни нпредпрнятий связн 


ох = Я РЯ, х. = С Чл (# — 


целое). 2 


и 
р М ВИ а 68,5. 


[4 ЕТ [и 
3. 415 а с05* 2 311? 1-2). 


х, == 3. 5. Искомых прогрессий будет четы- 
ре: 6 = +1, 9=2; $ = 4, (= 1. 


Факультет радносвязи ин радновещания 


1х =8. 2. х= 


И. 


1 
#3. х= —мсШ а 


(А — целое). 4. х= — 2. Уж 





ыы тет Е ры электросвязи 





ск Е ха. 2 хыв 

ев 3. 0.4. х, = 625, м, = 3; ха = 
4 
= и =: 5. $ш = ид Хх 
3 ———— 

ЖУ 9Эку:саа . 
Инженерно-экономический факультет 

Ал 2дл 

1. х =, =  ( — целое, 


п — целое, ие кратнос 9). 2. х=8. 3. а= 
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Рис. 5. т 


== —4. 4. Указание. Воспользоваться 
формулой тангенса половниного угла. 5. Л == 
= 42, 5. 


Фнзика 


4$ 
1 = $ | Зро — |], еслм 5 
25% со5* = , 
25 
2 
20 6057 © 

Заметим, что камень может попасть п столб 
как на подъеме, так и па спуске. 


и а отвечают условию ша > 


4т,тья 
тт. ° 


3. См. рис. Зи 6. 


3,— 


п 
в 

И ры 298. 

‚ Е ры 4в]м. 

и = 8-108 м/сек. 


И = 


> 


< = 





Фо- 


= > м 


К статье «Ленинградский  электротехии- 
ческий институт нм. В. И. Ульянова (Ленина)» 


(см. «Квант» №5) 
Математика 
Взриаит 1 


1. 1632. Указаине. По условяю 
л 
\36.21х — 136-12х = 1224. 2. х= ЕР 
и >. 





Указание. Уравне- 
ние ириводится к виду (5х - со х)х 
Хх (с0$2х — 1) =0. хм=!, д = 1, 
хз=0,001. Указание. Положнть х-==10», 
уравиевие приводится к виду и? --2у2—Зу-=0. 


+ дА (8 — целое). 


Вариант 2 


п 
1. 63 км/час, 60 км/час. 2. х= Ш -- 

—- ДА (Е — целое). $3. х=б/. 5. х=3, 

и=и--9ле (й — целое) и 0б<х<И, 

& — любое. 

Физика 


1. Задачу удобно решать в системе от- 
счета, связанной с одним из теплоходов, на- 
пример, со вторым. С точки зрения наблю- 
дателя, иаходящегося на теплоходе 2, тенло- 
ход { движется со скоростью Уоги == У, — 
— у. по лнинни АС (рис. 7), и минимальное 
расстояние между тенлоходамн равно 

иш= ВО==©В— ОА) зт 60° 8,7 милн. 

2. При двнжении ядра пад новерхностью 
Землн созданное силой тяжести ускорение д 
не может рассматрнваться как ускорение, с 
которым ядро приближается к поверхности 
Земли. Действительно, предположим. что 
линейная скорость ядра равна первой космн- 
ческой скоросгн; тогда ядро вообще не упа- 
дет на Землю, двигаясь между тем с уско- 
ренисм @. Если же линейная скорость ядра 
мепьще первой космической, ядро не сможет 
стать спутником Земли, а рано или поздно 
унадет на ее поверхность. Причем, упадет 
тем быстрес, чем меньше линейная скорость 
ядра. С точкн зрення «неподвижного» набаю- 
дателя (например, связаниого с центром Зем- 
ли) у звосточного» ядра лннейиая скорость 
г = ея -- Г3, ау ч«занадиого» ядра — 5”” = 
— ия — #3. Здесь ги — скорость ядра от- 
носительно иушки, т. е. относительно «нод- 
вижного» наблюдателя, а и) — линейная 


скорость врашення Земли вокруг своей оси. 
Поскольку и’> и". время полета «восточ- 
мого» ядра больще, чем «западного». Следо- 





76 





Куап тссте.ги 


Рис. 8. 


вательно, «восточное» ядро улетит дальше от 
пушки, чем взападное». 

3. Работа равна измененню механн- 
ческой энергии спутника, равной сумме сго 
потенциальной и кинетической энергий. ИСс- 
пользуя аналогию межлу законом Мулона 
н законом всемирного тяготения”), нотен- 
цнальную энергню спутинка можно вычис- 

тМ 


лить по формуле И = — тк . За 


" — гравитационная ностоянная, 2 — мас- 
са сиутника, М — масса Земли, Ю — ра- 
днус круговой орбиты спутника. Кинети- 
юскую энергию снутинка можню пайтн из 
условия движения спутника но круговой ор- 
бите: ло?/Ю == оляМУВ >, нли К == той] = 
== утА2Ю. Тогда полная механическая энер- 
тия спутника, движущегося по круговой ор- 
бите раднуса Ю. равна Е = Н-- К= 
= —т м МАЮ + уиМЮ = — рам. ИЗ- 
менение энергий  прн персходе с орбиты 
радиуса Ю, на орбиту радиуса Ю› равно 
ый аа И 5 
ВЕ =Е, —-Е =, (= — = 5-ю дж. 
в 

Следователью, искомая работа равна 5 Гдж. 
а 


ам й 


знак «минус» ноказываст, что шарики при- 
тягиваются. 

5. Сила света источника равна отношс- 
нию светового потока к телеспому углу, в 
котором этот свеговой ноток раснределяется. 
Ирн иереходе через перегородку телесный 
угол увелнчивастся (рис. 8), а световой поток 
не изменяется, поэгому /„//; = 9... Из 


рисунка 8 ФИО, = 72/7 == 5? 9/5 95 == 
= 1/л?. Таким образом, 

УГ == М ле, 
для 


34. Е= == —4,4-10-3 дин; 


т.с. снла света 


наблюдателя умень- 
3 | 
шится в л? раз. 





*) См.. например, статью С. Козеза 
«Физические аналогии», «Квант», 1975, № 11. 
(Прил. ред.) 





вв м а) 


К статье «Математика биллнарда» 


(см. «Квант» № 5) 


}. См. $ 2 статьи. 

2. Если 41 — рациопальное число, то 
траектория пернодична; в противном случае 
тр непериодична. 

3. Например, еслн начальный 
траекторнн параллелен одной 3 сторон 
треугольника, то траектория нернодична. 
{Полный ответ такой: еслн @& — угол между 
начальным отрезком траекторин и одной 
нз сторон, то траектория периодична тогда 


и только тогда, когда число У З ща ра- 
ционально !). 

4. Для этнх биллнардов любая траекто- 
рия либо пернодична, лнбо всюду плотию 
заполняет полукольце или сектор кольца, 
либо заканчивается в одной из точек излома 
борта. 

5. Отразите Д относнтельно ОМ, В от- 
носительно ОЛ’ н соедините полученные точ- 
ки А”и 8’. Прямая А’В” пересекает лучи ОЛ 
и ОМ п искомых точках Р,иР.. 


отрезок 


6. [А) Это частный случай задачи 5 
(точка В совпадает с точкой А). 
(Б) ‘Сначала зафиксируем положение 


точки А на стороне МХ и применнм построе- 
ние из задачи 6 (А). Перемещая затем точку А 
но стороне ММ, увидим, что самый малепь- 
кий периметр у треугольннка АВС будет 
тогда, когда Г А— высота треугольника АВС. 
Таким образом, искомый треугольник АВС 
образован осиованнями высот треугольни- 


ка МЕМ. 
о г 
р 


Г 


Рис. 10. а) 
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7. Отразим прямоугольник КЕММ вме. 
сте с точкой В иоследовательно относнтель- 
но сторон К{., М, МХ, ХК (см. рис. 9. а), 
соединым получившуюся в коице концов 
точку В ; с точкой А ин обратнымн отражениями 
иревратим отрезок АВ. в искомую траскто- 
рию АР,Р.Р.Р.В. Траекторня будет крат- 
чайшей ломаной такого вида. Задача имеет 
решение ие всегда: прн каждом положении 
шара А шар 8 (или точка В ‚} обязан находить- 
ся в соответствующей «зоне обстрела» Ол 
{см. рис. 9, б); кроме того, для шара 8 сесть 
«жертвая зона» Мв — если шар В находится 
в зоне А! в, то в него никак нельзя попасть 
после  требусмых отражений (прн  лю- 
Сом положении шара А); аналогичная 
«мертвая зона» АТл сстьиу шара Й — см. 
рисунок 9. 6. 


8. «Обратный принции» неверен даже 
для выпуклых кривых {см. рис. 
К, а, 6). 

9. Пусть Р,Р....РиР, — ломаная  нан- 
большей длипы. Возьмем в принциле экст- 
ремального пути в качестве точек А н В вер- 
шнны этой ломаной через одну, т.©. РА 
и Рин очевидно, АР)В — максимальная 
ломаная, н, согласно принципу, в точке Рь 
выполнен закон упругого отражения - 


10. (А) Самый длинный отрезок Р.Р» 
с концами на кривой Г следует считать двуз- 
вениой периодической траекторией Р.Р.Р;. 
(Легко ноказать, что этот отрезок Р.Р. пер- 
ненднкулярен касательным к Г в точках Р, 
у Р..) 
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(Б) Ответ. Не будет. Если разрешить 
ломаным Р.Р:...РиР, «самопересекаться», 
то при четном яп Эт «пандлиннейшая» лома- 
иная вырождастся в отрезок Р.Р. из задачи 10 
(А), проходнмый 2 раз (в Р.Р.Р.Р.Р,. 

22). 

(В) Когда две вершины ломаной Р пр 

..РаР: сливаются в одну, ее длина стано- 
вится меньше {например, длина у ломаной 
Р.Р.Р....РиР, меньше, чем у Р.Р.Р.Ру... 

РР }, и никакой п-звенной траекторин 
не получится. 

11. Правильные л-угольники. 

12. Первое утверждение следует из оп- 
тнческого свойства эллипса. Докажем второе 
утверждение. Пусть Р,Р.Ру... — рассматри- 
влемая трасктория; проведем эллипсы: Г; с 
фокусами А и В, касающийся отрезка Р.Р., 
и Г. с теми же фокусами, касающийся от- 
резка Р.Рз, и зюкажем, что опи совпадают. 
Пусть Оу и 0.— соответствующие точки ка- 
сання (см. рис. 11). Эялипсы Г и Г. принад- 
лежат семейству {1Ге!, где Го задается соот- 
ноиением [9А| -Е МВ с Пусть Г,= 
=, н ГГ: с: Достаточно доказать, что 
Су = Со. 

Рассмотрим точки А’ и В’, симметричные 
точкам А н В относительно прямых Р.Р. 
н Р.Рз соответственно. Из оптического 
о эалинсов Г; н Го следует, что 

= А+ 10,2 в] = ре [40| + 
Е. 1©›В| = |“ В'|. Но треугольники А’Р,В 
н АР.В” конгруэнтны, так как [А’Р. = 


МР, Р.В] =Р.В и А’Р.В=АР5В+ 


+4” Рей Ров + ВРоВ' =АР. 254 (углы 
А’Р,А н ВР.В’ равны, так как в снлу опти- 
ческого свойства эллипса Г равны углы 
АР.Р, н ВР.Р.!). Следовательно, [А’В|= 
=|А ВН н с, = 52. 
13. Эта задача решается апазогично 
` задаче 12, только вместо эланпсов Го иужно 
рассмотреть гинерболы М.. задаваемые 
соотношениями  ||АМ|-—|МВ=с, н  нс- 
пользовать оптическое свойство гиперболы: 
для любой точки М на гнперболе Н. отрезкн 
МА и МВ образуют равные углы с касатель- 
ной к Нев точке М. 

16. «Намотав» отрезок 0= х= | на 
окружность Г длины 1, получим на Г нос- 
ледовательность точек {Ри=тав\!, удовлетво- 
ряющую условням теоремы Якоби. 

17. Если с" начинается с набора мифр А, 
то для некоторого ыы А - < "< 
< (АИ. 10^, те. А-- РАН. № < 
«А -- Ш (А -- 1). илн (6А] = {в - ва < 

> = {А -— 1)}. Осталось воспользоваться 
иррациональностью чнсла с н применить 
утверждение задачи 16. 
К стагье «Экзамены ио физнке в Англни» 
(См. «Квант» № 5) 
‚ а) Ма тело действуют снла тяжести 
[7 | р. о реакцни опоры Ма и сила натя-. 
кения интн Т, причем шв -г Мл --Т= 
Рис. 14. (рис. 12). 6) В этом положении на тело дей- 
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ствуют сила тяжести шр и сила рсакции 
тут 
К 
п} Потеря  мсхапической  эпсргии равна 
твАй = Ею (У? — 1) 212 дж. г) Мр-= 
тир 


= шо + г. = @— 8) в 


2 64 н. 


опоры №р, при этом Мр— ти= 








2. При движсиин на тело действуют 
(рис. 13) сила-тяжести лир, выталкивающая 
сила (сила Архимеля) РА (Ед = Ири:я = 

т 
= г" бк; р: Н рт — плотности жилкости и 

Г 


тела соответстиенио) н сила сопротивления 
В. Ме = Ао; А — коэффициент  пропорцио- 
нальности). Змиацем урависияе движения 


Руж 
тела: та = те— т _&- Аг. В иачаль- 
т 


В Р:к 
ный момсит (и = 0) а==а, =р ( 1 — еж 
ы 
затем ускорсиис умсиьшастся (рис. 14). В 
пределе (при достаточно большой высоте со- 
суда) движение становится равномерным со 


И 3:5 
скоростью 2х == р (1 Е (оис. 15). 


График изменсяия координаты тела со вре 
мейем приведен иа ‘рисунке 16. Аналиие 
ческие выражения для а, # иг в зависи- 
мости от $ можно получить, решая соотвст- 
ствующие  диферонциальные  уразцевия. 
Если вы суместе это сделать, то получите 


: & 
а о 
а (1) = ошах ео т о, 0) = Ррах П — 


—— 


т 
3. ) ‚2 (1) = сщахй -- бриах 2ь Х 


аа -- г а г). 


3. а) Разобьем кольцо на такис малые 
участки, что заряды из них можно считать 
точечными. Тогда силу ЁР можно иредставить 
как сумму сил нзаимодействия эгих точечных 
зарядов с нпробным зарядом. Очевидно, что 
при х = 0 Ё = 0 в силу симметрин. 6) При 
уволичеини х сяла Ё сначала растет, ио при 
х-+оо Е-»0 (Так как стремятся к пулю исе 
элементарные силы взаимодействия). Можно 
показать, что сила Г М ксимальна при 
х= ВУЗ. 

4. Цилиндр будет совершать колебзияя 
ваоль вертикальной оси обозначим ее через 
07). Если трение мало, го колебаиия будут 
затухать медленио. График зависимости 2 (#) 
ирипедеи на рисунке 17. 


5. См. рис. 18. 
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Рис. 15. 
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Рис. 16. 
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Рис. 1. 
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6. Для материальной точки массы ту, 
движущейся по окружности радиуса г; © 
угловой скоростью @, момент импульса ра- 


вен пи? ®, а для системы л матернальных 


п 
точек — рить В замкиутой снстеме пол- 
{= 
ный импульс есть величина постоянная. Ког- 
да мальчик уронит гантели (не опуская рук), 
то а) угловая скорость его вращения ие из- 
меинтся; 6) момеит импульса всей системы 
(мальчик, стул, гантелн) уменьшится. 

7. Пусть для определенности источник 
света дает линейчатый спектр, тогда 1) приз- 
ма позволяет получить только один спектр, 
а  дифракционная решетка — несколько; 
2) чем меныше длина волны света, тем ближе 
располагаются соответствующие максимумы 
в спектре от решеткн к центральному мак- 
снмуму, а для призмы наоборот — она силь- 
нее отклоняет короткие волны, чем длннные. 
3) Для источника, дающего сплошной спектр, 
ширииа разноцветных полос в спектре от 
рещетки одна и та же, а в спектре от приз- 
мы — иет (например, синие участки шире, 
чем красные). 

8. Чем больше длнна наклонной плоскос- 
тн, тем больше время скатывання, так как 
конечная скорость в обоих случаях одна и 
та же, а ускорение пропорциоиально синусу 
угла наклона плоскости к горизонту, т. е. 
обратно пропорционально длине наклонной 
плоскостн. 

9. а) Стержень-перемычка начнет дви- 
гаться вправо (по правилу левой рукн). 
6) Ускорение стержня с течением времени бу- 
дет уменьшаться, так как 5. д. с. индукции, 
возинкающая в замкнутом контуре, умень- 
шает ток в цепи. Движение стержня анало- 
гично движению тела в вязкой жидкости (см. 
эадачу 2). 

10. Наметим только путь решения этой 
задачн. а) По мере увеличения тока Г в цепи 
температура Т проволоки будет повышаться. 
В результате будет увеличиваться длина | 
проволоки (а значит, и величина прови- 
сания проволоки АЙ, которую удобно из- 
мерять), ее сопротнвление Ю и, следователь- 
но, падение изнряжения ( на ней. При боль- 
ших токах проволока раскалится до такой 
температуры, что начнет светиться, причем 
интенснвность излучения связана с величиной 
тока. Сильно нагретая проволока может го. 
реть в воздухе, причем скорость этой реакции 
тоже зависит от /. Величина тока в проволоке 
влняет на индукцню 8 возинкающего маг- 
нитиого поля и на силу Р, действующую на 
проволоку со стороны внешнего магнитного 
поля (напрнмер, магнитного поля Земли). 
При нагревании проволоки меняется также 
сила давлення Ех проволоки на опоры. 6) Для 
измерений можно выбрать, например, такую 
тройку величин: Ай, Юн В. Прежде чем иро- 
ектировать эксперимент, оцените ожидаемые 
результаты. Нанример, подсчитайте, на 
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сколько изменяется длина проволоки [и ее 
сопротивление К при нагревании проволоки 
от комнатной температуры па 100°. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников » 
(см. «Квант» № 5) 

1. Пусть бриллианты стоят 40 000, 
60 000, ‘70 000, 80000, 600 000, 610 000, 
620 000, 630 000, 640 000, 650 000 долларов. 
Тогда все условия задачи выполнены. 

2. Необходнмо взять с собой тело, вес 
которого измерен на Земле (все равно, ка- 
ким способом), и пружинные весы (зинамо- 
метр). Рычажиые (чашечные) весы для экс- 
перимента не годятся. Их показания иа Земле 
и иа Луне будут одинаковыми: самн гири 
«уменьшатся» в весе в 6 раз. 

3. Указаиие. Множество точек М, 
для которых |АМ| = |ВМ]|, — это полу- 
плоскость, содержащая точку А н ограни- 
ченная срединным перпендикуляром к от 
резку АВ. Аналогичио рассматриваем точ- 
ки Аи С. Чтобы объедииение двух полупло- 
скостей покрывало всю плоскость, иало, 
чтобы ограничивающие их прямые были па- 
раллельны, а точка А лежала между этими 
прямыми. 

4. Одинаковы. 

5. Хватит. Указание. При первом 


взвешивании положите на каждую чашку 
весов по 3 гири. 
К ребусам 
{См. «Кванть № 3. 3-ю с. обл.) 
«Пятью пять. ПЯТЬ == 2846. 
«Муха и слон». МУХА == 2048, 
СЛОН -= 9536. 
«Праздник». ПИРОГ -= 92 164, 
92 364, 92764. 
«Мозаика букв». МОЗАИКА 


БУКВ — 9 327 517 4610. 
«Шесть на шесть. ШЕСТЬ = 
90 625. 
К «кросснамберу» «Их было семеро» 
(См. «Квант» № 5, 3-ю с. обА.) 


Джо — 3 (слитка), Джон — Ш, Джоб — 
2, Джекоб —1, Джим — 65, Джеррн —7, 
Джефф — 9. 
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Рукописи не возвращаются 


Куда исчез мушкетер? 


Эти бравые мушкетеры, за- 
теявшие показательные по- 
единки перед домом де Тре- 
виля, сыграют с вами, если 
вы. конечно, захотите, ве- 
селую шутку. Переведите 
рисунок ма кальку, вырежь- 
те круг по пунктирной ли- 
нни и поверните немного 
вокруг центра — один из 
мушкетеров бесследно ис- 
чезнет! 

Куда он пронал? В этом 
вам поможет разобраться 
следующий рисунок. На нем 
вместо каждого мушкетера 
нарнсован отрезок прямой. 
Все отрезки конгруэнтны, но 
{В В] на \/2 часть своей 





1 
= 1 
Бы га 2.7 
а 
\ Ура ! 
в, —. 
В, к ^, / 
---5/ о, 
я 
^, 


длнны ближе к цент Е 
чем отрезок (А, 4]; С С] 
ма столько же ближе к цент- 
ру, чем [В В2] ит. д. 
Точки А, В.,.., Ру ле- 
жат на кривой, ‘которая на- 


а 


СТР ТЕХРАЕ 
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МИ АРУ УИ. 9 


РОЙ 


К ЕСТ 


3 К 


С 


Ш: 


зывается слиралью Архи- 
меда. Представьте себе, что 
по вращающейся грамилас- 
тинке с постоянной  ско- 
ростью ползет от центра Т 
улитка У. Тогда относи- 
тельно стола она переме- 
\цается как раз по спирали 
Архимеда. 

Повернем теперь круг 
на рисунке так, чтобы точ- 
ка Р; оказалась на одном 
радиусе с Ок точка О. ия 
одном радиусе с М, ит. д. 
Число отрезков сократится 
на 1, но все оин снова бу- 
дут  конгруэнтны, только 
длина каждого из иих воз- 
растет на ШУ». 

Теперь вам  нонятно, 
куда девался мушкетер? 


Цена 30 коп. 
Индекс 70465 








Эта страница обложки 

выполнена по мотивам рисунка 
известного художиика 

Виктора Вазарели. 

Рисунок замечателен своей 
«неустойчивостью». 

Что именно иа нем нзображено? 
Параллелепяпед со «спинкой»? (Тогда 
где снинка — сверху или снизу?) 

Или это два пересекающихся 
параллелеиниеда? 

А может быть, это «невозможный 
объект»? (Мы рассказывали 

о невозможных объектах в 5 номере 
нашего журнала за 1971 год.) 
Впрочем, если постараться, можно 


поочередно узидеть и ло, и другое, н третье. 
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Леонард Эйлер среди 
офицеров н солдат 
своего каре 

{к статье 
«Мннигеометрия»). 
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На этой странице нзображе- 
ны общий вид и схема сум 
мирующей машины, сконст- 
рунрованной и изготовлен- 
ной одним низ самых знаме- 
нитых людей в исторни ч 

ловечества — Блезом — Пас- 
калем (1623—1662). Его 
портрет помещен слева 
О Паскале. о его жизни. 
многочисленных научных до- 
стнженнях. открытиях. идеях 
и изобретениях уже расска- 
зывалось в «Кваите» (1973, 
№ В, с. 4). Там же расска- 
зывалось и о построенной 
им машнне (с. 10—11). Сов- 
ременники Паскаля называ- 
пн се «паскалевым колесом» 
О вычнелительных машинах, 
об нсторин их изобретения, 
0б устройстве (логическом 
и физическом) современных 
вычислительных машин н об 
х применениях подробно 
рассказано в интересной 
книге Р. С. Гутера и Ю. Л. 
Полушюова «Математические 
машины», выпущениой из 
дательством «Просвещение» 
в 1975 году. Советуем вам 
ее прочесть. С рецензней на 
эту книгу вы можете позна- 
комиться на с. 50 этого но- 
мера журнала. 
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Что такое линейное 
программирование? 


Каждый человек ежедневно, не всегда 
осознавая это, решает проблему: как 
получить наибольший эффект, обла- 
дая ограниченными средствами? 

Как потратить деньги, сэконом- 
ленные на школьных завтраках, чтобы 
получить наибольшее удовольствие: 
купить ли 2 билета в кино, порцию 
мороженого и пластинку или купить 
2 пластинки, но обойтись без кино 
и мороженого? Как употребить ве- 
черние часы: тщательно выполнить 
домашнее задание, немного посмотреть 
телевизор и дочитать интересиую КИИ- 
гу или рискнуть сделать уроки на- 
скоро, но зато посмотреть по телеви- 
зору кинофильм и хоккейный матч 
н самому поиграть в хоккей во дворе? 

Наши средства и ресурсы всегда 
ограничены. Жизнь была бы менее 
интересной, если бы это было не так. 
Нетрудно выиграть сражение, имея 
армию в 10 раз большую, чем у про- 
тивника; Ганнибалу, чтобы разбить 
римлян при Каннах, командуя вдвое 
меньшей армней, нужно было дейст- 
вовать очень обдуманно. 

Чтобы достичь наибольшего эф- 
фекта, имея ограниченные средства, 
надо составить план, или програм- 
му, действий. Раньше план в таких 
случаях составлялся «на глазок» (те- 
перь, впрочем, зачастую тоже). В 
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середине ХХ века был создан спе- 
циальный математический аппарат, 
помогающий делать это «по науке». 
Соответствующий раздел математики 
называется — математическим про- 
граммированием. Слово «программн- 
рование» здесь и в аналогичных тер- 
минах («линейное программирование», 
«динамическое программирование» и 
т. п.) обязано отчасти историческому 
недоразумению, отчасти неточному 
переводу с английского. По-русски 
лучше было бы вместо него употре- 
бить слово «планирование». С про- 
граммированием для ЭВМ математи- 
ческое программирование имеет лишь 
то общее, что большинство возникаю- 
щих на практике задач математиче- 
ского программировання слишком 
громоздки для ручного счета:  ре- 
шить их можно лишь при помощи 
ЭВМ, предварительно составив про- 
грамму. 

Чтобы сравнивать между собой по 
эффективности различные решения, 
различные программы — действий, 
прежде всего надо ввести какой-то 
количественный критерий. Такой ко- 
личественный критерий называется 
нелевой функцией (или показателем 
эффективности). В задачах матема- 
тического программирования обычно 
разыскивается экстремум  (макси- 
мум или минимум) целевой функцин 
при некоторых ограничениях.на зна- 
чения ее аргументов (это н есть ма- 


Куапитесте,ги 


тематический аналог того, что мы выше 
называли «наибольшим эффектом при 
ограниченных средствах»). 

Раздел математического програм- 
мирования, в когором целевая функ- 
ция Г, является линейной функцией 
от искомых величин Х\, Х.»..., Ха: 


Их, Хз, -., Хх) = 
= С.х.- сах. +... + сах), 
а ограничения, наложенные на них, 
имеют вид линейных уравнений: 


ах, + ах. +... Нах, = 6, 
или линейных неравенств: 


ах, | ах. |... + ах, \6 


(\/ — любой из знаков <, >), на- 
зывается линейным программиро- 
ванцем. 

Временем рождения 
программирования принято считать 
1939 год, когда была напечатана 
брошюра Леонида Витальевича Кан- 
торовича «Математические методы ор- 
ганизации и планирования  произ- 
водства». Поскольку методы, пред- 
ложенные Л. В. Канторовнчем, были 
малопригодны для ручного счета, 
а быстродействующих вычислитель- 
ных машин в то время не существова- 
ло, работа Л. В. Канторовича оста- 
лась почти не замеченной. Свое вто- 
рое рождение линейное программн- 
рование пережило в начале пятидеся- 
тых годов с появлением ЭВМ. Тогда 
началось всеобщее увлечение линей- 
ным программированием, вызвавшее 
в свою очередь развитие других рёз- 
делов математического программиро- 
вания. В 1975 году академик Л.В. Кан- 
торович и американец профессор 
Т. Купманс получилн Нобелевскую 
премию по экономическим наукам за 
«вклад в разработку теории оптималь- 
ного использования ресурсов в эко- 
номике». 


линейного 


Канонйческая форма задачи 


Каждую задачу линейного програм- 
мирования можно свести к следую- 
щей стандартной форме: найти не- 
отрицательные значения  перемен- 
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ных Х,. ХХ» ..,х,, которые удовлет- 
воряли бы системе уравнений 
их, + @ох, + . ЧН аих, = в, 
ах, + вах. + . . . ал = щ,, 


р (1) 


ЯтаАт + Чтэхз + - т х» я В 
н обращали в минимум функцию Ё: 
Г (хь Ха, 4. Хи} = 


= ах, с. +... Нох,. @) 
Так сформулированную задачу спе- 
цналисты называют общей задачей 
линейного программирования в ка- 
нонической форме (ОЗЛП). 
Покажем на примере, как огра- 
ничения-неравенства превращаются в 
уравнения. Пусть требуется найти 
неотрицательные значення перемен- 
НЫХ Х1, Ха, Хз, которые удовлетворя- 
ли бы системе неравенств 


ох, + 9х. ох, < а, 
[ыы ++ Вых, -- Взхь >= 6. (3) 


Прежде всего перейдем от системы (3) 
к равносильной системе 


— их, — ах, — их. а-20, 
Вх + Вых» + Вахз— В >> 0. 9) 


Обозначим — х,— ах. — азх. На 
через х,. Тогда х, = 0 и —х, — 
—а&.х.—азх:; На = ль. Аналогично 
расправимся со вторым неравенством 
системы (4). Таким образом, добавив 
новые («дополнительные») перемен- 
ные х,, х,, мы свели первоначальную 
задачу к виду: найти неотрицатель- 
ные значения переменных х,, Хх», Хз, 
х,, х,, которые удовлетворяли бы 
системе уравнений 


— их, — вх, — 0х, —х.-= —а, 
Вх, + Вах, + Вых, — хь = 6. 
Задача отыскания максиму- 
ма линейной функции Ё: 
(Хр Хон Хи) == 
= :^! И Ш 4х. ++ .. = ах», 
эквивалентна задаче отыскания мн- 


нимума линейной функции Г’: 
Ё (хи хь 2, хи) = 
= — 1х, — 4х, — -.. — фи. 
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Решение х0, а х0 системы (1) 


назовем допустимым решением ОЗЛП, 


если числа х, 20, ..., Х8 неотрица- 
тельны. Оптимальным будем назы- 
вать то из допустимых решений, ко- 
торое обращает целевую функцию (2) 
в минимум. 

Конкретная ОЗЛП может и не иметь 
решения: система (Ё} может быть не- 
совместной, т. е. вообще не иметь 
решений; она может быть совмест- 
ной, но не иметь допустимых решений; 
наконец, она может даже иметь до- 
пустимые решения, но средн них мо- 
жет не быть оптимального: функция 
(2) может быть не ограничена снизу 
на множестве допустнмых решений. 
Однако все эти опасности подстере- 
гают нас только в специально при- 
думанных задачах; в естественно воз- 
никающих практических задачах ре- 
шение, как правило, существует. 


Предположим, что система (1) сов- 
местна и ее уравнения линейно не- 
зависимы, т.е. никакое из них не 
может быть выведено из других. 
Можно доказать, что тогда ил. 

Рассмотрим вначале случай, когда 
число уравнений т равно числу пе- 
ремениых л. В линейной алгебре до- 
казывается, что в этом случае систе- 
ма (1) имеет единственное решение. 
Если это решение допустимое, оно 
автоматически будет оптимальным. 


Интерес представляет случай, ког- 
да т <3п (ва практике это соответ- 
ствует возможности выбора различ- 
ных планов действия). Обозначим 
п — т через #. В линейной алгебре 
доказывается, что можно какие-то т 
переменных (они называются — 6о- 
зисными) выразить через остальные А 
переменных (их называют — 260600- 
ными). Система ([} имеет в рассмат- 
риваемом случае бесконечное мно- 
жество решений: придавая свобод- 
ным переменным произволь- 
ные значения и вычисляя соответ- 
ствующие значения базисных  пере- 
менных, мы будем каждый раз полу- 
чать новое решение системы (1). Не- 
которое решение системы (1) на- 
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зывается  омпорным, если значения 
ню крайней мере Е переменных равны 
нулю. В теории линейного програм- 
мирования доказываегся, что опти- 
мальное решение является опорным. 

Из этой последней теоремы — вы- 
текает следующий план решения 
ОЗЛП: как-нибудь выбираем А сво- 
бодиых переменных; разрешаем систе- 
му относительно 2 оставшихся ба- 
знсных переменных; полагая свобод- 
ные переменные равными нулю, на- 
ходим опорное решение, вычисляем 
соответствующее значенне целевой 
функции. Перебрав все возможности 
выбора свободных перемениых, уви- 
дим, на каком из опорных решений 
целевая функция примет наимень- 
шее значённе, — это и будет искомое 
оптимальное решение. 

Для простых задач, в которых 
число переменных п невелико, такой 
метод решения — «слепым» пере- 
бором — в принципе годится. Однако 
в задачах, возннкающих на практике, 
число переменных и число наложен- 
ных ограничений г обычно очень ве- 
лики — порядка сотен и даже тысяч. 
Для таких задач простой перебор 
практически невозможен: число воз- 
можных способов выбора свободных 
переменных становится огромным! 
Поэтому в теорни линейного про- 
граммнрования были разработаны 
различные методы, позволяющие на- 
ходить оптимальное решение не 
«слепымь перебором, а так, чтобы 
каждый следующий выбор свобод- 
ных переменных приближал нас к 
решению. 

Старейшим и наиболее известным 
нз них является симплекс-метод, 
созданный в коние сороковых годов 
американским математиком Дж. Дан- 
цигом. 


Симплекс-метод 


Пусть, например, в качестве свобод- 
ных переменных выбраны первые А 
переменных ха, Х., ....Х,, а осталь- 
ные т переменных выражены через 
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НИХ: 
Хьза = +11 Лт 1 Як, Ха | 
+ - -- +94 а. ^хь  Вачь 
Хьзз = Чрззз Л, + Яра о Ха + 
+... - чех, Ви (5) 


Х» = Ча, +9“ ХТ 
+... +, ах + Ва. 


Положив все свободные перемен- 
ные равными нулю, получим следую- 
щее решение системы (1): 


хо =... = а =0, 
ЖЕ = Виза, Хз — Вы», .-- 
1.5 о = В„. (6) 
Если все свободные члены В+, 


в... .... В» неотрицательны, 
нне (6) является допустимым. 

Чтобы проверить, является ли 
оно оптимальным, выразим целевую 
функцию Г. через свободные перемен- 


реше- 


ные х,, Х,, ..., Хь, Подставив выраже- 
ния ДЛЯ Хиза, Ху, ‹.., Хи ИЗ (5) в 

Х\, Хо ---› Ха = 7 
О 


Из (6) вытекает, что [. (хз, хзи.., хо) = 
= 4. Посмотрим, не можем ли мы 
уменьшить значение целевой функ- 
ции Д, увеличивая значения свобод- 
ных переменных ху, Ха,... ‚ Х» (умень- 
шать мы их не можем, так как в ре- 
шении (6) они равны нулю, а мы ищем 
допустимое решение). 

Если все коэффициенты 4, 4», 
..., 4к В равенстве (7) неотрицатель- 
ны, то, увеличивая значения перемен- 
НЫХ Х,, Ха, ...› ЛА» МЫ не можем умень- 
щить значение функции Ё. В этом 
случае найденное нами решение яв- 
ляется оптимальным. 

Если же среди коэффициентов 
4:, 4... 4, в равенстве (7) есть 
отрицательные, то, увеличивая зна- 
чения соответствующих свободных 
переменных, мы будем уменьшать зна- 
чение функцин С, т.е. будем улуч- 
шать решение. В этом случае най- 


денное нами решение не является оп- 
тимальным. 

Пусть, например, в равенстве (7) 
отрицателен коэффициент 4,. Еслн 
в системе (5) все коэффициенты при 


х, неотрицательны, то любое 
увеличенне значения переменной х, 
оставит значения переменных 


Хк+1» Хл+ 3, ---‚ Хл Неотрицательными и 
мы не выйдем из области допустимых 
решений. Значение же функции [ 
будет при этом неограннченно умень- 
шаться. Таким образом, в этом случае 
целевая функция Ё не ограничена 
снизу на множестве допустимых ре- 
шений и оптимального решения ОЗЛП 
не существует. 

Допустим, наконец, что среди 
уравнений системы (5) есть такие, в 
которых коэффициент при х, отри- 
цателен. Для переменных, стоящих 
в левых частях этнх уравнений, уве- 
лнчение значения переменной х, опас- 
но: оно может сделать нх отрицатель- 
ными. 

Если, например, ода: < 0, то, 
очевидно, значение переменной х, 
можио — увеличивать только до 

Ваза , (При = — Вы: 

+1, 1 Чрул.а ' 
=... = =0 получим 4, =0.) 
Среди переменных, для которых уве- 
личение значения переменной х, опас- 
но, выберем ту, которая раньше всех 
обратится в нуль, т.е. ту, для кото- 
рой величина — = 

. 1 
Пусть такая «наиболее угрожаемая» 
переменная будет х,. 

Выведем теперь из числа свобод- 
ных переменных х, и переведем вместо 
нее в группу свободных переменных 
х,, т. е. разрешим систему (1} от- 
носительно базисных переменных 


О 


меньше всего. 


Ха» Хи» ---» Ха» ХР» 
Дальше все повторяется: положив 
все свободные переменные х., ..., Х,, 
х, равными нулю, найдем соответст- 
вующее решение; выразим целевую 
функцию Ё через новые свободные пе- 
ременные; если все коэффициенты при 
переменных в полученном выражении 


$ 
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для [, неотрицательны, найденное ре- 
шение — оптимальное; в противном 
случае процесс выбора базисных пе- 
ременных и улучшения решения про- 
должается. 

Описанный алгоритм и называется 
симплекс-методом. (Обратили ли Вы, 
читатель, виимакие, что в нашем из- 


ложении алгоритма оставлена одна 
«Дырка»: одна возможность не рас- 
смотрена?) 


Два примера 


Рассмотрим сначала обычную школь- 
ную задачу. 

Задача 1. Три школьника хо- 
тят добраться до лесного озера, распо- 
ложенного в 20 км от дома. У них 
есть один двухместный мопед, на ко- 
тором можно ехать со скоростью 
36 ки/час. Пешком каждый школь- 
ник может идти со скоростью 4 км/час. 
Как организовать движение, чтобы 
всем троим быстрее добраться до 
озера? Каково наименьшее время, за 
которое это можно сделать? 

Очевидно, что многократная сме- 
на пассажиров на мопеде не сможет 
дать никакой выгоды во времени по 
сравнению с однократной. Поэтому 
составим такой план организации 
движения: в начальный момент вре- 
мени из дома Д одновременно выез- 
жают на мопеде два школьника и вы- 
ходит пешком третий школьник. В 
промежуточной точке Т водитель мо- 
педа высаживает своего спутника, 
который до озёра О идет дальше пеш- 
ком; мопед же возвращается за третьим 
школьником, встречает его в точке К 
и отвозит к озеру (на рисунке {1 крас- 
ным цветом обозначено движение мо- 
педа, синим — движение пешеходов). 
Наш план организации движения ста- 
новится конкретным при фиксирова- 
нии расстояния |ДТ | = х. Нам надо 
найти х, при котором время { при- 
бытня в точку О последнего из школь- 
ников будет минимальным. 

Обозначим через {, время, затра- 
ченное на «переход» из Д в О «выса- 
женным» школьником, через #, — 


$ 
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Рис. 1. Ь, й 


время, затраченное водителем мопе- 
х 20—х 
да. Очевидно Ц&= 35 +=. 


Положим |КТ | = у. Тогда =“ = 

ху 4 
`—=^ 36 › ОТКУда у = _х. Очевидно, 

о 
ь Е . Значит, &, = + 5х. 
По смыслу наших обозначений 

# = тах (1, #5). 

Таким образом, #4 и >. Если 
«высаженный» школьник прибыл в 
О раньше, чем мопед, то В < 
н 2 = 5. В противном случае &; > Ё 
ин [= 1. Отметим еще, что > 0. 

Нам надо найти такое х, при ко- 
тором функция Ё = тах (&, #5) при- 
нимает наименьшее значение. Кроме 
того, нам надо найти значениефункции 
тах (11, #5) при этом х, т.е. число 
тит (тах (2,,#.)). Из рисунка 2 (на нем 
красным цветом нарисован график 
функции $, (х), черным — функции 
6 (х), синим — функции тах (1, &.,)) 
сразу видно, что искомое х опреде- 
ляется из уравнения #, = #.. 

Тем не менее, чтобы проиллюст- 
рировать общий метод, поставим и 
решим данную задачу как задачу 
линейного программирования. Пере- 
формулируем ее так: найти намень- 
шее {, для которого одновременно 
> Н вн Ё>= Ь. Итак, нам надо 
найти неотрицательные значения пе- 
ременных х и РГ, которые удовлетво- 
ряли бы системе неравенств 


х 20 —х 
> 5-4, 


(8) 


в У 
>95“ 


Щ 
Зы 
Рнс. 2. 20 х 


и обращали в минимум функцию Ё: 
Ых, ) = 0. х-+1.-2=2. 409) 
Мы получили задачу линейного про- 
граммирования. Сведем ее к ОЗЛП. 
Система (8) равиосильйа системе 


2х + 91—45 >20, 
Шон 


Обозначим 2х -- 9 —45 
—2х + 45—25 через у... Тогда 
2х + 9 —45 =у, —2х + 45 — 
—25 = у»ну, > 0, у,-— 0. Нашу за- 
дачу мы можем теперь сформулнро- 
вать так: найти неотрицательные зна- 
чения переменных х, Е, ш, уз, которые 
удовлетворяли бы системе уравнений 


2х -- 9 — и, = 45, 
Ш и (1 


и обращали в минимум целевую функ- 
цию Г (х, Ё& у, 9.) = Ё А это уже 
ОЗЛП. Решим ее снмплекс-методом. 

Выберем в качестве базисных пе- 
ременных и, и и. (систему (11) легче 
всего решить относительно них) н вы- 
разим их через свободные перемен- 
ные х, #: 


и =2х- 9 — 45, 
я — 2х +451 —725. 


Полагая свободные переменные рав- 
ными нулю, получим решение систем 
{12) и (11): 
ж=Ко 0, у’= —45, у = — 95. 
Это решение не является допустимым. 
Выберем теперь в качестве базис- 
ных переменных две другие перемен- 
ные, например Ёи у». (В теорин лн- 
нейного программирования сущест- 


(10) 


через цу. 


(12) 
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вуёт метод, указывающий, каким об- 
разом выбирать новые свободные пе- 
ременные так, чтобы приближаться к 
области допустимых решений. Здесь 
мы этот метод не излагаем.) Разре- 
шим систему (11) относительно них: 


2 1 Е 
= 5+5 М5, 
уз = — 12х + 54, + 200. 


Полагая свободные переменные рав- 


ными нулю, получим решение снстем 
(13) и (1): 


Жо = и = 0, 


(13) 


#— 6, у”) =200. 
(14) 
Решение (14) уже является допусти- 
мым. Чтобы проверить, является ли 
оно оптимальным, выразим целевую 
функцию 1, через свободные перемен- 
ные х ни,. Из (9) и (13) 
Е (х, Ё ул, у) = -ж+ и 5. 
(15) 
Значение целевой функции Г. на ре- 
шении (14) равно 5. 

Поскольку коэффициент прн х в 
(15) отрицателен, решение (14) не 
является оптимальным: увеличивая 
значение переменной х, мы будем 
уменышать значение целевой функ- 
ции Д. 

В обоих уравиениях системы (13) 
коэффициенты при х отрицательны. 
Поэтому увеличение значения пе- 
ременной х опасно как для [, так и для 
уз: это увеличение может  сде- 
лать их отрицательными. Из первого 
уравнения системы (13) следует, что 
значение переменной х ие ан 
чивать до — 5 /(---)=-=-=22-5 
(при таком значении х ин при и; =0 
получим # = 0; при дальнейшем уве- 
личении х значение переменной { ста- 


нет отрицательным); из второго — до 
206 50 


зом, при увеличении значения пере- 
менной х раньше обратится в нуль пе- 
ременная иу.: она находится в «более 
угрожаемом» положении, чем #. 


Выведем теперь из числа свобод- 
ных переменных х и переведем вместо 
нее в группу свободных переменных 
уз, т.е. разрешим систему (11) от- 
носительно базисных переменных х 
и Е 





5 | 50 
а 

| | 3 (16) 
= т. 


Полагая свободные переменные рав- 
ными нулю, получим решение систем 


(16) и (11): 


50 
9 — 9 =. 0, х® = 


З » 





35 
а (17) 


Выразим целевую функцию Ё через 
и, НЦ. Из (9) и (16) 
} 1 
ГЯ (х, г, у. у.) —54 9 На 
35 
+7. (18) 
Значение целевой функции [. на ре- 


35 
шенни (17) равно —57- . 


Поскольку все коэффициенты прн 
переменных в (18) неотрицательны, 
решение (17) является оптимальным. 


Итак, задача решена: мопеду надо 

ссадить пассажира на расстоянии 
50 

х3) = з_=16 (км); наимень- 


шее время, за которое можно доб- 
35 
раться до озера, равно {3 = 57 = 


=} 8 
=‘ 57 (чад. 


Приведем теперь типичную прак- 
тическую задачу, естественно ставя- 
щуюся как задача линейного програм- 
мирования. Это так называемая «за- 
дача о диете», или «задача о пищевом 
рационе». 

Задача 2. Директору столовой 
нужно составить меню. В его распо- 
ряжении имеется 5 видов продуктов: 
хлеб, овощи, фрукты, мясо, рыба. 





Известно, что килограмм хлеба стоит 
с, рублей, килограмм овощей — с. риб- 
лей и т. д. Известно также, что ки- 
лограмм хлеба содержит а, \ кг бел- 
ков, @1з кг жиров и а, ке углеводов 
и т. д. (содержание белков, жиров 
н углеводов в килограмме каждого 
вида продуктов указано в таблице на 
рисунке 3). Требуется так составить 
меню, чтобы в нем содержалось не 
менее Ь; кг белков, не менее 6. кг жи- 
ров и не менее $. ке углеводов, причем 
стоимость его была минимальной. 

Обозначим через х, количество 
хлеба, которое войдет в мепю, через 
Хх. — количество овощей ит. д. Об- 
щая стонмость меню Г, очевидно, 
выразится равенством 


5 
Ех» Хи, Хз Ху ХУ) =: С 


Ат. 


(19) 
Ограничения на питательность меню 
выражаются системой неравенств 


ад: | ах, - алх, + аха-- 
-Нанхь > 6, 
@ьхь - арх, + @зохз-- ах: -- 
+ @вХ5 > 6,20) 
арзх: Г @озхь Е аззхз Е @азха -- 
ах, =6.. 


Наша задача приняла вид: найти не- 
отрицательные значения переменных 
Ха: Хо» Хз, Х, Ху, Которые удовлетво- 
ряли бы системе неравенств (20) и об- 
ращали в минимум функцию [. из (19). 
Это — задача линейного программи- 
рования. 
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Э. Казарян, 
Р. Саакян 


ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ПО 
ЭЛЕКТРО АТИКЕ. 


ний 


Изучая постоянные (не изменяющиеся 
со временем) электрические поля, 
создаваемые заряженными провод- 
никами, прежде всего следует иметь 
в виду, что напряженность электро- 
статического поля внутри провод- 
ников равна нулю. Отсюда непосред- 
ственно следует, что заряды в провод- 
никах распределяются по их поверх- 
ности. Таким образом, задачи элект- 
ростатики обычно сводятся к нахож- 
дению электрического поля вне про- 
водников и к определению распреде- 
ления зарядов на поверхности про- 
водников. 

Сформулируем несколько типич- 
ных электростатических задач. 

Задача 1. Точечный заряд 9 
находится на расстоянии 4от поверх- 
ности заземленного сферического про- 
водника радиуса г (рис. 1). Определить 
заряд 4’, индуцированный на этой 
поверхности. 

Задача 2. Между двумя за- 
земленными концентрическими сфе- 





Рис. 1. 
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рическими поверхностями, радиусы 
которых г: и г., помещен точечный 
заряд 4 (рис. 2). Расстояния от за- 
ряда до сферических поверхностей рав- 
ны соответственно @ и 4.. Найти 
индуцированные на сферах заряды 4 
и 9. 

Задача 3. Точечный заряд 9 
находится на расстояниях 4; и 4. от 
проводящих заземленных бесконечных 
плоскостей (рис. 3). Найти заряды 
4 и 9., наведенные на этих плоскостях. 

Общие методы решения подобных 
задач изучаются в соответствующем 
разделе математической физики, не 
входящей в школьную программу. 
Одиако существует ряд сравнитель- 
но простых частных методов, которые 
позволяют решать задачи по электро- 
статике, не выходя за пределы элемен- 
тарной математики (например, метод 
изображений, о котором упоминалось 
в статье Г. Мякишева «Электроста- 
тическое поле»; см. «Квант», 1975, 
№ 4). Здесь мы рассмотрим один из 
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Рис. 2. 





Рис. 3. 


таких методов, основанный на теореме 
(или принципе) взаимности. 

В чем заключается сущность этой 
теоремы? Ее можно сформулировать 
так: если в системе из п проводников 
проводники, несущие заряды 91, дз». 
.... 9и» имеют потенциалы фл, Ф». 
..., Фа соответственно, а при зарядах 
9, 9, .... 9, потенциалы проводни- 
ков равны Ф, Ф., .... Ф., то спра- 
ведливо равенство 


с. п 
№ Ч = ^ ФФь. (1) 
1=| ==] 
Покажем, что это действительно так. 
Согласно принципу суперпозиции 
потенциалы проводников находятся 
в линейной зависимости от зарядов. 
Или, наоборот, заряды на проводни- 
ках линейно зависят от потенциалов. 
Рассмотрим сначала частный случай— 
внутри заземленной проводящей по- 
верхности находятся два заряжен- 
ных проводника / и 2 (рис. 4). Сое- 
диним второй проводник с заземлен- 
ной поверхностью, тогда потенциал 
этого проводника обратится в нуль 
(см. рис. 4. а). Потенциал первого 
проводника обозначим через ф,. За- 
ряды на каждом из проводников долж- 
ны быть пропорциональны фи, т. е. 
49: = С11Ф, и А4» = Сола. (2) 
Здесь Ад: и Ад. — заряды на первом 
и втором проводниках соответствен- 
но, аС.: и С.: — постоянные величи- 
ны, называемые коэффициентами ем- 
кости и зависящие отформы и взаим- 
ного расположення проводников. С, 1 
и С. характеризуют заряды первого 
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Рис. 4. 


и второго проводников в случае, 
когда потенциал первого проводника 
равен единице, а второй проводник 
заземлен. 

Теперь заземлим первый провод- 
ник, а потенциал второго проводника 
обозначим через ф, (см. рис. 4, 6). 
Тогда 
49, = С.Ф. и 49, = Сафь, (3) 
где А9, и 44, — новые заряды на 
проводниках, а С;. иС., — соответ- 
ствующие коэффициенты емкости. С» 
и С:: показывают, каковы заряды 
первого и второго проводников, если 
потенциал второго проводника равен 
единице, а первый проводник зазем- 
лен. 

Очевидно, что если ни один из 


«проводников не заземлен и их потен- 


циалы равны ф, и Ф. (см. рис. 4, в), 
то заряды 9, н 9, на проводниках 
равны соответственно 


41 = СиаФ, + С, Фе, 

4» = Сафа + С»22Ф». 
Эти соотношения получены путем сло- 
жения выражений (2) и (3). 

Аналогичные рассуждения можно 

провести и для общего случая, когда 
система состоит из м проводников. 
Для заряда 4; :-го проводника по- 
лучим 


9: = Си + Сы. + 


= 2 СФ (= 1,2, . . ‚ п). (4) 
—1 


Здесь коэффициент емкости С,» ха- 
рактеризует заряд г-го проводника, 
когда все проводники, кроме #-го, за- 


. + Сич > 
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Рис. 5. 


землены, а потенциал #-го провод- 
ника равен единице. Пусть теперь 
заряд Гго проводника равен 4,, 
а его потенциал ф;. Умножим равен- 
ство (4) почленно на Фф‚: 


и] 
. 4 . 
Оф == >, Ск Фь Фе , 
Е-=1 


а затем просуммируем обе части полу- 
ченного равенства по всем значениям 
гот | дол: 


р 4: 


ры| 


№ 

ты ро Сл Фь Фи - 

#. КИ 
Но 

п п м 

Йо Ч . ‚ 

у Сы = > СФ = Уч 
1, йля | Г. 1 {1 


(так как иг, и А принимают все значе- 
ния от [1 до п), поэтому окончательно 


получаем 
Уи = 319. (5) 


Гоа] {= 


Таким образом, теорема взаимно- 
сти доказана, поскольку равенства 
(1) и (5) идентичны. 

Прежде чем применить теорему 
взаимности для решения сформулиро- 
ванных выше задач, рассмотрим две 
дополнительные задачи. 

Дополнительная за- 
дача {. Имеется система — про- 
водников, которые все, кроме г-го, 
заземлены, а :-й проводник имеет по- 
тенциал $; (рис. 5). В некоторой 
точке А системы потенциал равен Ф. 
Определить заряд 4,, индуцируемый 





Рис. 6. 


на 1-м проводнике, если все проводники 
заземлить, а в точку А поместить 
заряд 4. 

Представим себе, что в точке А 
находится проводник, причем его ли- 
нейные ‘размеры малы по сравнению с 
расстояниями до других проводников 
(тогда его присутствие не изменит рас- 
пределения зарядов и потенциалов в 
системе). Будем называть его про- 
водником А. Рассмотрим два состоя- 
ния системы: 

а) заряд проводника А равен ну- 
лю, его потенциал ф, потенциал го 
проводника ф‚, а потенциалы всех ос- 
тальных проводников равны нулю 
(см. рис. 5, а); 

6) заряд проводника А равен (4, 
потенциалы всех остальных провод- 
ников равны нулю, а заряд, индуцн- 
руемый на {-м проводнике, равен 9, 
(см. рис. 5, 6). 

Согласно теореме взаимности 


9$ 9.$:=0, 
откуда 


9: = 


—_Яф. 


Дополнительная за- 
дача 2. В замкнутой проводящей 
поверхности 1, потенциал которой фи, 
находится проводник —_2 (рис. 6). 
Его потенциал равен ф». а потенциал 
точки А, находящейся между провод- 
никами, равен $. Найти заряды 9 


и 9, индуцириемые на проводниках, 


если проводники заземлить, а в точку 
А поместить заряд д- 
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Имеем два состояния системы: 

а) заряд в точке А равен нулю, ее 
потенциал ф, а потенциалы проводни- 
ков равны ф, и ф) (см. рис. 6, а); 

6) заряд в точке А равен 9, по- 
тенциалы проводников равны нулю, 
а индуцированные на них заряды рав- 
ны 9, и $, (см. рис. 6, 6). 

Для простоты здесь и дальше мы 
будем говорить о заряде и о потен- 
циале почки А, подразумевая, что в 
этой точке находится проводник (как 
это было сделано в задаче 1). 

По теореме взаимности 


д Ф.-+ 959+ 9%=0. (6) 


Из одного этого равенства нельзя, 
конечно, найти оба индуцированных 
заряда. Однако можно воспользо- 
ваться еще тем условием, что проводя- 
щая поверхность 71 во втором случае 
заземлена. Это означает, что электри- 
ческое поле снаружи отсутствует, а 
значит, алгебранческая сумма всех 
зарядов, находящихся внутри зазем- 
ленной поверхности, равна нулю, т. е. 


9+%-9-=0. (7) 


Решая совместно уравнения (6) и 
(7), получим 


. $ —$ 
“9 9, — 4: 
и 
ФФ 
= 9 9—9 


Теперь уже можно вернуться к ос- 
новным трем задачам. Для их реше- 
ния будем пользоваться теоремой 
взаимности. Метод, основанный на 
применении этой теоремы, несколь- 
ко формальный, но очень простой 
и удобный. Вся сложность состоит 
только в том, чтобы разумно выбрать 
рассматриваемые два состояния систе- 
мы и записать для них равенство (1). 

Решенне задачи 1. По ус- 
ловию задачи точечный заряд 4 на- 
ходится на определенном расстоянии 
от заземленной проводящей сферы, 
на которой наводится заряд 9’ (сос- 
тояние 1). 
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Предположим, что сферическая п0- 
верхность не заземлена и имеет по- 
тенциал Фе, а заряда д нет. Тогда на 
его месте потенциал поля равен 


г 
Ф= Ф уфа“ (г — радиус сфериче- 
ской поверхности, 4 — расстояние от 
заряда 9 до этой поверхностн). Это — 
второе состояние системы. 


Запишем для этих двух состояний 
системы теорему взанмности: 


9ФЕ9'Ф,=0, 
или 


г 
га’ 





ыы 


Полученный результат можно при- 
менить к случаю, когда заряд 4’ на- 
водится на бесконечной проводящей 
плоскости. Действительно, бесконкеч- 
ную плоскость можно рассматривать 
как сферическую поверхность с бес- 
конечно большим радиусом, т. е. 
г—00. Следовательно, в пределе при 
г—=ос имеем 


у 


г 1 
О ИИ 


т. е. индуцированный на бесконечной 
плоскости заряд равен по величине, 
но противоположен по знаку под- 
несенному к плоскости  точечному 
заряду. где бы этот заряд ни нахо- 
Дился- 


Решение задачи 2. Со- 
гласно условию задачи первое состоя- 
ние системы таково: заряд 9 находит- 
ся в заданной точке между заземлен- 
ными сферическими поверхностями, 
на которых наводятся заряды 4, и 9,. 

В качестве второго состояння рас- 
смотрим случай, когда внешняя сфе- 
ра заземлена, внутренняя сфера имеет 
потенциал ф:, заряд 9 отсутствует, 
но на его месте потенциал поля ра- 
вен Ф. 

Исходя из решения дополнитель- 
ной задачи 1, получим 

91 = — $ . 


г (8) 
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Рис. 7. 


Заряд 4., индуцированный на внеш- 


ней сфере, найдем из условия, что 
алгебраическая сумма зарядов, на- 


ходящихся внутри заземленной по- 
верхности, равна нулю: 
99.4920. (9) 


Такнм образом, нам остается найти 
отношение $/ф,. Предположим, что, 
когда внешняя сфера заземлена, а 
внутренняя имеет потенциал ф,, за- 
ряд внутренней сферы равен 9о. Оче- 
видно, что при этом на внешней сфере 
наведется заряд — 9. Выразим по- 
тенциалы ф н ф, через заряды 9ь 





ни — 9%: 
до 1 — 9 
Фа Ги‘ 
Ч, — 4 
и: ть 
Отсюда 
Е 
2. а м 
#4 — 1 ь (10) 
ов 


Тогда окончательно из равенств 
{8) —- (10) получим 
‚ 714 
9 = 9 аи ча) , 
гай 


92 = им а. 


Решение задачи 3. Оно не- 
посредственно следует из решения 
задачи 2, поскольку две параллель- 
ные бесконечные плоскости можно 
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Рис. 8. 


рассматривать как две концентри- 
ческие сферы с бесконечно больши- 
мн радиусами. 

Запишем результат решения за- 
дачи 2 в виде 


, г 
= Ч Ее = 
4 
= ааа, 
' 71 
= Ч аа = 
СЧ 
Ч +4 — 
ЕЙ 
ЕЕ 
Если г. + 0 и г. со, то 


Упражнения 

1. Центр шара, несущего заряд 4, на- 
ходится на расстоянии а от центра ззземлен- 
вого шарового проводника радиуса г (рис. 7). 
Определить заряд 9’, индуцированный на 
заземленном шаре. 

2. Из двух концентрическнх сферических 
проводников. радиусы которых г, и г. 
(’, <г.), внутренний заземлен, а внешинй 
имест заряд 4 (рис. 8). Найти заряд а’. на- 
веденный на внутренией сфере. 
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А. Дозоров 


| ЗАЧЕМ 
ТРАНСФОРМ АТОРУ 
СЕРДЕЧНИК? 


з 
=—: : 
ее, ть. 
В, Е 


ще ще — ии - 





Вспомним, как устроен трансформа- 
тор н по какому принцнпу работает. 

Простейший трансформатор (см. 
рисунок) представляет собой две ка- 
тушки (обмотки), иамотанные на об- 
щий стальной сердечник. Одна об- 
мотка (первичная) подключается К ис- 
точнику переменного тока. Устрой- 
ство, потребляющее электроэнергию 
(Так называемая нагрузка), подклю- 
чается ко второй обмотке (вторичной). 
И первичную, и вторичную обмотки 
пронизывает один и тот же перемен- 
ный магнитный поток, созданный пе- 
ременным током источника. В пер- 
вичной обмотке с числом витков л, 
возникает э. д. с. индукции е, = 


А 
= (АФ — изменение маг- 


нитного потока через один виток за 


время А{), а во вторичной — э.д.с. 
АФ 


А 

Предположим, что вторичная об- 
мотка разомкнута, т. е. рассмотрим 
режим холостого хода трансформато- 
ра. Будем также считать, что актив- 
ное сопротивление первичной катуш- 
ки очень мало по сравнению с ее ин- 
дуктивным сопротивлением. По за- 
кону Ома сумма всех э. д. с. в замк- 
нутом контуре равна сумме падений 
напряжения в этом контуре (часто 
закон Ома, записанный в таком виде, 
называют правилом Кирхгофа): 

и ре. =Б. 


—= —й: 


индукции е. = — п» 
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Здесь и, — напряжение источиика то- 
ка, 1 — ток и ЮВ, — активное со- 
противление первичной обмотки. По- 
скольку А, очень мало (Ю->0), и‚-+ 
+е.=0, или 
И: ==— 61. 

При разомкнутой вторичиой обмотке 
((.—=0) напряжение на ее концах 














из—— Вэ. 
Таким образом, отношение напря- 
из Е РА 
жений — яли для дейст- 
и е1 
вующих значений 
и __%: м 
д’ (1) 


Это соотношение и порождает вопрос, 
сформулированный в заголовке. Дей- 
ствительно, отношение напряжений 
зависит только от отношения числа 
внтков В обмотках, а параметры сер- 
дечника в соотношении (1} отсутству- 
ют. Могут ли эти параметры быть про- 
извольными? Может ли трансформа- 
тор работать вообще без сердечника? 
Если да, то при каких условиях? 

При выводе соотношения (1) под- 
разумевалось, что магнитные потоки 
через первичную и вторичную катуш- 
ки равны. Однако это условие может 
и не выполняться: часть магнитного 
потока, создаваемого первичной ка- 
тушкой, может рассеиваться и не 
пронизывать вторичную обмотку 
трансформатора, что с иензбежностью 
должно ухудшать техническую цен- 
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ность трансформатора. Так, может 
быть, основное назначеняе сердечни- 
ка — уменьшать рассеяние магнит- 
ного потока? Но рассеяиия можно 
избежать и другими способами! На- 
пример, намотав вторичную обмотку 
прямо на первичную или намотав обе 
обмотки на тор (баранку). И снова 
возникает вопрос, — сформулирован- 
ный в заголовке: зачем трансформа- 
тору нужен тяжелый сердечник, в ко- 
тором, кроме всего прочего, возни- 
кают энергетические потери — токи 
Фуко, гистерезис? В общем, у сер- 
дечника масса недостатков. Так за- 
чем же он нужен? 

Итак, вопрос сформулирован и об- 
сужден; пора переходить к ответу на 
него. 

Реальные устройства, как правн- 
ло, обладают худшими свойствами по 
сравненню с теми идеальными моде- 
лями, которые описывает теорня, осо- 
бенно простейшая. Это относится нк 
трансформатору. Какой же трансфор- 
матор разумно называть ндеальным? 
Попробуем качественно разобраться в 
этом. В трансформаторе электромаг- 
нитная энергия передается из пер- 
вичной катушки во вторичную. В луч- 
шем случае энергия, выделяемая в це- 
пи вторичной обмотки, будет равна 
энергин, потребляемой первичной об- 
моткой от источника. Можно гово- 
рить не об энергии, а о мощностн. 
Желательно, кроме того, чтобы мощ- 
ность была максимальной, т. е. коэф- 
фициент мощности с0$ фл 1. Мате- 
матически эти требования записыва- 







Стальной 


Первичная 
р сердечник 


Вторичная 
обмотка 


обмотка 


Ц зто 


ются таким соотнощением: 

Оо, 16, = Оо, ,, 
где индекс «0» соответствует амплитуд- 
ным значениям токов и напряжений. 
С учетом этого требования и выраже- 
ния (1) условие идеальности транс- 
форматора принимает вид 


Чо, 





(2) 


В выражении (2), в отличие от (1), 
содержатся токи обмоток трансфор- 
матора. Перейдем к расчету токов Го, 
и о, Когда трансформатор работа- 
ет уже в рабочем режиме (вторичная 
обмотка замкиута на нагрузку). 
Для этого нам понадобятся понятия 
нндуктивности и взаимной индуктнв- 
ности. 

Магнитный поток Ф, пронизываю- 
щий контур площади 5 перпендику- 
лярно ж плоскости контура, равен 


Ф=В5, (3) 


где В — индукция магнитного поля. 
Если магнитный поток создается то- 
ком, то величина потока Ф пропор: 
циональна величине тока Г: 

Ф-— В-— 1, или Ф = РЕГ. (4) 


Коэффициент пропорциональности Ё 
называется коэффициентом  самонн- 
дукции илн индуктивностью коитура. 
Чем определяется эта величина? 
Рассмотрим длинную катушку с 
большим числом витков (соленоинд). 
Индукция магнитного поля, создан- 
ного проводником с током, всегда про- 
порциональна снле тока и зависит 
также от конфигурации проводника, 
от местоположения точки, магнитное 
поле в которой нас интересует, от маг- 
нитных свойств среды. Внутри соле- 
ноида магнитное поле одиородно. 
Можно показать, что индукция этого 
поля равна В = дом! п/1. Здесь по — 
магнитная постоянная, р — отно- 
сительная магнитная проницаемость 
среды, п — число витков соленоида, 
| — его длина. Тогда из равенства (3) 


Ф = В5$п = шр/25$ И. 
Сравнивая это выражение с (4), най- 


$ 
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дем индуктивность соленоида: 
Г = ройл25 11. (5) 
Аналогичным образом вводится по- 
нятие коэффициента взаимной ин- 
дукции (взаимной индуктивности) 
М двух контуров. В нашем случае — 
понятие взаимной индуктивности пер- 
вичной и вторичной обмоток транс- 
форматора. При замыкании вторичной 
обмотки на нагрузку во вторичной 
цепи появляется ток. Обозначим его 
действующее значение через /.. Од- 
новременно с этим изменяется ток в 
нервичной обмотке. Теперь его дей- 
ствующее значение /, уже не такое, 
как в режиме холостого хода транс- 
форматора. Магнитный поток ф, че- 
рез вторичную обмотку, создаваемый 
током /, первичной обмотки, пропор- 
ционален этому току: 

Ф,— НН, или Фо = МП. 
Аналогично магнитный поток Ф, че- 
рез первичную обмотку, вызванный 
током /. вторичной обмотки, 

Ф, — Г., или Ф, = МГ.. 
Коэффициент пропорциональности 
М — коэффициент взаимной индук- 
ини, или взаимная индуктивность 
обмоток трансформатора. Аналогич- 
но выводу величины индуктивности 
соленонда можно получить выраженне 
для М: 





М = шп, п $1. (6) 
Из выражений (5) и (6) 
М = - [= и С. В 


Заметим, что на самом деле маг- 
нитный поток в сердечнике трансфор- 
матора, конечно, одии. Практически 
он целиком определяется напряжени- 
ем источника тока, включенного в 
цепь первичной обмотки. Однако для 
наглядности можно рассматривать по 
отдельности магнитные потоки, соз- 
данные токами А и [.. 

Вернемся теперь снова к трансфор- 
матору и продолжим обсуждение его 
работы в рабочем режиме. Запишем 
закон Ома (правило Кирхгофа) снача- 
ла для замкиутой цепи первичной 
обмотки, а затем — вторичной. В пер- 
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вичной цепи (см. рисунок) активное 
сопротивление чрезвычайно мало 
{© —0), поэтому сумма э. д. с. 
равна нулю. Пусть к первичной об- 
мотке приложена переменная раз- 
ность потенциалов  ил=Ы т о 
(это— первая э. д. с. в первичной цепн). 
Кроме того, в первичной цепи возни- 
кают две э. д. с. индукции. Одна из 
них — э. д. с. самоиндукции е,, об- 
условленная переменным током &,. 
Вторая — э. д. с. взаимной индукции 
е'° (ток вторичной обмотки #», создает 
переменный магнитный поток в пер- 
вичной обмотке). С учетом (4) . 





. м АН 
е = ты -РМ-м, 
п .. Аг. 
где р=——; РНЕ ке 
де р п. е М ку 
Итак, для первичной цепи 
: Ай Я 
И, яп о — рМ = М Ар 0. 
(8) 


Во вторичной обмотке две электро- 
лвижущне силы: э. д. с. самоиндук- 











ль | А, 
ЦИИ 62 — Ё. Ар а А: 
н эдс взаимной — индукции 
е = —М = . Будем считать для 


простоты рассуждений, Что во вторич- 
ную цепь включено в качестве нагруз- 
ки активное сопротивление К. Тогда 
] А м : 
Мм а = К+.. (9) 
Решив систему уравнений (8) и (9), 
мы полностью рассчитаем трансфор- 
маторную цепь. Однако уравнения 
имеют несколько непривычный Вид 
{в математике они называются диф- 
ференциальными): в уравнения вхо- 
дят скорости изменения неизвестных 
величин (А ./АЁи АЁ/Ад. Тем не ме- 
нее решить их несложно. 








Поскольку внешнее напряженне мепяет- 
ся по синусондальному закону, то естествен- 
но допустить, что и токи меняются по тому 
же самому закону, только они могут быть 
савинуты по фазе отиосительно напряжения. 
Поэтому будем искать токи в виде г, = 
= Ат {@Ё — ©) и &-= Ву (< — В). 
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Здесь А, Б, ми В — постоянные величины. 
Скорость изменения первого тока 


А _ ПАН _ 
Аг = АЕ 
эт [© (1 АВ —@а] — т &/ — о) 
= А ЕТ и 
ля ом А 
= 2 п м воз (и фа+ 55 й 
А шм 


Устремляя &Ё к нулю (75 5—2. 


с05 (“ —@&- = 60$ (®Ё — “)) ‚ полу- 
чм 
пт Е — Ао со$ (6 — <). 
51-0 М 
Аналогнчио 
Е та == Во» с0$ (в! — В). 


После чего уравнения (8) н {9} превращаются 
в тригономстрические- 


{от «Е! — рМАюм с0$ (1 — а) — 


— МВо с0$ (ш! — В) =0, (8а) 
— = МВо соз (в! — В) — 
—МАо со! — ©) = ВВ т (в! — В). (93) 


Каждое из этих уравнений после элементар - 


ных преобразований (раскрытия скобок) 
можно записагь в виде 
а $т ®ё - В с0$ в = 0, {10) 


где коэффициенты а н не завнсят от времени. 
Уравиение {10} справедливо в любой момент 
времени Г только в том случае, если а=0 
и 5—0 одновременно. Таким образом, два 
уравнения преобразуются в четыре: 


Ч — рМАо па — МВо т В =0, 
РА со & т Всо$ В = 0, 


| 
— -> МВо мпВ — МАо зта = АВ со В, 


1 
иг МВо с0$ В - МАш с0$ а = АВ эт В. 


Решив эту снстему, найдем амплитуды токов 
в первичной и вторичной целях и сдвиги то- 
ков по фазе относительно виешиего напря- 
жения. 


Окончательно получим 


= У 1+), 





Ф «Квант» №7 
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В=л. 


Удовлетворяет ли найденное нами 
решение требованням  идеальности 
трансформатора (соотношению (2))? 
Проверим. Найдем отношение ам- 
плитудных значений токов: 


1 = УИ 1+) 


рК 
я = ат мо, 





Последнее выражение совпадает с со- 
отношением (2), если под корнем вто- 
рое слагаемое стремится к нулю: 


К Ю® 0 
Мо ” пдбилю ” 


{отношение числа витков р должно 
оставаться постоянным). Таким обра- 
зом, трансформатор можно считать 
идеальным, если 

а) магнитная проницаемость сре- 
ды в достаточио велика, 

6) частота переменного напряже- 
ния ‹ достаточно велика, 

в) число витков в первичной н 
вторичной обмотках велико, 

г) активное сопротивление вто- 
ричной обмотки мало, 

д) длина катушек минимальна, 
т. е. обмотки намотаны плотно. 

Для создания трансформатора, 
близкого к идеальному, нужно вы- 
брать наиболее удобное в практиче- 
ском смысле требование. Таковым 
является, прежде всего, требование 
большой магнитной проницаемости 
среды. Для вакуума и-=1, а для фер- 
ромагнетиков и == 10 000. Увеличение 
числа витков практически невыгодно 
(резко возрастают размеры н стои- 
мость трансформатора}, а увеличение 
частоты тока в несколько тысяч раз 
связано со значительными техниче- 
скими проблемами. Существующие 
же высокочастотные трансформаторы 
действительно применяются без сер- 
дечника, а их свойства близки к свой- 
ствам идеального трансформатора. 


$7 
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Посмотрите внимательно на фотогра- 
фии прозрачных кристаллов на рн- 
сунке |. Это кристаллы углекислого 
кальция (кальцита) илн, как его иног- 
да называют, нсландского шпата. Реб- 
ра кристаллов, которые мы вндим че- 
рез их толщу, кажутся двойными. 
Свойство кристаллов кальцита «раз- 
дваивать» изображение было обнару- 
жено еще в ХУП веке. Но объясне- 
ние этого явления, которое называют 
двойным лучепреломлением, было да- 
но Лишь после признания электро- 
магнитной теории света. 

В испускаемой обычным источни- 
ком световой волне векторы напря- 
женности Е электрического поля и 
индукции В магнитного поля колеб- 
лются во всевозможных направле- 
ниях, перпендикулярных направле- 
нию распространения волны. Такой 
свет называется естественным. Если 
же в световой волне направленне ко- 
лебаний вектора Е (а следовательно, 
и вектора В) все время постоянно, то 
такой свет называют плоско- или лн- 
нейнополяризованным. Направле- 
ние, перпендикулярное направлению 
колебаний вектора Е, называют на- 
правлением поляризации. Естествен- 
ный свет можно представить как сум- 
му волн с всевозможными направле- 
ниями поляризации. Во многих ве- 
ществах скорость распространения 
световых колебаний (а следователь- 


18 


Куап. тссте.ги 





но, показатель преломления) постоян- 
наи не зависитот направления коле- 
баний вектора Е *). Такие вещества 
называют оптическн изотропнымн. В 
кристалле же исландского шлата дело 


обстоит иначе. Оказывается, его по- 
казатель преломления зависит от 
ориентации колебаний вектора Е 
световой волны. Для двух взаимно 
перпендикулярных направлений век- 
тора Е существуют два значения по- 
казателя преломления. Этим и объяс- 
няется явление двойного лучепрелом- 
ления. Световой луч, попадающий в 
кристалл, разделяется на два луча, 
в которых колебания вектора Е взаим- 
но перпендикулярны. В силу по- 
перечности световых волн направле- 
ние колебаний вектора Е в каждом 
луче лежит в плоскости, содержащей 
луч, н перпендикулярно лучу. Так 
что, попадая В кристалл исландского 
шпата, луч естественного света раз- 
деляется на два луча плоскополярн- 
зованного света с взанмно перпенди- 
кулярными плоскостями (направле- 
ниями) поляризации. Убедиться в 
этом можно с помощью любого поля- 
ризатора. (О том, как изготовить 
самодельный полярнзатор, мы рас- 
сказывали в 11-м номере журнала за 
1975 год.) 


*) Разумеется, для данной длнны волны: 





Рис. 1. 


В настоящее время для анализа по- 
ляризационных характеристик света 
пользуются специальными  оптиче- 
скими приборами. Однако еще в сере- 
диие ХХ века было исопровержимо 
установлено, что некоторые люди спо- 
собны невооруженным глазом отли- 
чать плоскополяризованный свет от 
естественного. 

В ХХХИ главе повести Л. Н. 
Толстого «Юность» можно прочесть 
такие строки: «...я невольно остав- 
ляю книгу и, вглядываясь в раство- 
ренную дверь балкона в кудрявые 
висячне ветви высоких берез, на 
которых уже заходит вечерняя тень, 
н в чистое небо, на котором, как смот- 
ришь пристально, вдруг пноказывает- 
ся как будто пыльное, желтоватое 
пятныико и снова исчезает, ...» 

Обратите внимание на последние 
слова этого отрывка. О каком желтом 
пятнышке идет речь у Л. Н. Толсто- 
го? Что это: загрязнение атмосферы 
нли иллюзня зрения, связанная с пе- 
реутомлением от чтения книги? И не 
то, и не другое! Оказывается, совер- 
шенно не подозревая физической сущ- 
ностн наблюдаемой картины, Л.Н 
Толстой обратил внимание на явле- 
ние, которое в то время 
стно лишь очень узкому кругу уче- 
ных. В чем же сущность описываемо- 
го явления, и как его можно наб- 
людать? 


5% 


было изве- . 
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В 1844 году немецким ученым Гай- 
дингером впервые было обнаружено 
удивительное свойство человеческого 
глаза. Им было установлено, чго гла- 
за некоторых людей способны отлн- 
чать поляризованный свет от непо- 
ляризованного. Поляризационная 
чувствительность глаза не идет ни в 
какое сравненне с его иветовой или 
контрастной чувствительностью. Экс- 
периментальная проверка показала, 
что этим свойством обладают глаза 
только 25—30% людей. Хотя и эта 
оненка пе считается достаточно на- 
дежной. 

Некоторые читатели, без сомне- 
ння, обладают способностью обнару- 
жнвать поляризованный свет, но, по- 
видимому, совсем не подозревают 
об этом. Так же как Толстой не 
подозревал о том, что он описывает 
наблюдение поляризации солнечного 
света в атмосфере. 

Известно, что ивет неба связан с 
рассеянием солнечных лучей в ат 
мосфере. Чистый воздух сам по себе 
прозрачен. Однако плотность его в 
пространстве не постоянна. Из-за теп- 
лового движения молекул в атмосфере 
постоянно существуют малые об- 
ласти *), в которых плотности возду- 
ха различны. Иначе говорят, что су- 
ществуют флуктуации плотности в 
атмосфере. На этих флуктуациях н 
происходит рассеяние света. Интен- 
снвность рассеянного света тем боль- 
ще, чем меньше длнна волны. Этим ни 
объясняется голубой цвет неба. 

Рассеянный атмосферой свет ока- 
зывается поляризованным. Рисунок 2 
помогает понять, как пронсходит по- 
ляризация рассеянного света. 

Пусть в точке $ находится Солнце, 
в точке О — рассеивающая частица 
(флуктуация). Напомним, что свет — 
это поперечные электромагнитные вол- 
ны, т. е. кслебания вектора Е (и В) 
в световой волне пронсходят в плоско- 
сти, пернендикулярной направлению 





*) Размеры этнх областей сравнимы с 
длинамн воли видимого света. 
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распространения света. Поэтому в 
световой волне, идущей от источника 
$ к точке О, колебания вектора Е 
лежат в плоскости УО7. Если наблю- 
дать свет, рассеянный частицей в точ- 
ке О, в направлении УО, то ясно, что 
в этом направлении распространяются 
лишь волны, в которых колебания 
вектора ЕЁ направлены вдоль 07. 
А это значит, что свет, рассеянный под 
прямым углом к падающему, пол- 
ностью поляризован. 

Наблюдения показывают, что по- 
ляризания света в атмосфере пе бы- 
вает полной. Кроме того, степень 
поляризации зависит от времени дня. 

Убедиться в том, что свет неба 
поляризован, можно с помощью любо- 
го поляризатора. Но, как мы уже 
говорили, некоторые люди могут на- 
блюдать поляризацию света и нево- 
оруженным глазом. Так как попадаю- 
щий к наблюдателю свет оказывается 
поляризованным не полностью, види- 
мая им картина не очень четкая. 
Эту картину и описал Л. Н. Толстой. 
Гораздо заметнее она будет, если уве- 
личить стенень поляризации света 
с помощью поляризационных светс- 
фильтров. 


Какой же вид должно иметь поле 
зрення в нлеальном случае? Гайдин- 
гер установил, что наблюдатель, гля- 
дя в течение нескольких секунд на 
однородное поле, освещениое линей- 
нополяризованным светом, или на 
экран, освещенный естественным све- 
том, но наблюдаемый через поляриза- 
цнонный светофильтр, должен видеть 
слабо выраженную бледно-желтую фи- 
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гуру на голубоватом фоне. По своим 
очертанням фигура наномннает сноп 
с расширяющимися концамн (прн- 
близительно такой, как на рисунке 3). 
Ее нринято называть фигурой Гай- 
дингера. Если направление колеба- 
ний электрического вектора (стрелка 
на рис. 3) изменить на 50’, т. е. 
повернуть поляризатор на 90°, на- 
блюдатель вновь увидит фигуру, но 
она окажется повернутой на тот же 
угол. Четкость картнны можно увс- 
личить, если освещение производить 
синим светом. Угловые размеры фигу- 


ры составляют приблизительно 3. 


Эксперимёнтально определенный 
диапазон длин волн, в которых видна 
фигура Гайдингера, лежит в фиолето- 
во-голубой области (от 400 до 510 нм}; 
наиболее отчетливо ее наблюдали 
в свете с длиной волны 490 нм. Про- 
нсехождение голубого фона, па кото- 
ром виден сноп, объясняют световым 
контрастом, сама же природа этого 
яваения до сих пор еще не выяснена. 


Узвестно, что чувствительностью 
к поляризованиому свету обладают 
не только глаза человека. В настоя- 
щее время можно указать десяткн ви- 
дов живых существ, у которых обна- 
ружена эта способность. С неопро- 
вержимостью устаповлено, что ноля- 
ризанионная чувствительность игра- 
ег нервостепенную роль в зрительной 
орнентавнн мух, пчел, науков. 


Нопробуйте проверить свое зре- 
ние. Может быть, и вы обладаете уни- 
кальной способностью распознавать 
ноляризованный свет! 





Рис. 3. 
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В новую программу по геометрим (для произведению числовых значений длин этих 
девятого класса) входит понятие скалярно- векторов на косинус угла между векторами. 
го произведения векторов. Скалярное про- Обозначается скаляриое произведение 
изведенне векторов и:нроко применяется х 

прн решении различных геометрических за- векторов ан ь через а- ь; <ОБХАЕНО: ОБЕДЕ: 


дач н доказательстве теорем. Ниже мы р 


помещаем две заметки — Э. Готмана и З®НИЮ а. ых 1Ь -соз а, Б). Свойства, 
Я. Понарина, я которых на нескольких В нЕ. мт а: 
примерах демонстрируются преимущества „аи НЙ: о о 
векторного метода. От читателя требуется Е 

знакомство с простейшими операциями — Рав —ь Е 

сложением векторов н умножением векто- м 

ра на число, а также с понятнем скалярно- 2) (а). 5—2 Ь) где А — некоторое 
го произведения векторов. Напомним опре- число; 

деление н некоторые свойства скалярного в 5 Ао 


умножения векторов. 


3) а. (6+ =а- Б-га: с 





Скалярным произведением двух мену- (них доказательства см. в учебиом пособии 
левых векторов называется число, равное по геометрин для 9-го класса, с. 59). 
длины его сторон удовлетворяют со- 
отношению ^ 
[АВВ СР =|ВС-НАБ]?. (1) 
Э. Готман А верно ли обратное: можно ли 
утверждать, что диагонали четырех- 
Задачи 
на доказательство 
Нз полученного результата следует 


выжать все, что он может дать. 
Д. Пойа. Как решать задачу. 


Плоский четырехугольник 

Легко вндеть, что если диагонали АС 
н ВБ четырехугольника АВСР вза- 
имно перпендикулярны (рис. 1), то 





Рис. 1. В 
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утольника взаимно перпендикулярны, 
если известно, что равны суммы квад- 
ратоз длин его противоположных сто- 
рон? 

Обозначим точку пересечения диа- 
гоналей через М и применим теоре- 
му косинусов. Мы получим 
АВ -[АМЕНВМ|— 


—2]АМ|.|ВМ|- с0$ (АМВ}, 
СО=|СмЕ-НЮМРЫ— 
—2См|.ОМ|- с°$ (АМВ) 
вср=вме-+сме+ д 
+2? ВМ]-|СМ] -со$ (АМВ), 
АБ =АмМ НОМ 
„^^ 
+2“м|-ом|-со$ (АМВ). 
Из этих равенств 
[ВЕСЕ ВСР—|АБЁ= 
=—2(АМ]|-|ВМ]-Н|СМ||- в 


+Вм. см-НАмМ-2мр- с АВ) 


находим 


Но |АМ|. м Юм 
См АМ. = (АМИ 
СМ НАС |ВБ|, 


поэтому 
АВР [СО ВСВ- АБР 


=—21 АС] -|ВБ|-соз (АМВ). (2) 
^^ 


—^ 
Если АМВ=90°, то со5 (АМВ)=0, 
и тогда [АВ НСО =|ВСЕ-АБР. 
и ры вы если верно (1), 


то с0$ (АМВУ=0, т. е АМВ=90®. 
Итак, мы доказали теорему: диа- 
гонали четырехугольника взаимно пер- 
пендикулярны тогда и только тогда, 
когда суммы квадратов длин его про- 
тивоположных сторон равны. 

Заметим теперь, что число, стоя- 
щее в правой части соотношения (2), 
равно удвоенному скалярному произ- 
ведению векторов АСирВ. И значит, 
мы можем переписать (2) в виде 


МВР-НСОР—ВСР— АБР 
—2АС.ОВ. (3) 


Попробуем теперь, оперируя толь- 
ко лишь с векторами, получить соот- 
ношение (3) для случая произвольно- 
го расположения четырех точек. 
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Четыре точки в пространстве 


Пусть А, В, С и Р — произвольные 
четыре точки в пространстве, для ко- 
торых мы хотим доказать соотноше- 
ние (3). С чего же начать доказатель- 
ство? 


Зафиксируем некоторую точку О 
пространства (точка О выбирается 
произвольно; иногда ее называют по- 


люсом). н рассмотрим векторы ОА, 
ОВ, 06 и `ор. Обозначим для аа 
А, ов— В, 
0б= С, оБ= р. По › формуле вычита- 
Кое нор ав имеем 08—04 АВ, т. е. 
АВ= а Аналогично, сЬ= в. Я, 
Вс=б—В и АБ-Ь-А. 


Вспомним, что скалярный квад- 
рат вектора равен квадрату его дли- 


а 2 — = 
ны: (АВ)*=АВ-АВ=|АВ*=|АВ. 
Следовательно, левую часть соотно- 
шения (3) мы можем переписать так: 
[АВ Нео — ВСР ирр= № 
= (АВ) (СБу—(Вб-—(АБу= 
(ВА) +26) "(С-В 
—65— А =2 (А. ИЗЕДЬ сд. В— 
6.0) =2(С—А) . 8—5)=2АС-ОВ. 


Соотношение (3) доказано (подумайте, 
кстати, почему для доказательства 
(3) несущественно, где выбирается 
точка 0). Это доказательство не слож- 


сти эти векторы так: бА= 


р 
ке 


Рис. 2. 


нее изложенного в предыдущем пунк- 
те (с примененнем теоремы коснну- 
сов), а пренмущества его очевидны: 
ведь теперь мы знаем, что равенство 
(2) справедливо для любого располо- 
жения четырех точек А, В, Сино, 
а не только тогда, когда эти точки яв- 
ляются вершинами плоского четырех- 
угольника. 

Применяя равенство (3), мы сей- 
час получим много новых интересных 
результатов. 


Следствия 


1. Противоположные ребра АС и ВОР 
петраздра АВСО перпендикулярны 
тогда и только тогда, когда суммы 
квадратов длин других противополож- 
ных ребер: АВ и СО, ВС и АБВ— 
равны между собой. 

В самом деле, угол между ребрами 
АС и ВО может быть найден по фор- 


муле 
у. 
с0$ (АС, ОВ) = 
_ ЛАВ 6 — [ВСР ПАП, 
= 21АС|-1ВР] } 


— —— 
но с0$ (АС, ОВ)=0 тогда и только 
тогда, когда 
4В+-|СБ]?=| ВС НАБ]. 

2. Множество точек ) плоскости, 
разность квадратов расстояний от 
каждой из которых 90 двух данных 
точек А и С — величина постоянная, 
есть прямая, перпендикулярная пря- 
мой АС. 

Доказательство. Пусть 
эта разность равна &?. Построим на 





Рис. 3. 
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р В 
Рис. 4. 


прямой АС точку В так, чтобы 
[АВ?—|ВС =. Для этого через 
точку С проведем пернендикуляр к 
прямой АС и отложим па нем отрезок 
СМ длины Ё (рис. 2). Середниный пер- 
пендикуляр отрезка АМ пересечет 
прямую АС в искомой точке В. 

Действительно, из прямоуголь- 
ного треугольника ВСМ, |ВМрРЫ— 
—1ВС*=СмМЕ. Но |ВМ|=|АВ] 
согласно свойству серединного пер- 
пендикуляра, а |СМ|]=Е. Следова- 
тельно, |АВ\-—|ВСР=Ё". 

Очевидно, точка В всегда сущест- 
вует, притом единственная. Пусть 
теперь 2 — точка нскомого множест- 
ва. Применив к точкам А, В, Сир 
плоскости формулу (3), получим, что 
[40|— СБ =|АВ|?—|ВС тогда и 
только тогда, когда прямая ВО пер- 
пенднкулярна прямой АС. 


Замечанне. Множество точек про- 
странства, обладающих указанным свойством, 
есть плоскость, перпендикулярная к пря- 
мой АС. 


3. Если АСВР — выпуклый — че- 
тырехугольник, противоположные 
стороны АС и ВР которого перпенди- 
кулярны (рис. 3), то сумма квадратов 
длин его диагоналей равна сумме квад- 
ратов длин двух других его противо- 
положных сторон. 

Доказательство. По- 


— 
скольку (Аб(ОВ). АС-ОВ=0, 
т. е. правая часть равенства (3) обра- 
щается в нуль. Следовательно, 


АВР-НСЬе=|ВСР-НАРР. 
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А С 
Рис. 5. 


4. Сумма квадратов длин днаго- 
налей трапеции равна сумме квадра- 
тов длин ее боковых сторон плюс иу0во- 
енное произведение длин оснований. 

Доказательство. Пусть 
АС в ОВ — основания трапеции 
АСВР (рис. 4). Поскольку _ ВОБторы 


АС и БВ сонаправлены, О. рв= 

=|АС-|ОВ|, и равенство (3) при- 

нимает вид АВЕС ВСР 
=. 


-АБР=ЗАС|- [ВБ], 
АВР-СОРЕВСР-+НАБР+ 


+2АС- В, 
что и требовалось доказать. 
5. (Известная теоре- 


ма.) Сумма квадратов длин днаго- 
налей параллелограмма равна сумме 
квадратов длин всех его сторон. 
Доказательство. Век- 
торы АС н ОВ сонаправлены (рис. 5), 


— -—> 

следовательно, АС.РВ=|АС|.|ОВ|= 

=|АС], поскольку |АС]=|ЮВ. 
Подставляя найденное значение 


> — 
АС.-БВ в (3), получим 


ГАВР-| в ВОН +] АР 
На АСРЕВСР-НАР:-ННАСР-Н ВОР, 


и теорема доказана. 

Напомним, что квадрат расстоя- 
ния между двумя точками равен ска- 
лярному квадрату вектора, определяе- 
мого этнми точками. Реншив задачу, 
не спешите: подумайте, нельзя ли 
результат использовать для реше- 
ния какой-инбудь другой задачи. 
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Задаян 

1. а) Около треугольннка АВС описзна 
окружность и построена точка О, симметрич- 
ная центру О относительно стороны АВ. 


Выразите вектор СВ’ через векторы ол ы 
ОВ и ОС. Докажите, что 


|СрЕ = В? -- а* -- 6 — с, 


гле а = |ВС], в= |АС], се= АВ, К= 
= 04|. 

6) Докажите, что для всякого треуголь- 
ннка АВС справедливо неравенство 

с05 2А-+- с0$2 В — с0з2 б=— 

Выясните, когда имеет место равенство. 

2. а) Докажите, что расстояние от цент- 
ра О окружности, описаимой около треуголь- 
ника АВС, до его центронда С (точки пере- 
сечення медиан) определяется по формуле 


Юбре= Ва — 5 (авс. 


6) Локажите, что для всякого треуголь- 
ннка АВС 


т? А ++ $12 В+ зб <= Е 


При каком условнн имеет место равенство? 

3. а) Пусть О — центр сферы, описан- 
ной около тетраэдра АВСО, С — центроид 
грани АВС, М — точка, удовлетворяющая 
условию [|0/М|= 306]. Выразнте рассто- 
яние от вершины О до точки М через длимы 
ребер тетраэдра ин раднус опнсанной около 
тетраэдра сферы. 

6) Докажите, что если а, 6, с — длины 
ребер тетраэдра, имеющих общую вершину, 
а1, 61, С1 — ДЛИНЫ трех остальных ребер н 
К — раднус описанной около иего сферы, 
то 


ау Кб све а Ре 


4. Докажите, что рисстоянне от центра О 
сферы, онисаниой около тетраэдра АВСРО, 
до его центронда *) С определяется по фюр- 
муле 

а 1 2 2 2 г. 
[06]2= Вз— че (ао? -с*+- аа НВ си }, 
где а, В, с, а1, В;, с; — длинны ребер тетра- 
эдра, К — раднус описанной сферы. 

5. Докажнте, что если А, В, С, В — 
четыре пронзвольные точки пространства, 
М вн № — середины отрезков АС и ВО со- 
ответственно, то имеет место равенство 


ср -- ВО = 
— [АВР | вс + СБ + |РАР фм. 


Какие следствия можно пывестн из этой тео- 
ремы? 





*) См. статью Э. Готмана «Прямая 
Эйлера» («Квант», 1975, № 8, с. 32). 


Я. Покарин 


Вычисление 
площадей 


Площадь треугольника 
Известно, что площадь треугольника 


АВС можно вычислить 1ю формуле 
1 и 
5 =—-а6 тс, (1) 


гдеа, бис — длины сторон треуголь- 
ника, лежащих соответственно про- 


тнв углов А, ВиС. 
— = 
Обозначим векторы СВ и СА сторон 


треугольника черезан 6. Из онределе- 
иня скалярного произведения векторов 


а.6 


следует, что соз С = тур’ откуда 
[Я 
С о 
ва 262 —[а.6 
ВЕ [2 
а26? 
(скалярный квадрат вектора равен 


квадрату его длины). 
Возведем обе частн формулы (1) 
в квадрат и подставим найденное вы- 


ражение для 91? С: получим 


45 =@20—(а-6)?. (2) 
Формула (2) пригодится нам в 
дальнейшем (в частности, из нее лег- 
ко получить формулу Герона для 
площади треугольннка). 


Площаль четырехугольника 


Если ри 9 — длины диагоналей иро- 
нзвольного плоского четырехуголь- 
ника (противоположные стороны кото- 
рого не пересекаются во внутренних 


Куапе. тссте.ги 


точках), то его площадь можно найти 
по формуле 


—^ 


1 - - 
$ = рат (р, 9). (3) 


Как и в случае треугольника, перс- 


пишем эту формулу в внде, апало- 
гичном (2): 


45 —р^:4*—{р-9)*. (4) 

Чтобы оценить полученные фор- 
мулы (2) и (4), решим несколько задач 
(если вы попытаетесь решить их ина- 
че, без использования скалярного 
произведения, вы увидите, насколь- 
ко усложнятся решения). 

Задача 1. Вычислить площадь 
грани АВС тетраздра АВСО, если 
а, 6, с — длины его ребер РА, ОВ и 
РС. а «, В, у — плоские углы при 
вершине О, соответственно противо- 
лежащие ребрам ВС, АС и АВ. 

Решенне. Введем такие обоз- 


су г —> - == - 
начения: ШОА=а ОВ=Ь, ОС. 
Тогда для площади $ грани АВС 
имеем 


45*=|САР.|СВР—(СА-СВ)? = 

== (а—с):- (6) — (ао) (6—6) 
= (2+ с°—2ас соз В)(62--с?—96с соза)— 
— (26 с05 } — ас с0$ В {5 с0$ «-Нс2)?. 


Фактически задача уже решена, но 
в полученное выражение длины а, 


, си углы а, В, ф входят несиммет- 
рично, хотя по условию задачи значе- 
ния а, В, с, а также ©, В, ? должны 
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быть равноправны. Поэтому жела- 
тельно полученный ответ привести 
к симметричному виду. Имеем 


452—262 - 625? ас —За?фс соз @— 
—26?ас со$ В 2с?аВ со$ у— 
—а?Ь? с05? у— 676? с05? @— 
—2с? с052 В +- 2а*6с соз В созу + 
+ 262ас с0$ у сова + 2с?аф с0$ © с0$ В = 
= (6с япа)* + (ас ит В)*-Н (аб зт у) 
+ 2аёс (а (со$ В с0$ у— 
—60$ <) + Ь (с0$ у 60$ “— 
— с05 В) -Е с(со5@а соз В — со$ $). 


Это и есть нужный нам симметрич- 
ный ответ. 
л 
В частности, если а=В=у=--, 
45: ==(а6)* + (ас)? -+(6с)®. 


Но произведения аб, ас и {5 равны 
соответственно удвоенным плошадям 
$3, 9. и 5. граней РАВ, ОСА ин 
ОВС тетраэдра АВСО, у которого 
плоские углы при вершине ОЭ — пря- 
мые. Сокращая на 4, получим 
$: = 51+92+5, 

т. е. в тетраздре с прямым трехеран- 
ным углом квадрат площади грани, 
лежащей против прямого трехгран- 
ного угла, равен сумме квадратов пло- 
щадей остальных граней. Это — ана- 
лог теоремы Пифагора. 

Задача 2. В параллеленипеде 
длины диагоналей одной грани равны 
аца,, другой — Ви В, третьей — 
сис,. Найти площадь грани с диаго- 
налями а ца, (рис. 1). 

Решение. По формуле (4) 


452 = аа — (аа), где 5— 
нужная площадь. 


- < 


Так как а=6—с, то 


2а-а:=—2а.5-—2а-с. По теореме коси- 
нусов (с учетом определения скаляр- 


ного произведения) 2а.6=а?-6?— 
—@ и 2а-с=а*--с*—61. — Поэтому 


2а- = + си 52 == 


1 з 1 2 з 2] 
Я @Ь в (ие — а} з 


Куапетесите.ги 


Задача 3. Найти площадь $ 
вписанного в окружность четырех- 
угольника АВСО (рис. 2), если из- 
вестны длины а, Ь, си 4 его сторон. 

Решение. Введем такие обоз- 
начения для векторов сторон и диаго- 
налей_ четырехугольника АВСР: 


АВ =а, ВС в, р РА а н 
Ас=е, ВР=Ё. Тогда 46-2440, 
ё —=а+ Ь, = Ь--с, Согласно формуле (4) 
452 = (е? — (е-р>. Известно, что 
стороны и днагонали вписанного че- 


тырехугольника связаны таким соот- 
ношеннем (теорема Птолемея) *): 


её} =ас + Ь4. 
Найдем скалярное произведение е е-[: 
е.{ = @-+-5). @6+9= 
—@- ба. с+5. с. Так как 
с=—а— 5—4, то асе од 


а 
Чё. По теореме ОСНОВ (< лы 
направления векторов) имеем 


= = 


2р-с=— фсе +Р, 


—2а.а=а? + а4?—р. 
Следовательно, 


- 





ера — в 2 — 2). 
Подставляя найденные выражения 


для её ие: Е в формулу для площади 
$, получим 


52 — (ас + 64) — р (6+ @--@— 


— 6*)*, откуда 16 5*=(—а-Н вера х 
х (а ьфе+аа-ь-счтаеа-ь+ 
+с—а). Если обозначить полупери- 
метр нашего четырехугольника через 
р, то полученный ответ можно перепи- 
сать в виде 


5 = (р—а)(р—6)(р—с)фр—а). 
Это — аналог формулы Герона для 
вписанного четырехугольника. 


®) См., например, «Квант». 1973, № 3 
26. 





Задача 4. Через вершину пра- 
вильного тетраздра с ребром а прове- 
ден а плоскость так, что линия ее пе- 
ресечения с плоскостью основания па- 
раллельна стороне и делши основание 
на две равновеликие части. Найти 
площадь сечения тетраздра указан- 
ной плоскостью (рис. 3). 

Решение. Обозначим в дан- 
ном правильном тетраэдре АВСО 


р - > 
РА=а, ОВ, ОС=с, причем (|= 


=|=|=а. Пусть плоскость се- 
чения пересекает плоскость АВС по 
прямой ММ, МЕ(АВ), МЕ(АС) 

(ММ)КВС). Нужную площадь се- 
чения можно посчитать по формуле 


— — — — 
=0м-|ом|—(БмМ.О№). 
Эта формула подсказывает, как 
решать задачу. 


Имеем БМ ВА +АМ, 


= =» 
АМ=Е.АВ. 

Число К находится из того усло- 
вия, что прямая /М№ делит основание 
АВС ка две равновелн кие части, при- 
чем так, что треугольники АММ 
н АВС подобны; поэтому 


где 


— я — 1 
Замл:9льс = | АМ [| АВЁ = Е = = 


В 


2 ° 
БМ =РА+Ь- АВ = 


откуда Поэтому 


(Иг- дах 


АН -=®— а) = я: 
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Аналогично ОХ = (Ида и В 
{> 


Подставляя выражения для БМ и 
РМ в формулу для 5, получаем 
1652 = (Иа — Па+8}. ((/2-— 
—Па+ с) —(((У2— Па+5)х 
х (И? — Па+ = }*- 


Так как для правильного тетраэдра 
с ребром длины а 


аб =: бб = аъ, 


то после всех упрощений получаем 





1 — 
5 =“ И п-—4у?. 


Решите самостоятельно саедую- 
щие задачи: 

1. Дан произвольный четырсхугольник 
АВСО. Точки Аи С, являются образа- 
мн вершин А иС при некотором параллель: 
ном переносе. Докажите, что четырехугсль- 
ник А,ВС.О равиовелик данпому четырех- 
угольнику АВСР. 

2. В тетраэдре АВСР известны длниы 
всех шестн ребер: |РА|= 9 ШВ = Ь, 
РС] = с, [ВС =а,. ЦА=ь,. АВ == 
= с; Через середнну ребра ОВ проведена 
нлоскость в раллельно ребрам АПР и ВС. 
Найдите площадь сечения тетраэдра этой 
плоскостью. 

3. В правильной треугольной пирамиде 
плоский угол при вершине равен &, а длина 
бокового ребра равна а. Найлнте площаль се- 
чения пирамиды плоскостью, проходящей че- 
рез сторону основания н середину противопо- 
ложного бокового ребра. 


р 


Решения задач Из этого но- 
мера можно посылать не 
иозднее 1 октября 1976 г. 
по адресу: 113035, Москва, 
Ж-35, Б. Ордынка, 21/16, 
журнал «Квант». После адре- 
са на конверте напишите, ре- 
шения какнх задач вы по- 
сылаете, например: «Задач- 
ник «Кванта» М391 М392» 
или ‹...Ф403». Решения за- 
дач по каждому из пред- 
метов (математике и физн- 
ке), а также новые задачи 
просьба присылать в 01- 
дельных конвертах. Задачи 
из разных номеров журнала 
присылайте также в разных 
конвертах. В письмо вложн- 
те конверт с напнсанным на 
нем вашим адресом (в 
этом конверте вы получите 
результаты проверкн реше- 
ний). Условия оригинальных 
задач, предлагаемых для 
публикации, присылайте в 
двух экземплярах вместе с 
вашимн решеннями этих за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачиик «Кванта», новая 
задача по физике» или 
«..новая задача по матема- 
тике»). После формулиров- 
кн задачи мы обычно ука- 
зываем, кто предложил нам 
эту задачу. Разумеется, не 
все эти задачи публикуются 


впервые. Нанболее трудные 
задачи отмечены  звездоч- 
кой. 


В этом и следуюших номе- 
рах «Задачиик «Квантаз» со- 
ставлен в основиом из за- 
дач, предлагавшихся на по- 
следней Всесоюзной олим- 
пнаде. После задач заклю- 
чителького тура олимпиады 
в скобках указан класс, 
для учеников которого 
предлагалась задача. 
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задачние 


дванта 


Задачи 
М391—М395; Ф403—Ф407 


М391. а) В последовательности хо, ж, Хо... числа 
Хо и Хх, — натуральные и меньше 1000, а каждое 
из остальных чисел равно модулю разности двух 
предыдущих. Докажите, что одно из чисел хи, Ха, 
... Хз равно 0. (10 кл.) 
6) В последовательности хо, Хь хо, _.. числа хо 
н х; — натуральные н меньше 10000, а каждое из 
чисел хз, Хз, .. равно наименьшей из разностей 
двух какнх-то предыдущих чисел. Докажите, что 
хо =0. (8 кл., 9 кл.) 
С Фомин 


МЗ92. По трем прямолннейным дорогам с посто- 
янными скоростями идут три пешехода. В на- 
чальный момент они не находились на одной 
прямой. Докажите, что они могут оказаться на 
одной прямой не более двух раз. (10 кл.) 

Й Васильев 


МЗ93. Найти сумму 
: 1 2 
$ (0) + $ и гФ(--) +. ..1$(), 


ах 


если Ф (= . 
4-2 





М Левин 


М394. а) `. На плоскости даны векторы а, В, с, 4, 
сумма которых равна 0. Докажнте неравенство 
ра [оч [ера а + [6+4] + [е+а]. 


Докажите аналогичное неравенство: 
6) для четырех чисел н 
в)* четырех векторов в трехмерном простран- 


стве, сумма которых равна 0. (9 кл., 10 кл.) 
Ю. Нонын 
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Рикс. [. 





Рис. 2. 


МЗ95 *. В вершинах правильного п-угольника 
с центром в точке О расставлены числа (+1} и 
(—1). За один шаг разрешается изменить знак 
у всех чисел, стоящих в вершинах какого-либо 
правильного А-угольника с центром О (при этом 
мы допускаем и 2-угольники, понимая под 2- 
угольником отрезок с серединой в точке О). До- 
кажите, что в случаях а), 6), в) существует такое 
первоначальное расположение (+1) и {—1), что 
из него ни за какое число шагов нельзя полу- 
чить набор из одних (+1): 

а) п=15, 

6) п=30, 

в) * п — любое целое число, большее 2. 

г)* Попробуйте выяснить для произвольного 
п, сколько существует различных расстановок 
(+В и (—Е) таких, что никакую из них нельзя 
получить ни из какой другой за несколько шагов. 
Докажите, например, что для п=2100 существует 
2480 таких расстановок. (10 кл.) 

С. Фомин 


Ф403. В электрической цепи из двух одинаковых 
конденсаторов емкости С и катушки индуктивно- 
сти Ё, соединенных последовательно (рнс. |), в 
начальный момент один из конденсаторов имеет 
заряд до, второй не заряжен. 

Как будут изменяться со временем заряды 
конденсаторов и ток в контуре после замыкания 
ключа? Предложите механическую колебатель- 
ную систему, аналогичную данной электрической. 
(10 кл.) 


Ф404. Определить к. п. д. ракетного двигателя 
как тепловой машины и его силу тяги. Ракетный 
двигатель нспользует в качестве горючего водо- 
род. в качестве окислителя — жидкий кис- 
пород. Секундный расход водорода 24 кег/сек. 
Скорость истечения газов из сопла ракеты 
42.103 м/сек. Теплотворная способность водо- 
рода 1,1-108 дж/кг. (9 кл.) 


Ф405. Однородную тонкостенную сферу раднуса К 
разрезали на две части и скрепилни, как показано 
на рисунке2. На какой высоте находится центр 
тяжести получившегося бокала, если высота его 
ножки Й? (8 кл.) 


$406. Спутник движется по круговой орбнте на 
расстоянни от поверхности Земли, равном ес 
радиусу КЮ. В некоторый момент со спутника за- 
пускается станция на другую планету, после чего 
оставшаяся часть спутника движется по эллипти- 
ческой орбите, касающейся поверхности Земли в 
точке, противоположной точке старта станции. 
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Какую максимальную часть массы спутника 
можег составлять масса межпланетной станции? 


{Потенциальная энергия тела массы т в поле 


тяготения тела массы М равна/=— у” (1Окл.) 


Ф407. Машинист пассажирского поезда, двигав- 
цегося со скоростью и! =108 км/час, заметил на 
расстоянии 50=180 м впереди движущийся в ту 
же сторону со скоростью о2=32,4 км/час товар- 
ный поезд. Машинист сразу включил тормоз, бла- 
годаря чему пассажирский поезд начал двигать- 
ся с ускорением а=— 1,2 м/сек?. Достаточно ли 
этого ускорения для того, чтобы поезда не столк- 
нулись? (8 кл.) 


Решения задач 
М351—М353, ФЗ58—ФЗ61 


М351. Восстановите тре- Пусть АВС — искомый треугольник. Рассмотрим конгруэнт- 
угольник, если на плоскости ный ему треугольник АВ):С (рис. 1). Заметим, что: 


отмечены три точки: О — \) Прямая ВВ, параллельна прямой АС. 

центр описанной окружнос- 2) Точка В; лежит на окружности, описанной вокруг 
ти, Р — центр тяжести и треугольника АВС. 

Н — основание одной из вы- 3) Точка В лежит на окружности с днаметром В.Н. 

сот этого треугольника. 4) Точка пересечения меднаны ВМ треугольиика АВС 


с отрезком В,Н совпадает с точкой Р н делит отрезок В.Н 

в отношении 2: 1. 
Первые три свойства очевндны. Докажем четвертое свой- 
ство. Пусть отрезки ВМ и В.Н пересекаются в некоторой 
В В точке №. Треугольники ВВМ и МНМ, очевидно, подобны. 
Кроме того, нетрудно установить, что |88,|= 2 [МН |. 
Отсюда следует, что |ВМ|=2]ММр и |В.М] = МН]. 
А поскольку ВМ — медиана треугольника АВС и точка № 
делит ее в отношения 2:1, то эта точка является центром 
тяжести треугольника АВС, что и требовалось доказать. 

Перейдем теперь к построению треугольника АВС. 

Пользуясь свойством 4), построим точку В;. Для этого 
проведем прямую РЯ н отложим от точки Р отрезок РВи, 
равный по длиие 2]РН |. 

Проведем окружность с центром в точке О раднусом 
[ОВ, |. На основании свойства 2) эта окружность будет опи- 
санной вокруг искомого треугольника АВС. В частности, 
на ней лежит точка В. На основанин свойства 3} точка В яе- 
жит и на окружности с диаметром |В,Н |. Проведем эту 
окружность. Точками пересечения построенных окружно: 
стей будут точки В и В, {рис. 2). 

Соеднним точкн В и В, и проведем через точку Ы прямую, 
параллельную отрезку ВВ,. На основании свойства 1) на 
этой прямой лежат точки А и С, которые являются точками 
ее пересечения с уже построенной окружиостью, описанной 
вокруг треугольника АВС. Таким образом, треугольник АВС 
построен. Покажите самостоятельио, что по заданным трем 
точкам О, Ри Я треугольник АВС восстанавливастся одно- 
значно- 





А. Савин 


Рис. 2. 
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М352. Пусть п — целое чис- 
до, для которого 


в < (454 11975) < 


«п- И. 
Докажите, что п нечетно. 


№353. Пусть АВСР — про- 
извольный тетраздр. Дока- 
жите, ито: - 

а) сумма всех двугран- 
ных уелсв тетраэдра, реб- 
рами которых являются АВ, 
ВС, СР и РА, меныие эл; 

6) сичма всех двугран- 
ных углов тетраздра больше 
21, но меныие Зл, 

в) сумма косинусов всех 
двугранных угяов тетраздра 
положительна и не превосхо” 
дит 2, принем эта сумма 
равна 2 в том и толеко том 
случае, когда все грани тет- 
раздра — равные — треуголь- 
ники; 

г) если ЛАВ] -- |СБ] == 
= }ВС--ТРАЪ то сумма 
двух двугранных углов, ребра- 
ми которых являются АВ 
и СО, ровна сумме двух дру- 
гих двугренных углов тетра- 
$дра, ребрами которых явля- 
ются ВС в РА. 


|5) 
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Заметим предварительно, что 








2 — 197 ке 
7 т 452—1975 _ 2025—1975 _ 
45+ У1975 45+ 11975 
50 50 


и -ю<!. 


=> 
п 


Сложим два числа: 

а = (45 + |/1975)3° = 4530 | С1 4525 |/ТОТБ + 

+ Со 468 (11975)? +... +- С3945 (1/1975)2*--(/1975)8° 
и 


8 = (45 — /1975)30 == 4535 _— С\ 4579 |/Т975 -- 
+ С3о45=8(/Т9Т5) —... — С3345(1/1975)1° + (1/1975)3°. 


Ясно, что число <. -- В целое и четное, а В < \. Поэтому 


п<а<пт-1=а- В, где п нечетно. Точно так же 
можно доказать, что для натуральных а. В, ни т, где 


а—1 < У <а, п< (@4+1/5)" < п, число п нечетно. 


Н. Васильев 


хФ 


Возьмем произвольную точку внутри тетраэдра ин опустнм 
нз нее перпендикуляры на гранн тстраэдра (рис. 3). Тогда 
величина каждого двуграниого угла тетраэдра дополняет 
до Я величину угла между соответствующими пернендикуля- 
рами. Обозначим величины двугранных углов с ребрами АВ, 
ВС, СО, АБ, ВВ и АС через о, В, *), 6, фи \: через а, Ъ, с 
и 4 обозначим векторы, направлення которых соответственно 
перпендикулярны граням ВСР, АСР, АВО и АВС, а длнны 


их. со 
численно равны их площадям. Нмеем (Ъ, с) = л — 6, (с, а) = 


РИ их 
=я— а, а ф=л В, (а, б) = п—\. 

Заметнм теперь, что сумма вскторов, а, 6, си & равиа 
нулю. (Понытайтесь доказать это утверждение самостоятель- 
но; мы же ограничимся лишь ефизическим» объяснением этого 
факта. Наполним сосуд, имеющий вид нашего тетраэдра, 
газом; тогда направление силы давления газа на каждую 
грань периенднкулярно плоскости грани, а величнна силы 
пропорциональна площадн этой грани. Отсюда и следует 
равенство нулю суммы соответствующих векторов.) Это озна- 
чает, что нз векторов а, Ъ, си 4 можно составить замкнутую 
пространствениую ‘ломаную (рис. 4). Сумма углов получаю- 
щегося простраиствениого четырехугольника равна как раз 
а + В-У-А. С другой стороны, сумма углов простран- 
ственного четырехугольника всегда меньше 2п. В самом деле, 
разобъем этот четырехугольник «диагональю» МХ иа два 
треугольника. Сумма углов этих треугольников равна аль 
а плоскне углы © и у каждого из двух трехграиных углов 
с вершинами М и М соответственно меньше суммы двух дру- 
гих их плоских углов. Отсюда и следует, что © + В+ у 
+ 6 < 2л. Аналогнчно доказывается, что а -+ ф Уф < 
< 2 и Во 6 т < 21. 

Сложив эти три неравенства, получим, что © + В-- 
У--о-Р Ф-Т < 31. А поскольку сумма двугранных 
углов любого трехгранного угла больше л (возьмем, напри- 
мер, трехгранный угол А с углами а, 6 и; тогда трехгран- 
ный Угол, образованный векторами В, сн 4, имсет плоские 
углыл —ал— 6, л—фно(л-э+(а-дт@й-—ф < 2, 
откуда &-+6--ф> л), сумма всех двуграниых углов тетраэдра 
больше 2л, чем завершено доказательство пункта 6). 
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Для доказательства пункта в) воспользуемся понятием 


—^ 
скалярного произведения векторов: а'6 == |[а|.|6 | соз (а, Ь) 
{его свойства см. иа с. 21). Из определения следует, что про- 
изведение еднничных векторов равио косинусу угла между 


ними. Обозначим через е,, е, е, ие. сдиничные векторы, 


имеющие те же направления, что и векторы а, Ь, сн @ соот- 
ветственно. Легко видеть, что 


0$ &% -- со$ В -{- с0$ у + соз8 - с0$ ф - созф = 


1 
= — > те еде, Ныне Нд) +2= 


| БЫ 
ть бы 0 





где К = ев -- еь + ес-+ ев. 
Уз равенства (1} следует, что сумма косннусов двугран- 
ных углов тетраэдра не превосходит 2 н равна 2 тогда и только 


тогда, когда К=е, ее, + е„= 0. Но поскольку 
всегда а + Б-- с-- а=0. в случае К = 0 мы получаем, 
что длины векторов а, Ъ, сн 4 равны, т. е. что все грани рав- 
новелики. Мз равновеликости граней тетраэдра следует их 
конгруэнтность (м. решение задачи МЗ19, «Квант», 1975, 
№ 12). Поэтому для завершения доказательства утвержде- 
ний пункта в) осталось показать, что напнсанная В левой 
Г. равенства (1) сумма косинусов положительна, чли что 
к] < 2. . 

Для удобства будем считать, что а] =1, №|<1, 
[< ти |9] = 1. Тогда е, = а, |К| == БРе+а-+ 
+ 6—5 © — 9+ Фа фе 
+ 9 =3— || || — |9] =3— 6+ е-+а|[= 
=: 3 — |а| = 2. Равенство может иметь место лишь в том 
случае, когда все векторы а, Ъ, си 4 коллинеарны; поскольку 
это не так, |К| < 2, и все утверждения пункта в) доказаны. 

Для доказательства цункта т} заметим, что условие 
|АВ|- |6В|= |861+ |РА]| является необходимым и 
достаточным для существования шара, касвющегося ре- 
бер АВ, ВС, СБ и РА (доказательство этого факта совершен- 
но аналогично доказательству необходнмости и достаточности 
условня |АВ|-+ [СО |= [ВС|1-+ |РА| пля того, чтобы 
вокруг плоского четырехугольника АВСР можно было бы 
описать окружность). Пусть О — центр этого шара (пред- 
ноложим, что точка Овиутри тетраэдра): Имеем (рис. 5): 





{пл. ОЛВ, пл. АВС) = (пл. ОВС, пл. АВС), 
(пл. ОАВ, пл. АВЬ) = (пл. ОАО, пл. АВО}, 
- (ил. ОБС, пл. ВСР) == (па. ОВС, пл. ВСЬ), 
(пл. ООС, пя. АСЬ) = (пл. ОАО; пл. АСО). 
Сложив эти равенства, получаем утверждение г). 
-Случай, когда точка О вне тетраэдра, рассматривает- 
ся аналогично. 
И. Шарыгич 


® 


ФЗ58. Пеоднородный стер- Силы, действующие на иеоднородный стержень, опирающий- 
жень длины {| может стоять ся на пол и вертикальную стену, изображены на рисунке 6. 
у вертикальной стены, 06- Здесь М, и № — силы нормальной реакции пола и стены, 
разуя угол не менее 45° с Е, и Е; — силы сухого трения о пол и стену, те — сила 
полом. Коэффициент трения тяжестн стержня. Направления снл ЕР; и Рз очевидны — 
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стержня о Пол и о стену они должны препятствовать вращению стержия против часо- 
- с О. МУ 3 

обен му. т Е вой стрелки. Поэтому эти снлы направлены так, как показано 

находится центр тяжести 

стержня? 


на рисунке 6. Будем считать, что сила тяжести стержня тв 
приложена в точке, находящейся на искомой высоте НД. 

Для того Чтобы тело находилось в равновесии, иеобхо- 
димо, чтобы сумма проекций всех приложенных к телу снл 
на любое направление и сумма моментов этих сил относитель- 
но любой неподвнжной оси были равиы нулю. Запишем усло- 
вия равновесия для проекций сил на горизоитальное и верти- 
кальное направления и для моментов сил относительно оси, 
проходящей через нижнюю точку стержня перпендикулярио 
к плоскости рисунка: 


№ — РА =0, {1) 
Е; + М, — тв = 0. (2) 
трей сва — Ех соза — Мия а = 6. {3) 


В случае покоя абсолютные величины сил сухого трения 
связаны с абсолютными велнчннами сил нормального давле- 
ния следующими неравенствами: 


Ру = ВМ, Р2 < ВМ», 





1 
где и = уз — коэффициент трения стержня о пол и о сте- 


Рис. 6. ну. Для предельного случая, когда а = 45°, 


Ва = ИМ, и Р. = цМ.. (4) 
Из равенств (1)—(4) получаем 


иыещязта _ 2+1, 
ев та _„ УаУЯ. 


В ={ 23-1 


== 0,48 {. 


Если же и = УЗ, как было ошибочно указано в условии 
задачи, той = (3+ УЗ) У2= ==0,84{, между тем как 


верхнн Я конец, стержня расположеи на высоте 


2 


Даниую задачу можно решить проще, если воспользо- 
ваться «правилом трех сил». Это правнло заключается в том, 
что при равиовесии тела, к которому приложены три силы, 
лежащие в одной плоскости, лннии действия этих сил должны 
пересскаться в одной точке. В противиом случае суммарный 
момент этнх снл относительно любой оси, перпеидикуляриой 
к упомянулой плоскости, будет отличеи от нуля, и тело не бу- 
Рис. 7. дет в равновесни. 

Тремя снлами, действующими на стержень, являются 
силы @, = Е, РР М,, 9, = Р.Р М, и снла тяжести тв. 
Вектор Ч, направлен под углом В = атс4ы р к вектору №, 
(рис. 7). Вектор О. составляет такой же угол с вектором Ма, 
т.е. векторы 9, и @, перпендикулярны друг другу. В пре- 
дельном случае В = агср д. Из рисунка 7 видно, что й = 
= (АВ — АС} мята. Но АС = АБхоза = АО с605 Мсоз а = 
— АВ с9$ (@ -# В) со В/со$ а. Тогда 


} = АВзта — АВ с0$ (@ - В) со В ша = 
= Г па зт В (т В + ша со$ В). 





Подставляя & = 45° н В = агс\р д = 30°, получаем тот же 


ответ; й = 
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$359. В цилиндрическом со- 
суде под поршнем находится 
насыщенный водяной пар при 
температуре { == 20 °С. При 
изотермическом — медленком 
вдвигании поршня в цилиндр 
было отведено количество теп- 
ла 9 =20 кказ. Какая ра- 
бота была совершена при 
этом внашними силами, дей- 
ствующими на поршень? 


ФЗ60. Для измерения ускоре- 
ния используется изогнутая 
трубка, заполненная водой, 
в которой имеется пузырек 
воздуха (рис. 8). — Трибка 
изогкута по дуге окружности. 
Как связано положение пу- 
зырька с ускорением горубки? 





Рис. 8. 
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При медленном вдвигании поршня в инлиндрический сосуд 
насыщенный пар конденсируется. Чтобы процесс быя мзо- 
термическим, выделяющееся при конденсации количество 
теплоты необходимо отводить. Если первоначально масса 
водяного пара в сосуде была т:, а затем тз, то количество 
выделившейся теплоты 
9 =# ты ыы, т»), 

где 2 = 539 ккал/кг — удельная теплота парообразовання 
воды. 

Известная из таблиц величина 2. получена опытным пу- 
тем, при этом испарение воды производится в условиях по- 
стояниого давления. Следовательно, потребленное количе- 
ство теплоты равно сумме прирашения внутренней (потен- 
циальной) эяергии воды и работы расширения водяного пара. 
При конденсации пара такое же количество теплоты выде- 
лится. 

Массу пара в сосуде можно выразить через его объем 
с помощью уравнения Менделеева — Клапейрона: 


РВ 


1 
т = ТИ у. 


.. 5 = ВТ 


Здесь р — давление насыщенного пара при температуре 
Т = 293 °К (1 = 20 °С), У; н И, — соответственно первона- 
чальный и последующий объемы сосуда, и = 6,018 кё/мюль — 
молярная масса водяного пара. Таким образом, 


г 
д—2Е 


= т (1. — И). (0) 
Работа, совершенная над паром внешними силамн, 
А=р(У, — И. {2) 


- Решая систему уравнений (1) н (2), получаем 


Т 
А ЧАТ 500 дж. 


+ 


Внутри трубкн, изогнутой по дуге окружности и заполненной 
водой, пузырек воздуха будет перемещаться до тех пор. пока 
касательная к трубке составляющая силы Архимеда ие ста- 
нет равной нулю (силой тяжести воздушного пузырька мы 
пренебрегаем). 

Сила Архимеда представляет собой результирующую сил 
давления, прнложенных к телу, находящемуся в жидкости. 
Следовательно, эта сила всегда направлена перпендикулярно 
к поверхностям равного давления, в сторону уменьшения 
давлення. Чтобы найти поверхности равного давления, рас- 
смотрим несколько иную Задачу. Пусть сосуд прямоуголь- 
ного сечения движется с постояниым ускореинем а {рис. З). 
Покажем, что в этом случае поверхности равного давления, 
а значнт и поверхность жидкости в сосуде, представляют со- 
бой плоскости, составляющие угол @ -= агсёв (а/#) с гори- 
зонтом- 

Выделим в жидкости два очень тонкнх столбика жидко- 
сти АС н СВ таких, что точки А и В лежат на линии, накло- 
ненной к горнзонту под услом а. Сравним давлення в точ- 
ках Аи 8. Для этого запишем второй закон Ньютона для 
столбика АС в проекцин на вертнкальную ось, а для стол- 
бика СВ — в проскцин на горнзонтальную ось: 

рс$ — 21$ — рл$ = 0, 
Рс5 — рд5 = ра. 
Здесь рд, Рв, Ре-— давлення в соответствукииих точках, 
$ — площадь поперечного сечения каждого из столбиков, 
й — высота столбика АС, { — длина столбнка СВ. С учетом 
того, что 1ра = В/1 = а/ в, получаем 


Ра = рв. 





$361. Прямолинейный про- 
водник длины { и массы т 
подвешен на двух пружинах 
жесткости № в горизонталь- 
ном однородном магнитном 
поле с индукцией В (рис. 10). 
При замыкании ключа 

конденсатор емкости С, за- 


ряженный до разности потен- 
циалов Ц, замыкается на 
проводник и разряжается. 
ри этом возникают  коле- 
бания проводника. Опреде- 
лить амплитуду этих койе- 
баний, если время разряда 
конденсатора много меньше 
лернода колебаний провод- 
ника. 


ов 


Рис. 19. 


Куап.тссте.ги 


Таким образом, сила Архимеда, перпендикулярная к поверх- 
ностям равного давления, составляет с вертикалью угол 
© == агсёа (а/2) (см. рис. 9). 

В изогнутой трубке поверхности равного давления рас- 
положены так же. Цоэтому пузырек будет покоиться относи- 
тельно трубки, когда касательная к ней составляющая силы 
Архкмеда станет равной нулю. Окончательное положение 
пузырька показано иа рисунке 8, где 


@ = агсёр (@/6)- 


Ф 


При протекании тока / по проводнику длины Г, находяще- 
муся в магнитном поле с индукцией В, на проводник дей- 
ствует сила Е = /81, направленная в нашем случае вверх 
кля вниз. За малый промежуток времени АЁ, в течение кото- 
рого ток можно считать приблизительно постоянным, на про- 
водник действует импульс снлы 


Е А! = 1В1 А = ВЕ А4, 


где Ад = Г1А{ — заряд, протекший по проводнику за тот же 
малый. промежуток временн. Импульс силы изменяет коли- 
чество движения (нмпульс) проводника на величину 

Ар = тАи= Е АЁё = ВРАд. 
За все время протекания тока, т.е. за время разрядки кон- 
денсатора, проводник приобретает импульс 

р = ти = ; т до= $ В! 49= В. 

Здесь 9 = СИ — общий заряд, прошедший через поперечное 
сеченне проводника (заряд конденсатора). 

По условию задачи импульс р проводник получает за та- 
кое короткое время. что его смещением за это время можно 
пренебречь. Силы натяжения пружин также остаются неиз- 
менными и уравновешивают силу тяжестя проводника. Сле- 
довательно, за время начального толчка работой всех сил, 
кроме электрической силы ЁР, можио пренебречь. Все после- 
дующее движение определяется состоянием системы в конце 
толчка. Такой режим движения обычно называют баллисти- 
ческнм (известны, например, баллистическнй маятинк, бал- 
листический гальванометр и т. п.). - 

Проводннк на пружинах представляет собой пружннный 
маятннк. Считая его исходное положенне за положение рав- 
новесия с нулевой потенциальной энергней. запишем закон 
сохраиения энергин для начального состояния и состояния 
наиболынего отклонення прн колебаниях с амплитудой А: 


ти? ВА? 
Е = р - 
Это уравненне совместно с уравнением 


ти = ВС 
определяет амплитуду колебаннй: 


вСо 


О 
И2Ет 


5. Буховцев 
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В этом номере мы публикуем фамнлик тех, 
кто прислал правильные решения задач 
№М346—М3З55, Ф3З53—Ф362. Жириые цифры 
после фамилий — последние цифры номеров 
решениых задач. 


Математика 


Мы ие включали в список фамилии чнтателей, 
правильно решивших задачн М346, №348, 
М351, МЗ55 а), 6), в), г). Остальные задачи 
правильно решили: А. Алексеев (Пермь) 
Эа), 6), 0а), 2, 4; О. Аполонский (Жуковский) 
9а); Б. Аронов (Саратов) 4; Ю. Атласкик 
(2. Хорной Чув. АССР) 4; Г. Атоян (Чарен- 
цаван) 2, 4; О. Бабаев (Нахичевань) 4; М. Бе- 
релович (Одесса) 4; П. Билер (ПНР) 2, 4, 
5д); О. Болтенков (Днепропетровск) Фа); 
В. Бондаренко (Тростянец) 4; В. Бигаенко 
(Кнев) 7; Ю. Биуловский (Новосибирск) а), 
6): И. Вайсбурд (Томск) 7; В. Вария (Воро- 
иеж) а), 6), 4; А. Варламов (Ленииград) 
9а), 6); А. Ворович (Москва) 9а); А. Гадель- 
шин (д. Байряки Тат. АССР) 4; К. Гаджиев 
(с. Ганшима Даг. АССР) 4; А. Гарнаев 
({Таллии} 4; М. Гедалин (Тбилиси) 0а),6); 
Р. Геворкян (Ереван) 89а); В. Гензер (Киев) 
4; Гибадуллин (Бугульма) 9а), 6); Р. Гилязов 
(Навои) 8а), 6), 4; И. Гладков (Баку) 9а), 
6); О. Годин (Симферополь) 8а), 6); А. Гон- 
чаров (Никополь) 9а}. 6}, в). 0а), 6); М. Гри- 
горьев (Новосибирск) 2, 4; С. Гриишн (Рыбное) 
98), 6); В. Гроссман (Одесса) @а), 6), 2; 
В. Гисейнов (Нахичевань) 7, 9а), 6), 0а), 
6), 4; А. Данилов (Шумерля) 9а), 6), 4; 
В. Деркачев (Усть-Каменогорск) 89а), 6); 
В. Ерлылев (Ашхабад) 1, 9), 6}; Р. Нэмей- 
лов (Баку) 4; Ю. Исат (Даугавпилс) 4; 
И. Калика (Кнев) 98а). 6), 0а), 2, 4, 54); 
А. Камалян (Иджеван) 7. 4; Ю. и Я. Камень 
(Днепропетровск) а); Б. Каплан (Киев) 
93а), 6), 2, 36}, 4; В. Карташев (Еле) 4: 
В. Качалов (Харцызск) 9а), 6); В. Ким 
(Фрунзе) 8а), 6); А. Анязюк (Киев) 2, 36), г), 
4, 5д); С. Козявкин {Киев) 2, 4, 5д); Д. Ко- 
пелиович (Челябинск) а; Н. Крайнюков 
(Куйбышев) 2; А. Купалов-Ярополк (Москва) 
7, 9а); В. Килцов (Аша) 0а), 2; Ш. Кихалей- 
‹ивили (Тбилиси) 4, 58); А. Лалаян (Красно- 
водск) 4; Я. Ланцман (Ташкент) 2; Р. Леманн 
{ГДР) 2; В. Липкин (Москва) 7, %8а), 6), 
0а). 2, 4, 5д); Л. Лисничук (Васильков) 
7, 93а), 6); С. Лифиц (Харьков) 7, ®а), 6); 
К. Лукаш (Свердловск) 8а); И. Малинин 
{Киев) да), 6), 4; А. Малышев (пос. Курз- 
гино Красноярского края) 9а), 6), 0а), 
5), 4: Г. Мамедов (Баку) 2, 4; В. Медведь 
(Молодечно) 8а), б), 4; М. Меладзе (Тбилиси) 
9а); М. Морайнэ (ПНР) 7, 98а), 6}, 2, 4; 
И. Морозов (Горький) 9а), 6), 4; Ф. Мур- 
сакулиев (Сиазань) ®а), 6), в); В. Нейман 
(Ленинград) 7, @а), 6); А. Ненащев (Ленин- 
град) 4; О. Окунев {Казань) 7. 98а), 6); А. Ос- 
манов (с. Демурло ГрССР) 2; В. Палей (Харь- 
ков) 7; А. Панкратьев (Москва) 0а); Д. Па- 
пуш (Харьков) 7, 9а), 6), 4; М. Пекарь 


35 


(Одесса) 4; А. Перфилив (Воронеж} @а): 
А. `Петухов (Новокузнецк) 8а), 4; С. Пискун 
(Киев) 9а), 6); М. Питатедев (Москва) 
За), 6); П. Побылица (Ленинград) 4; С. По- 
пов (Москва) 9а), ба), 2; С. Пославский (Харь- 
ков) 7, 02), 6), 4; Ю. Пошехонов (Энгельс) 
7, 0а), 6), 4; А. Радул (Кишинев) 4, 5д); 
В. Решетов (Троицк) 2; А. Родников (Москва) 
4; В. Розенбаум (Курган) 7; А. Романов 
(Ташкент) 9а). 6). 2, 4; Р. Романов (Москва) 
За); Самилянов (Бар) 96): С. Сергеев 
(Минск) 9а), 6); Е. Синельщикова (Ленин- 
град) 2, 54); М. Ситников (Москва) 9а), 
0а); А. Смирнов (Москва) 0а), 6); В. Смирнов 
(Уфа) 9а), 6); М. Стойков (Москва) 9а); 
А. Таекин (Волгоград) 7; Д. Татария (Тби- 
лиси) 4; С. Трегуб (Ташкент) 0а), 6), 2, 4, 
54); Н. Тренев (Москва) 7; В. Трофимов 
(Москва) 4; В. Угриновский (Хмельник) 2; 
В. Фальков (Харьков) 7, 9а), 6); Ю. Фило- 
софов (Саратов) 98а), 6); Д. Флаасс (Новоси- 
бирск) а). 0а); С. Флоря (Сату-Ноу) 2; 
Д. Чирадзе (Тбнлиси) 2, 4, 5д); А- Шенкерь 
(Киев} 36); В. Шпильрайн (Москва) 4, 54); 
С. Шполянский (Воронеж) 4; В. Штепин 
{Москва) 7, 4; В. Шубин (Пермь) 93а}, 5 
в), ба). 6}, 4; С. Эминов (с. Джиниси ГрССР) 
; Б. Яцало (с.  Морочно  Ровен- 
ской обл.) 2. 


Физика 


Почти все чнтатели, приславшне решения 
задач ФЗ53 — ФЗ62, снравились с задачами 
ФЗ54, ФЗ55 н $357. Остальные задачи пра- 
вильно решили: Х. Абдудлин (Алма-Ата) 
3, 9, 0, 2; С. Авамесян (Степанакерт) 9; 
А. Алмазов (Пушкин) 3, 6, 8—0; А. Алек- 
сеев (Днепропетровск) 3; 8. Адоменас (Моск- 
ва) 8; Г. Айзин (Брест) 9—2; С. Антонюк 
(Киев) 8, $8; М. Аронов (Володарск) 3, 6, 
8—2; И. Астров (Таллнн) 8, 1.2; Р. Ахмет- 
зянов (Николаев} 8; М. Бабаев (Баку) 8; 
Ф. Багдасарян (Баку} 8, 9: В. Бакиров (Куй- 
бышев) 8—2; С. Балашов (Москва) 8; Ю. Бо- 
лашов {Москва} 8; М. Барташевич (Сверд- 
ловск) 9; О. Баркалов (п. Черноголовка 
Московской обл.) 6; Т. Бейко (Кнев) 8—1; 
Г. Бетин {Гевический р-н Херсонской обл.) 
6, 0; О. Болтенков (Днепропетровск) 8, $; 
В. Бурсиан (Пенинград) 3, 6; В. Буртовой 
(Килия) 6, 9, 0, 2; В. Вайчайтис (Куршенай} 
0—2; Б. Васиев (Самарканд) 6, 9—1; А. Ве- 
чер (Минск) 3; Б. Виноградова (Великие Лукн) 
8—0, 2; Н. Выскворко (по Лешия Минской 
обл.) 2; В. Гаркавый (Лида) 6: В. Гармаш 
(Запорожье) 1; /1. Гедалин (Тбилнсн) 3, 6, 
8—2; А. Гейм (Нальчнк) 3; А. Гетман 
(Моздок) 3; Н. Гиззатулаин (д. Старый 
Ашит ТАССР)} 8; 0О- Годин (Симферополь) 
6, 8—2: Ю. Гоник (Бряиск) 6, 8—2; Г. Гор- 
лачев (Белорецк) 2; Б. Грибов (Воронеж) 
8; А. Грищук (Дрогични) 9; А. Давыденко 
(Таллин) 6, 0; Д. Данильчин (Рязань) 3, 6; 


{Окончание см. ка с. 64) 


Куапетесите.ги 


Практыкум абитурмента 


Куапетестте.ги 





Варианты 
вступительных 
экзаменов 





Донецкий 
государственный 
университет 


В 1965 году в столице индустриального Дон- 
басса был основан научный центр АН УССР, 
в состав которого вошли ряд научио-исследо- 
вательскнх ниститутов и университет. За 10 
лет существования Донецкий государствен- 
ный университет (ДонГУ) стал одним из круп- 
нейших вузов Украины. В настоящее время 
на девяти факультетах ДонГУ готовятся 
специалисты высшей квалификации для на- 
родного хозяйства, научных учреждений, 
высшей и средней школы по специалёностям: 
математика, прикладная математика, физика, 
техническая кибернетика, химия, биология, 
экономическая кибернетика, биология, фи- 
знология растений в животных, планирова- 
ние народного хозяйства и др. 

Самым крупиым факультетом ДонГУ 
является математический. В его составе 
7 кафедр, которые готовят специалистов по 
теории вероятностей и математической ста- 
тистике, теорни функций и функциональному 
анализу, дифференциальным уравненням, вы- 
числнтельной математике, теорин упругости, 
теоретической и прикладной механике, ма- 
тематическому обеспечению АСУ. 

Важное место в подготовке математиков 
занимает приобретение навыков работы с 
вычислительной техникой. Все выпускники 
факультета подготовлены к работе на совре- 
менных ЭВМ. Этому способствует хорошая 
математическая база университета: вычисли- 
тельный центр ДонГУ является крупнейшим 
на Украине. 

Около 75% выпускников факультета 
направляются на работу в иаучиые учреж- 
дения, вычнслительные центры, на предприя- 


тия, остальные — преподавателями средних 
школ, профтехучилищ, техннкумов, вузов. 
В июле прн ДонГУ работают  месяч- 
ные подготовительные курсы для рабочей 
н сельской молодежи, читаются обзориые 
лекции по математике для всех абнтурнентов. 

В универснтете работает также подгото- 
внтельное отделение для рабочей и сельской 
молодежн. 

Ниже приводятся варианты письменного 
вступнтельного экзамена по математике из 
ряд специальностей в 1975 году. 


Вариант 1 
(спецнальность — прикладная 
математика} 


1. В шар раднуса К вписана правильная 
треугольная пирамида с двугранным углом 
пря боковом ребре 2<. Найтн объем пирамнды. 

2. Решить уравиение 


И! +4 =4уяб1. 
3. Решить уравнение 


3 
с05й х ++ 5 х — 2зт 2х + = $112 2х = 0. 


4. Решить неравенство 
106:—2(х?— 8х 15) > 0. 


5 Сосуд в 20 л иаполиен спиртом. Из 
него выливают некоторое количество спирта 
в другой, равный ему, и, дополнив остальную 
часть волой, дополняют этой смесью первый 


сосул. Затем из первого отлнвают 6 —— д во 


второй, после чего в обонх сосудах содержит- 
ся одинаковое количество спирта. Сколько 
отлито первоначально спирта из первого со- 
суда во второй? 


Варнант 2 
(специальность — математика) 


1. Велосипедист отправляется с неко- 
торой скоростью нз пункта А в В, бтстоящий 
от А на расстоянии 60 км. Затем он выезжает 
обратно с той же скоростью, ио через один 
час после выезда он делает остановку на 
20 мин. После этого он продолжает путь, 
увеличив скорость иа 4 кы/час. В каких гра- 
ницах заключена скорость велосипедиста, 
еслн известно, что иа обратный путь от В 
до А он потратил времени ие более, чем от 
А ю В? 

2. В правильной треугольной пирамнде 
угол наклона бокового ребра к плоскости ос- 
нования равен ©. Определить двугранный 
угол при боковом ребре. 

3. Решить систему уравнений 


а 
хз и = 35. 
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3. Решить уравнение 
с0$? х--с05? 2х-с052 Зк-с03? 4х=2. 
$. Решнть уравнение 


ИГ к-з те 1+2. 


Варнаит 3 

(специальность — бнохимня) 

1. Из точки А плоскости М проведена 
наклониая АД под углом а к плоскости; 
через АР проведена плоскость Р под углом 
В к плоскости М, Определить угол между 
АД н линней пересечения плоскостей М и Р. 

2. Турист отправляется в поход из А в 
В н обратно и проходит ьесь путь за 3 час 
41 мин. Дорога из А в В идет сиачала в гору, 
потом по ровному месту, а затем под гору- 
На каком протяженин дорога тянется по 
ровному месту, если скорость ходьбы туриста 
составляет: в гору 4 км/час, по ровному 
месту 5 кыйчас и под гору 6 км/час. а расстоя- 
ние ДВ равно 9 км? 

3. При каких значениях х фуикция 

у= я х—с05 Хх 


принимает наибольшее значенне? Найтн это 
нанболышее зиаченне. 

4. Пусть х, и х»› — корни уравнения 
ох? 6х с=0. Не решая уравнезня, выра- 
знть через его коэффициенты величниу 

1 ее 1 
3 4 * 
х} х> 


5. Решить уравнение | 
158 -- 4102 == 163 — № 12+ 1623 —20х+2. 


Варнант 4 


{специальность — экономическая 

кибернетика) 

1. Прямой круговой конус рассечен на 
две части, равные по объему, плоскостью, 
проходящей через центр вписанного шара 
перпендикулярно оси. Вычислить угол меж- 
ду образующей и плоскостью основания. 

2. Решить систему уравнений 


у бх у 5 
хин 6х 2’ 


ху—х—у=0. 








3. При каких значеннях х верно равен- 
ство 


х? —3х--2 
= !, 


где 6% ф<х 45"? 
4. Решить уравиение 


шк Их Т=2. 
5. Решить уравнеине 


2 соз 13х = с055х + зтбх. 


Я. Бродский, А. Слипенко 
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Московский 
институт управления 


им. С. Орджоникидзе 


В практической деятельности человеку по- 
стоянно приходится решать разнообразные 
задачи. связанные с принятием решений, и 
каждый раз человек старается нз всех воз- 
можных решений выбрать оптимальное, на- 
иболее выгодное, часто опираясь на здравый 
смысл н имеющийся у иего олыт. Анализ 
хозяйственных ситуаций ин прннятие реше- 
ний составляет осиовное содержание труда 
руководителей производства всех рангов. и 
увеличение масштабов производства. его ус- 
ложнение приводит к повышению  ответ- 
ственности за принимаемые решення. Этнм 
объясняется необходимость создания науч- 
ных методов оценки приннмаемых решений 
и подготовки кадроа организаторов производ- 
ства на всех уровиях. 

В последине десятилетня бурно развива- 
ется новая область прикладной математикн — 
математическая экономика. Потребность в 
специалистах по применению ЭВМ ни экономи- 
ко-математических методов в управленин 
социалистической экономнкой растет из года 
в год. Первым в нашей стране высшим учеб- 
ным заведением, специализированным на 
подготовке управленческнх кадров для раз- 
личных отраслей народного хозяйства, явля- 
ется Московский ннститут управления им. 
С. Орджоникидзе. Мы расскажем об одном 
из факультетов этого ниститута — факульте- 
те экономической кибернетнки (ФЭК). 

Формирование кибериетики отиосят к 
сороковым годам нашего столетия. Молод 
и факультет экономической  кибернетикн 
МНУ, он организован в 1969 году. В настоя- 
‘щее время ФЭК является ведущим факульте- 
том института, на ием обучается 600 студен- 
тов. Будущие специалисты изучают экономн- 
ческую кибернетику, научные основы управ- 
лення производством, автоматизированные 
системы управления, теорию систем, теорню 
информацни, математнческое программиро- 
вание и теорию игр, исследование операций, 
традиционные экономические дисциплнны, 
основы программнроваиия на ЭВМ. Вычисли- 
тельный центр ниститута оснащен совре- 
менными ЭВМ второго и третьего похолення. 

На факультете активно фуикционирует 
студенческое научное общество, научные 
кружки, студенческне  технико-экономнче- 
ские бюро, работая в которых, студенты сов- 
местно с преподавателями участвуют в соз- 
дании более совершенных систем управле- 
ния предприятиямн вн отраслями изродного 
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хозяйства, разрабатывают математические 
нолели производства. потребления и эколо- 
гин. Регулярно проводятся студенческие на- 
учные конференции. 

Ниже приводятся варианты вступитель- 
ного письменного экзамена по математике 
в МИУ в 1975 году. 


Варнант | 

1. В прямоугольном треугольнике АВС 
гипотенуза АВ = а,<{А -= а_ Найти раднус 
окружности. касающейся катета АС, гипоте- 
нузы АВ и окружности, описанной около 
треугольника АВС. 

2. Решить уравнение 


дЕ+Т к! -2 6.014178 6. 


3. Решить неравенство (а > 1) 
ю82 (и"*) > 0 (а. х3*). 


4. Решить уравнение 

(т 2х-НЗ) п х— (т 2х З)тах-- 1=0. 

5. Найти отношение двух чисел, если 
отношение их среднего геометрического к 
среднему арифметическому равно 3З/. 


Варнант 2 

1. Внутри угла сх эзята точка М. Ее 
проекции Ри © на стороны угла удалены от 
вершины на расстояния ОР = ри О00=4. 
Найти МР и АО. 

2. Решить уравнение 


1ов, (125х}. 108 $ х = ]. 
3. Решить неравенство 
1% — Не < 5. 
4. Решить уравнение 
зесх = 4 япх-г 6 с0$х. 
$. Доказать, что если а > 0, 6> 0, то 


2 ав = 
У+ у“ 


В. Машиурцее, И. Шарыгим 


Московский 
институт электронного 


машиностроения 


Подробно о Московском институте электрон- 
ного машиностроения мы рассказывали в 
«Кванте» № 7 за 1973 год. В этом номере мы 
приводим варнанты вступнтельного письмен- 
ного экзамена по математике в МИЭМ в 
в 1975 году. 

Вариант 1 

1. Решить уравнение 


ЗЕ ее |5 18 3+1 — 24. 


2. Произведение третьего и шестого чле- 
нов арифметической прогрессии с положи- 
тельными членами равно 13,5, а сумма чет- 
вертого н пятого членов равна 7,5. Найти 
эту прогрессию. Определить также наимеиь- 
шее возможное значение указанной суммы 
для всех арифметических прогрессий с по- 
ложительными членами, у которых произвг- 
дение третьего и шестого членов равно 13,5. 

3. В правильной четырехугольной пи- 
рамнде, у которой высота Н составляет с б0- 
ковым ребром угол а, через диагональ ос. 
новання проведена плоскость под углом В 
к плоскости основания. Определить площадь 
сечения. 

4. Решнть уравнение 


азтх—2 250$ х—9 
а— 205 хта—2ипх 


и определнть число его корией на отрезке 


[20л. 997]. 
$. Решить систему 
х—у-= 10а, 
1 1 2 


х а а" — 25 


и доказать, что при любом целом а = 5, 
аз 0 снстема имеет два решения (хи, и} 
и (х.. у.) таких. что произведение ххоу1уа 
является целым кратным 900. 


Варнант 2 
1. Решить неравенство 


орз (1 —х) < ю&, +2). 
3 


2. Угол при вершине осевого сечения 
конуса равен 2%. В каком отношенни делится 
объем конуса плоскостью, проведенной через 
окружность касания вписанного в этот ко- 
иус шара с боковой поверхностью конуса? 

3. Число 150 разделили с очтатком на 
некоторое целое положительное число. За- 
тем к делителю прибавнли 2 и разлелили 
151 с остатком на новый делитель. Оказалось, 
что второе частное на 5 меньше первого. 
Чему равен первоначальный делитель? 

4. Решить уравнение 

25тшх- 1 ЕЕ 
— с05х—2 — —зтх— 2 ° 
5. Решить систему 








х у 
Е 
ыы 

х Е 


(а > 0) и доказать, что если а — целое чис- 
ло, то для каждого нз решений (х. у} данной 
системы число Г -- ху является квадратом 
целого чнсла. Верно ли обратное утвержде- 
ние? 

В. Тонян 
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Белорусский 
институт инженеров 


железнодорожного 
транспорта 


Белорусский институт инженеров железно- 
дорожного транспорта располагает всеми 
условиями для подготовки высококвалифи- 
цированных инженеров путей сообщения 
и строительства. В ииституте 97 лабораторий 
и кабинетов, оснащенных современным обо- 
рудованием, вычислительный центр с сов- 
ремеиными электроинымя вычислительными 
машинами, учебная и научно-техническая 
библиотека © фондом около 500 тыс. кииг. 
Институт находится в Гомеле — одном из 
красивейших городов Белоруссни. 

В институте нмеется пять факультетов 
дневного обучения: механический факультет 
со специальностями «тепловозы и тепловоз- 
ное хозяйство» (проектирование, эксплуата- 
ция и ремонт тепловозов и сооружений ло- 
комотивноГо хозяйства), «вагопостроение и 
вагоиное хозяйство» (проектирование, по- 
стройка н эксплуатация вагонов н сооруже- 
ний вагонного хозяйства); электротехниче- 
ский факультет со специальностями «автома- 
тика. телемеханика и связь на железнодо- 
рожном транспорте» (проектирование, со- 
оружение н эксплуатация устройств автома- 
тики и телемеханики), «снстемы передачи 
информацни» (проектирование, сооружение 
и эксплуатация устройств связи и систем 
передачи информации на  железнодоро- 
жном траиспорте); эксплуатационный фа- 
культет со специальностью «эксплуатация 
железных дорог» (органнзация двнження поез- 
дов, проектирование станций и узлов, ком- 
мерческая н грузовая работа); строительный 
факультет со специальностью ‹строительство 
железных дорог, путь н путевое хозяйство» 
(изыскания, проектнрование, постройка ин 
содержание железнодорожного пути и ‹о- 
оружений), факультет промышленного и граж- 
данского стронтельства со спецнальностью 
«проектирование и строительство иромышден- 
ных и гражданских зданий и сооружеинй». 

Вечерний факультет готовит инженеров 
по специальностям; «тепловозы и тепловоз- 
ное хозяйство», «вагоностроенне и вагонное 
хозяйство», «автоматика и телемеханика на 
железнодорожном транспорте», «промышлен- 
ное н гражданское строительство» 

Заочный факультет готовит инжемеров 
по специальностям: «тепловозы и тепловозное 
хозяйство», автоматика, телемеханика и 
связь на железнодорожном траиспорте», «ва- 
гоностроение и вагонное хозяйство», «эксплу- 
атация железных дорог», «строительство же- 
лезиых дорог, путь н путевое хозяйство», 
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«экономика н организация железнодорожного 
транспорта», ‚промышленное и гражданское 
строительство». 

Срок обучения в ннституте: иа дневных 
факультетах — 5 лет, на вечернем и заоч- 
ком — 6 лет. 

Окончившие институт получают квали- 
фникацию ииженеров соответствующей спе- 
циальиостн н работают на предпрнятиях 
железнодорожного транспорта, строитель- 
ства, в проектных и иаучно-неследователь- 
ских организациях. 

При институте работает подготовнтель- 
ное отделение. С Е июля функционируют 
4-недельные подготовительные курсы. 

Ниже приведены варианты пнсьмениого 
экзамена по математнке и задачи устного 
экзамена по физике в Бел ИИЖТе в 1975 году. 


Математика 


Варнаит | 

|. Основанием пирамиды служит пря- 
моугольник. Две смежные боковые грани 
перпендикуляриы к основанию а две другне 
образуют углы а и В Высота пирамилы Й. 
Определнть плошадь боковой поверхности. 

2. Решнть уравнение 


+в (++) - зв [4 —). 


3. Решнть систему уравнений 
ЧУТУ = 29—к, 
№8 ;-х 
“ = — 5. 
4. Упростить выражение 
4х (х + уз: 
ину фто 


Варнант 2 

$. В прямоугольном параллелеяниеде 
днагональ основания 4, угол между днагона- 
лями основания ©, а угол, образуемый диа- 
гональной плоскостью, проведенной через 
большую сторону основания, с плоскостью 
основания, В Определить объем параллелепи- 
педа 

2 Решнть уравнение 

[орз (95—12 -- 7) == 2-5 1ова (31-Е 1). 

3. Решить уравнение 

яп Эх $т Зх -{ 60$ 5х = 0. 
4. Упростить выражение (а >> 0) 
53 


аа 


И - 
еее Ь } 


а — 62 а—6 


Варнант 4% 

1. В шар, объем которого равен ТУ, 
вписан конус. Угол, составленный двумя 
образующими конуса, проведенными к кон- 
цам одного и того же диаметра осиования ко- 
нуса, равен а. Определить объём конуса. 

2. Решить уравненне 


5 9х 4 360$ 2х = |. 
3. Упростить выражение 


о а 
1 


ое пы | 


3] — 
| 
ВЫ 
р 
| 


Чень Тен 


[ 
[ео ани 117] 
4. Решить уравнение 

102 (к — 102 — в («— = 5. 
Варнант 4 


1. В цилиндре параллельно его оси на 
расстоянин а от нее проведена плоскость, 
отсекающая от окружности основання дугу 
а. Площадь сечеиня равна 5. Определить 
объем цилиндра. 

2. Решить уравнение 


зтх -6 $ 2х = $т Зх. 
3. Решить уравненке 


2 ю8,3. 108343 = 8. уз 


4. Упростнть выражение 


(а —У®)в-5+ 
2] 


+ Уа+ У 

Физика 

В каждый экзаменациоиный билет по физни- 
ке, кроме задачи, входило два вопроса по 
теории. Задача подбиралась так, чтобы для 
ее решения необходимо было применить 
знания из разделов, ие Охваченных этими 
двумя вопросами. 

1. Небольшой шарик массой т брошен 
вертикально вниз с высоты РН. При падении 
он уходит в песок па глубину В. Определнть 
средиюю силу сопротивления грунта, если 
скорость бросания у. Сопротивлением воз- 
духа пренебречь. 

2. Грузик, подвешенный на невесомой 
н нерастяжнмой нити, вращается в горизон- 
тальиой плоскости так, что расстояние от 
точки подвеса до плоскости, в которой про- 
исходит вращенне, равно д. Найти частоту 
вращения грузика. 

3. Какую работу необходимо произвести, 
чтобы телеграфный столб массой 200 кг, 
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к верныне которого прикреплена крестовина 
массой 30 кг, перевести из горизонтального 
ея в вертикальное? Длина столба 

м. 

4. Кусок стекла падает в воде с ускоре- 
нием 5.8 м/сек”. Найти плотность стекла, 
если вода пресная. Сопротивлением воды 
пренебречь. 

5. В ампуле при 0°С находится азот 
под давлением 10—® мм рт. ст. Сколько мо- 
лекул газа содержится в 1 см3 при таком дав- 
ленни? 

6. Электровоз движется со скоростью 
54 км/шас и развивает срелнюю снлу тягн 
$8 600 н. Определить велнчину лотребляемо- 
го тока, если напряжение в линии 1500 в, 
ак. п. д. двнгателя 92%. 

7. Имеется 6 элементов с э. д. <. по 2 а 
н внутренним сопротивлением по 3 ом каж- 
дый. Виешиее сопротивление цепи 6 ом. 
Определить мощность, которая выделяется 
во внешией цепи, при последовательном и 
при параллельном соединениях элементов. 

8. Определить среднее значение э. д. с. 
индукции, индуцируемой в кольце, если 
кольцо, помещенное перпендикулярно к 
магиитному полю, повернуть иа угол 90° 
за 10—1 сек. Радиус кольца 5 см. индукция 
магинтного поля | 7. 

9. Изображение предмета, удалениого 
от тонкой собирающей линзы на расстояние 
0,4 м, больше предмета в 5 раз. Определить 
возможные значения оптической силы лнн- 
зы. если предмет плоский н установлен пер- 
лендикулярно к главной оптической оси 
линзы. 

10. Красная граница фотоэффекта для 
цинка составляет 0,37 мкм. Какова длина 
волны света, облучающего цинк. если фото- 
эффект был прекращеи при задерживающем 
потенциале 0.2 в? 


Н. Савченко, —(„Т. Савченко 


Донецкий 
политехнический 
институт 


Доиецкий ордена Трудового Красного Зиа- 
мени политехиический — ииститут — старей- 
шее высшее учебное заведение Донбасса. 
Организованный как гориый техннкум В 
1921 голу при поддержке Артема (Сергеева), 
в }926 году он был преобразован в горный, 
ав 1935 году — в индустриальный инстигут. 
С 1959 года институт становится политехни- 
ческим. 

Сейчас в ннституте имеются следующие 
стационарные факультеты: горный,  горно- 
электромеханический,  геолого-маркшейдер- 
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ский, металлургический, механический, хи- 
мико-техиологический, экономический, энер- 
гетический, вычислительной техники и ав- 
томатизированиых систем управления. В Гор- 
ловском филиале находятся автомобильный 
и автодорожный факультеты. 

Институт имеет вечерние и заочные фа- 
культеты, а также филиалы в Горловке, 
Красиоармейске и Торезе. 

На всех факультетах студенты получают 
физико-математическую подготовку в объеме 
программ инженерно-технических н ниженер- 
но-экономических вузов. 

На факультете вычислительной техники 
ни АСУ ведется подготовка н специалистов по 
прикладной математике © присвоением ква- 
лифнкации «инженер-математик». Большая 
часть изучаемых студентами этой спецналь- 
ности дисциплин — математические и «око- 
ломашинные»: математический анализ, об- 
щая и линейная алгебра, числеиные методы, 
программирование на ЭВМ и алгоритмиче- 
ские языки, дифференциальные уравнения 
н математическая физика, теория графов 
и комбиматорика. функциональный анализ, 
теория вероятностей н математическая ста- 
тистнка, теорня случайных процессов и др. 

Выпускники этой специальности направ- 
ляются на работу в вычислительные центры, 
научно-исследовательские институты, про- 
ектно-конструкторские бюро. 

Ниже помещены примеры вариантов писъ- 
менного экзамена по математике. билеты 
устного экзамена по математике н задачи 
устного экзамена по физике в Донецком 
политехническом институте в 1975 году. 
Звездочкой отмечены более трудные варнанты. 


Математика 
Письменный экзамен 


Вариант 1* 


1. Два пешехода одновременно вышли 
навстречу друг другу и встретились через 
23/, час За какое время пройдет все расстоя- 
ине каждый из них, если первый из иих при- 
дет на то место, из которого вышел второй, 
на ] час позже, чем второй придет на то ме- 
сто из которого вышел первый? 

2. Угол при вершине осевого сечення 
конуса равен $, а сумма длин его высоты н 
образующей равна а. Найти объем конуса. 

3. Решить уравнение 


1 2 
У шх Ктих 
4. Решить уравнение 
зах -- <1122х = 1. 
5. Решить систему уравнений 


2х —1 у--2 о 
у+2 2—1“ 
ху = 12. 
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Вариант 2* 

1. Поезд за некоторое время должен был 
пройти расстояние 250 км. Но через 3 чес 
после начала движения его задержали на 
20 мин, н для того чтобы прибыть вовремя 
к месту иазначения, он увелнчил скорость 
на 2 кл/чес. Найти скорость поезда по рас- 
пясанню. 

2. В конус, образующая которого со- 
ставляет с плоскостью основания угол &, 
вписан шар, Найти отношение объема шара 
к объему конуса. 

3. Решить уравнение 


ви — 5) вы 62 =2. 
4. Доказать гождество 
05 & 1 
28 и ЕЕ 5178 @ . 
|5 рее то 


5. Решить неравенство 
Е: 
—55> 1. 


Варнант 3 


\. Пря совместной работе двух поль- 
емных кранов разной мощности самохолная 
баржа была загружена за 4 час 18 мин. 
Сколько требуется времени, чтобы ту же 
баржу загрузить каждым краном в отдель- 
ности, если более мощным краном ее можно 
загрузить на 8 час быстрее» чем менее мощ- 
ным? 

‚ 2. В правильной треугольной усечен- 
ной пирамнде стороны нижнего и верхнего 
оснований соответственно равны а и 6, дву- 
гранный угол при нижнем основаннн 7. 
Определить объем пирамиды. 

3. Решить уравнение 


х х 
ся = — > =2 Хх. 
4. Решить неравенство 
10 4 
х + 3 < —х. 


5. Решить уравнение 
у г р 
ЗР (0.125) 3 =2'5-6. 


Устиый экзамен 


Билет 1 
1. Докажите теорему о трех перпенди- 
кулярах. 


2. Вывелите формулу общего члена гео- 
метрической прогрессни и суммы её членов. 
Ь 
а >?, 


а 
3. Докажите, что р -- если 


ан 65 имеют одннаковые знакн. 
4. Постройте графнк функции 


и = [45 л|. 


Билег 2 

1. Параллелепипед; свойства его граней 
н лнагоналей, соотношение между лнаго- 
налью прямоугольного параллелепипеда и 
тремя измерениями. 

2. Перечислите н укажите свойства де- 
сятичных логарифмов. 

3 Пря каких значениях 
у-= Зх + 5 — 2 

а} принимает наибольшее 

6) обращается в нуль; 

в) положителен? 

4. Решить уравнение 

20$ Хх == 60$ 2х . 

Билет 3 

1. Докажите теорему о свойствах срёд- 
ней линин треугольника. 

2. Выведнте формулу для эт == В). 

3. Решить неравенство 
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тив: 


х трехчлен 


значение, 


с9$ Зх. 


8. Вычислить 
1х + с05х 
Япх — 605% ' 


если япх с05х-= 0,3. 


Физика 


1. Освещенную шмель высотой Я=5 см 
проектируют с помощью собнрающей лии- 
зы с фокусвым расстоянием ЁР==Ю см на 
экран. находящийся от линзы на расстоя- 
нин [=12 см. Найти размер изображения 
мели на экране. 

2. Какой наибольшей мощности электро- 
печь можно установить в конце  двухпро- 
водной линии, имеющей сопротивление 
В-=!0 ом, если источник тока развивает 
мощность не более Р=б квт при напряже- 
нии (— 1000 в> 

3. В электрическом чайнике мощно- 
стью 800 ват можно вскипятить И==1,5 лм 
воды, имеющей температуру #,==20°С. за 
времи г=20 мин. Найти к. п. д. чайника. 


С. Жеданов 3. Филер 
Марийский 
политехнический 
институт 


им. М. Горького 
Письменный экзамен по математике, 1975 год 
Варнант 1 


1. Основанием пирамиды служит ромб 
с острым углом а. Боковые грани наклонены 
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к плоскостн основания под углом 4. Опре- 
делить объем пирамнды, если радиус круга, 
вииханного в ромб, равен г. 
2. Решить уравнение 
Ща -- (а -2-- 9) = 1 м 2—2 1. 
3. Решить уравнение 


эт Зх г зт 2х = зтх. 
4. Решить неравенство 
х—5х+44 о 
х-+1 и 
5. Упростить выражение 


2 (ее Ух 
3” Е 
х [Уечь И: +-=+ 
+ИУ ее, У | 


Вариант 2 

{. Образующие конуса касаются шара, 
вписанного в конус, по параллели в 00°. 
Найтн объем конуса, если раднус шара ра- 
вем 2. 





2. Решить уравнение 
41—? — |7. 2—1 = 0. 
3. Решить уравненне 
с0$ 4х = —2 со$°х. 
4. Решить неравенство 
18 (35 — х3) 
шв >“ 


5. Упростигь выражение 


[ИЕР х 


кь-ь(УЕ5-1). 


Г. Мелетьева 








Ярославский 
политехнический 
институт 


Подробно © Ярославском политехническом 
институте рассказывалось в «Кваите» № 7 
за 1974 г. 1975 году на инженерио-строн- 
хельном факультете ппервые проводился при- 
ем по новой спениальности чтидромелнора- 
ция». Приводим вариаиты вступительного 
экзамена по математике и задачи из билетов 
экзамена по физике в ЯПИ в 1975 году. 
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Математика 


Вариаиг 1 

1. В цилиилр вписана правильная че- 
тырехутольиая призма. Диагональ призмы 
образует < боковой гранью угол @, высота 
призмы равна Я. Найтн боковую поверхность 
цилиндра. 

2. Решить уравнение 


ПН ю, м =3-+ |2 —№ю, д. 
3 з 
3. Найти область определеиня функции 


Ре у (2 В 


1 
——————, 
У 08; х — 108: х 
4. Решить уравненне 
$1122х — 4 с05%х = т 4х. 
Вариант 2 
1. Основанием прямой призмы служит 
прямоугольный треугольник с раднусом опи- 
санной окружности, равным Ю. Определить 
площэадь сечения, образованного днагоналя- 
ми изибольшей н наименьшей боковых гра- 
ней н стороной основания, если днагонали 
на’ тонены к основанию под углами & и 3%. 
2. Решить систему уравнений 


УИ -ут+и 


х Уху и Ули == 18. 


3. Решить неравенство 


16а (2% хо — юя. @х— | = 





7 
= яч” 


4. Решнть уравнение 
УТ - яп 2х = 1/$ соз Зх, 


3 
если л< х< ол. 


Физика 


1. С поверхности длинной ровной горы, 
наклоненной под углом @«==30° к горизонту, 
брошен камень в горизонтальном направле- 
нии со скоростью 0,=20 ийек. Опреде- 
дить время { полета камня. Сопротнвление 
воздуха не учитывать. 

2. Поверхностная плотность заряда рав- 
номерно заряженной бесконечиойллоскости, 
расположенной  вертнкально, в == 1,73. 
- 0—4 к/мЗ. На иневесомой нити в поле 
этой плоскости висит шарик массой т=| г. 
Заряд шарика 4=3 ед. заряда СГСЭ. Какой 
угол а образует иить с плоскостью? Элек- 
трическая постоянная #.—=8,85 - 10—И фк. 
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3. В однородном магнитном поле с 
индукцией В=0,02 та находится проводник 


длиной {=10 см, расположенный  перпен- 
дикулярно к линиям магнитной  индук- 
цин. По проводнику течет ток /=2а, 


величина которого поддерживается постояч- 
ной. Под действием сил поля проводинк 
переместился на расстояние 5—5 см. Най- 
ти работу А сил поля. 

4. На главной оптической оси вы- 
пуклого зеркала с радиусом кривизны 
Ю=72 см расположена светящаяся точка. 
Расстояние от точкн до зеркала 4=150 си. 
Найтн расстояние | от изображения этой 
точки До зеркала. Постронть изображение. 


В. Колпаков, Н. Рахмансва 


Московский 
государственный 
педагогический 
институт 

им. В. И. Ленина 


О Московском ордена Ленина ин ордена Тру- 
дового Красного Знамени  тосударственном 
педагогическом инстнтуте им. В. И. Ленина 
подробио рассказывалось в «Квавте» № 7 
за 1973 и 1971 голы. 

Здесь мы публикуем образны вариантов 
письменного экзамена по математике и за- 
дач устного экзамена по физике в 1975 
году на физическом факультете МГПИ им. 
В. И. Ленина. 


Математнка 
Варнант 1 


1. В усечениом конусе диагонали осе- 
вого сечения взаимно перпендикулярны, а 
образующая составляет < плоскостью виж- 
него основания угол а н равна 1. Определить 
объем усеченного конуса. 

2. Решить уравнение 


с0$ 2х — 360$ х == 4 с0$8 - 


$. Решить систему уравнений (а>0, 
5>0) 


[ 0х  Юу=2, 
4 1085 Х— 10Яь у —=4. 
4. Решить неравенство 


х 
<<. 
Варнаит 2 


1. В основаиии прямой четырехуголь- 
ной призмы лежит равнобочная трапеция, 


у которой боковая сторона а равна меньшей 
стороне основаиия, а острый угол равен а. 
Найти объем призмы, если высота се равна 
днагонали основания 

2. Решить уравнение 


108265 - 2=+1—1} =2х-+4. 
3. Решить уравнение 


1+2 = 1—9 2х. 
с052 2х 


4. Решить неравенство 
ут 
х 


Физика. 


Устный экзамен по физике для поступающих у 


на физический факультет МГПИ им. В И. Ле- 
нина проводится в точном соответствни с 
проНе по физике. 
кзаменационный билет состоит из двух 
вопросов н одиой задачи. Каждый из биле- 
тов составлен так, чтобы охватнть проверкой 
возможио болышее число разделов физики. 
Для примера приводим текст одного из бн- 
летов: 
1. Понятне об абсолютном нуле. Абсо- 
лютная температурная шкала. Объединеи- 


ный закон Бойля — Мариотта — Гей-Люс- 
сака. 

2. Световой поток. Сила света. Осве- 
щениость. 


3. Задача. Медный шар < внутренней 
полостью весит в воздухе 2,64 н, в воде — 
2.21 н. Определить объем внутренней полости 
шара. Илотность меди прииять равиой 
8.8 г/см. 

Предлагаем вашему вниманию еще де- 
сять задач, взятых из экзаменационных бн- 
летов. 

1. На сколько секунд в сутки будут 
отставать маятниковые часы, поднятые зон- 
дом на высоту 400 км, если на Земле они 
ходили правильно (То={ сек)? Прниять ра- 
днус Землн равным 6 400 км. 

2 Медиый шар с внутренней полостью 
весит в воздухе 2,64 н, в воде — 2,21 я. 
Определнть объем внутренней полостн ша- 
ра. Плотность меди принять равной 8,8 г/см. 

3. Плоское тело массой 4 кг движется 
по круговому желобу, расположеиному в 
вертикальной плоскости (см. рисунок). Опре- 
делить силу давления тела на желоб в точ- 
ке В, если оно отпущено с нулевой скоростью 
из точки А. 

4. По нзклониой плоскости длиной 18 м. 
образующей с горизонтом угол 30°, сколь- 
зит тело массой 2 кг. Какое количество теп- 
ла выделяется при тренни тела о плоскость, 
если начальная скорость тела была равна 
нулю, а у основания — 6 м/сек» 

5. В баллоне емкостью 36 д находится 
кислород под давлением 20 атм при тем- 
пературе 20 °С. Какой объем занимал этот 
газ при нормальных условиях? 


А 


В 


6. Найти э.д.с. и внутрениее сопротив- 
ление батарен аккумуляторов. если при силе 
тока 5 а потребляемая во внешней цепи 
мощность равна 12,5 ат, а при силе тока За 
оиа равна 16,8 вт. 

7. Какой силы ток потребляет электри- 
ческий кииятильник емкостью 8 л. если при 
к п.д. равном 80%. вода в нем нагревает- 
ся от 20 °С до 100°С за 25 мия? Напряжение 
в сети 220 в. 

8. Какое количество алюминия выделит- 
ся на катоде за 6 час при электролизе 
А: ($0): при пропусканни через электро- 
лит тока силой 1,5 а? Атомный вес алюми- 
ния 27. 

9. Приемный контур состонт из катушки 
с индуктивностью 2. 10-® ги и из конденса- 
тора с емкостью 1800 пф. На какую длину 
волны рассчнтан коитур? 

10. Экран находится от собирающей 
линзы на расстоянии 2.45 м. Фокусное рас- 
стояние лиязы 25 см. На каком расстоянии 
от лмизы следует расположить предмет, что- 
бы на экране получить отчетливое изобра- 
жеине? 


Г. Шадрин, Д. Мур 


Московский 
областной 
педагогический 
институт 

им. Н. К. Крупской 


Московский областной педагогический ин- 
ститут был основан в 1931 году по инициа- 
тиве Н. К Крупской, н в 1958 году ему было 
присвоено ее имя. 

В составе института много факультетов, 
мы расскажем о математическом и физиче- 
ском. Оба факультета готовят в основном 
учителей для работы в средией школе, 

Современиый учитель должен иметь очень 
высокий уровень подготовки, и новые учеб- 
ные программы предусматривают подготов- 
ку специалистов весьма высокой квалифика- 
ции. Значительное место в программах за- 
нимают курсы педагогики, психологии, эсте- 
тикн, а также методики преподавания ма- 
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тематики и физики. На всех курсах студенты 
работают с учениками (в пионерлагерях, 
кружках). На двух последннх курсах в 
рамках педагогнческой практики студенты 
самостоятельно проводят уроки в школах. 

На математическом факультете студенты 
изучают математический анализ, теорию 
функций — действительного переменного, 
комплексного переменного, высшую алгебру, 
аналитическую геометрию, другие разделы 
геометрии, теорию вероятностей, програм- 
мнровапне для электронно-вычислительных 
машин, курс физики, астрономию. 

Будущие физики изучают теоретическую 
механику, другие разделы теоретической 
физнхи, электротехнику, акустику, астроно- 
мию, а также специальные разделы матема- 
тики: математический анализ, аналитическую 
геометрию. На физическом факультете есть 
отделение физнки иа иностранном языке; 
окончившие это отлеление могут преподавать 
физику не только на своем родном, но также 
и на ниостраниом языке (английском). 

В институте много лабораторий с совре- 
менным оборудованием’ электротехники, ра- 
диотехники, молекулярной акустики и др. 
Имеется лабораторня, в которой студенты 
занимаются программированием и работой 
на ЭВМ «БЭСМ-4». В рамках студенческого 
научиого общества (НСО) студенты ведут 
научные исследования, в той нлн иной мере 
самостоятельные. Для тех, кто хорошо про- 
явил себя в этом отиощении, имеется аспи- 
рантура. 

Выпускиики института работают учите- 
лямн срединх школ, окончившие аспнраиту- 
ру преподают также в высшей школе. Вы- 
пускники отделения физики на иностранном 
языке работают за рубежом, в’ школах раз- 
энвающихся стран, а также в советских 
школах с увеличенным объемом преподава- 
ния иностранного языка. 

При МОПИ имеется подготовительное 
отделение со сроком обучения | год. 

Ниже приведены варианты пнсьмениого 
экзамена ПО математике и задачи из билетов 
устного экзамена по физике в  МОПИ в 
1975 году (залачи по математике составил 
М. Д. Бронфмаи, по физике — В. В. Ни- 
китин}. 


Математика 
Математический Факультет 

Варнаит 1 

+. В основании параллелепипеда — ромб 
АВСР с углом 60° при вершине А. Перпен- 
дикуляр к плоскости осиовання, росстав- 
ленный в вершине А, проходит через точку 
пересечения днагоналей другого основания. 
Боковое ребро составляет с плоскостью ос- 
новання угол ©. Сторона основания равна а. 
Определнть объем параллелепипеда. 

2. Решить систему уравнений 


х? — 12ху |+ 135 -- 18х — 29—18 =0, 
ие Уху+ Зи = 0. 
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3. У подножья горы, по разные стороны 
от перевала С, расположены пункты А и В, 
расстояние между которыми по сосднняющей 
нх дороге равно 8 км. Перевал считается 
точкой. Скорость трактора на спуске на 
| кы/час превосходит скорость его на подъеме. 
Время, затрачиваемое трактором на переход, 
от А кВ, равно #,, а время, затрачиваемое 
на обратный переход от В к А, равно {.. 

а) Определить скорость трактора на 
спуске, еслн известно, что #=5 час 3 мин 
17 сек, а Ё, = 6 час 56 мин 43 сек. 

6) Полагая, что на’переход тула и об- 
ратнво трактор затрачнвает в общей слож- 
ности 12 час, указать пределы, в которых 
можно задавать параметр {, для того, чтобы 
задача нмела решение. 


Вариант 2 


1. В основанни пнрамилы лежит пра- 
вильный треугольник со стороной а. Высота 
пирамнды прохолит через середину высоты 
треугольника, лежащего в основании. На- 
ибольшая по площади боковая грань накло- 
нена к плоскости основания под углом &. 
Определить объем пирамиды. 

2. Решить систему уравнений 


| 3х Улхьу— 14 =, 
х+ 12 `Иху— 289 = 56. 


3. Огибая остров, река у пункта А раз- 
деляется на два рукава АСВ н АДВ, зу 
пункта В снова сходится. Скорость течения 
в обоих рукавах одинакова и равна 3 клечас. 
На обход острова в направлении АСВОА 
моторная лодка затрачивает время 2}, а на 
обход его в направлении АДВСА — время 
{›. Однн из рукавов на 6 км длиннее другого. 

а) Определнть скорость лодки в стоячей 
воде, полагая {, = 7 час, [. = 7 час 1Ю мин. 

6) Считая {, — = 10 мия, указать 
область возможных значений параметра #\, 
при которых задача может иметь решение. 


Физический факультет 


Вариант 3 


1 Наибольший угол между двумя 60- 
ковыми ребрами правильной шестиугольной 
пирамиды равен <, а сторона основання рав- 
на а. Определить объем пирамиды. 

2. Дано уравнение 


ж — 31 184 = 0. 


а) Решить это уравненне. 

6) Вычислить с точностью 0,01 с недо- 
статком и с избытком значение выражения ` 
а, — 14 а», где а, — наименьший, а а, — 
наибольший из положительных корней урав- 
нения. 

3. Путь, по которому проехал мотоцик- 
лнст, состоит из трех последовательных 
участков. При этом средняя скорость на всем 
пути равна скорости на втором участке, 
скорость на первом участке на 2 км/час 


меньше средней скорости, а скорость на треть- 
ем участке на 15 хи/час меньше удвоеиной 
средней скорости. Протяженность первого 
участка в шесть раз больше третьего. Опре- 
делнть среднюю скорость мотоциклиста. 

Варнант 4 

1. Угол между боковым ребром н сторо- 
ной основания правильиой четырехугольной 
пирамиды равен <, а боковое ребро равно а. 
Определить объем пирамнлы. 

2. Дано уравнение 

х& — 60? -| 899 = 0. 

а) Решить это уравнение. 

6) Вычислить с точностью до 0,01 с ие- 
достатком н с избытком значение выражения 
а, | 8а&.. гле и; — наименьший положя- 
тельный, а, — нанбольший по абсолютной 
величине отрицательный корень этого урав- 
нения. ы 

3. Путь экспресса состонт из трех после- 
довательных участков. Весь начальный уча- 
сток и часть среднего экспресс прошел со 
скоростью, которая оказалась на 30 км/час 
больше средней скорости на всем путн. За- 
тем, уменьшив скорость на 54 хи/час, экспресс 
прошел, не меняя скорости, до конца пути. 
Средняя скорость на среднем участке равна 
средней скорости на всем пути. Точка из- 
менения скорости делит средний участок в 
отношении 5:4. Определить скорость ина на- 
чальном участке. 


Физика 

1. Найти иачальную и конечную скоро- 
сти камня, брошенного горизонтально © вы- 
соты 20 м, если по горизонтали он пролетел 
15 м. Ускорение свободного падения принять 
равным 10 м/сек?. 

2. На каком расстоянии от центра днска, 
вращающегося с частотой 120 об/мин, нужно 
поместить тело, чтобы оно не соскальзывало 
с него? Коэффициент трения между диском 
н телом равен 0,2. 

3. Водяной пар при температуре 100 °С 
впускают в калорнметр, содержащий 200 
воды и 50 г льда при 0 °С. Сколько воды бу- 
дет в калорнметре, когда температура станет 
равной 50°С? Удельная теплоемкость воды 





1 кал/(2.град); удельная теплота плавления 
льда 80 кал/2; удельная теплота парообразо» 
вания воды 539 кал/а. 

4. Какая температура установится в ка- 
лориметре, содержащем 200 г воды при тем- 
пературе 20°С, если в него положить Ба 
льда при температуре — 20°С? Теплоем- 
кость калориметра 20 кал/град; удельиая 
теплоемкость льда 0,5 кал/(г.град), воды 
} калНг-арад); удельная теплота плавления 
льда 80 кал/г. 

5. Газ находится в цилиндре под неве- 
сомым поршнем, площадь которого равна 
100 смз. При температуре 7 °С на поршень 
положили гирю массой 10 кг. При этом пор- 
шень несколько опустился. До какой темпе- 
ратуры нужно нагреть газ в цилиидре, чтобы 
поршень оказался на прежней высоте? Ат- 
мосферное давленне нормальное. 

6. Во сколько раз увеличится объем 
пузырька воздуха при его подъеме со дна 
водоема к поверхности? Глубина водоема 
50 м, температура ма дне 4°С, у поверхиостн 
18 °С, атмосферное давление нормальное. 

7. Прн подключенин к источнику ам- 
перметра < сопротивлением 3 ом амперметр 
показывает 3 а, а при подключенни ампер- 
метра с сопротивлением | ом амперметр по- 
казывает & и. Каковы э. д. с. н внутреннее 
сопротивление нсточника тока? 

8. Два сопротнвления при последова- 
тельном включении в сеть с напряжением 
100 в потребляют из сети мощность 40 вт. 
При параллельном включении в ту же сеть 
они потребляют суммарную мощиость 250 ат. 
Найтн величины этих сопротивлений. 

9. Расстояние между светящимся пред- 
метом и экраном равно 90 см. На каком рас- 
стоянии от предмета нужно поместить линзу 
с фокусным расстояннем 15 см, чтобы полу- 
чить на экране четкое изображение предмета? 

Ю. Собирающая линза дает действитель- 
ное изображение с увеличением в 2 раза. 
Определить фокусиое расстояние линзы, если 
расстояние между линзой и изображением 
равно 24 см. 


0. Романов 


Задачи наших 
читателей 


1. Дано уравнение 
хх етое-а 
+23)... + 

Ето = 
== 1000х -|- 13. 

Имеет ли это уравнеине 
целочисленный корень хотя 
бы при одном натуральном п? 
ааа" Что больше: 5 или 


3- Какое двузначное 
чнсло равно квадрату сун- 
мы его цифр? 

Я. Антонович 
(г. Новосибирск) 


4. Два игрока играют 
в крестики-нолики в кубе 
3Ж3ЗхХЗ (состоящем из 27 ку- 
биков 1Х1\х1). Одинм хо- 
дом каждый «зачеркивает» 
одии кубнк. Цель нгры — 
первым поставить 3 своих 
значка на одной прямой. 
Кто вынгрывает при пра- 


вильной игре — начинающий 
нли его партнер? 

А. Клепицын 

(г. Ульяновск} 


5. В множестве  тре- 
угольников с заданным пе- 
риметром р найти треуголь- 
ник, произведение длин бнс- 
сектрис которого максималь- 
но. 


А. Аляев 
(Пензенская обл.) 
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Х Всесоюзная олимпиада школьников 


Куапетесите.ги 





Московская городская 


олимпиада Школьников 


«Поздравляя вас с победой, хочу предупре- 
днть, что никто так ие сможет определить, 
насколько вы заслужили награду, как вы 
самк. Главное, нз чего должна исходить 
оценка, — это не азарт, не удовлетворенное 
тщеславие, & то, успели лн вы полюбить 
математику. Успехи придут. Если уж вы 
взялись всерьез за математику, то у вас 
не раз еще будут возможности для творче- 
ского труда н раскрытия своих способностей. 
Но никогда не забывайте, что прежде всего 
должны быть вы для математики, а не она 
для вас...» 

Из выступления председателя жюры олим- 
пнады по математике доктора физико- 
математических наук профессора А. В. Ар- 
лхангельского. 


Мартовским воскресным утром к 
зданиям Московского университета, 
Педагогического института НМ. 
В. И. Ленина, Института инжене- 
ров железнодорожного транспорта 
и Физико-технического института 
спешили ребята. Это — участники 
Московской городской — олимпиа- 
ды, третьего этапа Всесоюзной 
олимпиады школьников по матема- 
тике и физнке. 

В предыдущем, районном этапе 
участвовало свыше 9000 юных ма- 
тематнков ин более 3 500 юных физиков. 
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В городской олимпиаде по математн- 
ке приняли участие почти 2 000 шко- 
льников, а по физике — около | 400. 
Теперь немного о победителях сре- 
ди них. 

Около 150 математиков и почти 
80 физиков были награждены раз- 
личными дипломами и премиями, а не- 
которые из ннх получили право даль- 
нейшего участия во Всесоюзной фи- 
знко-математической олимпиаде. 





Юрия Буров 
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Петр Чистяков Илья Гаврилов 


В состав команды города Москвы 
для выступления на: заключительном 
(пятом) этане Всесоюзной физико-ма- 
тематической олимпиады вошли 


по математике: 


Стнепан Оревков (с. ш. 57, 8 кл.). 
Марк Спиваковский (с. 1. 57, 9 кл.), 
Юрий Буров (с. ш. 2, 10 кл.); 


по физике: 


Сергей Рылов (с. ш. 2, 8 кл.), 
Петр Чистяков (с. ш, 9. 9 кл.). 
Сергей Яковенко (с. ш. 179, №0 кл.). 





В состав команды города Москвы 
для участия в ресиубликанском (чет- 
вертом) этапе олимпиады вошли 


по математике: 


Натальи Рунова 


Виктор Гальперин (с. ш. 57, 8 кл.), 
Юрий Бирьшиников (с. ш. 91, 9 кл.). 
Юрий Биров (с. ш. 2, Ш кл.}; 


по физике: 


Нлья Гаврилов (с. ш. 19, 8 кл.). 
Наталья Рунова (с. ш. 179, 9 кл.}, 
Александр Семенов (с. ш. 179, 10 кл.}. 

О том, какие задачи были на Мос- 
ковской физико-математической 
олиминаде, вы можете судить по 
«Задачнику «Кванта», опубликован- 
ному в предыдущем номере нашего 
журнала. 





В. Березин. В. Тихомирова 
Сергей Яконенко Фото Д. Германа 
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Рецензим, библиография 





В этом номере мы помещаем 
рецеизин на две книгн, вы- 
шедшие в издательстве 
«Просвещение» в 1975 году, 
посвященные  программнро- 
ванню на ЭВМ. 


«Математические 
машиных 


Историю технических изо- 
бретеннй каждый из нас 
знаег неплохо: паровую ма- 
шину изобрел Уатт, первый 
паровоз был построен Пол- 
зуиовым, ндея телефона при- 
кздлежит Беллу, первый фо- 
нограф (прообраз современ- 
ного элсктрофона} ностроил 
Эдисон ин т.д. ин т.п. Но 
славе изобретателей всех вре- 
мен не уступит фантастиче- 
ское нзобретение нашего ве- 
ка — электрониая вычислн- 
тельная машина (ЭВМ). 
А вот о ней мы подчас знаем 
прнскорбно мало. 

Любая машина призва- 
на расширять границы воз- 
можностей отдельного чело- 


века, коллектива, иногда — 
страны нлни Даже группы 
стра" (если речь идет о 


крупной электростанции илн 
ретрансляционном спутинке. 

Вычислительные  машн- 
ны расширили нанбо- 
лее деликатную и важную 
сферу человеческой дея- 
тельности — интеллектуаль- 
иную. Сейчас вычислитель- 
ные машины умеют решать 
уравнения н системы урав- 
нений, проводить  бухгал- 
терские н экономические рас- 
четы в масштабе семьн (есть 
и такие мини-ЭВМ), завода, 
страны н сообщества стран, 
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обрабатывать результаты пе- 
репнсей в отдельных странах 
и во всем мнре. рассчнтывать 
химическую формулу и про- 
странственную структуру мо- 
лекулы нового химического 
соединения, из миллнонов 
фотографий процессов, про- 
исходящих в пузырьковой ка- 
мере, выбирать тот снимок, 
на котором запечатлен след 
нейтрнно, расшифровывать 
пнсьмена давио исчезнувших 
народов. по текстам «Илна- 
дыз н «Однссен» устанавлн- 
вать подлинность авторства 
Гомера, рассчитывать тра- 
екторин искусственных кос- 
мических ‘объектов на много 
месяцев вперед, помогать кос- 
монавту производить манев- 
ры вблизн поверхности Лу- 
ны перед посадкой, играть 
в шахматы и шашки, обыг- 
рывать профессноналов-кар- 
тежников в нгориых домах 
США, помогать футурологам 
стронть модели будущего для 
отдельных стран и всего че- 
ловечества, рисовать чертс- 
жи и разрабатывать проект- 
мые сметы по наметкам ар- 
хитекторов, составлять рас- 
„писание занятий в институ- 
тах и уннверснтетах, вести 
нндивидуальные — практиче- 
ские занятия © каждым 
студентом университета по 
нескольким предметам. на- 
ходя ошибкн в решении за- 
даний, задавая наводящие 
вопросы н, в зависимости от 
результатов, выбирая Ниди- 
вндуальную программу обу- 
чения, составлять набор для 
печати книг в типотрафиях 
по собственному макету, ру- 
коволить плавкой стали в 
современных электропечах. 

Список этот, разумеется, 
далеко ие полои, но ин из 
этого беглого и ловерхност- 
ного перечия видно, какой 
универсальностью и «понят- 
ливостью» обладает ЭВМ. 

Жаль, что наши школь- 
инки, студенты (прямо не 
специализнрующиеся в этой 
области) и преподаватели так 
мало пока знают о том, как 
работает ЭВМ, как она уст- 
роена, как работает с ней 
человек. 


Этот пробел в знаниях 
вызван, конечно, почти пол- 
ным отсутствием достаточио 
популярной литературы на 
подобные темы, не говоря 
уже об учебных пособиях нли 
(а почему бы н инст?) ста- 
бильных учебниках. —Поэ- 
тому следует приветствовать 
инициативу издательства 
«Просвещение», выпустнв- 
шего в свет в 1975 году кни- 
гу «Математические, маши- 
ны». Что же найдет чита- 
тель в этой интересной 
кинге*)? 

После краткого опнса- 
ния ЭВМ дискретного дей- 
ствия (цифровых ЭВМ) и 
ЭВМ непрерывного действия 
(аналоговых ЭВМ) читатель 
прочтет, пожалуй, нанболее 
удачную (и уже заведомо 
одну из самых нитересных) 
главу книги, посвященную 
истории вычислительных ин- 
струментов и вычислитель- 
ной техники — от абака, со- 
робана и счетов через лога- 
рифмические таблицы Джо- 
на Непера, вычислительные 
машины Леонардо да Вии- 
чи, Блеза Паскаля и Готфрн- 
да Лейбница до суммирую- 
щей манины Уильяма С. Бер- 
роуза, аналитической маши- 
ны Чарльза Бэббеджа и, 
наконец, современной ЭВМ. 

Всего в книге восемь 
глав, три из которых посвя- 
шены устройству ЭВМ — ве 
«архитектуре», — ирннципам 
физической реализации памя- 
тн (внутренией и внешией), 
устройствам ввода н вывода 
и, наконец, электронной тех- 
иологин современных н бу- 
дущих «поколений» ЭВМ 
(«машины первого, второго, 
третьего поколения» — так 
принято называть основные 
этапы развнтия электронно- 
вычислительной техники; 


сейчас  конструируются и 
*) Р. С. Гутер, 
Ю. Л. Полунов. Ма- 


тематические машины. М., 
«Просвешение», 1975. 
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строятся первые представи- 
телн четвертого поколения 
ЭВМ). 


Еще две главы («Эле- 
менты программирования» и 
«Алгорнтмические — языки») 
могут служить неплохим вве- 
дением в программирование. 
Разумеется, прочтя эти гла- 
вы, читатель не научится 
программировать, но он смо- 
жет уверенно сказать, что 
первое знакомство состоялось 
и теперь можно приступнгь 
к более глубокому изучению 
предмета. 

Наконец, последняя гла- 
ва книги посвящена приме- 
нениям ЭВМ (в экономике, 
инженерных расчетах, мс- 
днинне). Там же рассказы- 
вается об «эвристическом про- 
граммировании», когда выбор 
того вли иного пути в вы- 
числительном процессе оп- 
ределяется не строгнми фор- 
мульными указаннямн, а нн- 
тунтнеными,  «содержатель- 
ными», наводящими сообра- 
жениями (эти соображения 
должиы быть, конечно, сфор- 
мулированы и обоснованы}. 

Авторы в этой главе ос- 
ветилв обширный фактнче- 
ский материал, приведя де- 
сятки примеров применения 
ЭВМ не только в точных н 
инженерных науках, но и 
в Литературоведении, меди- 
циие, музыке, археологии, 
истории, шахматах и ряде 
других областей. 

Книга «Математические 
машнных» принесет несомнен- 
ную пользу широкому кру- 
гу читателей {вспомним из- 
вестное высказывание Гора- 
ция: «Самая лучшая книга— 
та, которая  одновремен- 
но учет и развлекает»). 


3. Белага 


«АЛГОЛ 60» 


Одним из современных н шни- 
роко известных средств об- 
щения человека с ЭВМ яв- 
ляется алгорнтмический язык 
АЛГОЛ 60, созданный спе- 
цнально для описания ал- 
горитмов решения задач. На 
этом языке можно «разго- 
варивать» со многими вы- 
числительными машинами: 
программист составляет опи- 
сание алгоритма на АЛГОЛе 
и передает его машиие, она 
поннмает текст, решает 
задачу и сообщает результат. 

Учащимся старших клас- 
сов, проявляющим интерес 
к математике н желающим 
изучить программирование 
на АЛГОЛе, мы советуем 
познакомиться с книгой «Ал- 
торитмический язык АЛГОЛ 
60»*), изданной в 1975 году- 
Достоинством книги явля- 
ется то, что читатель, прочи- 
танший только первые че- 
тыре параграфа. уже смо- 
жет составлять простейшее 
программы иа АЛГОЛе. 

В кииге подобрано боль- 
шое чисао примеров, упраж- 
нений н задач. При подго- 
товке задачи к решенню на 
ЭВМ значительное внимание 
уделяется матемагической 
стороне дела. Детально об- 
суждаются вопросы разра- 
ботки алгоритмов решения 
задач, возможности улучше- 
иня этих алгоритмов н по- 
строения хороших — прог- 
рамм. Особенно ярко это 
показано на примерах обра- 
ботки  таблины хоккейного 
чемпионата, упорядочивания 
массива, разложения числа 
на простые миожители н др. 
Иногда доказательства тех 
или нных положений приво- 
дятся в тексте, ниогда это 
предлагастся сделать само- 
стоягельно—в упражнеинях. 

Так, например, после 
разъяснения сутн метода 
поиска элемента массива 
деленнем лополам дается слс- 
дующее упражиение. 


*)С. А. Абрамов, 
И.Н. А нтипов. Алгорит- 
мический язык  АЛГОЛ 
60. М., «Просвещение», 1975, 
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Упражнение 135. 
Доказать, что если дая не- 
которого целого 5$ число п 
элементов массива удовлет- 
воряет неравенствам 25—<5 
<п=2°, то при выполнении 
метода поиска элемента де- 
лением пополам будет осу- 
ществлено неё более $ —1 
сравнений и, таким образом, 
можно сказать, что число 
осуществляемых сравнений не 
превосходит Тобол. 

Любознательный школь- 
ник сможет иайтн немало 
трудных, ио интересных за- 
дач (упражиеннй), для ре- 
шення которых необходима 
сообразительность н изобре- 
тательность. Некоторые за- 
дачи ценны не только в смыс- 
ле содержания. но и с точ- 
ки зрения оригниальности 
их программной реализацин. 
Приведем еще некоторые прн- 
меры заданий для учащихся. 

Упражнение 148. 
Гольдбахом было высказано 
предположение, что каждое 
четное число, большее или 
равное #, представимо в ви- 
Зе суммы двух простых. Это 
предположение 90 сих пор 
не доказано и не опровергну- 
то. Написать программу 
проверки этой гипотезы для 
данного четного числа. 

Задание 19. Дока- 
зать, что любую целоче:с- 
леннию денежную — сумми, 
болыцую семи риблей, можни 
выплатить без сдачи треш- 
ками и пятерками; напи- 
сать программу выработки 
но данному целому числу п? 
нары целых иеотрицатель- 
ных чисеа а в В таких, что 
п =: За + 568. 

В некоторых задачах 
сформулированы правила 
{нлн дано объяснение) ка- 
кой-лнбо игры, например 
карточной игры «квартеты», 
«морского боя», «Ханойской 
башни», и предлагается на- 
писать программы разыгры- 
вания партии соответствую- 
щей нгры. 

Прн вдумчивом чтении 
книги и выполнении большо- 
го числа упражненнй школь- 
ник может достичь доста- 
точно высокого уровня про- 
тграммироваиня- 


„Л. Кармазина, Н. Меллер 
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Новые книги 


В эгом номере журнала мы 
помещаем краткне аннотации 
на кинги по математнке в 
ло физике, вышедшие во 
| квартале 1976 года, ко- 
торые представляют интерес 
для наших читателей. 


Математика 


Издательство «Наука» 

1. Алексеев В. Б. 
Теорема Абеля в задачах и 
решениях. Объем 10 4., ти- 
раж 30 000 экз.. цена 33 к. 

Нз этой книги вы узна- 
етс, как решать алгебран- 
ческие уравнения 3-й в 4-й 
стецени с одним неизвестным, 
почему для решения уравне- 
ннй более высокой степенн 
не существует общих формул 
(в раднкалах}. Одна из ос- 
новных целей этой книги -- 
дать возможность читателю 
нонробовать свон силы в ма- 
тематике. Для этого почти 
весь нзлагаемый материал 
представлен в виде определе- 
ний, примеров и большого 
числа задач, снабженных 
указаниями н решеннями. 

Книга рассчитана на ни+- 
рокий круг чнгателей, ин- 
тересующихся серьезной ма- 
тематикой {начнная со 
школьников старших клас- 
сов}, н не предполагает ка- 
ких-либо специальных пред- 
варнтельных знаний. Она мо- 
жет быть использована н 


в работе математического 
кружка. 

2. Любич Ю. И,, 
Шор А. А. — Кинематиче- 


кий метод в геометрических 
задачах. Издание 9-е, ис- 


$2 


правлениое. (Популярные 
лекции по математике). Объем 
3 л., тираж 50000 экз., 
цена 10 к. 

Оказывается, для реше- 
ния геометрических задач 
может быть полезной «тео- 
рия скоростей» — кинемати- 
ка. Многда связи между вс- 


личинами отрезков, углов 
н тп. в геометрических 
фигурах являются более 


сложными, чем связи между 
скоросгямн изменення этнх 
величин в процессах дефор- 
мации фигур. Поэтому, ре- 
шая геометрическую задачу, 
полезно представить себе, 
что будет происходить с 
элементами рассматриваемой 
фигуры, еслн некоторые ее 
точки начнут двигаться; за- 
внсимость одних элементов 
от других может стать на- 
глядно очевидной, н реше- 
нис задачи буквально бро- 
сится в глаза. 

В брошюре Любича и 
Шора на несколькнх приме- 
рах демонстрируется приме- 
нение кинематики к зздачам 
элементариой геометрнн н 
нриводятся задачи для са- 
мостоятельного решения. 
Предварительно излагаются 
необходимые сведения нз ки- 
нематики и векторной алгсб- 
ры. 

Книга рассчитана на 
учащихся старших классов. 

3- Зайцев В. В., 
Рыжков В.В., Ска- 
навн М. И. „Элементар- 
вая математика. Издание 
3-е. Объем 36 л.. тнраж 
300 000 экз., цема Е р. 11 к. 

Книга содержит систе- 
матическое изложение кур- 
са элементарной математикн 
и состоиг нэ двух частей: 
1) алгебра и элементарные 
функцин и 2) геометрия. Она 
полностью соответствует про- 
грамме вступительных экза- 
менов по математике в выс- 
щие учебные заведения. По- 
мимо теоретического мате- 
рнала, в книге помещено 
большое число задач, из 
которых многне решены в 
тексте. 

Эта книга может быть по- 
лезна учащимся старших 
классов, готовящимся к кон- 


курсным экзаменам. В част- 
ности, ее можно рекомеидо- 
вать в качестве учебного по- 
собня на подготовительных 
отделениях вузов. 


4. Ннкнфоров- 
ский В. А,, Фрейя - 
маи Л. С. Рождение новой 
математики. Объем 12 л., 
тираж 25000 экз., цена 
80 к. 

В книге рассказывается 
о творчестве четырех выдаю- 
щихся ученых ХУ века — 
Декарта, Ферма, Торричел- 
ли и Роберваля. Эти уче- 
ные разрабатывали основы 
новой математики, опи участ- 
вовали в созданин дифферен- 
циального и интегрального 
исчисления, окончательно 
оформленного ин завершеи- 
ного позднее Ньютоном и 
Лейбнинем, 

Книга рассчитана на ши- 
рокнй круг читателей, ии- 
тересующихся историей ма- 
тематики. 


Издательство * Просвещение» 

5. Кордемский 
Б. А. Математика азуча- 
ет случайности. Объем 7 л., 
тнраж 120000 экз.. нена 
27 к. 

В школьных программах 
нет элементов теорни 
вероятностей. Не очень об- 
ширен и выбор достунных 
школьных книг по этому 
предмету. Книга Кордемско- 
го. по-видимому, пока един- 
ственная книга, увлекатель- 
но вводящая читателей в тс- 
орию вероятностей, помогаю- 
щая самостоятельно овла- 
деть первоначальными по- 
нятиями н методами этой 
наукн, а также простейшим 
аппаратом математической 
статистики. 

В начальной части книги 
преобладает свободиая Ффор- 
ма изложения с нривлече- 
ннем игрового матернала; 
постепенно книга «серьез- 
несет», но не теряет лоступи5с- 
ти ДлЯ школьников. 
Издательство 
«Вища школа» (Кнев) 

6. Яглом И. М. Про- 
блема тринадцати шаров. 


Общем 3 л., тнраж 40000 
экз., цена [2 к. 
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Эта книга состоит из 
двух глав. Первая глава 
посвящена задачам о кру- 
гах и шарах, в ней форму- 
лируется «проблема 13 ша- 
ров», с которой связаны име- 
иа таких выдающихся уче- 
ных, как - Д. Грегори ин 
И. Ньютон, н рассказывается 
0б исторни ее решения, а 
вторая глава — задачам о 
многоугольниках, много- 
гранннках и произвольных 
фигурах. Задача, тесно свя- 
заиная с «проблемой 13 ша- 
ров», открыла новый боль- 
шой раздел геометрии, ва- 
зываемой дискретной или 
комбинаторной геометрией. 
Эта геометрия изучает эк- 
стремальные геометрические 
задачн, связанные с отыска- 
кием «достаточно хороших» 
расположений конечного чис- 
ла точек нли фигур- 

Основную роль в кинге 
Яглома нграют 16 задач, 
связанных тематически, но 
математнчески почтн иеза- 
висимых; так что задачн, ко- 
торые покажутся читателю 
очеиь трудиымн или же ма- 
лоинтересными, он может 


смело пропустить. В книге- 


сформулнровано также не- 
сколько не решенных до сих 
пор задач; некоторые из них 
вполне могут служнть темой 
для самостоятельной работы 
в области комбннаторной ге- 
ометрнии. 


Книга доступна школь- 
иикам старших классов ни 
может быть полезной в ра- 
боте математическнх круж- 
ков. 


Физика 
Издательство «Наука» 


1. Селицер С. И. 


Блиц-вопросы. сборник за- 
дач. Объем 5 л, тираж 
200 000 экз., цена 14 к, 


Книга представляет со- 
бой сборник задач по физн- 
ке и охватывает весь про- 
граммный материал школь- 
ного курса. В основе задач, 
представленных в кннге, ле- 
жат различные явления при- 
роды, на которые обычно не 
обращают внимания. 


Кинга предназначена для 
учащихся 8—10 классов 
средней школы. Она с успе- 
хом может быть использо- 
вана для факультативных 
занятнй. для занятий физи- 
ческих кружков. а также 
прн самостоятельной подго- 
товке к вступительным эк- 
заменам в вузы. 


2. Эскнн В. Е Мир 
невидимых великанов. Объ- 


ем 8 1.. тираж 25000 экз,, 
цена 27 к. 
Производству  синтети- 


ческнх полнмеров принадле- 
жит сейчас одно из ведущих 
мест в народном хозяйстве. 
Исключительно велика роль 
природных полимеров в 
функционнроваиин живых 
оргаинзмов. Изучение слож- 
ной структуры полимеров со- 
ставляет предмет физики мз- 
кромолекул. 

В кннге понятно и живо 
рассказывается об особеино- 
стях строеиня и свойствах 
полимерных молекул. о фи- 
зических явленнях и мето- 
дах, используемых вля их 
нзучения. 

Книга доступна для уча- 
щихся старших классов и 
представляет интерес лля 
широкого круга читателей, 
впервые знакомящихся с ио- 
лимерамн. 


3. Каганов М. И, 
Лифшиц И. М. Каази- 
частицы (идея и принципы 
квантовой физики). Объем 
6 л., тираж 50000 экз., цена 
20 к. 

Книга, написанная вид- 
ными  физиками-теоретика- 
ми, посвящена рассказу о 
мире разнообразных квази- 
частнц. Авторы популярно 
разъясияют читателю уднви- 
тельные свойства Фононов 
и магнонов, плазмонов ни 
экснтонов, электронов и 
«дырок». Объясняют, по- 
чему,  исслелуя свойства 
твердых тел, можно познать 
мир квазичастиц. 

Книга доступна школь- 
никам старших классов и 
может быть с успехом при- 
менена на факультатнвиых 
занятнях. 
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Издательство «Мир» 


4. Бова Б. Новая аст- 
рономия. Перевод < англ. 
Объем 10 л., тнраж 
$0 000 экз., цена 52 к. 

Эта книга посвящена 
изложению современных 
вопросов  астрономни -—— ра- 
дноастрономии, инфракрас- 
ной, рентгеиовской, гамма- 
астрономни н т. д. 

В ней также отражены 
сенсацнонные открытия ло- 
следних десятилетий — ква- 
зары, сверхзвезды, лульса- 
ры, «черные дыры»,  взры- 
вающиеся Галактики н пр. 
Живой н яркий язык, образ 
ное увлекательное повест- 
вование делают книгу ните- 
ресной для самого широко- 
го круга читателей. 


Издательство «Знание» 


5. Рыдник В. И. По- 
ле. Объем 8 л., тираж 
100000 экз. цена 25 к. 

В этой книге рассказы- 
вастся о природе физиче- 
ских взаимодействий. Уже в 
далеком прошлом ученые в 
философы создавали раз- 
личные гипотезы об «устрой- 
стве» реального мира. пыта- 
лись объясиить все миого- 
образие физических взанмо- 
действий, в частности, с но- 
мощью представления об 
эфнирс, заполняющем все ми. 
ровое пространство. Автор 
живо и увлекательно  рас- 
сказывает о смене этих пред. 
ставленнй понятием физи- 
ческого поля. 

Кинга внолне достуниа 
школьинкам старших клас- 
сов и может быть ислользо- 
вана на факультатненых за- 
нятнях. 

6. Леванторский 
В. И. Гранспортные косми- 
ческие системы. Объем 3,5 л., 
тираж 50 000 экз., цена 11 к. 

В брошюре рассказыва- 
ется об одной актуальной 
проблеме современной кос- 
мической техники — перехо- 
ду от ракетоиосителей одио- 
разового использования к 
транспортным космическим 
аппаратам многократного 
использовання. 

Брошюра рассчитьна 
на самый широкий круг чи- 
тателей. 

ИН. Клумова, М. Смолянский 
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«Ивант» для младших” школьников 





Задачи 


1. В мекотором царстве каждые 
двое — либо друзья, либо враги. 
Каждый человек может в некоторый 
момент поссориться со всеми друзья- 
ми и помириться со всеми врагами. 
Оказалось, что каждые три человека 
могут таким образом стать друзьями. 
Докажите, что тогда и всё люди в го- 
сударстве могут стать друзьями. 


2. Для каких простых чисел р 
числа 2р-1 и 4р-+1 тоже простые? 


3. Найти множество центров тя- 
жести треугольников ОВА, у кото- 
рых вершина О фиксирована, а вер- 
шины А и В лежат на двух окружно- 
стях одинакового радиуса. А что по- 
лучится, если радиусы окружностей 
не равны? 


4. Докажите, что плоскость мож- 
но раскрасить 9 красками так, что 
никакие две точки одного цвета не 
будут находиться на расстоянии | м. 


5. Пароход плывет из города А 
в город В и обратно. Одинаковое ли 
время затратит пароход, если города 
находятся: 

а) на берегу реки; 

5) на берегу озера? 

Скорость парохода относительно 
воды постоянна. 
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А. Орлов 


Поиск предмета 


Номер квартиры 


Послушайте, какую историю расска- 
зала мне моя соседка Люся *). 

— В нашем новом восьмиэтажном 
доме два подъезда. На каждую лест- 
ничную клетку выходят двери четы- 
рех квартир. Вчера во дворе меня 
встретили ребята и спросили, в ка- 
кой квартире я живу. Я ответила: 

— А вы отгадайте. Можете зада- 
вать мне вопросы, только имейте 
в виду, что я буду отвечать лишь 
«да» или «нет». 

Один мальчишка сразу сказал: 

— Нет ничего проще. Я буду тебя 
спрашивать, верно ли, что ты живешь 
в квартире № 1, № 2, № 3, №4, ... 
.... № 63, пока ты не скажешь «да». 
А если ты все время будешь говорить 
«нет», то ты живешь в квартире № 64. 
Мне понадобится самое большее 
шестьдесят три вопроса. 

Но тут его перебила девочка: 

— Подумаешь, шестьдесят три! 
Мне хватит и тридиати двух вопро- 
сов! Сначала я узнаю, в каком подъез- 
де ты живешь. Я спрошу: «Ты жнвешь 
в первом подъезде?» Ответишь «да» — 
значит, в первом; ответишь «нет» — 
во втором. А затем переберу по по- 
рядку все квгртиры в подъезде. 

— Амне хватит и четырнадцати! — 
радостно закричал самый маленький 





*) См. также «Квант», 1976, № 2, с. 60. 


из всей компании. — Этаж я узнаю 
за семь вопросов, а квартиру на эта- 
же — еще за семь! 

— А как вы думаете, — спросила 
Люся меня, — сколько вопросов по- 
надобится, чтобы узнать номер моей 
квартиры? 

Я сразу ответил Люсе: «Пяти воп- 
росов мало, а шести хватит». Сначала 
я спросил: 

— Верно ли, что ты живешь в пер- 
вом подъезде? 

Люся ответила: «Нет», — и я по- 
нял, что ее квартира находится во 
втором подъезде. Второй вопрос был 
хитрее: 

— Верно ли, что ты живешь ниже 
пятого этажа? 

Да. 

А верно ли, что ниже третьего? 
Нет. 

На третьем? 

Нет. 


Значит, Люся жавет во втором 
подъезде на четвертом этаже. У меня 
осталось два вопроса на четыре «подо- 
зрительные» квартиры — №45, № 46, 
№ 4Т и № 48 (легко подсчитать, что 
на площадку четвертого этажа во 
втором подъезде выходят двери этих 
четырех квартнр). 


— Верно ли, что номер твоей 
квартиры больше 46? 

— Нет. 

— Ты живешь в квартире № 45? 

— Нет. 


— Значит, ты живешь в квартире 
№ 46, — сказая я с торжеством. 

Поняли ли вы, почему понадоби- 
лось так мало вопросов? Каждый мой 
вопрос делил номера «подозритель- 
ных» квартир (тех, среди которых 
находится Люсина) на две равные ча- 
сти: номера, для которых ответ «да», 
и номера, для которых ответ «нет». 
В любом случае число «подозритель- 
ных» квартир уменьшалось ровно 
вдвое. 


Можно доказать, что наверняка 
уложнться в пять вопросов нельзя. 


$ 
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Здесь нам поможет такая таблица: 


00000 


-е>Фо 
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ЕЕ 
Люсины ответы мы запишем с по- 
мощью цифр 1, 0. Если она отвечает 
«ла», будем писать «|», а если нет», то 
«0». Первый ответ запишем в разделе 
единиц, второй — в разделе десятков 
и так далее. Тогда мы можем едини- 
цами и пулями записать любое соче- 
тание из пятн ответов, оно будет ияти- 
значным числом, каждая цифра кото- 
рого — пуль нли единица. Вынишем 
все такие числа в порядке возраста- 
ния — получится наша таблица. Все- 
го в ней 32 числа. 

Теперь допустим, что нам всегда 
удается угадать квартиру за пять 
вопросов. Это означает, что, зная, ка- 
кое получилось пятизначное число из 
нулей и единиц, мы можем точно 


56 


Куапетссте.ги 





назвать номер квартиры. Но так как 
пятизначных чисел у нас 32, то н 
квартир мы можем назвать лишь 32, 
а не 64, как в условии. 


Номер телефона 


Вы хотите узнать семизначный номер 
моего телефона, задавая мне вопросы, 
на которые я буду отвечать только 
«да» или «нет». Придумайте способ, 
гарантирующий уснех за наименьшее 
чнсло вопросов. 


Одна фальшивая монета 


Имеются 26 одинаковых по внду мо- 
нет. Среди них одна фальшивая, она 
легче остальных. Сеть чашечные весы 
(без стрелки и гирь). За какое нан- 
меньшее число взвешиваний можно 
найти фальшивую монету? 

Эту задачу можно решать точно 
так же, как н предыдущую. Только 
чнело «подозрительных» монет надо 
попытаться уменьшать не в два раза, 


ав три: ведь у каждого взвешивания 
трн возможных результата — левая 
чашка перевесила, правая чашка 
перевесила, чашки уравновесились. 
Поэтому сначала положим на каждую 
чашку по 9 монет. Если левая чашка 
перевесила, то фальшивая монета на 
правой чашке; если правая чашка 
перевесила, то фальшивая монета на 
левой чашке; если жечашки уравнове- 
снлись, то фальшивая монета — сре- 
ди восьми монет, не положенных на 
весы. Значит, после первого взвешн- 
вания остается 9 или даже 8 «подозри- 
тельных» монет. Потом положим на 
чашки по три «подозрительные» мо- 
неты. После второго взвешивания 
останутся три или две «подозритель- 
ные» монеты. Положив по одной из 
них на чашки, выясним, какая мо- 
нета фальшивая. 

Способа наверняка обнаружить 
фальшивую монету за два взвешива- 
иня нет, потому что фальшивой может 
оказаться любая из 26 монет, а воз- 
можных исходов двух взвешиваний 
всего 9 (каждый из трех исходов пер- 
вого взвешивання может комбини- 
роваться с каждым из трех исходов 
второго), н 9 меньше, чем 26. 


Обсуждение 


Понимаете ли вы, что общего в рас- 
смотренных нами задачах? Там — 
квартиры, здесь — монеты; там —вой- 
росы, здесь — взвешивания. И все 
же в них много общего. И тут, н там 
мы задаем вопросы: в одном случае 
Люсе, в другом — весам, и получаем 
ответы: в одном случае от Люси, 
в другом — от весов. 


То же самое делают ученые, 
когда ставят опыт, — они задают 
вопросы. Известно выражение: 


«Физический эксперимент — это воп- 
рос, который мы задаем природе». 
Конечно, так могут сказать о своих 
опытах не только физики, но и химн- 
ки, и бнологи — все, кто изучает 
природу. И если вы хотите быть насто- 
ящими математиками, то вам надо 
уметь задавать вопросы. 
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Наши задачи связаны с одним из 
современных разделов математики — 
теорией информации. Скажем, как 
быстрее всего передать сообщение о 
номере телефона, если в нашем рас- 
поряжении есть сигналы только двух 
видов? Это — типичная задача тео- 
рии информации. Подробно об этой 
теории можно прочитать в книге «Ве- 
роятность и информация» А. М. Яг- 
лома и И. М. Яглома (М., «Наука», 
1973). 


Еще две фальшивые монеты 


а) Перед вами лежат шесть одинако- 
вых по виду монет, две из которых 
фальшивые (каждая из них тяжелее 
настоящей на | г). Еще у вас есть ча- 
шечные весы без стрелки и гирь. Ве- 
сы эти, правда, не очень чувствитель- 
ны и реагнруют на разность грузов не 
менее 2 г. Найдите способ за четыре 
взвешивания выявить обе фальши- 
вые монеты. 

6) Имеются шесть одинаковых по 
виду монет. Четыре из ннх настоящие, 
по 4 г каждая, а две — фальшивые, 
общей массой 8 2: одна чуть более 
тяжелая, другая более легкая. Ка- 
кое наименьшее число взвешиваний 
на чашечных весах без стрелки и гирь 
потребуется, чтобы выявить обе фаль- 
шнвые монеты и установить, какая из 
них легче, а какая — тяжелее? 


Универсальные гири 


Подберите массы четырех гирь так, 
чтобы ими можно было отмерить на 
чашечных весах любое число граммов 
от 1 до 40. (Гири можно класть на 
обе чашки.) 


Отгадки с препятствиями 


Вы опять отгадываете семизначный 
номер телефона, но теперь на однн из 
ваших вопросов я могу дать непра- 
вильный ответ. Какие тогда вопросы 
вы будете задавать и какое нанмень- 
шее число вопросов вам понадобится? 


$7 


Ответы, указания, решения 
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К статье «Об одном методе решення задач 
по электростатнке» 


г 


о. 
й ый 
2.4 = р 
К статье «Донецкий государственный 


университет» 


Вариант 1 
893 5т (© — 30°) $т (а + 30°) 
33 аз? а 


"1 (0% 
2. =. Хх = э 





аесзт (4 — 


29) +в =0, +1. ...). 4.4— 


— 2 <х<з3, х> 4+ ТВ. 5. Юл. 


Варнант 2 
1. 0 км/час < х< 20 кмчас (х — перво- 
начальная скорость велосипедиста). 
2. 2 агссе (УЗ зта). 3. х. =2, и =3; 
я АП 
Хх. =3, 4 =2. 4. х, =16 +75, №= 
д л 
аа оса 
$. Уравиеине не имеет решений- 


Вариант 3 


, яп а 
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=? прих = 4 + 2лл (п = 0, ва Е 


(6 — 2ас)з — 2а*сз 
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Вариант 4 


1. агссо (ИЯ — 1). 2. х.=3, в: = 
24 
= 1,5; ж = 53, # = 24. 3. х> 2.4. х= 


л вл л 
= 13. 5. х, = И х› = 5 + 


#л 
+ —5_ (Е =0, +1, ...). 


К статье «Московский институт управления 
нм. С. Орджоникидзе» 


Вариаит 1 


1. А-а (в — геи. 2. х= 


1 
= 3/2. 3. <<, х>а?. 4. х = л/4-- 


4 2л (Е — целое). 5. 1:9. 

Варнаит 2 

1. МР = 9 —рсоз «т а, М@ = (р 
— 9 <05 @)/5 та. 2. х,=5, х, = 1625. 
3. —2<х<2. 4. х, = агс\в 5 +- Вд, х,-= 
= — 1/4  #л (Ё — целое). 


К статье «Московский ниститут электронного 
машиностроения» 


Вариант 1 
|. Обозначим 3* №5 —5* №3 через и. 
Тогда уравнение примет внНл 


1 2 - 
9 У— 75 =159—24|, 


37 
откуда у: =5, у =-5 и 
37 
1 8-8 
2 ПЗ › 2 = ЧЕзДе5 ° 
2. Имеем 
а,-ав = 13,5, 
а, + а, =7,5 


нли 
(а 2а) @- 54а) = 13,5, 
2а-- 74 =7,5. 
Если положить а 24 =х, а 54 = 
=. то последияя система перепншется так: 
хи = 13,5 
| Хх у=7,5. 


Отсюда, с учетом положи тельиости чле- 


] 
нов, х= 3, у 4,5 илна=2, =>. 


Тперь требуется найтй наименьшеее 
значение 2 = х-- И ири ху = 13,5. Подстав- 


х 





ляя значение у = в  исследуемую 


функцию 7, найдем 





13,5 = х 
НИВА: |. к 
2=х- х = у 13,5 ( 35 - 


Я В 213,5; 
минимум достнгается при х = у = } 13,5. 
3. Из Д 80$ {рнс. а= ВО =Н ша. 
Нз Д ЕОС (рис.2) по тсореме сипусов 
г о и 
я дл 
чт (5 — “) (п —В — ЗН г) 


$05 & 


откуда ОЕ =а < ва и $сеч = ВОХ 
12 
ОЕ $712 


505 © с05 (В — ©) * 


4, В ОДЗ {@— 205 х# 0, а —233пхУ 
3 0) исходное уравнение эквивалентно уран- 
нению 
(тх — с05 х)[2а (5х -+ со$ х} — а? —4]-=0, 
откуда 


ь п 
а) зпх— 0х =0, х= 4 + лп; 
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корней нет, 
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а) япх-- 50$ х = 
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так как 2а 





3 2. 





Подставляя корни в иеравенства, опре- 


я 
деляющие ОЛЗ, получим: х= ия 4 ди, 


— х 
если а +2; х= 4 + 2лп, если а= 


5: 
== — |; х=—4 + 2пп, еслна = УЗ. 


Уравненне имеет 9 корней на [20д, 29] 
при а 52 +2; 5 при а = — УЗ; 4впри 
а = 2 х 

5. ОДЗ:а 25, а% —5,х 70, уж 0. 
Подставляя выражение для х из первого 
уравнения во второе. после очевидвых прс- 
образованнй получим 

43 — и (а? — 25 — Юа) — 54 (@* — 25) =0, 
откуда у, = —5@+5}. щц=а@-—5). 
жа = 5 (@— 5), х=а (а 5) (при а=0 
есть только одно решение х,, ц}}. 
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Рис. 1. 
Имеем х.хилу. "= — 25а? (а -Р 5) (а —5}?. 


Рис. 2. 


Требуется показать, что а (а -- 5\(а — 5) 
кратно 6. Но а (2? — 5) = а3 — а— 24а, 
а*—а= @— Нас 0, как промзве- 
дение трех последовательных ислых чисел. 
делится на би 242 делится на 6. 


Вариант 2 


1. ОДЗ: —-2 <х <. При этих х ис- 
ходиое иеравенство эквивалентно неравенству 
(1 — 2х +2 < те @-х— 1 0, 
откуда < учетом ОДЗ —2<х< 


< ры Е ре, 
2. (1 — (1 — 9 23) : (1 — зт <). 


3. Пусть первоначальный делитель ра- 
вен х, а частное у. Тогда 


150 150 
хо <=, 


151 151 
кро 5 +2 








Поэтому 


151. 150 
Хэн х 


х ъ 
150 151 


х Эр, 


156 151 
или 4 < ош и. <6, откуда 
4х2 -- 9х — 300 < 0, 
| бх? -}- 13х — 300 > 0, 
6 <х<В, т. е. х=7. 
4. ОДЗ определяется системой 
2тх-+ 1 = 0, 
{ 205 х--1 = 0. 
Возведение в квадрат после простых 
преобразований дает 


а) зтх — с0$х == 0, хе + п; 
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6) 26 тх- соз х) +5 =0 


эт (+ + = — __ (нет решений), 


Подставив найденные корни в неравен- 
ства, опрелеляющне ОДЗ, находим ответ: 


5 
х=у + 2кЕ (Е — целое). 


5. Из второго уравиения системы мы имеем 
ии—х— 2) =0, 
откуда и=0 или у-=х-р-2. Подставляя 
каждое из этнх значений в первое уравне- 
ние, получим следующие решення снстемы: 
х: = —@-— 3, и, =О их, =а{а- 3), и, = 
= @+10(а+2). 
Переходя ко второй части задачи, за- 
метим‚чтой хил = 1, 1 ху, = 1-- а(а 
+1 + @ 3 =0@+3 + 12. 


Обратное и неверно, что вид- 


но из примера: а = —-—5— ау +1 — 


иррациональное число, но |1 + ху = 271. 


К статье «Белорусский ниститут инженеров 
железнодорожного транспорта» 


Математика 


Вариант 1 


1. $бок = 2-Е яп (45 + 


Я -В) соз (45° — =): (т эт В)- 





282 с0$ 


| 


п эл 
2 х, = 5 + Ал, х, = ал (Е =0, 1, 


1 
+2....). 3 х= 0.5; у=— 1,5. 4. — =. 
уР= 
Варнант 2 
1 : ._& 
И = 743 зпачт ШВ (где х — 


меньший из углов, образуемых днагоналя- 


п, ЛА 


мн). 2. х, =1, пе 


Х, = 2. 3. Ха = 


л пе 
ха == 4 +2 @=0, 1, +2, ... ). 4. 


— 6. 
Вариант 3 


- и . [2 
1- Уконуса = -—5- $02 а с0$2 —5—. 2. хн== 


д 


1 
= 4 +2^, х2 = — асщ 5 де (Е =0, 


Куапетесите.ги 


о 








+1, +2, аь- 4-х: =3. 
1 
=14+— 
? 22 
Вариант 4 
ла5 эл 
НУ = па: 2. х, = ЛА, ЕЖЗ 
2 (Е=0, +1, +2, ...). 3. х, =9, 
1 
=. 4. 1. 
Физика 


Н 0? 
1. Рот (+ +} - 


у= 
АЕ: 


3. А (МР + т) = 
Е 
&#—а 


12,7 кдж. 





4. р == Рв = 2,45- 103 кг/мз 


бы = 3,5-10 см-3. 


Ро 
6, Г=-0 #746 а. 
36%2Ю 
7. Р: = 65 рав = 1,5 вт, Р. = 
вю 


= В): 9.57 вт. 


В5 
8. Эр = = 78,5. 10-3 в. 


9. 2, = 3 дптр при 4 > Р (изображе- 
ние действительное); О, = 8 длтр при 4<Р 
{изображение мнимос). 


\ 


10. А = яве тд. "= 035 мкм. 


К статье «Донецкий политехнический 
институт» 


АА атематнка 
Вариант 1 


11 =5 час, (3 =4 час. 2. паз со 


Жаиа-- | сом. 3. х, = 100, х.= 


к 
= 1000. 4. Хи = Е +2, х, = 5 + д, 


5х 
х, = 6 + п (# = целое). 5$ х= 5, у=7. 
Вариант 2 


1. 30 км/час. 2. аи’ / ша. 3х = 


— 1+ (161 
—_—_—5_. 5- 


—4, х: = 5, Х.,3 = 3< 
22 
т. 
Варнаит 3 


1. бчас, 14 час. 2. (23° — 63) ва/24. 
3. х= + лм д& (Е — целое). 4. х<— 3, 
—1<х<2. 6. х! =6, х, = Ю. 











Физика 
[-Е 
РЕВ 
2. Р. =2(! —1я | = 5640 вт. 
и 
3 п [съ (к. 100% = 52%. 


К статье «Марийский политехнический 
институт им. М. Горького» 


Варнант 1 
473 1#$Ф 
1. = Зе 2. Хх. =2, х.=4. 


х 
3. Хх; == ПА, Хо == + 3 +2 (Е — целое). 


4. —1<х<1,х>4. 5. Я. 
Варнант 2 

8а (2-4 Уз) 
33 


л п г 
3. а о ь х. = +3 + 2 {Е — 


ци = . 2. х= ов, ИТ. 


целое). 4. х< у. 5. 26 (а-— 6). 


К статье 
ииститут» 


«Ярославский политехнический 


Математика 
Варианг 1 


л У2 № та 


| 
Узда 10 <<” 


Куапетесите.ги 


3. У жк<1. 4. аж Ал, 


к Ал 
х =Й + 2 {В — целое). 


Вариант 2 
1. 4 1/2 Ка зта | соз 2948 а 
5п2 За : 
2. х, =9, и =4; х, = 4, щ ==9. 
3. хы. 4. м =91а/б, х, = Ил/8. 
Физнка 


т. = 20 9 == 2,3 сех. 
о 
2. а = аго и = 45°. 


3. А= [В =2- юЮ дж. 

4. [= —аК(2а + ЮВ) = —29 см (знак 
«минус» указывает на то, что изображеине 
точки мнимое). 


К статье «Московский государственный 
педагогический институт им. В. Н. Ленина» 


Математика 
Варнант 1 


т. Ил зта (2 — соз6)/12. 
2. х— + 21/3 --2Ел (Е -— целое). 3. х== 
— а6*, у= а/6? (а21, 61). 
4. 0<х<3/2. 

Вариант 2 

1. ИУ = 443 чп а с0$3 (%/2). 2. х, = 1, 


х. -= —3. 3. х = п/а (Е — целое). 
4. —1/3 <х=— 14. 
Фиызнка 

1. = 86 400 ТоВ/В = 5400 сек = 
= 1,5 час. 


1.Р.-—Р. Р, 
2 м— 3. 
. п | Рв р.) азс 
3. Ев = Зти ях ПВ н. 
4. 9=мт (та — 2/2) 140 дж. 


УТ 
5. Ут = 670 д. 


_ Риз — Ры? 
п (— 2/1) 


Р:!. — Ры, 
г А ес ом. 


6. 23,156; 


ст М 


—чиг == 104. 


7. == 


1 А 
8. пт НязЗ г. 
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9. Х = 9ло УГС яз ИЗ м (0 = 
== 3.10% м/сек — скорость света). 


Е 
10. @= =. 25 28 см. 


К статье «Московский областной  педа- 
гогический ниститу: им. Н. К. Крупской» 
Математнка 

` Вариант 1] 


1. За и о/4. 


2. х=у= — 9. Указание Из вто- 
рого уравнения системы получаем уравне- 


2 тЫ 
ния: (У) +4 У-у+з=о прн 


у > 0 (это уравнение ие имеет решений) и 


(У=)' у +:-о при у< 0, 


откуда х = Зу илн х = у. Остается подста- 
вить эти выражения в первое уравнение сис- 
темы и’ рассмотреть еще случай и == 0. 

3. а) 2 км/мас; 6) 4 час < ЁХ 8 час. 
Указание. оложим АС = $, скорость 
трактора на спуске обозначим через 0; тог- 
да скорость на подъеме равна 0—1. По 
условию 








$ 8—5 
ЕЕ 
8—$ 5 
а В а [2 = 18, 


откуда 
(ИНЬ) 2 — 1 о 8 = 0, 


5 
и==2 (км/час). Теперь {, =4-р 5 и 4< 


< < 8, поскольку 9%; В. 
Вариант 2 


1. 4346 ©/1б. 

2. х= —7/10, у= — 63/40. Указа- 
ние. Умпоживн первое уравнение системы 
из 8, второе на —3 и сложив их, получим 


3х —4 УИхжу — 4% =0, 
4 
откуда х=4у > 0 или х= 9 у<0. 


3. а) 15 км/час; 6) > 13 (час). Ука- 
зание. Поскольку 1 > Ё, рукав АРВ 
должен быть короче, чем рукав АСВ; обо- 
значим его длину через $, а скорость лод- 
ки в стоячей воде через и. Тогда 


5+6 $ 
туз #3 
5 546 





о РВ "98. 


$2 


Куапетесите.ги 


Отсюда (4 — 11) (6 — 9) =36, и=15 (кя/чеб), 


55 1 
й = 36 +3. $> 0. 


Вариант 3 
1. 2 УЗ |2. 


2. а) +УЁ, +133; 6) — 64,32 <а,— 
— МЧа,< — 64,31. 

3. 35 км/час. Указание. Если сред- 
няя скорость ма части пути равна средней 
скоростн на всем пути, то и на остальной 
части пути средняя скорость та же. Пусть 
$ — длина третьего участка, и — средияя 
скорость; тогда 

лы 75 
* — 65 $ 
о—5 25—15 


откуда ©; = 35, и = 6 (км/мас). 


Варнант 4 

1. 443 со а И созаа /3. 

2. а) + УЗ, + У59; 6 —39,16< 
«о, + 8х. < — 33,15. 


3. 150 км/час. У казание. Пусть о— 
средняя скорость экспресса, $ — длина вто- 
рого участка. Тогда 





5 
5 т“: 
9 5 
о Ко 4 


откуда п == 120 (км/чад. 
Физнка 
1 Е 
- бин = 5$ 51 = 7,5 м/сек, ик = 
= Хо 288 ==21,4 мДек. 
АЯ 
2. г= Занят == 1,3 см. 


$. т=ть та -| 


та^-| (ть + тд} сы Мь — 278 г. 
ЕЕ свАГ 
@— (сатв Е Си) (ъ — 
7 Сирев(ть- тя) 
сатл (0 — Ел) + тлА 551.5 %С: 


— Ск св (ть + та) 


# 


ь 1 | одре 
5. г= То [1+ рьз`) = 368 К; {= 





= 35 °С. 
И. _ рот, 
т = и МОР: 
в: РГ: 
19, —1,Я 
7. г= Г 2 — | ом: “= хХ 
= : 


Х (А, 7 = 128. 
8. Ю, = 200 ом; Ю, = 50 ом. 
9. {1 =71 см; 4. == 19 см. 
10. Е = НЗ = 8 сы. 


К статье «Беспокойная дуга» 
(см. «Копнт» А 6) 


1. Нет, ве яваястся. Опыт с дугой ука- 
занных в статье размеров получится столь же 
хороцви», сели вместо элюминнеРОоЙ пПластнн- 
ки использовать стеклянную. А. С. Понов, 
который ставил опыт в большем масштабе, 
нашел, что нагретая дуга на стеклянной 
пластинке качается меньшее время, чем на 
металлической. 

2. При прочих равных условиях широ- 
кая дуга предночтительиее, поскольку’ она 
нмест ббльшую линию соприкосновения со 
слюдой. В этом нетрудно убедиться на оныте. 
Экспериментально ответнть на вторую часть 
зопроса довольно сложно, потому что для 
постановки опыта ирндется использовать 
одинаковые дугн разной толщины. 

3. Нет. Слюдяной лнсток, лежащий на 
алюминиевой пластнике, нмеег такую же 
температуру, как и сама пластииа. Если до - 
этой же температуры нагреть дугу, то при 
соприкосновении сё со слюдой ие будет про- 
исходить передачн тепла. 

4. Очевидно, что время качаний дти 
тем больше, чем долыше дуга остается горя- 
чей. Для продления этого времени можно 
нредложить следующий  «ренеит». Концы 
дуги загинте кверху так, чтобы оцн оказа- 
лись в пламени номещенной на внутреннюю 
новерхность дуги таблетки сухого горючего 
(таблетку при этом следует каким-либо 
образом закреинть). В этом случае дуга бу- 
дет качагься в течеине всего времени горения 
таблеткн. 

5. Вместо дугн в опыте можно исполь- 
зовать тонкостенную металлическую трубоч- 
ку. Еслн слюдяной листочек положнть на 
слегка изогнутую пластиику, нагретая труб- 
ка булет кататься взад и вперед. 


К статье «Московский технологический ин- 
ститут» 
(см. «Квант» № 6) 
Матсматнка 
Инженерно-экономический факультет 


1. 2/3 прн а>1; 2 пн 0<а<! 


д 
2. хх = я -|- 2лА, хг =) ЕДА (О. = 


Куап. тссте.ги 


=1,2,...). 3. х— любое действительное 


21 — 1+2 Иа —2п 
4+1 р 


число. 4. агссоз 





Мсханико-тсхнологический факультет 
д [3 
1. —\(8 ОЛЗ). 2. х= += 
20, ЗЕ, 5 55 


хр В. 4. Ир. 


3. —4<х<-3, 


Химико-технологический факультет 


‚ 1, Са (присваз — 1). 2. 5х0. 
Указание. Представить уравиение в вн- 


де [Их 1—2 [Их 31 =1. 


прёт 
3. х = 1/25. 4. т эт б- 
Физика 


2 Ро 
1. НЫ м м. 
2. = И В(А/я — в) „= 140 м/сек. 
3- х=ЕК == 8,3-108 в. 


2иР 
4. «=(. — 57) 100% = 97%. 


5 

АР 
К задачам «Квант» для младших 
школьников» 

см. «Кванто № 6) 

1. Нало выиуть шарнк нз коробки, на 
которой изображены белый и черлый ша- 
рикн — в ней не может быть разноцзетных 
шаров. 

?. Сила давления воды во вссх трех слу- 
чаях одинакова. 


5. Пт = 15 ям/ат. 





Рис. 3. 
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3. ХИ —Х = ПЕ 


Х — УИ = И, 
УГ М = Х|. 
4- См. рис. 3. 
5. 19275: 75 == 257. 
К задачам 
{м. с. 47) 


1. Нет, не имеет: левая часть четна, а 
правая нечетна прн целых п пн х- 


2. 323% 55. Указание. 516 = 
=5. 15") 7} 33 = 9. (33)7, 
3. 81 = 9". Указанне. Рассмотреть 


уравиение 16а Е Ь = {«- 8). из которого 
следует, что а=5—6-4 У25— 96. 

4. Начинающий, еслн первым ходом 
он а центральный куб- 

5. Равносторониий треугольник. 


Список читателей, приславших правильные 
решения задач ФЗ53-— ФЗ62 
(Окончание. Начало см. на с. 86) 

С. Дваренас (Клайпеда) 6; М. Дворцов (Фрунзе) 
8, 1; П. Демким (Донецк) 9; А. Дзагоев (Тби- 
лисн) 8; А. Дзюбенко (Москва) 8, 9; А. Доб- 
рынин (Коркино) 9; А. Дубровин (д. Бере- 
зовка Кировской обл.) 8, 9; С. Ефимов (Ле- 
нинград) 8; Е. Загиляев (Уфа) 8; Н. Зала- 
метдинова (Альметьевск) 9; Г. Залеские 
({Внльнюс} 8—2; А. Захаров (Брест) 8—0; 
Т. Заяц (с. Т. Пасека Закарпатской обл.) 
8. 9, 2; А. Зубков (Рустави) 8; А. Измайлов 
{Зеленодольск ТАССР) 6, 0, 2; В. Кабанов 
(Шахунья) 0; А. ХКазачков (Харьков) 8; 
А. Калиним (Великие Луки} 3, 8—0, 2; 
А. Калустов (Баку) 8, 9, 2; В. Канотоп 
{ Харьков) 3. 8, 9, 2: С. Копыловский (п. Знобь- 
ИНювогородское Сумской обл.) 3, 8—2; О. Кос- 
тенко (Кировск) 1. 2; В. Котик (Харьков) 
8, 9; М. Краснов (п. Кизнер УдмАССР) 8; 
А. Криканоз (Лыткарино) 6; П. Крупкия 
(Димитровград) 8, 8—2; В. Купцов (Аша) 
6. 8, 9, 0: М. Киурнчосов (Лысьва) 3; А. Ле- 
бедь (Днепропетровск) 3, 6, 8—2; ПЛ. Лещенко 
(с. Юца Ставропольского кр.) 3, 8—2; А. Лис- 
товничий (Киев) 3. 6, 9—2; Ю. „Литвино- 
вич (п/о Ситница Брестской обл.) 8—2: 
О. Лиаценко (Киев) 3, 6, 8—2; С. Люксютов 
{Кнев) 8—0; М. Магид (Даугавпилс) 3, 6, 
8—2; В. Маргвелишвили (Кутансн) 8; 2. Мар- 
тыноза (Нежин) 8, 9. 1,2; Е. Машеров (Лнань- 
ев) 8—2; А. Медведков (Бобруйск) 1, 2; 
М. Меладзе (Тбилисн) 6; А. Минин (Чебок- 
сары} 2; О. Мирзеабасов (Черновны) ©, 1; 
А. Михайлов (Ногниск) 8, 1; И. Морозов 
(Горькнй) 3, 6, 8, 0—2; „1. Морозовский 
(Киев) 6, 8. 9, 2; А. Мохов (Бобруйск) 3; 
Ю. Мухарский (Киев) 8—2; С. Назаренко 
(п. Старая Купавна Московской обл. 9: 
Н. Никифоров (Великие Луки) 8, 9; В. Ни- 
колаймик (Старые Дорогн) 8, 0: И. Овсямни- 
ков (Саратов) 8, 9; П. Оксузян (Орджовнкидзе) 
8; А. Охримчик (Выкса) 3, 8—2; В. Палей 
(Харьков) 3, 6, 2; А. Перфилов (Воронеж) 
9, 1; А. Петухов (Новокузнсцк) 9; {7. Побы- 
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лица (Ленниград) 9, 2; А. Подолек (Пологи) 
8. В. Позняк (Барановичи) 8—2; Е. Поное- 
марев (п. Черноголовка Московской обл.) 
6, 8, 9, 1; В. Попов (Ясногорск) 3; В. Потем- 
ким (Велнкие Лукн} 8—0; М. Райхман (Вин- 
ница) 8, 9; „7. Расим (Даугавпилс) 3, 6, 8, 
9, 1, 2; С. Распономарев (Оренбург) 3, 8, 
9, 1, 2; В. Реммель (п Вайда ЭстССР) 3, 6; 
В. Розовскый (Мииск) 3, 5; Б. Ротань (Жданов) 
8; В. Рибель (Ставрополь) 6, 8—2; А. Риу- 
Эдерман (Ленинград) 3, 8, 0—2; И. Рудой 
(Харьков) 9, 2; Д. Русов (Рига) 3, 1; А. Ря- 
бов (Майкоп) 8; А. Савельев (с. Колосково 
Белгородской обл.) 6; С. Самиляк (Бар) 
1, 2; Г. Саргазаков (Новосибирск) 8; И. Са- 
ътаев (Саратов) 3, 8, 98, 1; И. Светловский 
(Волковыск) 6; П. Свистун (Магнитогорск) 
6; А. Святченко (Кишинев) 8—1; С. Секац- 
кий (п. Кант КирССР) 9; В. Серебрянный 
(Харьков) 3; /7.Скатков (Харьков) 3; 8.Скляр- 
чук (Борщев) 1, 2; Ю. Скопинцев (Львов) 
8, 9; Ю. Скрынников (Рустави) 3, 6, 8, В, 2; 
А. Смоляков (Кадиевка) 3; А. Смилько (Пинск) 
8 2; Ю. Солозобов (Тамбов) 3; В. Сорокин 
(Москва) 6: В. Старшенко (Запорожье) 
8—2; М. Суслов (Москва) 3, 6. 8, 0, 1, 2; 
Е. Тетельман (Тирасполь) 9; О. Токарь 
(Харьков) 3, 8, 2; К. Третьяченко (Киев) 
3. 8, 0—2: Г. Торабелидэе (Кутаиси} 9; 
Е. Усина (Великие Лукн) 8, 9; М. Файн- 
берг (Великне Лукн) 8; А. Фарбер (Тамбов) 
8, 9; Н. Федин (Омск) 3, 6, 82; А. Фрумкин 
(Курск) 3. 6, 8—2; Ю. Хабаров (Павлов- 
ский Посад) 8, 9, 2; М. Хазан (Киев) 6, 1; 
И. Цавцкис (Кременчуг) 2; М. Цодыкс (Но- 
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Цена 30 ком. 
Индекс 70465 


В этом номере мы продолжаем выставку 
машинного творчества. На этот раз на об- 
ложке — геометрические орнаменты, полу- 
ченные с помощью программ «Алграф» в 
институте, занимающемся эксперименталь- 
ным проектированием жнлых зданий. По- 
добные программы помогают архитекторам 
в их работе. 

На рисунке на первой страннце обложки 


вы видите проекцию на полусферу ячеистой 
сетки, лежашей в экваториальной плоскостн 
полусферы. (Попробуйте определить центр 
проецирования.) Рисунок этот машнна вы- 
полнила с помощью программы, осуществля- 
ющей криволниейное преобразование коор- 
дннат. Принцнп построения рисуика на чет- 
вертой странице обложки мы предлагаем 
вам определить самостоятельно. 
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В этом номере мы отмечаем юбнлей крупнейшего математнка ХУ! века Пьера 
Ферма. Ферма внес аклад почтн во все разделы математики ХУЙ века, Его труды 
непосредственно предшествовали появленню исчисления бесконечно малых н 
теории вероятностей. Ферма заслуженно может быть отнесен и к числу создателей 
аналитической геометрин. Но особенно важное значенне нмеют его работы в тео- 
рин чисел. 

Пьеру Ферма посвящены три статьн этого номера. О жизни, научных нитересах 
и открытиях Ферма рассказано в статье И. Башмаковой. В статье Б. Мартынова 
формулируется и доказывается для многочленов аналог Великой теоремы Ферма. 
Наконец, в статье Л. Турнянского рассказывается о единственной работе 
Ферма, посвященной физической проблеме — закону преломления света. Ик этой 
проблеме Ферма подошел с чисто математической точкн зрения: в ней он применил 
саой метод решения экстремальных задач. По существу это было первым прн- 
мененнем в физнке той области математнки, которая теперь называется варна- 
цнонным исчисленнем. 
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И. Башмакова 


ПЬЕР ФЕРМА 





9 февраля 1665 г. в «Журнале Уче- 
ных» был помещен некролог Пьеру 
Ферма, в котором говорилось: 

«Это был один из нанболее заме- 
чательных умов нашего века, такой 
универсальный гений н такой разно- 
сторонний, что если бы все’ ученые 
не воздали должное его необыкно- 
венным заслугам, то трудно было бы 
поверить всем вещам, которые нужно 
о нем сказать, чтобы ничего не упу- 
стить в нашем похвальном слове». 

И хотя уже при жизни Пьер Фер- 
ма был признан первым математиком 
своего времени, а после смерти слава 
его еще умножнлась, о нем самом мы 
знаем очень мало. 

Вот то немногое, что известно. 
Пьер роднлся в августе 1601 года на 
юге Франции в небольшом городке 
Бомон-де-Ломань, где его отец — До- 
миник Ферма — был «вторым консу- 
лом», т.е. чем-то вроде помощника 
мэра. Мать Пьера, Клер де Лонг, 
происходила из семьи юристов. Итак, 
Пьер Ферма принадлежал к «третьему 
сословию». 

Доминик Ферма дал своему сыну 
очень солидное образование. В кол- 
ледже родного города Пьер нриобрел 
хорошее знание языков: латинского, 
греческого, испанского, итальянско- 
го и французского. Впоследствии он 
писал стихи на латинском, француз- 


”) Мне кажется, что явижу яркий свет 
(из инсьма к Мерсенну, 1640 г.). 


|" 


МЕ раг Е цедег ип вгап ште.* ) 


П Ферыа 
ском и испанском языках «с таким 
изяществом, как если бы он жил 


во времена Августа и провел боль- 
шую часть своей жизнн при дворе 
Франции или Мадрида». 

Ферма славился как тонкий зна- 
ток античности. К нему обращались 
за консультациями по поводу труд- 
ных мест при издании греческих клас- 
сиков. По общему мнению, он мог 
бы составить себе имя в области гре- 
ческой филологни. 

Однако всю силу своего гения 
Ферма направнл на математические 
исследования. И все же он не был 
математнком-профессноналом. — Уче- 
ные его времени не имели возможно- 
сти посвятнть себя любимой науке 
целиком. Виет был юристом и тай- 
ным советником французских коро- 
лей, Декарт — офицером, Мерсенн н 
Кавальери — монахами. Ферма 
избирает юрнспруденцию. Мы не зна- 
ем, в каком городе он изучал право. 
Эту честь оспаривают Тулуза и Бор- 
до. Известно только, что степень ба- 
калавра была ему присуждена в Ор- 
леане. С 1630 года Ферма переселяет- 
ся в Тулузу, где получает место совет- 
ника в Парламенте (т. е. суде). О его 
юридической деятельности мы чн- 
таем в упомннавшемся уже «по- 
хвальном слове», что он выполнял 
ее «с большой добросовестностью и 
таким умением, что он славился как 
один из лучших юрисконсультов свое- 
го времени». 


В 1631 г. Ферма женился на своей 
дальней родственнице с материнской 
стороны — Луизе де Лонг. У Пьера 
и Луизы было пять детей, из которых 
старший — Самюэль — стал поэтом 
и ученым. Ему мы обязаны первым 
собраннем сочинений Пьера Ферма, 
вышедшим в 1679 г. Пьер Ферма 
скончался 12 января 1665 года во 
время одной из деловых поездок. 

Вот перечень тех сухих фактов, 
которые мы знаем о жизни этого заме- 
чательного математика. 

К сожалению, Самюэль Ферма не 
оставил кикакнх воспоминаний об 
отце. Правда, жизнь ученого, как 
правило, бывает бедна внешними со- 
бытнямн. Основное ее содержание 
раскрывается только в творчестве, 
которое и составляет огромный ду- 
ховный подвиг ученого. 

Нн одна из работ Ферма не была 
опубликована при его жизни. Со- 
брание сочинений, которое он неод- 
нократно пытался подготовить, так 
н не было им написано. Однако не- 
скольким трактатам он придал впол- 
не законченный вид, и они стали 
известны в рукописи большинству 
современных ему ученых (это были 
трактаты по аналитической геомет- 
рни, о максимумах и минимумах 
н о квадратуре парабол и гипербол). 
Кроме этнх трактатов осталась еще 
его обширная и чрезвычайно интерес- 
ная переписка. 

В ХУИП веке, когда еще не было 
специальных научных журналов 
(«Журная Ученых» был одним из 
первых, он начал выходить в 1665 го- 
ду), переписка между учеными игра- 
ла особую роль. В ней ставились 
Задачи, сообщалось о методах их 
решения, обсуждались острые науч- 
ные вопросы. 

Корреспондентами Ферма были 
крупнейшие математикн его времени: 
Р. Декарт, Этьен и Блез Паскаль, 
Б. Френикль де Бесси, Х. Гюйгенс, 
Э. Торричелли, Дж. Валлис. Письма 
посылались либо непосредственно ад- 
ресату, либо в Париж аббату Мерсен- 
ну, который размножал их и посылал 
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математнкам, занимавшимся анало- 
гичными вопросами. Но письма ведь 
почти никогда не бывают только 
короткими математическими мемуз- 
рами. Обычно в них проскальзывают 
живые чувства авторов, которые по- 
могают воссоздать их образы. 

Когда Ферма в 1636 году послал 
Мерсенну свой «Метод отыскания ма- 
кснмумов и минимумов», Декарт, не 
поняв метода Ферма, подверг его 
резкой критике. В нюне 1638 года 
Ферма послал Мерсенну для пере- 
сылки Декарту новое, более подроб- 
ное изложение своего метода. Письмо 
его сдержанно, но не без внутренней 
иронни: «...Таким образом, обнару- 
живается, что либо я плохо объяс- 
нился, либо г. Декарт плохо понял 
мое латинское сочинение... Я все же 
пошлю ему то, что уже написал, 
и он несомненно найдет там вещи, 
которые помогут ему отказаться от 
его мнения, будто я нашел этот метод 
случайно н его подлинные основания 
мне неизвестны...». Ферма ни разу не 
нзменяет своему спокойному тону. 
Он чувствует свое глубокое превос- 
ходство как математика, поэтому не 
входит в мелочную полемику, а тер- 
пеливо старается растолковать свой 
метод, как это сделал бы учитель 
ученику. 

Широкой публике (даже далекой 
от математики} Ферма известен преж- 
де всего благодаря Великой теореме, 
носящей его имя. Однако Ферма 
занимался не только наиболее любн- 
мой им теорией чисел, к  кото- 
рой относится эта теорема, но и ма- 
тематическими проблемами, стоявши- 
МН В центре внимания ученых 
ХУИ века, а именно задачами опре- 
деления максимумов и минимумов, 
нахождения касательных, вычисле- 
ння площадей и длин дуг кривых, 
короче — теми вопросами, которые 
мы сейчас относим к математическому 
анализу. И здесь Ферма принадлежат 
самые крупные результаты, предше- 
ствующие созданию исчисления Нью- 
тоном и Лейбницем. Кроме того, Фер- 
ма первый в новое время пришел к 


ндее координат н создал аналнтиче- 
скую геометрию. Он занимался также 
задачами теории вероятностей. Фер- 
ма не ограничивался одной только 
математикой: он занимался н физи- 
кой, где ему принадлежит открытие 
закона распространения света в не- 
однородной среде *). 


Аналитическая геометрия 


Одним из первых математических 
произведений Ферма было восстанов- 
ление двух утерянных книг Апол- 
лония «О плоских местах». Методы, 
которыми пользовался Аполлоний, 
мы бы сейчас отнесли к аналитичес- 
кой и проективной геометрин. Одна- 
ко во времена Аполлония не было 
еще буквенной символики, поэтому 
ему приходилось записывать алгеб- 
раические формулы и уравнения 
кривых геометрническн. Например, 
наша формула (а+8)?=а?- 2а6 5? 
записывалась (н  доказывалась!) 
древними с номощью чертежа 
(рис. 1}. 

Основное отличие современных ме- 
тодов решения геометрических задач 
от методов Аполлония — в примене- 
нии буквенной алгебры. Первым, кто 
понял, как следует применить новую 
алгебру к задачам геометрии, был 
Ферма. 

В 1636 г. появилось в рукописи 
его сочинение «Введение в изучение 
плоских и пространственных мест» **), 
в котором последовательно строится 
аналнтнческая геометрия на плоско- 
сти. Еще при восстановленин книг 
Аполлония Ферма оценил преимуще- 
ства метода координат и понял, что 
уравнение с одним неизвестным впол- 
не определяет некоторое число, урав- 
нение с двумя неизвестными — мно- 
жество точек на плоскости (кривую), 
уравнение с тремя неизвестными — 





*) «Квант», 1975, № 12, с. 30 и в этом 
номере — с. 17. 


**) Под «плоскнми местами» Ферма, сле- 
дуя древинм, понимал прямые н окружности, 
ПОД «пространственными местами» — коннче- 
ские сечения. 
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Рис. 1. 


множество точек в пространстве (по- 
верхность). Свое «Введение» Ферма 
начинает с выбора в качестве осей 
координат двух прямых, которые пе- 
ресекают друг друга под некоторым 
определенным углом (не обязательно 
прямым). 

По существу, он показы- 
вает, что любое уравнение первой 
степени между координатами. пред- 
ставляет прямую линию, а уравне- 
ние второй степени — некоторое ко- 
ническое сечение, причем отмечает 
условие, при котором соответствую- 
щее геометрическое место будет ок- 
ружностью. Для приведения уравне- 
ния второй степени к одному из кано- 
нических видов, известных древним, 
Ферма применяет преобразование ко- 
ординат. Все изложение Ферма строго 
последовательно. 

Годом позже вышло в свет сочи- 
нение Р. Декарта «Рассуждение о ме- 
тоде», четвертая часть которого «Гео- 
метрия» была также посвящена ана- 
Литической геометрии. Это произве- 
дение затмило «Введение» Ферма, хо- 
тя с чисто математической точки 
зрения онс было написано менее си- 
стематично. Дело в том, что Декарт 
создал иовое, более удобное буквен- 
ное исчисление, которым мы поль- 
зуемся с незначительными измене- 
ниями н сейчас, тогда как Ферма 
применял быстро устаревшую симво- 
лику Виета. Кроме того, Декарт 
представил новую алгебру вместе с 
координатным методом как «уннвер- 
сальную математику» общий метод 
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для решения всех задач. Такая «ре- 
клама» не в меньшей мере, чем новая 
алгебра, способствовала популярно- 
стн его произведения. 


Квадратуры  парабол и 
Вычисленне длин кривых 


гипербол. 


До Ферма систематические методы 
квадратур, т.е. вычисления площа- 
дей, разрабатывал итальянский ученый 
Б. Кавальери (1598—1647). Ои на- 
писал довольно толстую книгу «Гео- 
метрия неделимых» (1635), в которой 
вычиелялась площадь фигуры, огра- 
ничепной вараболой у — х*, осью аб- 
сцисе ин прямой х = 1. Впоследствии 
(1647) он вычислил аналогичные пло- 
щади для парабол у = 2х1, у = №, 
ДЕЯ 

Но уже в 1642 г. Ферма открыл 
метод вычисления площадей фигур, 
ограниченных любыми «параболами» 
у — @х”/ч (р/9>0) и любыми «гнинер- 
Я 
хр 
занимало всего 10 страниц. Для «ги- 


болами» у = 





Изложение Ферма 


перболы», у которой > 1, он впер- 


вые вычислил площадь неогравичен- 
ной фигуры, расположенной между 
осью абсцисс, прямой х =х, и крн- 
вой (рис. 2). Таким образом, было 
показано, что площадь неограничен- 
ной фигуры может быть конечной. 

Ферма, один из первых, занялся 
задачей спрямления кривых, т. е. вы- 
чнсленнем длины их дуг. Он сумел 
свести эту задачу к вычислению неко- 
торых нлощадей. Так, он показал, 
что вычисление длины дуги параболы 
у? — Эрх от точки (0, 0) до некоторой 
точки (х,, и) (рис. 3) сводится к на- 
хождению площади фигуры, огра- 
инченной гиперболой х? — и? = р", 
осью ординат, осью абсцисс и пря- 
мой у=, (рис. 4). 

Ферма оставался только шаг, что- 
бы перейтн от «нлощади» к абстракт- 
ному понятию «интеграла». Этот шаг 
был сделан Ньютоном и Лейбницем 
уже после его смерти. 
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Нахождение — экстремумов. 
Определение касательных 


Не позднее 1629г. Ферма открыл 
методы нахождения экстремумов и ка- 
сательных, которые с современной 


точки зрения сводятся к отысканию 
гроизводной. В ксице 1636 г. закон- 
ченное изложение метода было пере- 
дано Мерсенну и с ним могли позна- 





Рис. 2. 








комиться все желающие. Он сообщил 
о своем методе и в письме к Декарту 
(1638 г.). Для нахождения экстрему- 
ма многочлена Р (х) Ферма предла- 
гает следующее правило: 1) подстав- 
ляем в Ё (х) вместо х выражение 
х- 1; 2) приравниваем РЁ (х} и 
ЕВ: Еф = ЕС) 3) по- 
сле приведения подобных членов со- 
кращаем на #; 4) полагаем й = 0. 
В результате получаем равенство 
А (*) == 6. Ферма утверждает, что все 
значення х, при которых многочлен 
Е (х) имеет экстремум, необходимо 
являются корнями уравнения А (х} = 
== 0. Сама функция А (х), которая 
по правилу Ферма получается чисто 
алгебраически (т.е. без предельного 
перехода), теперь называется произ- 
водкой от Ё (>). 

Как Ферма обосновывал свое пра- 
вило? Он предложил несколько раз- 
личных обоснований. Приведем одно 
из них в несколько модернизирован- 
ном виде. Пусть многочлен РЁ (х} 
достигает максимума в точке х.. 
Это значит, что при небольших й > 0 
нмеем РЕ -т АЯ <Е(С,) и 
Е (Х. — Я) < Е (хо). Располагая чле- 
ны многочленов РЁ (х, + В). но степе- 
ням А, получим систему: 


Е (х) +1-А +... 


... НЯ”. (@ (хо) < РЕ (о), 
о-в АБт... 


-.. т(—1)”- 17.0 (хо) < Е (хо), 
откуда 


А (хо) - В.В (хо) + ... 
с Не #1. () < 0, 
—А хх, А.В.) — ... 
(+ С 1”. В". 0 (ха) < 0. 


Но при малых й знак суммы буде! 
зависеть только от А (хо). Тогда 
из первого неравенства следует, что 
А (хо) = 0, а из второго: А (хо) > 0. 
Итак, необходимо, чтобы А (х.) = 0. 

Ферма дал также общий метод для 
определення того, будет ли точка хо, 
в которой А (х) = 0, точкой максн- 
мума, минимума или точкой пере- 
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гиба функции и = Р (х). С современ- 
ной точки зрения метод был основан 
на рассмотрении второй производной. 

Заметим, что все методы Ферма 
былн вполне строгими. После него 
математики отбросили требование 
строгости и перешли к некритиче- 
скому оперированню с бесконечно 
малыми величинами, определить кото- 
рые они не умели. Строгие методы 
в математическом анализе появились 
вновь только в начале прошлого века 
в работах Гаусса и Коши. 

Ферма первым увидел связь меж- 
ду задачами на отыскание экстрему- 
мов и задачами на определение каса- 
тельных. Он дал метод нахождения 
последних, основанный на том же 
принципе, что н его метод экстре- 
мумов. Теперь в основе обоих мето- 
дов лежит нахождение производной. 

Дальнейшие успехи методов опреде- 
ления «площадей», с одной стороны, 
н «касательных н экстремумов», с дру- 
гой, состояли в установлении их 
взаимной связи. Есть указания на 
то, что Ферма уже знал, что «задачи 
на площади» н «задачи на касатель- 
ные» являются взаимно обратными. 
Но он ингде не развил свое открытие 
подробно. Поэтому честь его по праву 
принадлежит И. Барроу, И. Ньютону 
и Г. В. Лейбиицу, которым это от- 
крытие н позволило создать диф- 
ференциальное н интегральное исчис- 
ление. 


Теория чисел 


Если в описанных намн работах Фер- 
ма исследовал вопросы, которые были 
в нентре внимания и других матема- 
тиков его времени (Кеплера, Ка- 
вальери, Торричелли, Блеза Паскаля, 
Валлиса), то в теорин чисел он был 
первооткрывателем. Никто из его со- 
временников и никто из математиков, 
живших после него вплоть до Эйлера, 
не понимал ни значения поднятых 
нм проблем, ни внутренней их связн. 

От античности остались две боль- 
шие работы, посвященные вопросам 
георин чисел: «Начала» Евклида 
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(ИТв. до н. 3.) и «Арифметика» Дио- 
фанта (по-видимому, середина 
ИТ в. п. э.). В первой из них были 
Изложены элементы арнфметики це- 
лых чисел, доказаны одпозначность 
разложения на простые множители 
н бесконечность множества простых 
чисел. 

«Арифметика» Дисфантадосих пор 
представляется одним из загадочней- 
ших явлений в истории науки. По 
своему стилю она резко отличается 
от классических произведений Ев- 
клида, Архимеда и Аполлония. В ней 
вводились обозначения для нензве- 
стного и первых его шестн положн- 
тельных и отрицательных степеней; 
кроме того, там были введены отрн- 
цательные числа и отличительный 
знак для них, соответствующий наше- 
му минусу. При решении задач под 
«числом» понималось не натуральное 
число, как это было до него, а любое 
рациональное. Из 13 книг, составляю- 
щнх «Арнфметику», до нас дошло 
6 *). Все они посвящены решению 
неопределенных уравнений в поло- 
жительных рациональных числах. В 
этих книгах нет теорем теории 
чисел в собственном смысле слова, 
однако при решении задач иногда на- 
кладывались ограничения на те или 
нные целые числа, входящие в усло- 
вие задачи. По существу, каждое 
такое «ограничение» представляло 
теорему теории чисел. 

Долгое время замечательная кни- 
га Днофанта не была известна в Евро- 
пе. Но в ХУ! в. рукопись ее нашли 
в библиотеке Ватикана нм в коние того 
же века был издан ее латинский пере- 
вод (со множеством «темных мест», 
так как переводчик не был знаком 
с математикой). В 1621 году вышел 
новый перевод Баше де Мезирнака, 
в котором приводился параллельный 
греческий текст ин комментарни Баше. 
Эта книга и сделалась настольной 


*) Недавно были найдены еще 4 кингн 
на арабском языкс, которые припнсываются 


Днофанту. 
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для Ферма. Многие свон теоремы он 
вычитывал из нее, на другие его на- 
водили размышления по поводу неко- 
торых задач, и он записывал свои 
мыслн и открытия на полях этой 
книги. Впоследствни все эти замеча- 
ния были изданы *). Они составляют 
значительную часть его наследия по 
теории чисел. Другне его результаты 
в этой области сформулированы в 
пнсьмах. Обычно он ставил их в виде 
проблем перед другими математи- 
ками. 

Сам Ферма писал: «Арифметика 
нмеет свою собстРенную область, тео- 
рню целых чисел, эта теорня была 
лишь слегка затронута Евклидом и 
не была достаточно разработана его 
последователями (если только она 
не содержалась в тех кннгах Диофан- 
та, которых нас лишило разрушитель- 
ное действне времени); арнфметикн, 
следовательно, должны ее развить 
нлн возобновить». 

Несмотря на отсутствие доказа- 
тельств (из них дошло только одно), 
трудно переоценить значение творче- 
ства Ферма для теорин чисел. Ему 
одному удалось выделить из хаоса 
задач и частных вопросов, сразу же 
возникающих перед исследователем 
прн изученни свойств целых чисел, 
те проблемы, которые стали цен- 
тральными для всей классической 
теории чисел. Ему же принадлежит 
открытне мощного общего метода для 


доказательства  теоретнко-числовых 
предложений — так называемого 
метода неопределенного, или беско- 


нечного, спуска (см. ниже). Поэтому 
Ферма по праву может считаться ос- 
новоположником теории чисел. 


Представление чисел 
квадратичными формами 


Ферма поставил вопрос об определе- 
нии вида целых чисел, которые пред- 
ставляются в виде суммы двух 


*) Сейчас они имеются в переводе на рус- 
ский язык в комментариях к «Арифметнке» 


Диофанта. 


квадратов, т. е. формой 


е-и, {1 
где _х, у — целые. 

К этому вопросу его привела одна 
из задач Диофанта. В ней были сфор- 
мулированы условия, которым долж- 
но удовлетворять чнело а, чтобы оно 
представлялось формой (1), однако 
переписчики, не понимая смысла этих 
условнй, неправильно их воспроиз- 
водили. Ко времени Ферма текст был 
безнадежно испорчен, и, чтобы его 
восстановить, ему пришлось решать 
задачу заново. 

Читатель легко докажет, что чис- 
ла вида 4п -- 3 не представимы фор- 
мой (1). С другой стороны, числа 
вида 4п -- | могут быть как пред- 
ставимыми (например, 5 = 1? - 2°), 
так и непредставимыми  (напри- 
мер, 21). Ферма догадался, что сна- 
чала надо исследовать, какие про- 
стые числа представляются фор- 
мой (1). Он обнаружил, что все простые 
числа вида 4п + | представляются 
формой (1), и притом единственным 
образом. (Это утверждение впослел- 
ствии было названо первым дополне- 
нием к закону взаимности.) Доказа- 
тельство самого Ферма до нас не 
дошло. Никто из его современников 
также не сумел его провести. Первое 
доказательство было дано только Лео- 
нардом Эйлером. 

Установив закон представимости 
простых чисел, Ферма уже легко до- 
казал, что число а тогда н только тог- 
да представимо формой (1), когда 
в его разложение на простые множи- 
тели никакое простое число вида 
4п - Зне входит в нечетной степени. 
Путеводной нитью для него послу- 
жило утверждение Диофанта о том, 
что произведение двух чисел, пред- 
ставимых формой (1), также пред- 
ставимо, и притом двумя различными 
способами, формой (1): 


уе = 
== {хи + у)? т бо — ци + 


= (хи — уо-н (хо + ум)". 
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От формы (1) Ферма перешел к 
рассмотрению форм х? - 22, х? — 253, 
х? + 3. Он нашел вид простых чни- 
сел, представимых каждой низ этих 
форм. Для формы х? -| 2у* это будут 
простые числа вида 8и 1 н 8н - 3. 
Простые же числа вида 8п +5 и 
8п + 7 такой формой не представ- 
ляются. Это предложение получи- 
ло название второго дополнения к 
закону взаимности. Оно было дока- 
зано Ж. Л. Лагранжем (1736—1813). 

Эти работы Ферма положили на- 
чало плодотворным исследованиям 
Эйлера, Лагранжа и Лежандра. Итог 
всему  предшествующему развитию 
этого вопроса подвел Гаусс, который 
в начале прошлого века создал 
стройную теорню квадратичных форм, 
т. е. форм вида ах - ЭБху + су", 
где а, 6, с — целые. Оказалось, что 
вопрос о том, какие простые числа 
представимы квадратичными формамн- 
с одним и тем же дискриминантом 
О = ас — 6*, полностью решается с 
помощью квадратичного закона вза- 
имности. Закони взаимности был от- 
крыт Эйлером, а затем вновь открыт 
н доказан Гауссом *). 


Уравнение Пелля х?— Ау2=1 


Это уравнение (где А — натуральное 
число, не являющееся точным квад- 
ратом) решали в целых числах еще 
в древностн. В новое время им заин- 
тересовался Ферма **). 

Он уже четко различал два во- 
проса, связанные с ним: найти нанц- 
меньшее решение (х., и,), т. е. 
ранение с наименьшим х. >> 0, и 
найти все решения, исходя из нан- 
меньшего. 

В феврале 1657 г. в письме к ан- 
глийским математикам, которое полу- 
чило название «второго вызова» (‹пер- 
вый вызов» был отправлен в Англию 





*) «Квант», 
с. 30. 

”*) Название суравненне Пелля» прн- 
надлежит Эйлеру. Исторически было бы спра- 
ведливсе мазвать его уравнением Ферма. 
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1973, №Тн 1974, №5, 


в январе того же года), Ферма пред- 
ложил доказать, что уравнение Пелля 
нмеет бесконечно много решений. Он 
предложил также решить его при А. 
равном 109, 149 и 433. Наименьшее 
решение уравнения Пелля при таких 
значениях А столь велико, что его 
нельзя найти подбором. 

Математические вызовы в то вре- 
мя играли немалое значение для под- 
держанвя чести нация. Так, в конце 
«первого вызова» Ферма писал: 

Я жду решения этих вопросов; 
если оно не будет дано ни Англией, 
ни Бельгийской или Кельтской Гал- 
линией, то это будет сделано Нарбон- 
ской Галлией...». 

Английский математик лорд Бро- 
ункер первым прншел к мысли, что 
для нахождения нанменышего реше- 
ния уравнения Пелля надо разло- 
жить ИА в непрерывную дробь и 
рассмотреть подходящие дроби к 
ней *). Впоследствии этим уравие- 
нием занялся Л. Эйлер, который по- 
нял, что решение Броункера основа- 
но на периодичности непрерывной 
дроби для ИА. Полное доказатель- 
ство этого факта и окончательный 
анализ уравнения Пелля принадлежат 
Ж. Л. Лагранжу. 


Малая теорема Ферма 


В инсьме к Френиклю де Бесси от 
18 октября 1640 г. Ферма высказал 
следующее утверждение: если число а 
не делится на простое число р, то су- 
ществует такой показатель А, что 
ах — | делится на р, причем А яв- 
ляется делителем числа р — 1. В ча- 
стности, аР-\ — | всегда делится на 
р. Это утверждение получило на- 
звание малой теоремы Ферма. Оно 
является основным во всей элемен- 
Ттарной теории чисел. 

Эйлер дал этой теореме несколько 
различных доказательств. Кроме то- 
го, Эйлер обобщил малую теорему 
на случай, когда число р является 


*) «Квант», 1970, № Ти № 8. 
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не простым, а любым целым, взаим- 
но простым с а*). 

В ноисках критерия для простоты 
числа Ферма от чисел вида а^— | 
перешел к числам вида 2^ -- 1. Ис- 
следуя числа 2^-+- |1, он заметил 
что если А =- 21, то при # == 1, 2, 3, 4 
формула 2*-- 1 дает простые числа. 
Он предположил, что это будет иметь 
место и при любом А. Это опроверг 
Эйлер, показав, что 2? -}- | делится 
на 641. 


Великая теорема Ферма 
н «метод спуска» 


В задаче 8 книги И своей «Арифме- 
тики» Днофант поставил задачу пред- 
ставить данный квадрат 0? в виде 
суммы двух рациональных квадра- 
тов. На полях, напротив этой задачи, 
Ферма написал: 

«Наоборот, невозможно разложить 
нн куб на два куба, ни биквадрат на 
два биквадрата и, Рообще, никакую 
степень, болыную квадрата, на две 
степени с тем же показателем. Я от- 
крыл этому поистние чудесное доказз- 
тельслво, но эти поля для него слиш- 
ком узких. 

Это и есть знаменитая Великая 
теорема. В современных  обозна- 
чениях она утверждает, что урав- 
ненне мфу при п>2 
не имеет решений в натуральных 
числах. 

В своих письмах Ферма неодно- 
кратно предлагал доказать ее различ- 
ным математикам — но никогда в та- 
ком общем виде, а только для слу- 
чаев п=Знп- 4. 

Теорема эта имела удивительную 
судьбу. В прошлом веке попытки дока- 
зать ее привели к построению очень 
тонких теорий, относящихся к ариф- 
метике алгебраических чисел. Без 
преувеличения можно сказать, что 
она сыграла в развитии теорни чнсел 
не меныпую роль, чем задача реше- 
ния уравнений в радикалах в алге- 


*) «Квант», 1972, № 10. 


бре. С той только разницей, что эта 
последняя проблема уже решена 
Э. Галуа, а Великая теорема до сих 
пор побуждает математиков к новым 
нсследованиям. 

С другой стороны, простота фор- 
мулировки этой теоремы и загадоч- 
ные слова о «чудесном доказатель- 
стве» ее привели к широкой популяр- 
ности теоремы средн нематематиков 
и к образованию целой корпорации 
«ферматистов», у которых, по словам 
Г. Дэвенпорта, «смелость значительно 
превосходит их математические спо- 
собноети». Поэтому Великая теорема 
стоит на первом месте по числу дан- 
ных ей неверных доказательств. 

Сам Ферма оставнл доказатель- 


ство Велнкой теоремы для четвер- 
тых степеней. 
В своем доказательстве Ферма 


применил «метод неопределенного или 
бесконечного спуска». Этот метод он 
описал в письме к Каркави (август 
1659 г.) следующим образом: 

«Если бы существовал некоторый 
прямоугольный треугольник в целых 
числах, который имел бы площадь, 
равную квадрату, то существовал бы 
другой треугольник, меньший этого, 
который обладал бы теми же свой- 
ствамн. Если бы существовал второй, 
меньший первого, который нмел бы 
то же свойство, то существовал бы, 
в снлу подобного рассуждения, тре- 
тнй, меныший второго, который имел 
бы то же свойство, и, наконен, чет- 
вертый, пятый, спускаясь до беско- 
нечности. Но, если задано число, 
то не существует бесконечности по 
спуску меньших его (я весе время 
подразумеваю целые *) числа). От- 
куда следует, что не существует ни- 
какого прямоугольного треугольника 
с квадратной площадью». 

Именно этим методом были дока- 
заны многие предложения теорин чи- 
сел. 

В частности, с его помощью Лео- 
нард Эйлер дал новое доказательство 


“} Говоря «целые», Ферма имел в виду 
«целые положительные» числа. 
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Великой теоремы для л = 4, а спу- 
стя 20 лет и для п = 3. Дело в том, 
что последнее доказательство он смог 
провести только с помощью совер- 
шенно новых ндей, а именно, обобще- 
ния понятия целого числа. Мы при- 
выкли связывать это понятие только 
с натуральными числами, однако ока- 
залось, что есть и другие математн- 
ческие объекты, которые ведут себя 
как целые числа. Среди этих объек- 
тов можно выделить «простые числа» 
ни развить арифметику, аналогичную 
обычной. Такие числа называются 
теперь целыми алеебраическими. В 
прошлом веке Э. Куммер, занимаясь 
Великой теоремой, постронл арнф- 
метику для целых алгебраических 
чисел определенного вида. Это поз- 
волило ему доказать Великую тео- 
рему для некоторого класса простых 
показателей л. В настоящее время 
справедливость Великой теоремы про- 
верена для всех показателей п = 
= 5500. 

Отметим также, что Великая тео- 
рема тесно связана не только с алге- 
бранческой теорией чисел, но ис ал- 
гебраической геометрией, которая 
сейчас интенсивно развивается *). 


В вышеупомянутом письме к Кар- 
кави, который после смерти Мерсениа 
занял его место в кружке парижских 
математиков, Ферма иисал: 

«Быть может, потомство будег прн- 
знательно мие за то, что я показал 
ему. что Древние не все знали, н это 
может проникнуть в сознание тех, 
которые придут после меня для {га- 
о |аптрай15 а4 ННо$з **),. как гово- 
риг великий канцлер Англии ***), 
следуя чувствам и девизу которого 
я добавлю: Ми! рейтапзйлий @ 
анбев Циг змей а ****)». 

Это письмо получило 
«Завещание Ферма». 


название 








*) «Квант», 1972. №8 
**) Передачи факела сыновьям. 
***) Т.е. Френсис Бэкон. 


****) Многие будут приходить н уходить, 
а наука обогащаться. 
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Все вы, конечно, слышали о Великой теоре- 
ме Ферма; она сформулирована нм для на- 
туральных чисел. В этой статье доказывает- 
ся теорема Ферма для многочленов. Эта 
статья трудная. Некоторые факты, использу- 
емые в ней, выходят за рамки. школьной 
программы. Заннтересовавшнеся читатели 
найдут все необходнмое в книге Р. Куранта 
н Г. Роббинса «Что такое математика» илн 
во втором томе «Энциклопедин элементар- 
ной математики». 


Постановка задачи 


Предположение, высказанное Ферма, 
заключается в том, что уравнение 
х" - у" = г" при п>2 не имеет 
решений в натуральных числах. До- 
казательство этого предположения 
для общего случая не найдено и по 
сей день. 

Однако оказывается, что если за- 
менить натуральные числа х, уи 2 
многочленами от одной переменной {: 
х (В, у (0), 2 (1) — и написать урав- 
нение 


ХО И = 2 0м, |) 


то аналогичную теорему уже удается 
доказать. 

Уточиим постановку — задачи. 
Прежде всего заметим, что многочле- 
ны х (0, и) и 2() удовлетворяют 
уравнению (1} тогда и только тогда, 
когда ему удовлетворяют многочлены 
р(0-х(), РОУ) и 20.20 
(здесь р(0 — произвольный много- 
член, отличный от нуля). Поэтому 


з 
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достаточно доказать, что не суще- 
ствует тройкя.`взаимно про- 
стых  миогочленов.  Многочлены 
называются взанмно простыми, если 
они не имеют общего множителя, от- 
личного от константы (константа — 
это многочлен нулевой степени). Кро- 
ме того, надо, конечно, исключить 
тривнальное решение: тройку много- 
членов нулевой степени, поскольку 
для любых а и 6 тройка 


ха, уд Ь, 2 ера, 


очевидно, является решением урав 
нения Ферма. 

Между прочим, при п -= 1 урав- 
нение (1) нмеет решение например, 


х (= У =ЕИ, 
2 Е+И. 


Имеет оно решение и при п=2. Лег- 
ко проверить, например; что тройка 


Хх = 1, и(0 = 2% 
2 =Р-И 


является решением уравнения 


ДР ОР = 2 ЩЕ. 


Целью статьи является доказа- 
тельство аналога Великой теоремы 
Ферма для многочленов: 


При п> не существует трех 
взаимно простых многочленов Хх (1), 


у(1, 21), из которых хотя бы один 
ненулевой степени, удовлетворяющих 
уравнению (1). 

Заметим, что теорема верна для 
многочленов с любыми коэффициен- 
тами (целыми, рациональными, дей- 
ствительными илн комплексными). Но 
какими бы ни были козффиниенты 
(пусть даже и целые), приводимое 
ниже доказательство существенно ис- 
пользует комплексные числа. Поэтому 
мы советуем вам прежде, чем читать 
далыне, познакомиться с этим раз- 
делом алгебры — например, по упо- 
мянутой книге Р. Куранта и Г. Роб- 
бинса, или же по второй части «Ал- 


гебры и элементарных функций» 
Е. С. Кочеткова и Е. С. Кочетковой 
{учебного пособия для учащихся 


10 класса). А сейчас перечислим те 
факты, которые мы будем считать из- 
вестными. 


1*. Во множестее комплексных 
чисел каждое число, отличное от 
нуля, имеет ровно п корней п-й 
стелени. 


2*. а) Во множестве комплексных 
чисел всякий многочлен п-й степени 
имеет в точности п корней (если счи- 
тать прн этом каждый корень столь- 
ко раз, какова его кратность). 

6) Если комплексные числа ау, 
2»... @, — корми многочлена п-й 
степени х(!) со старшим коэффи- 
циентом, равным единице, то 


х (0 = (И—а,).@— аз)... (Е — а,). 


Кроме того, нам понадобятся не- 
которые простые факты из теории де- 
лимости многочленов. Свойства дели- 
мости многочленов вполне аналогич- 
ны свойствам делимости целых чни- 


сел, поэтому читатель может перево- 
дить нспользуемые факты на язык 
чисел и полностью доверять этому 


переводу *). 


*) О дельмостн целых чисел в «Кванте» 
уже рассказывалось, правда,-- давно: см. 
статью В.Н. Вагутена «Алгоритм 
Евклида н разложение на простые множи- 
тели», «Квант», 1972, № 6, с. 30. 
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Самое важное из этих свойстн — 
это аналог утверждения об однознач- 
ности разложения любого натураль- 
ного числа в пронзведение простых 
множителей. 

3*. /юбой многочлен степени п — 
>> | однозначно разлагается в произ- 
ведение «простых» многочленов. 

Те читатели, которых заинтере- 
сует этот факт, найдут его строгую 
формулировку и доказательство в 
дополнении к статье. 


Доказательство теоремы 


Доказывать теорему будем «от против- 
ного». Допустим, что л>>2 и существу- 
ют три многочлена х{(, и и 
2 (7). удовлетворяющие следующим 
условиям: 

Г. Многочлены х (0, ии 2 (0 
взаимно просты. 


2. Выполняется равенство 


БОР И = БИ. 


37. Хотя бы один из многочленов 
ху, 20) 


не является константой. 

Из приведенных условий следует, 
что каждый из многочленов х (В, 
у (0 н 2(0} не равен тождественно 
нулю. 

В дальнейшем мы будем опу- 
скать букву { в записи всех встре- 
чающихся многочленов. 

Мы будем действовать по следую- 
щему плану: вначале покажем, что 
существуют многочлены хо, 0. 2, 
удовлетворяющие условиям “—3’н 
такие, что наибольшая нз их степеней 
будет меньше, чем наибольшая из 
степеней многочленов х, у, 2. Затем, 
повторив то же рассуждение, снова 
уменьшим нанболышую степень мно- 
гочленов, образующих решение урав- 
нения Ферма, и т. д. Ясно, что это 
не может продолжаться бесконечно. 
поскольку степень многочлена — на- 
туральное число. Это противоречие 
и докажет теорему. 


Разобъем наше доказательство на 
несколько этапов. 

}. Из условий 1 —3 следует, что 
каждые два из многочленов х, у, 2 
тоже взаимно просты. В самом деле, 
если, скажем, х и у имеют общий де- 
литель а, то г” делится на 47, и тогда 
г делится на 4, то есть { является 
общим множителем миогочленов х, 
у и 2. Это противоречит условию 1’. 

2. Пусть т — наибольшая из сте- 
пеней многочленов х, у, г (по условию 
3 т_>0). Можно считать, что 
степень т имеет многочлен г. Дей- 
ствительно, исходное уравнение мож- 
но при желавии сделать симметрич- 
ным относительно х, у, 2: надо заме- 
нить 2 на #2, где # — комплексное 
число, п-я степень которого равна 
—1]: 7 =. 4]. Получим 


х" = [7 -- гп = 0. 


3. Нусть ие... п — ве раз- 
личные корни п-й степени из числа 
—1. (Мы пользуемся тем, что у вся- 
кого комплексного числа, отличного 


от нуля. есть ровно п различных 
корней л-й степени (см. и. 1*).) 
Тогда многочлен х“-[ у" расклады- 
вается на множители 
хй Ре п 

(У — #5) (ХХ — Е5). ... © — 2. 


Для доказательства можно поступить 
так: взять многочлен и” + |, корня- 
ми которого являются числа Ех, ... 
...*„» разложить его на множители: 
ира швы — 6). 
{и —#,„) (п. 2*), а затем подста- 


ре 
вить вместо и дробь -„- в освободиться 


от знаменателя. 

4. Многочлены х гну попарно 
взаимно просты. Действительно, если 
бы отличный от константы многочлен 
4 был бы общим делителем многочле- 
ПОВ Хх ну их ви (5 ^), то раз- 
ность этих многочленов, равная 
(+, —#,) у. тоже делилась бы на 4, 
а значит, и многочлен у делился бы 
на ({ (ведь #, —&; — константа, 
отличная ог нуля). Тогда и многочлен 
х- м — =) т ау делился бы на 
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многочлен 4, что противоречит взаим- 
ной простоте х и и (п. 1). 

5. Если произведение попарно вза- 
имно простых многочленов есть п-я 
степень, то каждый множитель есть 
п-я степень. (Это — важное место; 
именно для его доказательства и ну- 
жен п. 3*. Попробуйте доказать п. 5 
и аналогичное утверждение для це- 
лых чисел, используя однозначность 
их разложения нз простые множи- 
тели. 

Доказательство п. 5 мы приводим 
в дополнении к статье.) 

6. Так как х" -Ри" == (хех 
Ж(Х— в И)... (ХИ) =2“, и множите- 
ли х — ей) попарно взанмно просты, 
каждый множитель х— ву есть 
1-я степень многочлена. Пусть 
х— ву = и, где и; — многочлен. 
Обозначим степень многочлена и; че- 
рез т: . 

Выберем среди многочленов и 
тот, который имеет наибольшую сте- 
пень. Будем считать, что нанболь- 
шую степень имеет многочлен и. 

7. тт. 

Действительно, очевидно, что 
т = т (напомним, что т — сте. 
пень 2). Еслн бы выполнялось равен- 
ство 1: = т, то все остальные мно- 
жители х — ву при г2>1 были бы 
константами. Возьмем х— ву и 
х — ву (это можно — ведь п > 3). 
Если х— въ = А, Х— 6 = В, 
то 


В ВЫ АУ 0. 


т.е. х = Су (ведь А = В — докажи- 


ге!), а это противоречит взаимной 
простоте хи у. 

Заметим также, что т, > 0, 
т.е. и, — не константа. 


Мы хотим от многочленов х, у, 2 
перейтн к трем многочлеизм без об- 
щего множителя, удовлетворяющим 
уравнению Ферма ин имеющим макся- 
мальную степень, меньшую чем т. 
Покажем. что в качестве таких мно- 
гочленов могут быть взяты многочае- 
ны и, На ии, (см. и. 6), умноженные 
на некоторые константы. 


8. Имеем: 


Х—ву=иш, 
Ху фи» 
| 
“х—е3у =13. 


Подберем три числа су, с». сз (ие все 
равные нулю) так, чтобы при сложе- 
ини этих равенств с коэффициентами 
г, С.. 6, левая часть обратилась 
в пуль. Ясно, что для этого надо, 
чтобы выполнялась система 


|1: 09. 
| с.=, -1- савь -- саез- 0. 


Найти хотя бы одно иенулевое ее реше- 
ние легко — например, положить 
63 == и решить полученную систему 
двух уравнений с двумя неизвестны- 
ми. Пролелайте это вычисление 
сами. 

Найдя с, с. и с, получим 


н Е в # 
Сайт -- Си +- биз = 0. 


«Загоняя» коэффициенты нод л-е сте- 
ленн, ПОЛУЧИМ: 
л 


Узи" + [Усыщш |. |7 


Легко проверяется, что новые три 
многочлена удовлетворяют тем же 
условням, что их, у, г. При этом 
нанбольшая степень их уменьши- 
лась (оставаясь — положительным 
числом). 

Наш метод доказательства, при- 
думанный еще Ферма, носит название 
метода «бесконечного спуска». К сожа- 
лению, этот метод не проходит для 
доказательства неразрешимости урав- 
нення Ферма в натуральных числах, 
поскольку на числа вида х — #;у, 
где хи у —. целые числа, не перено- 
сится теорема об однозначиости раз- 
ложения на простые множители 
(см. п. 3*, с. 13). Исследованием 
этого интересного вопроса занимает- 
ся «высшая арифметнка» — теория 
алгебраических чисел — активно 
развивающаяся сейчас область мате- 
матикн. 
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Дополнение 


А. Докажем утверждение, сформулирован- 
ное в п. 3% статьи (см. с. 13), т. ©. докажем, 
что любой многочлем однозначно разлагается в 
произведение неприводимых многочленов (с 
точностью до порядка множителей н до мно- 
жителя. являющегося константой). {Непри- 
водимый многочлен — это аналог простого 
числа в множестве натуральных чисел: мно- 
гочлен 9 называется неприводимым, если его 
нельзя разложить в произведение многочлс- 
нов ненулевой степени, отличных от 9.) 

Вначале покажем, что всякий многочлев 
можно разложить в произведение неприводи- 
мых. В самом деле, если 9 — исприводим, 
то 9-0, и все в порядке. Если же а ирн- 
водим, то ОС, .Сь. где С, и С, — какие-то 
многочлены, Если б, и С. — неприводимы, 
то нужное разложение получено; если же ка- 
кой-то из С; (1-1, 2) приводим, то снова 
6; 5%. $‘, итд. Ясно, что этот процесс 
через конечное число шагов оборвется, по- 
скольку степень многочлена @ конечна. 
Таким образом мы получим разложение мно- 
гочлена в произведение незриводимых. 

А теперь мы хотим доказать, что если для 
ненриводимых многочленов выполнено ра- 
венство р: .Р2°... "р 9.92’ -.. 9, ТО 
! $, и для каждого : найдется такое К, что 
9: С-Рк. Для этого пам понадобится сле- 
дующее — вспомогателыюе утверждение: 
если проилеедение н'и Овух многочленов и и в 
Зелится на неприводимый многочлен 4, то ли- 
бо и,либо и делится на 4.Раздезим многочлены 
ии е на многочлен 4 с остатком (пользуясь 
алгоритмом Евклида). Мы получим в остатке 


многочлены Е? и и. степень каждого из кото- 
рых меньше степени многочлена д, а произве- 


дение ц -и делится на 4. Нам нужно доказать, 
что. либо и 0 (тогда и делится на 9), либо 


#0 (огда и делнтся на 4). Докажем это 
угверждение методом математической индук- 
ции (по степени многочлена 9). 

База индукции.  Мнивимальная 
степень отличного от константы неприводимо- 
го многочлена равна 1. Пусть 4 — линейный 


многочлен. Тогда, если ни и 5 0, ни © та 0. 


тои сони — сойы. Но тогдани зи — 


тоже константа, а потому и - и не может дс- 
литься на 9. Поэтому для линейных неприво- 
днмых многочленов утверждение справедливо. 

Шаг нидукциин.  Иредположим, 
что утнерждение справедливо для всех не- 
ириводнмых хногочленов степени меньшей, 
чем степен`’, нгшего многочлена 9. Докажем 


его для многочлена 4. _Допустим, что ие 
о. Поскольку и ити делится на 9, имесм: 
ши. 9 - 4. 9 32 0. и степень многоплена 
9 строго меньше степенн многочлена 4 (Так 
как степень нроизведения и - # меныне удпо- 
снной стенсии многочлена 9}. Разложим а 


1; 


в произведение неприводимых многочленов: 
9—4, -... - 4з. Степень каждого много- 
члена 4; меньше степени многочлена 9. Тог- 
дан о=ч- 9 * . 9. По предположе- 
нию индукции, из того, что ито делится 
нё Г (аля каждого й), следует, что либо и, 
либо © делится на 41. Последовательно со- 
кращая произьсдение и 'о на 41, ..., 4:, полу- 
чим равенство ии =- 4 (ин у— это много- 
члены, полученные из и и 9 соответствующи- 
ми сокращениями на многочлены 94;). Но 9 — 
непроводимый многочлен, поэтому либо и = 
-= с-4, либо © = с-4. Однако эти равенства 
выполняться не могут (из-за степеней рас- 
сматрнваемых многочленов). Следовательно, 
предположение, что и. ФУ О, т.с. что Е: 0, 
неверно; значит, либо и = 0, либо в= 0, 
и утверждение доказано. 

Докажем теперь однозначность разложе- 


ния в произведение неприводимых много- 
членов. Имеем: 


Ри"Рз- --. р! = 91'92° -.. ` 98. 
Положив и = рь > ра. ... ° ри, получим, 
что либо и делится на 49а, и тогда р, == сду, 
поскольку р, — неприводим; либо и делится 
на 4;. Во втором случае положим р. = и, 
ар: *.--. "Р!— и; получим, что либо 
ра = С-41, Либо рз `..- ` ре Делится на дь, 
и т. д. до тех пор, пока ие найдем номера #, 
для которого р; -^ с-4,. Поступая аналогич- 
НО © 42, найдем такое А, что ру — с- 4. ИТ. Д., 
для всех т-— |, ..., $ Отсюда получаем 
также, что {== $. 

6. Покажем что ссли произведеиие по- 
парно — взанмно простых многочленов 
р: - Ра *-.. "Ра равно л- и некоторого 
миогочлена 4: ра -рз° -- = 4", то каж- 
дый мпогочлен является Е ый степенью неко- 


торого многочлена {; : ре = #'. 
Разложим многочлен д на неприводимые 
многочлены: 4 == 9, -42-.-- *9т. Тогда 47” = 
91 9... -9л. Возьмем многочлен р:. 


н пусть р,, — непрнводимый многочлен, вхо- 
дящий в его разложение. В силу однознач- 
ности разложения на непрнводнмые много- 
члены, рь: совпадает с каким-то многочленом 
9. то есть многочлен р, делится на 9,. Но 
многочлены р;, где { 5 |, иа 9; не делятся 
(поскольку р., ..., ра попарно взаимно про- 
сты), а потому миогочлен р, делится и на 


41» то ссть р. 47-1. Применяя аналогич- 
ное раружаеине к многочлену р., найдем, 
что р. = 4 ГА "р1. ит. д. (этот процесс обор- 
вется Из-за конечностн степени р,), пока не 
получим, что ри 91 -4%°... = Й, где 
Н- 9 - 98 -... *4г. Апалогично поступим 
и < остальнымв многочленами р; Га 1. 
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Задачи 
наших 
читателей 


|. Дан треугольник 
АВС со сторонами а, 6, с 
и медианами то, Ть те. 
Доказать неравенствз 


2 и. 2 
т ть те 9 


2) г р =>; 


6) — 


Когда в этих неравенствах 
достигается равенство? 


2. Дан произвольный 
выпуклый  четырехугольннк 
АВСР (возможно. вырож- 
денный — две его вершины 
могут совпадать). Точки Р, 
К, $, № — середины сторои 
АВ, ВС, СО, РА соответст- 
венно. Пусть (АК) Г} (В№)= 
= 2; (КРУП (МС) = М; 
(РСП (85) = 9; (4$ П 
П (РЬ)} =ГТ. Доказать, что 


5кммЕ _ 1 
Е =" 
9 Завср ^ 3' 


1 
6) 3 = 


$кммЕ - 5Ро5т 1! 
Завсь 2 


3. Сиова АВСДО — про- 
извольный вынуклый четы- 
рехугольник. точки ЕЁ, К, 
С. Н — середины сторон АВ, 
вс, Ср, ОА м 
Обозначим (АР) Г] (Вб) = 
(ВС) П (СН) = 1; (СН) т 
ПГ (РЕ) = М; (РЕ) ГАР= 
= _\. Доказать, что 
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Л. Туриянский 


ПРИНЦИП 


ФЕРМА 





История поисков закона преломле- 
ния растянулась почтн на два тыся- 
челетния. Весь необходимый «инстру- 
мент» для открытия закона был в арсе- 
нале античных ученых. Так, Клавдий 
Птолемей (И в. н. э.) получил экспе- 
риментально довольно точные значения 
углов падения и преломления света. 
Он же составил первые таблицы зна- 
чений трнгонометрических функций. 
Но Птолемей пытался установить за- 
кономерность в соотношении углов 
падения и преломления и не догадал- 
ся заменить углы их тригонометриче- 
скими функциями. 

В последующие века вллоть до 
ХУП исследованием преломления 
света занимались многие ученые. Сре- 
дн них были и крупнейший оптик 
средневековья Иби-ал-Хайтан (Аль- 
хазен), и создатель небесной механн- 
ки великий Кеплер. Однако никому 
из них не удалось установить закона 
преломления света. 

...В 1637 году аббат Мерсенн пе- 
реслал Пьеру Ферма первые главы 
трактата Декарта «Диоптрика» с тем, 
чтобы Ферма высказал свое мнение 
0б этом труде. Одна из глав была 
посвящена законам отражения и пре- 
ломления. 

Декарт рассматривает движение 
мяча, брошенного под углом на слабо 
натянутую сетку. Если мяч прорывает 
сетку, то направление движения его 
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меняется. Пользуясь простыми гео- 
метрическими соображениями, Де- 
карт получает соотношение между 
трнгонометрическими функциями уг- 
лов падения и преломления мяча: 
$1 < 
—5- = ©01$4. 
т В 
А затем, без каких-либо обоснова- 
ний, он переносит это условие па 
случай распространения света ири 
прохождении им границы двух 
сред *). Во времена Декарта счита- 
ли, что более плотная среда всегда 
сильнее преломляет свет, и чтобы 
увязать с этим фактом свои теорети- 
ческие результаты, Декарт заклю- 
чает, что скорость света в более плот- 
ной среде больше, чем в менее 
плотной (что, конечно, не верно!). 
Надо сказать, что все физические рас- 
суждення Декарта были очень неяс- 
ными, и понять, что подразумевает 
Декарт под светом, невозможно. 
Ферма отправил свой отзыв на 
«Диоптрику» Мерсениу. В нием он 
высказал, в основиом, два замеча- 
пия, касавшиеся вывода закона пре- 
ломления. Ферма считал совершенно 
неправомерным перенос свойств дви- 





*) Раныше Декарта закон преломления 
открыл голландский физик, математик и астро- 
ном Снеллаус. Однако, он нигде не опубли- 
ковал своих результатов. 
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жения брошенных тел на распростра- 
нение света. Еще менее обоснован- 
ным, по мнению Ферма, являлось 
утверждение, что свет должен дви- 
гаться в более илотиой среде с боль- 
шей скоростью, чем в менее плотной. 
Из всего этого Ферма делает вывод, 
что формулировка закона прелом- 


ления, приводимая Декартом, не 
верна. 
Мерсенн переслал отзыв Ферма 


Декарту. Чтобы Декарт почувствовал 
авторитет рецензента, с работами ко- 
торого он не был знаком, Мерсеин 
вложил в письмо еще и работу Ферма 
«О методе нахождения наибольших 
и нанменыних значений». Это была 
та область математики, в которой 
Декарт имел значительные резуль- 
таты и считал себя первопроходцем. 

Ответ Декарта‘ на рецензию был 
резким и во многом ие справедливым. 
После обмена несколькими письмами 
каждая из сторои осталась при своем 
мнении, и дискуссия переключилась 
на метод нахождения нанбольших и 
наименыших значений. 

К оптической проблеме Ферма воз- 
вратился только через 20 лет, уже 
после смертн Декарта. Толчком для 
некоторых новых идей о пути уста- 
новления закона преломления ему 
послужила книга по оптике его друга 
Кюро де ла Шамбра. В этой книге 
были приведены выводы законов от- 
ражения света на основе «принципа 
кратчайшего пути», сформулирован- 
пого  древиегреческим ученым Ге- 
роном (Тв. и. 3.)}. 

В трактате «Католтрика» Герон, 
рассматривая отражение света от пло- 
ских и сферических зеркал, постули- 
ровал следующее утверждение: свет 
отражается таким образом, чтобы 
путь луча, падающего из данной точ- 
ки и отражающегося в данную точку, 
был минимальным. 

Однако во многих случаях свет 
этому принципу ие следовал. В ча- 
стностн, при распространении света 
в неоднородной среде путь света от 
одной точки до другой оказывался 
Далеко не минимальным. 
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Занявшись вновь поисками закона 
преломления, Ферма решил попытать- 
ся видоизменить принцип Герона. Ос- 
новная его идея заключалась в сле- 
дующем. «Кратчайшие» пути, выбн- 
раемые светом, следует понимать как 
самые «легкие», как пути, на которых 
свет испытывает наименымее «сопро- 
тнвление» со стороны среды, в кото- 
рой он распространяется. Четкого 
физического объяснения этому «со- 
противлению» Ферма не давал. Дело 
в том, что он считал распространение 
света мгновенным. Введение же по- 
нятия «сопротивление» несомненно 
вызывало представление о распро- 
странении света во времени. Это, 
конечно, понимал Ферма, но в нем 
говорил, прежде всего, математик. 
И обойдя этот вопрос т\манными рас- 
суждениями 0б «антипатни» света 
веществу, Ферма  переходиг к 
чисто математической постановке 
задачи. 

Пусть луч света, выходящий из 
точки А в среде 7 (рис. 1), попадает 
в точку В в среде //. Разумеется, са- 
мый короткий путь между этими точ- 
ками — это прямая АВ. В этом слу- 
чае свет проходил бы гранииу сред 
в точке р. Но если «сопротивление» 
сред Г и // различио, то путь АРВ 
может оказаться для света не самым 
легким. 

Пусть, например, 
ление, оказываемое свету 


сопротив- 
средой / 
сопротив- 
11, равно 


на единице пути, равно г, 
ление, оказываемое средой 





Г’ = 2. Тогда полное сопротивление, 
испытываемое светом на пути АДВ, 
равно, очевидно 


г- АР + 2'.ОВ = г(АР + 208). 


Если же предположить, что свет 
попадает из точки А в точку В по пути 
АСВ, преломляясь в точке С (см. 
рис. 1), то полное сопротивление, ис- 
пытываемое светом, равно 


г- АС - 9г-СВ = г (АС + 9СВ}. 


Хотя АР -- ОВ всегда меньше АС + 
-+- СВ (где бы ни лежала точка С), 
но АС -+ 2СВ может оказаться мень- 
ше, чем АР + 2ОВ. И свет, «руковод- 
ствуясь» иринципом наименьшего со- 
противления, выбирает для себя та- 
кой путь, чтобы сумма АС + 2СВ 
была наименьшей. 

Итак, Ферма свел проблему оты- 
скания закона преломления к реше- 
нию чисто геометрической задачи. 
Разумеется, мы проследилн ход рас- 
суждений Ферма довольно схематич- 
но, но главное, что мы пришли именно 
к такой формулировке задачи, какую 
дал Ферма: если свет попадает из точ- 
ки А в среде / в точку В в среде /1, 


сопротивление которой в #Ё раз боль- ° 


ше, чем сопротивление среды /, то для 
отыскания пути света надо найти 
такую точку С на границе раздела 
сред, чтобы сумма АС + АСВ была 
наименьшей из всех аналогично об- 
разуемых сумм. 

В письме к де ла Шамбру Ферма 
писал: «Я согласен с Вами, что эта 
задача не из легких. Но поскольку 
нрирода решает ее во всех прелом- 
лениях, чтобы не отклониться от 
своего обычного образа действия, 
почему мы не можем взяться за эту 
задачу? Я заверяю Вас, что предло- 
жу решение этой задачи, когда это 
Вам будет угодно...» Однако сделать 
это оказалось далеко не просто, не- 
смотря на то, что к тому времени 
Ферма разработал блестящий метод 
решения экстремальных задач (задач 
на нахождение наибольших и наи- 
меньших значений). 
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Еще прежде чем Ферма взялся за 
задачу применения своего метода к 
этой оптической проблеме, появилась 
некоторая помеха, которая едва не 
расхолоднла его в самом начале пу- 
ти. Ферма не признавал закона пре- 
ломления, выведенного в свое время 
Декартом. Он считал, что решение 
задачи методом максимума и мини- 
мума с учетом принципа наимень- 
шего сопротивления даст верный за- 
кон преломления света, который, не- 
сомненно, будет отличаться от ре- 
зультата Декарта. Однако многие 
ученые, с мнением которых Ферма 
считался, располагали к тому време- 
НИ обширными экспериментальными 
данными, которые прекрасно согласо- 
вывались с соотношением Декарта. Это 
несколько обескураживало Ферма. 
Но в конце концов он пришел к мы- 
сленному заключению, что декартов- 
ское соотношение, хотя оно н не вер- 
но, может быть столь близким к дейст- 
вительному закону преломления, что 
заметить различие чрезвычайно труд- 
но даже самому проницательному на- 
блюдателю. Поэтому он решился ата- 
ковать проблему, несмотря на кажу- 
щнйся приговор эксперимента. 

На решение задачи ушло 4 года. 
Как же был удивлен Ферма, когда 
после трудоемких математических вы- 
кладок он получнл то самое соотно- 
шение, которое надеялся опроверг- 
нуть: 





Результат Ферма подтверждал 
справедливость формулировки зако- 
на преломления, данной Декартом, 
а большинство физнков к тому вре- 
мени не сомневались в её абсолют 
ной точности; принции Ферма со- 
гласовывался с законами отражения 
света; и тем не менее, у многих он 
вызвал крайнее недоверне. Средн тех, 
кто ополчился на этот «злосчастный» 
принцип, был младший современник 
Ферма Гюйгенс. Его раздражала фи- 
зическая незаконченность этого прин- 
ципа н прежде всего неопределен- 
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ность понятия «сопротивление», пол- 
ная неясность в вопросе о распростра- 
нении света во времени. Но мы хотим 
еще раз подчеркнуть, что Ферма 
смотрел на этн вопросы сквозь паль- 
цы, интересуясь исключительно мате- 
матической стороной проблемы. 

Очень скоро резкие суждения по 
поводу принципа Ферма стали смяг- 
чаться. Тот же Гюйгенс, повторив 
расчеты Ферма и убедившись в их 
безукоризненности, настолько уверо- 
вал в этот принцип, что при создании 
волновой теории света использовал 
этот замечательный «феномен Ферма». 

Практическн все дальнейшее раз- 
витие лучевой оптики и построение 
волновой оптики так или иначе было 
связано с принципом Ферма. По мере 
накопления экспериментальных ни тео- 
ретических данных формулировка его 
уточнялась ин видоизменялась. Уста- 
новление зависимости скорости рас- 
пространения света от плотности сре- 
ды позволило выявить смысл кон- 
станты в законе преломления: 

ор ИЕ 
$3 В г. ’ 


где п =#и/,— относительный показа- 
тель преломления, равный отноше- 
нию скоростей света в средах Ги [| 
(см. рис. 1). Это устранило неясность, 
связанную с понятием сопротивле- 
ния, н позволило сделать следующий 
шаг в определеннн путей распро- 
странення света: пол «самыми лег- 
кими» путями следует понимать пути, 
для прохождения которых свету тре- 
буется наименьшее время. Однако 
в ряде случаев (в частности, при от- 
раженин от вогнутых зеркал) свет 
явно «предпочитал» максимальные по 
времени пути... 

В конце концов принцип Ферма 
приобрел более общую формулиров- 
ку, чем та, которую дал сам Ферма: 

свет распространяется по тако- 
му пути, оптическая длина 
которого экстремальна, то есть 
она либо максимальна из всех 
возможных, либо минимальна, 
либо остается постоянной. 
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Оптической длиной пути в случае 
однородной среды называют произ- 
ведение геометрической длины пути 
$ на абсолютный показатель пре- 
ломления вещества: {=п5. Если сре- 
да неоднородна, то оптическая длн- 
на путин равна сумме оптических 
длии в различных участках. показа- 
тели преломления в которых по- 
стоянны. 

Принцип Ферма оказался первым 
четко и сознательно сформулирован- 
ным экстремальным, или точнее, ва- 
риационным принципом. 

И. Бернулли в конце ХУПЕ века 
с помощью принципа Ферма решил 
задачу о брахистохроне — кривой 
кратчайшего спуска. (Мы рассказы- 
вали об этом в 12 номере нашего 
журнала за 1975 год.) Мопертюн 
и Эйлер в ХУПГ веке, отправляясь 
от того же принципа Ферма, открылн 
варнационный принцип в механике. 
Гамильтон в ХХ веке создал обоб- 
щенный вариационный принцип и 
для механики, и для оптики. Со- 
временная теорня квантовой механн- 
ки основывается на принципе Га- 
мильтона. Такнм образом, принцип 
Ферма явился родоначальником ие- 
лого семейства вариационных прин- 
цнпов в фнзике, и его влияние про- 
слеживается плоть до наших дней. 
И в заключение мы предлагаем вам 
попытаться, основываясь на принци- 
ле Ферма, вывести законы отражения 
н преломления света. 
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В его жизни внешме не было ничего 
выдающегося. 


Я. ГЕЛЬФЕР М. Джуа. «История химии» 
В. ЛЕШКОВЦЕВ 


Лоренцо Романо Амедео Карло Аво- 
гадро ди Кваренья э ди Черрето 
роднлся 9 августа 1776 года в Ту- 
рине — столице итальянской — про- 
винции Пьемонт в семье служащего 
судебного ведомства Филиппо Аво- 
гадро. Амедео был третьим из вось- 


ми детей. Предки его с ХИ века 
Д р () состояли на службе католической 
-1 церкви адвокатами, и по традиции 


того времени их профессии и долж- 

ности передавались по наследству. 

и Когда пришла пора выбирать про- 

фессию, Амедео также занялся юрис- 

пруденцией. В этой науке он быстро 

преуспел ин уже в двадцать лет нолу- 

чил ученую степень доктора церков- 
ного законоведения. 

Юридическая практика не увлек- 
ла Амедео, его интересы были да- 
леки от юриспруденции. В юношес- 
кие годы он недолго посещал так 
называемую школу геометрии и экс- 
периментальной физики. Она-то и 
пробудила в нем любовь к этим на- 
укам. Но, не получив достаточно 
систематических знаний, он вынуж- 
ден был заняться самообразованием. 
Когда ему уже исполнилось 25 лет, 
он стал все свободное время посвя- 
щать изучению физико-математиче- 
ских наук. Трудолюбие и настойчи- 
вость прииесли свои плоды: в 1803 
и 1804 годах он, совместно со своим 
братом Феличе, представил в Ту- 
ринскую академию наук две работы, 
посвященные теории электрических 
и электрохимических явлений, за что 
ибыл избран в 1804 году членом-кор- 
респондентом этой академии. В пер- 
ро С еноя вой работе под названием «Аналитн- 

0 ческая заметка об электричестве» он 
озосооэзоозовозоэозо объяснял поведение проводников н 
диэлектриков в электрическом поле, в 
частности, явление поляризации дн- 
электриков. Высказанные им идеи 
получили затем более полное разви- 
тие в работах других ученых. 


оз ЗФОЗОЗоФОБОО ОФФО 


К 200-летаю 


Со ня 


<эз°э® 
Зоззоо<о<„О<е 


Обозогое 
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В 1806 году Авогадро получает 
место репетитора в Туринском лнцее, 
а затем, в 1809 году, переводится 
преподавателем физики и математики 
в лицей города Верчелли, в котором 
он проработал около десяти лет. 
В этот период он знакомится с огром- 
ным количеством научной литера- 
туры, делая многочисленные выпи- 
ски из прочитанных книг и журна- 
льных статей. Эти выписки, которые 
он не прекращал вести до конца 
своих дней, составили 75 томов при- 
мерно по 700 страниц в каждом! 
Содержание этих томов свидетель- 
ствует об энциклопедичности инте- 
ресов Авогадро, о колоссальной ра- 
боте, которую он проделал, «переква- 
лифицируясь» из юриста в физика. 

В сентябре 1819 года Авогадро 
избирается членом Туринской ака- 
демии наук. К этому времени он 
уже приобрел известность в кругу 
своих коллег работами в области мо- 
лекулярной теории, электричества и 
химии. В 1820 году королевским ука- 
зом Авогадро назначается первым 
профессором новой кафедры высшей 
физики (теперь бы мы сказали — ма- 
тематической физики) в Туринский 
университет. 

Интересны взгляды Авогадро на 
пренодавание физики, высказанные 
им при занятии этой должности. 
Итальянская наука в это время была 
еще очень слабо развита. Стремясь 
к тому, чтобы помочь своей родине 
сравняться по уровню развития ес- 
тественных наук с другими европей- 
скими странами, Авогадро наметил 
обширный план действий. Основная 
его идея заключалась в необходимости 
сочетания преподавания с научной 
деятельностью. Для этого надо орга- 
низовать при кафедре физики два 
кабинета — один для учебных за- 
нятий, другой для проверки научных 
открытий и проведения оригинальных 
исследований. Это особенно важно 
для тех студентов, которые решат 
посвятить себя преподавательской дея- 
тельности в области физико-матема- 
тических наук. Научный кабинет дол- 
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жен быть укомплектован современ- 
ными приборами и соответствующим 
штатом сотрудников. Весьма важно 
также, чтобы на приобретение новых 
приборов регулярно отпускались не- 
обходимые суммы, которые руково- 
дитель кафедры мог бы тратить по 
своему усмотрению, представляя лишь 
письменный отчет о произведенных 
расходах. Кроме того, необходим на- 
учный журнал, в котором местные 
физики могли бы публиковать свои 
исследования. 

Этим прогрессивным идеям не суж- 
дено было осуществиться из-за воён- 
ных и политических событий в Италии 
начала двадцатых годов. В 1822 году, 
после студенческих волнений, Ту- 
ринский университет был на целый 
год закрыт властями, а ряд его новых 
кафедр, в том числе и кафедра выс- 
шей физики, ликвидированы. Тем не 
менее, в 1923 году Авогадро получа- 
ет почетный титул заслуженного про- 
фессора высшей физики и назнача- 
ется старшим инспектором в палату 
по контролю за государственными 
расходами (должность финансово-юри- 
дическая, весьма далекая от наукн. 
Вспомним, тем не менее, что Исаак 
Ньютон долгие годы был директором 
монетного двора!). Несмотря на но- 
вые обязанности, Авогадро продол- 
жал заниматься научными исследо- 
ваниями. 

В 1832 году Туринский универсн- 
тет вновь получил кафедру высшей 
физики, но ее предложили не Аво- 
гадро, а известному французскому 
математику Огюстену Луи Коши, по- 
кинувшему родину в 1830 году. Толь- 
ко спустя два года, после отъезда 
Коши, Авогадро смог занять эту 
кафедру, где и проработал до 1850 го- 
да. В этом году он ушел из универ- 
ситета, передав кафедру своему уче- 
нику Феличе Кью. 

Свою семейную жизнь Авогадро 
устроил довольно поздно, когда ему 
было уже за тридцать. Работая в 
Верчелли, он познакомился с буду- 
щей женой Анной Марией Маццье 
ди Джузеппе, дочерью нотарнуса, 


которая была моложе его на 18 лет. 
От этого брака он имел восемь детей— 
двоих сыновей и шесть дочерей. Ни- 
кто из них не унаследовал его иро- 
фессин. 

Современники в своих воспомина- 
ниях рисуют Авогадро как человека 
очень скромного, влечатлительного и 
обаятельного. Они отмечают его доб- 
рожелательность, искренность в об- 
ращении с другими людьми. «Высо- 
кообразованный без педантизма, муд- 
рый без чванливости, презирающий 
роскошь, не заботящийся о богатстве, 
не стремящийся к почестям, безраз- 
личный к собственным заслугам и 
собственной известности, скромный, 
умеренный, доброжелательный» —так 
характеризует Авогадро один из его 
современннков. По своему безраз- 
личню к почестям он представлял 
редкое исключение среди ученых того 
времени. 

После ухода из университета Аво- 
гадро некоторое время занимал долж- 
ность старшего инспектора Контроль- 
ной палаты, а также состоял членом 
Высшей статистической комиссии, Выс- 
шего совета народного образования 
и председателем Комиссии мер и 
весов. Несмотря на почтенный воз- 
раст, он продолжал публиковать свои 
нсследования в трудах Туринской 
академин наук. Последняя его работа 
вышла нз печати за три года до 
смерти, когда Авогадро исполнилось 
77 лет. Он умер в Турине 9 июля 
1856 года и похоронен в семейном 
склене в Верчелли. На следующий 
год после смерти Авогадро. в знак 
признания его заслуг перед наукой 
в Туринском университете был уста- 
новлен его броизовый бюст. 

Чем же обогатил науку. в част- 
ности физику и химию, за свою дол- 
гую жизнь этот замечательный че- 
ловек? 

Нет ничего удивительного в том, 
что Авогадро начал свою научную 
деятельность именно с изучения элек- 
трических явлений. Электричество н 
магнетизм давно уже привлекали вни- 
мание ученых. Этот интерес особенно 
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Бронзовый бюст Авогадро, установленный 
в Туринском университете. 
усилился после того, как Вольта 


в 1800 году изобрел первый источинк 
электрического тока (вольтов столб), 
а также в связи с дискуссией между 
Гальвани и Вольта о природе элек- 
гричества. Эти вопросы находились 
на переднем крае науки того времени, 
и естественно, что молодой Авогадро 
решил попробовать евон силы именно 
здесь. Работы Авогалдро, посвящен- 
ные разным проблемам электричества, 
появлялись вплоть до 1846 года.Боль- 
июе внимание уделял он также иссле- 
дованиям в области электрохимии, 
пытаясь найти связь между электрн- 
ческими и Химическими явлениями. 
что привело его к созданию свособраз- 
ной электрохимической теорни. В этом 
отношении его исследования соирн- 
касалмеь с работами знамен итых Хи- 
миков Дэви и Бериелиуса. Но в 
историю физики Авогадро вошел как 
открыватель одного из важнейших за- 
конов молекулярной физики. 

Почтн до самого конца ХУ! 
века химия не знала никаких колн- 
чественных законов. Первым таким 
законом стал закон сохранения массы 
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участвующих в реакции веществ, от- 
крытый М. В. Ломоносовым в 1756 го- 
лу и независимо от него Лавуазье 
в 1774 году. В начале Х1Х века были 
открыты еще два закона — закон по- 
стоянства состава и закон кратных 
отношений. Первый из них утвержда- 
ет. что каким бы путем ви было полу- 
чено данное Химическое сосдинение, 
состав его всегда один и тот же. Ины- 
ми словами, при образовании дан- 
ного сложного вещества элементы, 
из которых оно состоит, всегда соеди- 
няются друг с другом так, что их 
массы находятся в строго определен- 
ном отношении. Например, в воде 
отношение масс водорода н кислорода 
всегла равно 1:8. 

Второй закон указывает, что в раз- 
личных химических соединениях, об- 
разованных одними и теми же эле- 
ментами, массы этих элементов отно- 
сятея друг к другу как небольшие 
целые числа. Например, в различных 
окислах азота {№.О, МО, №,Оз. М.О) 


ОРЕВКЕ УСЕСТЕ 
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массы кислорода и азота относятся 
друг к другу как 1:2, 1:1,3:2, 5:2. 

Для объяснения этих законов зна- 
менигый английский химик Дальтов 
выдвинул гипотезу о том, что все 
простые вещества {элементы) состоят 
из простых атомов, а сложные — из 
«сложных атомов», которые при Хими- 
ческих реакциях могут распадаться 
на атомы простых веществ. До этого 
в химии не существовало четкого раз- 
граннчения понятий «атом» н «мо- 
лекула». Оба эти понятия были слиты 
воедино в термине «частица», кото- 
рая рассматривалась как бесструк- 
турная едипица вещества. Дальтон 
составил первую таблицу относитель- 
ных атомных масс элементов, приняв 
атомную массу водорода за едиинцу. 
(Как показал поздиее Авогадро, эта 
таблица была неверной, так как Даль- 
тон считал, что газообразный водород 
участвует в реакциях в виде одноатом- 
ного вещества (11), а в действитель- 
носги реакции происходят с участием 
молекулярного водорода (Н.). По 
этой же причине оказались цепра- 
вильнымн представления Дальтона о 
составе молекул.) 

В 1808 году франнузский ученый 
Гей-Люссак, изучая реакции между 
газами, установил. что объемы всту- 
нающих в реакцию газов и газооб- 
разных продуктов реакции относят- 
ся как небольшие целые числа. (Ко- 
иечио, при этом все объемы должны 
быгь измерены при одинаковых дав- 
лениях и темнературах). Например, 
В реакцин образования водяного пара 
объемы водорода, кислорода и паров 
воды относятся как 2:1:2, т. с. 


2 - 1 == 2 
объема объем объема водя- 
водорода кислорода ного пара 


В реакции образования хлористого 
водорода объемы водорода, хлора и 


продуктов реакции относятся как 
ЕР лете, 

} -- 1 = 2 
объем объем объема хло- 
водорода хлора ристого 

водорода 


Согласно представлениям Даль- 
тона указанные реакции должны бы- 
ли выглядеть так: 


2НЕО=Н.0, Н--А-НОЬ 


При этом должно было бы образо- 
ваться по одному объему паров воды 
и хлористого водорода. Так что со- 
гласовать онытные данные Гей-Люс- 
сака с теорией Дальтона было невоз- 
можно. 

В такой ситуации и появилась в 
1811 году статья Авогадро «Очерк 
метода определения относительных 
масс элементарных молекул тел и 
пропорций, согласно которым они 
входят в соединения». Излагая ос- 
новные представления молекулярной 
теорин, Авогадро показал. что она 
не только не противоречит данным, 
полученным Гей-Люссаком, но на- 
против, прекрасно согласуется с ин- 
ми и открывает возможность точного 
определения атомных масс, состава 
молекул и характера происходящих 
химических реакций. Для этого нреж- 
де всего необходимо предположить, 
что молекулы водорода, кислорода, 
хлора и некоторых других простых 
веществ состоят не из одного, а из 
двух атомов. 

В этой же работе Авогадро при- 
шел к следующему важному заклю- 
чению: «...число... молекул всегда 
одно и то же в одинаковых объемах 
любых газов». (Разумеется, что объ- 
емы измерены при одинаковых дав- 
лениях и температурах.) 

Далее он писал, что теперь «име- 
ется средство очень легкого опреде- 
ления относительных масс молекул 
тел, которые можно получить в 
газообразном состоянии, и отнсси- 
тельного числа молекул в соедине- 
НИЯХ». 

В самом деле, отношение масс моле- 
кул таково же, как и отношение 
плотностей газов при одинаковых 
давлениях и температурах. Если у 
нас есть два разных газа, массы ко- 
торых равны М, и М., а объемы, 
измеренные при одинаковых темпе- 
ратурах и давлениях, соответственно 
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У и У... то. 
мы можем 
ненине: 


следуя Авогадро, 
написагь такое соотно- 


ый ва, 
А (1) 





где ть и м. — массы молекул пер- 
вого и вгорого газов, а М, и №. — чис- 
ло таких молекул в объемах У, 
ни И.. Разделив в этом выражении 
числители обеих дробей на \,, а 
знаменателн на №., получим: 

м, м 

И ву, ь. 

Е м. (2) 


—— вт 
| “У. 


Но МУ, и М.У. — плотности га- 
Зов п, нр.. ам, У, Н А.И, -- числа 
молекул в единние объема. Согласно 





А, №, 
Авогадро п” = то. Ири эгом соот- 
ит. р 


ношение (2) 
ВИД: 


принимает следующий 


Г ы 
м, | 

Авогадро приводит такой пример: 
плотности кнелорода и водорода рав- 
ны 1.10359 и 0,07321 4за едиииих 
принята илотность атмосферного воз- 
духа). Следовательно, отношение масс 
молекул кислорода и водорода ири- 
1.10359 15 * 

0.07321 771. 

Из опытов Гей-Люссака следует, 
что для образования двух каких- 
либо одинаковых объемов водяного 
пара необходимо два таких же объе- 
ма водорода и один объем кислорода. 
Значиг. па каждую молекулу кисло- 
рода приходится по две молекулы 
водорода. Если бы молекулы водо- 
рода и кислорода состояли из одного 
атома, то мы имели бы реакцию 2Н + 
-+-О=Н.О. в результате которой из 
двух объемов водорода и одного объе- 
ма кислорода получился бы один 
сбъем воды. Но это противоречит ре- 
зультагам опытов Гей-Люссака. Сле- 
довательно, приходится прёдположить 


мерно равно 





*) По более точным данным масса моле- 
куль кислорода в 16 раз больше массы мо- 
лекулы водорода. 
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что в каждом элементарном акте реак- 
ции возникает по две молекулы воды 
Н.О), а молекулы кислорода и во- 
дорода содержат по два атома (О, 
н Н.). Так мы приходим к правиль- 
ной формуле реакции: 
2Н.-+О,=2Н.о. 

Зта хорошо нам знакомая фор- 
мула впервые была получена Аво- 
гадро. 

В 1814 голу появляется вторая 
статья Авогадро «Очерк об относи- 
тельных массах молекул простых тел, 
нЛН предполагаемых плотностях их 
газа, и о конституции некоторых из 
их соединений». Здесь четко фор- 
мулируется закон Авогадро: «...рав- 
ные объемы газообразных веществ 
при одинаковых давлениях и темпе- 
ратурах отвечают равному числу мо- 
лекул, так что плотности различных 
газов представляют собою меру масс 
молекул соответствующих газов». Да- 
лее в статье рассматриваются прило- 
жения этого закона для определения 
состава молекул многочисленных не- 
органических вешеств. 

Так как моляризя масса {масса 
одного моля вещества} пропорцио- 
нальна массе отдельной молекулы, 
то закон Авогадро можно сформули- 
ровать как утверждение, что моль 
любого вещества в газообразном со- 
‘стоянии при одинаковых температу- 
рах и давлениях занимает один и 
тот же объем. Как показали экспери- 
менты, при пормальных условиях 
(р=! атм, #=0°С) он равен 22,414 л. 
Число молекул в грамм-молекуле лю- 
бого вещества одинаково. Оно полу- 
чило название числа Авогадро. Его 
принято обозначать буквой МА. По 
современным данным 

№л=6,022094 . 1023 моль-?. 

Это число -- одна из важнейших уни- 
версальных постоянных современной 
физики и химии. Она используется 
при определении ряда других уни- 
версальных постоянных, например, 
постоянной Больцмана, постоянной 
Фарадея и т. п. 

Число Авогадро можно опреде- 
лить многими незавиенимыми друг от 
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друга методами. Прекрасное совпа- 
дение полученных при этом значений 
является убедительным доказатель- 
ством реальностн молекул и справед- 
ливости  молекулярно-кинетической 
теорни. 

В 1321 году в статье «Новые сооб- 
ражения о теорин определенных про- 
порций в соединениях и об определе- 
нии масс молекул тел» Авогадро под- 
вел итог своей почти десятилетней 
работы в области молекулярной тео- 
рии и распространил свой метод оп- 
ределения состава молекул на целый 
ряд органических веществ. В этой 
же статье он показал, что другие 
химики, прежде всего Дальтон, Дэви 
и Берцелиус, не знакомые с его ра- 
ботами, продолжают придерживаться 
неверных взглядов на природу мно- 
гих химических соединений и харак- 
тер происходящих между ними реак- 
ций. 

Эта работа интересна еще в одном 
отношении: в ней впервые встреча- 
ется имя Ампера, по выражению Аво- 
гадро, «одного из самых искусных 
физиков наших дней», в связи с его 
исследованиями в области молеку- 
лярной теории. Эту сторону деятель- 
ности Ампера обычно не упоминают, 
поскольку его заслуги в области 
электродинамики затмевают все ос- 
тальные работы. Тем не менее, Ампер 
работал и в области молекулярной 
физики и независимо от Авогадро 
(но несколько позже) пришел к неко- 
торым из идей, высказанных Аво- 
гадро. В 1814 году Ампер опубли- 
ковал письмо к химику Бертолле, 
в котором сформулировал положе- 
ние, по существу совпадающее с за- 
коном Авогадро. Здесь же он ука- 
зывал, что соответствующая работа 
Авогадро стала ему известна уже 
после наиисания письма к Бер- 
толле. 

Чтобы закончить рассказ о рабо- 
тах Авогадро в области молекуляр- 
ной теории, отметим. что в 1837— 
1841 годах они издал четырехтомное 
сочинение «Физика весомых тел, или 
трактат об общей конституции тел». 


Каждый том имел более 900 страниц. 
К этому времени Авогадро уже ис- 
полнилось 65 лет, но ум его по- 
прежнему был ясным, а любовь к 
науке и трудолюбие неиссякаемыми. 
Этот труд оказался первым в истории 
учебником молекулярной физики. 
Огромный вклад Авогадро в раз- 
внтие молекулярной теории долгое 
время оставался ирактически неза- 
меченным современниками. Более то- 
го, открытый им закон большинство 
ученых связывало с именем Ампера. 
(И даже много позже этот закон в ли- 
гературе часто именовали законом 
Авогадро — Ампера. хотя Авогадро 
сформулировал его на три года рань- 
ше Ампера.) Вплоть до начала 60-х 
годов ХХ века в химии царил иро- 
извол как в оценке молекулярных 
масс, так и в описании химических 
реакций; сставалось немало невер- 
ных представлений об атомном со- 
ставе многих сложных веществ. Дело 
доходило даже до попыток вообще 
отказаться от молекулярных прел- 
ставлений. Лишь в 1858 году италь- 
янский Химик Канниццаро, ознако- 
мившись с письмом Амиера к Бер- 
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толле, в котором есть ссылка на ра- 
боты Авогадро, заново «открыл» эти 
работы и с удивлением убедился, что 
они вносят полную ясность в запу- 
танную картину состояния химии того 
времени. В 1860 году Канниццаро 
подробно рассказал о работах Аво- 
гадро на Первом Международном хи- 
мическом конгрессе в Карлсруэ, и 
его доклад произвел огромное впе- 
чатление на присутствовавших там уче- 
ных. Как сказал один из цих, он по- 
чувствовал, как завеса упала с глаз, 
сомнения исчезли, и вместо них поя- 
вилось спокойное чувство уверен- 
ности. Великий русский химик 
Д. И. Менделеев, также участвовав- 
шнй в работе конгресса, писал позд- 
нее: «Решающим моментом в развитии 
моей мысли о периодическом законе 
я счигаю 1860 год — съезд химиков 
в Карлсруэ, в котором я участвовал, 
н на этом съезде — ндеи, высказан- 
ные итальянским химиком Канниц- 
царо» (то есть. по существу. идеи 
Авогадро). Заслуги Авогадро как 
одного из основоположников молеку- 
лярной теории получили © тех пор 
всеобщее признание. 





Плоский 
правильный 
граф степени 5 
с 18 вершинами 


В «Кванте» № 11 за 1975 год 
была опубликована статья 
М. Каца «О. плоских пра- 
вильных графах». Напомним, 
что плоский граф называет- 
ся правильным, если из каж- 
дой его вершииы выходит 
одинаковое число ребер; это 
число н лазывастся стененью 


графа. 
В этой статье, в част- 
ности, обсуждался вопрос 





© чнсле вершии правильного 
графа степенн 5; было до- 
казано, что число вершия 
правильного графа степени 
5 может быть любым чет. 
ным числом, не меньшим 12, 
кроме 14 и, быть может, 
18 (см. с. 14. 15). Недавно в 
редакцию пришло письмо из 
Чехословакии от старшего 
ассистента кафедры  мате- 
матической информации Яна 
Нинчака с примером пра- 
вильного графа степеии 5 
с восемнадцатью вершина- 
ми *) (см. рис.). Найденный 
граф имеет 3 четырехребер- 
ника и 26 трехреберников (на 
рисунке ребра четырехребер- 
ников — голубого ивета). 





*) Позже еще один при- 
мер прислал В. Лиинс из Ри- 
ги. 
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А. Есачн 


ЭВМ 
опровергает 


Велнкому математику Л. Эйлеру при- 
надлежит следующая задача: 

Обойти конем все клетки шахмат- 
ной доски, побывав в каждой клетке 
ровно по одному разу. 

В 1823 году Варнсдорф в брошюре 
«Простейшее и нанболее общее реше- 
ние задачн о ходе коня» предложил 
следующее правило обхода доски: 

На каждом ходу ставь коня на 
такую клетку, из которой можно со- 
вершить наименьшее число ходов на 
еще не пройденные клетки. Если та- 
ких клеток несколько, разрешается 
выбирать любую из них. 


Е = и 







ЕВЕ 
ЕЕРЕРЕЕЫ 


Рис. 1. 
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Отметим, что правило Варисдор- 
фа не является алгоритмом, посколь- 
ку оно не всегда однозначно указы- 
вает следующий ход коня (см. вторую 
фразу правила). Например, если конь 
начинает свое движение с поля 44, 
правило Варнсдорфа позволяет ему 
пойти первым ходом на любое из по- 
лей БЗ, 65, с2, е2 (рис. Г). (Однако, ес- 
ли конь начинает свое движение с 
поля с, то даже на первом ходу пра- 
вило Варнсдорфа однозначно указы- 
вает ему, куда пойти —на поле а|!) 

Варнсдорф высказал утвержде- 
ние; с какого бы поля конь ни начинал 
свое движение, любой путь, удовлет- 
воряющий его правилу, в коние кон- 
цов приведет к полному обходу доски 
(т. е. к решению задачи Эйлера). 
До недавнего временн не было извест- 
но, справедливо ли это утверждение. 
Еше в 197] году Е. Я. Гик писал в 
«Кванте» (№ 9, с. 53), что утвержде- 
ние Варнсдорфа «на практике всегда 


оправдывается..., хотя оно и не под- 
тверждено теоретически». 
Для ЭВМ «Проминь-2» была со- 


ставлена программа перечисления ие- 
которого множества путей коня. Пер- 
вый контрпрнмер был построен ме- 
нее чем за | минуту. Перебрав 6464 


путн, ЭВМ получила контриримеры 





023302100 
Пос 
ЗОвО8000 
Га а [во |о[®. 
В 9 [57|] 
РЕЗ 


па 285] [№ 
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[а тв [228] 
Рис. 3. 


с 21 начального поля. Среди них были 
10 контрпримеров с полей, отмечен- 
ных на рисунке 2 звездочками. Легко 
сообразить, что этих 1Ю контрирн- 
меров достаточно, чтобы утверждать: 
с какого бы поля конь ни начинал 
свое движение, существует путь, удов- 
легворяющий правнлу Варнсдорфа, 
который обрывается раныше полного 
обхода доски. На рисуиках 3, 4 при- 
введены 2 контрпримера (красными 
кружкамн отмечены поля, не пройден- 
ные конем). 

В заключение 
дач: 

1. Справедливо ли утверждение: с 
какого бы поля конь ин начниал свое 


поставим ряд за- 







Куап.тссте.ги 


ВЗ[8 32583] 
ОВО Е 
в [3 35556 
Г 6 [5 
пет 48 [3851 
ета 
Гео Н 
22119 


НЕЕ: 


БОВЕ: 








Рис. 4- 
движение, суицествуег путь, Удов- 
летворяющий правилу Варисдорфа, 


приводящий к полному обходу доски? 

2. Существует лн путь. удовлет- 
воряющий правилу Варисдорфа. при 
котором остаелся непройдеиным не- 
четное число полей? (В контририме- 
рах, построенных машиной, нх было 
2, 4, 6 или 8.) 

3. Существует ли путь. удовлет- 
воряющий правилу Варнсдорфа, при 
котором остается непройденным болё- 


ие 8 полей? 
4. Какое наибольшее количество 
полей может остаться непройденным 


при обходе доски по правилу 
сдорфа? 


Варн- 





За дачи 2. Решить уравнение он содержиг соответствую- 
щий виугренний угол тре- 

ь хий — ху и утольника или сам содер- 

наших читателеи у еее жится в нем, равным нулю, 


1. АВ — орла окруж- 
иссти, Син ВБ — гочки этой 


где 1 — целое чисао. 


если сго стороны совпадают, 
и отрицательным в против- 
пом случае. Пусть О — од- 


окружтости. лежащие по 
одну сторону от АВ. Пря- 
мая СО пересекает прямую 
АВ в точке М (С между 
Мир, А между Ми В). 
Доказать, что 


АС. ПАР 186.185] 
АМ ^^ ВМ 


С. Охитин (г. Оренбург) 


И. Михалксвич 

(Мниская обл.) 

3. Через вершины А, В 

н С треугольника АВС нро- 
ведены прямые, нересекаю- 
щисся в одной точке 0. 


—^ 
Обозначим я = ОДС, В 


^^ 2 

= ОВА, + = ОСВ, причем 
каждый из этих углов будем 
считать положительным, еслн 


на из шести замечательных 
точек треугольника АВС'— 
центр внисанной или центр 
описанной окружности. ор- 
тоцентр или один из трех 
центров вневписанных окруж- 
ностей. Доказать, что тогда 


я 
2: -+- В -] т = 9: 


` 





В. Колбагенко (г. Суходольск} 
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Лаборатормя «Кванта» 





В. Мипер, Е. Мамаеви 


Опыты 
с порошковыми 


фигурами 


Какое отношение имеет пыль — мел- 
кий сыпучий поропюк — к физике? 
Если вы думаете, что физик вспомн- 
нает о пыли только в те не очень при- 
ятные моменты, когда ему надо по- 
чистить свою эксиеримецтальптую уста- 
новку, то глубоко заблуждаетесь. Не- 
возможно даже перечислить все то. 
что дало науке и технике изучение 
свойств мелких порошков и их взве- 
сей (суспензий), или указать те об- 
ласти, где эти свойства нашаи при- 
менение. Вот несколько примеров. 
С помощью порошка впервые была 
достаточно точно нзмерена длина зву- 
ковой волны в воздухе; порошок н 
сейчас применяется прн изучении 
звуковых колебаний различных пла- 
стинок и мембран. Взвешенный в жид- 
кости порошок нозволил установить 
реальность молекулярного движения 
{вспомните броуновское движение). 
Металлический порошок используется 
для наблюдения доменов ферромагне- 
тиков. Ферромагнитные порошки при- 
меняются в дефектоскопии. 

Разрабатываются и прнменяются 
колоссальные установки для улав- 
ливания пыли (без знания свойств 
пыли здесь не обойтись). Но столь же 
интенсивно ведутся работы по соз- 
данию распыляющих различные ве- 
щества установок. 
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Любые опыты с мелкими порошка- 
ми интересны самн по себе. Кроме 
того, они поучительны еще и тем, что 
показывают, как много дает изучение 
обыденных вещей. на которые мы 
зачастую не обращаем внимания. 

Предлагаем вам несколько про- 
стых, но очень эффектных опытов. 
Они не требуют никакого сложного 
оборудования, поэтому вы их смо- 
жете провестн даже в домашних ус- 
ловиях. 


Получение порошковых фигур 


На алюминиевую пластинку равно- 
мерным тонким слоем насыпем по- 
рошок зубоврачебной пластмассы 
«Протакрил» {продается во всех ап- 
теках). Пластинку проводником сое- 
диним с конденсатором (емкость КОН- 
денсатора С == 0,01 мкф, рабочее на- 
пряжение 400 8). Второй конец кон- 
денсатора припаяем к проводнику со 
штекером. Включим штекер в одно 
из гиезд розетки электроосветитель- 
ной сети (127 или 220 в). Пальцем 
проведем по порошку. насыпанному 
на алюминиевую пластинку, — на пла- 
стинке останется прерывистый след 
(рис. 1). 

Попробуем объяснить результат 
опыта. Переменный электрический ток 
в розетки квартиры поступает по 
двум проводам. Один из этих прово- 
дов заземлен — потенциал его равен 
потенциалу земли, который обычно 
считают равным нулю. Человеческое 
тело также более или менее хорошо 
заземлено, так что и его нотенщиал 
можно принять равным нулю. Алю- 
миниевая пластинка через конденса- 
тор соединена с другим проводом 
сети, который называют фазовым. 
Конденсатор «пропускает» перемен- 
ный ток. Таким образом, между про- 
водящим по порошку пальцем и са- 
мой алюминиевой пластинкой имеет- 
ся переменная разность потенциалов. 

Когда палец движется по порош- 


ку, в результате трения порошок 


электризуется, заряжаясь, например, 
положительно (быть может, ои заря- 
жается и отрицательно, но суть дела 
от этого не меняется, а выяснять, 
каков именно заряд порошка, мы 
не будем). Поскольку между алюми- 
нневой пластинкой и движущимся 
пальцем имеется переменная разность 
потенциалов, порошюк притягивает- 
ся к пластинке, когда ее потенциал 
отрицательный. и прилнпает к паль- 
цу в те моменты, когда он имеет от- 
рицательный потенциал относительно 
пластинки. Так получается тот пре- 
рывнстый след, который вы видите 
на рисунке 1. 

Описанпую экспериментальную ус- 
тановку можно видоизменить. Заме- 
ним алюминиевую пластинку элек- 
тропроводной бумагой. Ее пригото- 
вить нетрудно. Обычный лист бумаги 
{размером примерно 20%30 см) надо 
покрыть с одной стороны густоразве- 
денной черной гуашью. После высыха- 
ния краски образуется тонкий электро- 
проводный слой, нмеющий довольно 
высокое сопротивление. Лист элек- 
тропроводной бумаги кнопками сле- 
дует прикрепить к фанере. Проводник 
можно соединить с электропроводной 
бумагой с помощью обычной канце- 
лярской скрепки. 

Вместо порошка иластмассы «Про- 
такрил» вопытах лучше использовать 
сухой зубной порошок -- прерывис- 
тый след получается более устойчи- 
вым. На электропроводную бумагу 
его можно нанести тонким равио- 
мерным слоем, применяя ватный там- 
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пон. При яеобходимости зубной по- 
рошок можно подсушить на электро- 
плитке, насыпав порошок в металли- 
ческую баночку. Можно также ис- 
пользовать ликоподий или «серный 
цвет» (мелко истолченная сера). Пер- 
вый порошок продается в аптеках, 
второй можно найти в школьном Хн- 
мическом кабинете. 

Может оказаться, что для опытов 
нужна меньшая разность потенциа- 
лов, чем та, которая получается при 
неносредственном использовании на- 
пряжения сети. Для регулирования 
разности потенциалов между электро- 
проводной бумагой н землей следу- 
ет воспользоваться нотенциометром 
(рис. 2; сопротивление потенциометра 
Ю--470 ком). С целью соблюдения 
правил техники безопасности цепь 
нужно смонтировать в корпусе из 
изоляционного материала (можно ис- 
пользовать подходящую нластмассо- 
вую баночку). Общий вид установки 
для опытов представлен на рисунке 3. 


Для чего можно 
порошковые фигуры? 


использовать 


Чтобы ответить на этот вопрос, рас- 
смотрим два опыта. Разорвем ировод- 
ник, идущий от конденсатора к элек- 
тропроводной бумаге. В разрыв про- 
водника включим диэлектрик: на- 
пример, очищенные концы проводов 
несколько раз обмотаем вокруг стек- 
ляиной трубки так, чтобы расстояние 
между витками составляло 1—2 см. 
Проведем пальцем по насыпаниому 





Рис. 2. 
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на электропроводную бумагу зубному 
порошку. При этом на бумаге оста- 
нется, хотя и менее резкий, чем изо- 
браженный на рисунке 3. но все же 
отчетливый прерывистый след. 

Стекло -—— очень хороший днэлек- 
трик, через который электрический 
ток практически не проходит (точнее, 
проходит очень малый ток). Но на 
бумаге появился ипрерывистый след! 
Следовательно, с помощью порошко- 
вых фигур можно. регистрировать 
чрезвычайно малые токи. 

Поставим еще один опыт. В раз- 
рыв проводника, идушего от конден- 
сатора к электропроводной бумаге, 
включим нереключатель (тумблер), по- 
зволяющий размыкать и замыкать 
непь. Проводя по порошку  паль- 
нем, включим ин быстро выключим 
тумблер, не прекрашая движения 
пальца. При этом на время включения 
тумблера след становится  преры- 
вистым. Получивниеся на траекто- 
рни движения пальца светлые или 
темные участки мы будем называть 
временными меткамн. Время. про- 
шедшее от момента возникновения 
одной метки до момента появления 
соседней, должно составлять 0,02 сек 
(частота переменного тока {= 1/Г= 
= 50 гц). Таким образом, сосчитав 
число меток на траектории движения 
пальца, можно определить время, в те- 
чение которого был включен тумблер. 

В опыте удобно использовать дели- 
тель напряжения (см. рис. 2). Дело 
в том, что тела, которые мы прн- 
выкли считать непроводниками, от- 
нюдь не диэлектрики в нолном смыс- 
ле этого слова. Поэтому даже когда 
тумблер, разрывающий фазовый про- 
вод, выключен, по цепи идет неболь- 
июй ток, н на бумаге появляются по- 
рошковые фигуры. Чтобы устранить 
это нежелательное явление, необхо- 
димо уменышить разность потенциа- 
лов между электропроводной бума- 
той и пальцем. Подобрать оптималь- 
ную разность потенциалов и позволя- 
ет делитель напряжения (потенцио- 
метр}. Заметим, что этот опыт удоб- 
нес проводить вдвоем (можно ‘пред- 
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ложить своему товарищу проверить 
его реакиию на включение и выклю- 
чение тумблера). 

Итак, описанные опыты показы- 
вают, что порошковые фигуры могут 
быть использованы для обнаружения 
небольших токов и измерения малых 
промежутков времени. 

Теперь — несколько 
примеров. 


конкретных 


Ионизация воздуха пламенем 


В разрыв фазового проводинка сети, 
сделанный после конденсатора, впа- 
яем две латунные или жестяные по- 
лоски размером примерно 10х80 мм. 
Получившииеся электроды укрепим в 
сничечных коробках, которые будут 
выполнять роль штативов. Располо- 
жим электроды параллельно друг 
другу так, чтобы промежуток между 
ними составлял 2—5 мм (рис. 4). 
Проведем пальцем по слою зубного 
порошка на электропроводной бу- 
маге — след получается сплошным, 
без временных меток. 

Внесем в промежуток между элек- 
тродами пламя зажженной спички или 
горящей свечи и вновь проведем по 
бумаге пальцем. Сразу же на траек- 
торни двнження пальца появляются 
временные метки (см. рис. 4). 

В этом и аналогичных ему опытах 
удобно непрерывно водить пальпем 
по кругу; тогда нетрудно будет за- 
метить момент появления и исчезно- 
вення временных меток. Проделан- 
ный опыт показывает, что в обычных 
условиях воздух является диэлектри- 
ком. Внесенное пламя нонизируег 
воздух, делает его проводником. 
Злектрическая цепь замыкается, в це- 
пи возникает электрический ток. 


Измерение ускорения 
свободного падения 


Возможность с помощью порошковых 
фигур измерять небольшие проме- 
жутки времени можно использовать 
в опыте но определению ускорения 
свободного падения. 





Рис. 3. Внешний внд установки дяя опы- 
тов с порошковыми фигурамн. Установка 
состоит нз розеткн электроосветительной 
сетн, делителя иапряжения с конденсато- 
ром и листа электропроводной бумаги с 
порошком. 





Рис. 4. Ионизация воздуха пламенем. До вие- 
сения пламени в промежуток между электро- 
дамн движущийся палец оставляет на эдек- 
тропроводной бумаге сплошной след; сразу 
после внесения пламени след становится 
прерывистым. 


Е 


Рис. 5. Схема установки для определения 
ускорения свободного падення. Г! — нор- 
мально разомкнутые контакты. 2 — падаю- 
щее тело, 3 — нормально замкиутые кон- 
такты, 4 — лист электропроводиой бумаги 
с порошком. 





Если поднятое над землей 
начинает падать, 
механики, 


тело 
то, Как известно из 
путь № оно пройдет за 

РА 


время { Следовательно, 


ускорение свободного падения может 
быть найдено по формуле 
ан 


НО (+) 
если известны высота й. с которой па- 
дает тело, и время надения #. Высо- 
ту можно измерить линейкой, а вре- 
мя падения — определить методом по- 
рошковых фигур. 

Схема экспериментальной — уста- 
новки приведена на рисунке 5. Про- 
водник, идущий от конденсатора к 
листу электронроводной бумаги, ра- 
зорван двумя парами контактов. Кон- 
такты / — нормально разомкнутые (к 
нижнему контакту с помощью нитки 
подвешено тело 2, оттягивающее его 
вниз). Контакты 3 — нормально зам- 
кнутые. В исходном состоянии цепь 
разомкиута. Когда тело начинает па- 
дать, контакты / соединяются, и цепь 
становится замкнутой на промежуток 
времени, в течение которого тело па- 
лает. При этом на траектории движе- 
ния пальца {на электропроводной бу- 
маге 4) образуются временные метки. 
Как только тело попадает на ниж- 
ний конгакт 3, цепь вновь размы- 
кается, и появление меток прекра- 
Щается. 

Виешиий вид установки изобра- 
жен на рисунке 6, а. Верхняя пара 
контактов (рис. 6. 6) изготовлена из 
прикрепленных изоляционной лентой 
к карандашу упругих латунных по- 
лосок (можно использовать контакт- 
ную нару от подходящего реле). Ниж- 
няя пара контактов устроена еще 
проще: на карандаше закреплена ла- 
тунная полоска, на которой свободно 
лежит вторая полоска, припаянная к 
мягкому проводнику (рис. 6, «). Когда 
падающее тело ударяется о первую 
полоску, вторая’ полоска падает, ин 
цень размыкается. 

Опыт нроводится 


в следующем 
порядке. Шиткой 


привязывают тело 
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Рис. $6. Экспернментальная 
определения ускорения свободного падения 
В качестве падающего тела нснользована 
массивная шайба. а) — общий вид установки. 
6) ив) — устройство верхней и нижней нон- 
тактных пар. 


установка для 


ЗА 


к нижнему контакту верхией пары. 
Линейкой измеряют расстояние меж- 
ду телом и ннжней коптактной па- 
рой. Начинают вести пальцем по зуб- 
ному порошку на электропроводной 
бумаге, и затем, не прекращая дви- 
жения пальца, спичкой пережигают 
нить. На траектории движения паль- 
ца образуется область с отчетливымн 
временными метками. Сосчитав число 
полученных меток, определяют время 
падення тела, и по формуле (*) рас- 
считывают ускорение свободного иа- 
дения. 

В нашем опыте путь, проходимый 
телом цу! паденни, составлял 27 см. 
Число меток оказалось равным 12. 
Следовательно, тело падало 0,24 сек. 
Исходя из этих даиных, ускорение 
свободного падения 29,4 м/сек”. Учи- 
тывая простоту эксперимента, этот 
результат слелдуст призиать доста- 
точно хорошим. Точность измерения 
ускорения свободного падения можно 
значительно повысить, если увели- 
чить высоту, © которой падаег тело. 

Для уснешной постановки опыта 
необходимо с помощью 
пряження подобрать такую разность 
потенциалов, чтобы при разомкпутой 
цени метки ие ноявлялись ‘напомним, 
что плохая изоляция приводиг к фак- 
тическому замыкаино пени, и метки 
образуются даже тогда, когда кон: 
такты разомкнуты). Штатив в экспе- 
риментальной установке непользовать 
совсем пе обязательно: в домашних 
условиях карандаши с контактами 
можпо привязать к деревяпной рей- 
ке или к спинке ин ножке стула. 


упражнения 


#. Проведя пальнем во зубному порошку 
на электропроводной бумаге, получите пре- 
рывистый след. Теперь прикоснитссь паль 
нем другой рукн к эзектропронодной бумме 
и вюзвь иаторите овыт. Пючему в последнем 
случае ия ураскторин динжения пальца не 
остаются премантые метки? 

2. Объясните, почему порошковые фигу- 
п могуг @ыть использованы для регисграции 
малых токов? 

3. Поставите опыт, демонстрирующий фо- 

мкг 


делителя на-. 
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Таинственный 
остров 


Вы узнали, конечно, иллю- 
страцию к роману Жюля Вер- 
на *Гаинственный остров»? 
Колышки в песок втыкаег 
конец тени от шеста все- 
знающий и все умеющий ин* 
женер Сайрус Смит. С ча- 
сами стоит журналист Гедс- 
он Сиилет... А вот пюдроб- 
ность, которую вы могли и 
забыть: остров. где пронс- 
ходили онисывасмые в рома- 
не события, находизся южнее 
30° южной широты. 

Гравер Ж. Барбан и ху- 
дожник П. Фера, яллюстри- 
ровавине романы Ж. Верна, 
как правило, прекрасно 
справлялись со своей задачей. 

Но данном случае... 

Попробуйте ответить на 
следующие вопросы: 

|1. Верно ли изображены 
тени на иллюстрации? 

2. В какую сторону долж- 
на быть вынукла кривая. ко- 
торую можна провести через 
основания  колышков — от 
шеста нли к шесту?> 

3. Верно ли. что колыше 
ки втыкалнсь слева нанраво? 

Попробуйте нарисовать 
кризую, которую описывает 
конец тени от щеста в тече- 
ние дня на разных шяротах. 
Шест направлен паразлельно 
оси вращения Земли. 


В. Тихонов 
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Задачи-близнецы 


Шахматистам знакомы так 
называемые «задачи-близне- 
цы», условия которых имеют 
пебольшое различие, а решс- 
ния совершенно ралные. Вот 
забавный пример двух мате- 
матических задач-близнецов. 
Между А и В произошел 
следующий дналог. 
: МУ вас есть дети? 
В {Р): Да. есть. 
В (2): Да. трое. 
А: Какого возраста? 
В: Произведение их воз- 
растов равно 36, а сумма — 
числу окои вон в том доме. 





А (подумав): Я не могу 
определить их возраст. 

В: Добавлю; старший — 
мальчик. 

А: Теперь все ясно. 

Требуется определить ко- 
личество и возраст детей при 
двух варнантах ответа нз 
первый вопрос ((1} я (2)). Са- 
мое удивительное заключа- 
ется в том, что хотя ответы 
разные, но в том н другом 
случае детей трое. 


В. Шоарафутдинов 
(г. Новосибирск) 


3 


Решения задач из этого ио- 
мера можно присылать не 


позднее 1 ноября 1976 г. 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35. Б. Ордынка, 21:16, 


редакция журнала «Квант». 
После адреса на конверте 
напишите, решення каких 
задач вы посылаете, напри- 
мер: «Задачник «Кедита», 
№396» илн «...$408». Ре- 
шения задач по каждому 
нз предметов (математнке н 
физике), а также новые за- 
дачн просьба присылать в 
отдельных конвертах. Задачи 
нз разных номеров журнала 
присылайте также в раз- 
ных коивертах. В письмо 
вложите конверт с напнсан- 
ным на нем адресом (в этом 
конверте вы получите резуль- 
таты проверкн вашнх реше- 
ний). Условия орнгинальных 
задач, предлагаемых для пу- 
бликации, присылайте в двух 
экземплярах вместе с вашн- 
мн решениямн этнх задач 
(на конверте пометьте: «За- 
дачник «Кванта», новая за- 
дача по  физнке» нлн 
«...новая задача по мате- 
матнке» ). 

В этом номере «Задачник 
«Кванта» составлен в основ- 
ном из задач, предлагавшнх- 
ся на последней Всесоюзной 
олимпиаде. В скобках (после 
задач заключительного тура 
олимпнады) указан класс, 
для учеников которого пред- 
лагалась задача. 

Нанболее трудные задачи 
отмечены звездочкой. 
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задачник 
ябанта 


Задачи 
М396—М400; Ф408—Ф412 


М396. Треугольник, все стороны которого боль- 
ше 1 см, назовем «большим». Дан правильный тре- 
угольник АВС со стороной 5 см. Докажите, что 
а) из треугольника АВС можно вырезать 1000 
«болыших» треугольников; 6) треугольник АВС 
можно разрезать на 1000 «больших» треугольников; 
в)* треугольник АВС можно триангулировать 
на 1000 «болыних» треугольников, то есть разбить 
его так, чтобы любые два треугольника либо не 
имели общих точек, либо имели только общую 
вершину, либо имели обшую сторону; г) сделайте 


“пункты 6) н в) для правильного треугольника со 


стороной 3 см. (8—9 кл.) 
С. Фомин 


№397. На плоскостн даны трн окружности одинако 
вого раднуса. 

а) Докажите, что если все они пересекаются 
В ОДНОЙ точке, как показано на рисунке 1, то сум- 
ма отмеченных дуг АХ, СК, ЕК равна 180’. 

6) Докажите, что если они расположены так, 
как показано на рисунке 2, то сумма отмеченных 
дуг АВ, СБ, ЕЁ равна 180°. (8 кл.) 


М398. На окружности расположены п действитель- 
ных чисел (123), сумма которых равна нулю. 
Одно из этих чисел равно Г. 

а) Докажите, что есть два соседних числа, 
различающихся не менее чем ина 4/п. 

6) Докажите, что есть число, отличающееся от 
среднего арифметического двух своих соседей 
не менее чем на 8/л?. 

8) Оценку, предложенную в предыдущем пунк- 
те, можно улучшить. Попробуйте заменить в ней 
число 8 каким-нибудь большим числом так, чтобы 
утверждение этой задачи по-прежнему выполня- 
лось для всех натуральных чисел. 

г)* Докажите, что для п=30 на окружности 
есть число, отличающееся от среднего арифметиче- 
ского двух своих соседей не менее чем на 2/113. 
Приведите пример набора 30 чисел на окружности, 
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В котором ни одно число ие отличается от среднего 
арифметического двух своих соседей более чем 
на 2/113. 

д)* Найдите в этой задаче точную оценку раз- 
ности между числом и средним арифметическим его 
«а соседей для любого л. (9 кл.) 

й №М399*. На отрезке длины 7 можно поставить пять 
С точек (см. рис. З так, чтобы для  любо- 
гот 1, 2,..., 7 нашлись две из этих пяти точек 
на расстояции и. 
Попробуйте выяснить, какое наименьшее чис- 
ло А, точек нужио поставить на отрезке длины п 
так, чтобы для любого т==], 2. ..., н нашлись две 
из этих й, точек на расстоянии 271. 
а) Решите эту задачу для нескольких первых 
А значений пл (мам известно А, для пл = 13). 
6] Получите оценки для №, для любогол. Извеет- 


р мы оценки (УЗн 1+ 1)/2 < А, < Из + 5-41. 
ЗЕ» Постарайтесь доказать эти неравенства и, если 


Рис. 1. 


сможете, найдите более точные оценки. 


А. Савин 

с М400. Последовательность натуральных чисел 

де & а, а.. .., а, назовем универсальной для дан- 
ис. . : 


ного Л, если из нее можно получить вычеркива- 
нием части членов любую последовательность из № 
чисел, в которую каждое из чисел 1,2, ..., № вхо- 
дит и0 одному разу. 
ИР ^ ъ _а) Приведяте пример универсальной последо- 
ор 5 в 7 Вательности из №? членов. 
6) Приведите пример универсальной — последо- 
Рис. 3. вательностн из А*—АМ--| членов. 

в) Докажите, что любая универсальная по- 
следовательность состоит ие менее чем НИ 
членов. 

г) Докажите, что при \ =4 самая короткая уни- 
версальная последовательность состоит из 12 чле- 
цов. 

д) Попробуйте найти для даниого № как мож- 
ца более коротко универсальн ую носледователь- 
ность. (9 кл.) 

Г. Гиревич 


$408. Из сопротивлеций 3 1, 2, Зи 4 ом собрана 
схема, показанная па рисунке 4. Какой ток течет 
через амперметр А„, если ток через амперметр Ал 
5 а? Показания вольтметра 10 в. Измерительные 
приборы идеальные. (8 кл.) 


$409. Почему с помощью линзы можно зажечь 
бумагу светом от Солнца, но нельзя светом от 
Рис. 4. звезды? (10 кл.) 
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№М354. Можно ли расставить 
числа 1.2.3... 41-2 а 
верлиннах ни серединах сторон 
плавнльного (Эл -+ Ю)-уголь- 
ника пак, чтобы сумма трех 
чисел, стозщих в концах п 
середине каждой стороны. бы- 
ла дая веех сторон одинако- 
02 

Рассмотрите в качестве 
примеров случаи п == 3. п = 8. 





Рис. |. 
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$410. В электровакуумном приборе чистый воль- 
фрамовый катод находится в больной колбе, со- 
держашей остатки кислорода при давлении р— 

10-7 атм и температуре Г==300° К. Считая, что 
каждая молекула, попавшая на катод, прнлипает 
к нему, оценить время образования мономолекуляр- 
ного слоя. Молекулы можно считать шариками 
днаметром 4=3-1078 см. (9 кл.) 


$411. Одним Ч-образным ртутным манометром 
можно измерять давления до 1 ати. Какое наиболь- 
нее давление можно измерить, если соединить 
последовательно два таких манометра короткой 
трубкой? (9-—10 кл.) 


$412. Учитель, отвернувшиеь к доске, следит за 
классом по отражениям в стеклах очков. При этом 
он видит два отражения ученика, сидящего от не- 
го в5 м: одно на расстоянии 5 м, другое — на рас- 


о 
стоянин — м. Повернувшись лицом к классу, он 


через очки видит изображение того же ученика на 
расстояпни 2,5 м. Определить показатель прелом- 
ления стекла, из которого изготовлены линзы оч- 
ков. (10 кл.) 


Решения задач 


М354 — М358, М360; $362 — ФЗ68 


Отвег. Можио. 

Приведем ‘одии из способов расстановки. В серединах 
сторон многоугольника поставим по порядку числа от { ло 
21 -- 1. Расставить оставшиеся чнсла Эн + 9,.... Ап +2 
помогает тэкое соображение. Найдем сумму 5 трех чисел, 
сгояших в конце и середине каждой стороны. Очевидно, 

уу 

$= . гле Х= 12+... 4 1+ 2) = 1 + ИХ 
Хх (41 + 3) — сумма всех выписанных чисел, УХ’ = 
= (21 +2 +... + (41+ 3) = (22 + 1 (3+7 — сумма 
чнсел, которые нужно расставить в вершинах; поэтому 

= ти + 5. Поставим теперь в вершине, общей для сторон 
с числами | и 2 посередине, число 4л -+- 2, а числа 4л -- 1, 
4л..... 21-Е 2 будем ставить в вершинах чёрез одчу, считая 
вершину с числом 4л + 2 изчальной — см. рисунок | (на этом 
рисунке все точки расположены на одной окружности; чер- 
ные точки —— это «середины», красные — «вершины»). Пока- 
жем, что таким образом в каждую вершину будет поставлено 
нужное число (то, что это будут именно числа 21-2, ... 
.... 41 + 2, сомпепий не вызывает). В самом деле, через л шагов 
мы первый раз попадем в вершину, соседнюю с начальной, 
причем в эту иершину будет поставлено число (4п -г 2) — п = 
== Зн 4 2, так что сумма чисел на стороне с единицей посере- 
днне окажется равной как раз (Зп = 2) -1- (41+ 2) = 
= 7п + 5. Теперь уже очевидно, что дальше эта сумма ие 





Рис. 2. 


№М355. ^ ребят перекидыво- 
кипся № мячами. В начале 
игры каждый из них бросает 
свой мяч кому-нибудь из свд- 
их товоршцей и сам ловит 
брошенный кем-нибудь мяч 
(он может подбросить и пой- 
мать свой собственный мяч) 
так, что снова у всех оказы- 
ваетел по мя). Затем ре- 
бята опять бросоют мячи 
тем же, кому они бросали их 
8 первый разои так долее. 
Нгра останавливается, когда 
все мячи вернулись к своим 
владельцам (чтобы мячи не 
перепутались, будем считать 
их ралноцаетными)- 

Докажите. что : 

а} ккождому из участников 
мяч вернется впервые не 6бо- 
лее чем через № бросаний; 

6} игра обязательно закон- 
цгися; 

8) дая 5. 10 и 15 иучастни- 
ков она может закончиться 
самое болышее через соотлвет- 
ственно 6, 30 и 165 бросачий 
{& какови максимальная 803- 
можная дантеяьность перы 
Оля №7, №=8, №=20?); 

г) длительность перы всегда 
является — Оелителем числа 
№=1.2.....М№; 

‹)) длительность игры не мо- 

к 


З 
жен: превышать 3 
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меняется: в оставшийся «свободным» конец каждой стороны 
мы ставим число на единицу меньше числа, поставленного 
ка другом конце смежной с ней стороны; зато в середине этой 
стороны стоит чнсло на еднннцу больше, чем то, которое стонт 
в середине смежной стороны. 

Как расставлять числа при п = 8, видно из рисуика 2. 


С. Берколацко 


Пусть игрок А; передал свой мяч игроку Аз, игрок Аз — 
игроку Азит. д. Поскольку игроков — конечное число, в этой 
последовательности рано нлн поздно одии из игроков встретится 
дважды. Ясно. что первым таким игроком будет игрок И}. 
Действительно, пусть игрок А„ передаст свой мяч нгроку 
Ах, где Е <пнй> 1. Тогда игроки Ад в А,_, исредают 
мячн одиому и тому же нгроку, к из условия задачи следует, 
что ‘игроки Ар: К Ал — это одно и то же лицо. Поэтому 
игроков Д,, Д;,... можно расставить по кругу так, чтобы 
каждый игрок передавал и пволучал мячи от своих соседей. 
Всех же игроков можно расставить в несколько таких кругов. 
Поскольку н каждом из таких кругов стоит не более А человек, 


мяч к любому из игроков вернется не более чем через № бро- 
саннй. 


Пусть всего у нас получилось $ кругов, в которых стоят 
1, 2,..., (3 человек соответственно. Если в круге стоят 
! человек, то носае л-! бросапий все мячи в ием окажутся 
У владельцев. Поэтому игра закончится после Т 
—=Н.О. К. (1, 1ь. -.., [) бросаний. (Н.О. К. {1,, ..., [)—это ваи- 
меньшее общее кратное чисел /,, ..., {5). Поскольку все 1; == 
=, ясно, что Г — делитель №!. Таким образом, мы огветили 
ина нункты а), 6) и г) задачн. Разберем пункт д). 
Заметим, что 1 -- 15 1... РЕМ, н все {целые числа. 
№ 


З 

Покажем. что 1 -Ё-...-53°. (В условин задачи, опубли- 
коваином в «Квант» № || за 1975 гол, в пункте д) была до- 
нущена онечатка: Длительность нгры ие можег нвревы шать 
х 


3 ы ‚ а не 3^/3.) Действительно, есаи некоторое {; >= 4. го, 
заменив его на 2-1 {(! —.2), мы не изменим сумму 1 

РЁ» + ... НЫ н ие уменыним произведения /, 2: ... -1. 
Поэтому от произведения 1,-[..... *(; можно перейти к ие 
меньшему, в котором уже все сомножнтели пе болыше трех 
Заменяя, еслн это окажется возможным, 1 | на 2, 1-3 
на 21 2и2--2-- 2 на З-- 3, мы иолучим ироизведение 
внла 3-3-... -3, 3.3... 3-2 или 3:3-... '3-2-2 в зависямости 
от остатка. нолучающегося при делении А ина 3, когорое не 
меньше любого произведення н.в ... *[. А именно: ссан 


\ нанело делится на 3, го возьмем —3- троск, и получим нуж- 


м 
мую оценку; если в остатке получится 1, то возьмем гм 1 
х 
|. 
троек ин две двойкн; тогда /,-1.-....< 2.2.3 = 
Хх нее Е 
3 3 з ь 
—4.3 ; но4.3 <3 ‹‚ цоскольку 43 > 3%. Если 


же в остатке получнтся 2, то позьчем 37 [оск н одну двойку; 
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№М356. Из тсяки М. взятой 
внутри треугольника А В:Са, 
опущены ориекбыи ры! 
МА,. МВ,, МС. на прямые 
В.С.. Ас.. АВ, соответи- 
ственно, затем из той же 
точки М опущены перпенди- 
куаяры МА; МВ. МСз на 
прямые В... АС, А.Ва 
и так далее. Докажите, чпю 
в Поличенной послебователь- 


ности ИНОЕ" А, ВС: 


А.В.Сь. АзВзС,.. тре: 
угольник — АздьаВзльСзп 
подобен треугольнику 
А; В, С, . 

С; 
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[| м К—2 х 
3 З з з 
тогда {1-1,:...:5 < 2.3 2 и 2-3 <3 
так как 2 < 3. Тем АЯ. | р оцоика получена. 

Перейдем к пункту в). Заметим, что для того, чтобы дли- 
тельность игры Т = Н.О.К. (1,, [., .... 18) была максималь. 
ной, нужно разбивать число ^ на у слагаемых [1, ..., {3 так, 
чтобы они былин попарно взаимно просты (если есть слагае- 
мые 0141 и ра, где фа, Чу и 495 попарно взаимно просты, то 
можио перейти к слагаемым ру, 41, 42. [р: (9,-Р 92) —Р,-—9:— 
— 92} и чтобы каждое из {\ ‚..., {= было либо простым чис- 
лом. либо стеленью простого (убедитесь в этом самостоятель- 
но). Непосредственной проверкой получаем. что нанлучнее 
разбиениедля 5 — это 2 -{- 3; тогда 2-3 = 6: для 1 — эю 
2 т" и 2.3-5 = 30; для 15 — это 3+ 5+ 7, иЗ.5 -7= 
= 05. 

Накомнеи, сели № = 7, то максимально возможная длн- 
тельность нгры получится, сслн взять 7 = 4-3, — тогда 
Ттах — 4-3 = 12; если М = 8, —10 8 = 3+5 и Твах : = 
==15; еслн № = 20, —то 20=4—15- И, и Гиах- 220. 


//. „Лиманов 





х* 
Докажем прежде всего такое вспомогательное соотвоше- 
^^ — ^^ „> 
ние: Ану == к ме (соответственио В;+,; = А;МС;— 


—^ „/\ 
—8,;, Са. = ы— А; В, ‚бу 

Действительно, носкольку 19 :.; [В:Сь 
ни МО. А Вь вокруг четырехугольников 
н МА.В:Сь, можно описать окружности 


МВ ТАС 
МА и 
с диамстрамн 


МС; и МВ соответственно. Поэтому МА: В В: = МС 
н МАабаа = : МВС {как впнсанные углы, опирающи- 
еся на одни и те же дуги), и для угла А‚+; нмеем (см. рис. 3): 
= 
Ан: = Аа нь — _ МАаВь | МАС 
=МС; аи 1 МВ Сыа = = (С, — мс.) = (В; — МВ; = = 
= (В! -- 6) — (МВ, е:- мВ, й = 
= (180? — А) — (180° —в:МСл = ВМС, — А. 
Посчитаем теперь углы треугольника А .В.С,. Имеем: 


А, = ВМС, — А, = (180° — Я) (В.МС, — дз) = 
= (180° — В.МСУ = А.,. 
Аналогично В—Ву, Сиб: о есть дА ВС АВ Си. 


Приняв треугольник А .В:;С. за исходный (ЛА) ‚В 2). 
точно так же докажем, что 

дА:В-Ско АВС АА,В1Сь, 
затем, что 
ДА Во Сс? АА:В:Со.. ААВ. Сь 
н так далее, так что 


А зтьаВэи+1Сзина 2 А Азис аВзп ее 2Сзи =: 260.400 2 АаВаСт, 


А ЧН требовалось доказать. 
т 


Я. Сиконник 
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№М357. Докажите. что если Из условий задачи следует, что 
| } 
о ы — = — и—= 2—х х— и 
= у ВН Е ЖИ с Е: Еж ь 
м уг хг ху 
то Х=у--2 или хуй, 
2—х 
Из первых двух соотношений х — у = ху? : подставляя 
вместо разностн г — х ее выраженне через х иу (последисе 
х — 
соотношение), получим, что х— и= уг. Отсюда либо 


х=ун тогла 2 —х=0, у_&=0, то есть хе ую, — 


-ы ——— 2:2 
либо же # = хагЕ › ТО есть Хау? == |. 
И. Клумова 
М№М358. Докажите. итоу аю- Ирежде всего заметим, что все диагонали выпуклого 
б0го п-угольника (п=4) есть п-угольника лежат внутри него, причем число этих днаго- 
хотя бы одна диагональ це- >: п (л— 3) 
ликон лежащая внутри п- Палей равно — 5. Не менее очевидно, что для каждого 


угольника, и выясните. ка- 

кое наименошегР чисяо таких данного п число 

Энагоналей может иметь п- 2 

угольник (при каждом п). ляется минимальным : иа рисунке 4 изображен четырехуголь- 
ник,внутрн которого лежит всего одна днагокаль, в то время 
как у любого вылуклого четырехугольника ввутрн располо- 
жены обе днагоналн. 

Докажем, что у невынуклых п-угользиков (п > 4) хотя 
бы одна диагональ целнком лежит внутри. 

Рассмотрим угол АВС нашего невыпуклого п- 
угольника, превосходящий 1807. Лучи ВА и ВС, образующие 
этот угол, делят всю плоскость на две части: голубую часть 
Г н белую часть // (см. рис. 5). 

Возьмем теперь вершину п-угольника — обозначнм ее 
буквой р, — лежащую в части /! (такая вершнна есть, по- 


п(л— 3) р 
лсжашнх внутри диагоналей не яв- 


Рис. 4. а с 
скольку АВС 180°); и проведем днагональ ВО. Если 


диагональ ВБ нересекаст какую-либо сторону нашего л- 
угольника, то эта сторона не лежит целиком в части /; сле- 
довательно, но крайней мере одни из ее концов — обозначим 
его буквой Е — лежит в частн //. Еслн н диагональ ВЁ пе- 
ресекает какую-то сторону п-угольника, то, рассуждая ана- 
логично, получаем, что один нз концов этой стороны лежнт 
в части //, н можио провести диагональ ВЕ. Продолжим 
этот процесс. Поскольку ни одна из вершии ие может 
встретиться в нашей последовательности дважды (проверь- 
те это) и всего их конечное число, раио или поздно мы по- 
лучим диагональ, целиком лежащую внутрн многоуголь- 
ника, 

Обозначим теперь через хл» нанменьшее возможное число 
днагоналей, лежащих целиком внутрн п-угольника (при каж- 
дом л; ясно, что л-угольиик с наименьшим возможным числом 
таких диагоналей будет невылуклым). Очевидно, что х. =1 
(см. рис. 4), ах. = 0 (в треугольнике вообще нет диагоналей). 
Исходя из этих примеров, можно предположить, что при каж- 
дом л число хд = п — 3. Докажем, что это действительно Так, 
методом математнческой индукции. 

База индукцнин. п=4, хи = [= 4$. 

Шаг нндукции. Допустим, что для всех п 

д И утверждение верно: х, = 5—3, ..., хк = & — 3. Докажем, 
>180 ЧТО ха = (РП —3. 

Возьмем невыпуклый (#--1)-угольник © наименьшим 
возможным среди всех 64 -- Г)-угольников числом целнком 
лежащих внутри диагоналей и рассмотрим ту его вершниу 
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Рис. 5 


Гкс. 6. 


№360*). Про последователь- 
ность ау. @з, @з,--. известно, 
что вм Пана и 
--И при каждом #=1,9.... 
Найдите чаименошее возмож 
ное значение суммы [а 


нагг.. Кан |, если 
а) п==1975; 
6) п= 1976. 





*) Задача М329 — это за- 
дача |2 аз статьи А. Зем- 
ляковаз «Математика бил- 
лнарда», онубликованной В 
«Кванте» № 5 за 1976 год. 
Ее решенке см. в «Квантеь, 
1976 № 6, с. 77. 
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В, угол прн которой превосходит 180°. Выше мы доказалн, 
что из такой вершины нсходит диагональ ВО, целиком лежа- 
щая внутрн этого (&-- Ю-угольника. Диагональю ВО наш 
(& -- Ю-угольинк разбивается на два многоугольинка с мень- 
зим числом сторон: т >= Зн |) — м2] = —т- 3, 
каждый из которых имест наименьшее возможное число це- 
ликом лежащих внутри днагоналей среди (7)- и (#—т Е 3)- 
угольников соответственно. Пою предположенню индукции 
для первого многоугольника хт == т — 3, для второго 
Хк—тьз = А — т. Число же диагоналей, лежащих целнком 
внутри нашего (Е -г !)-угольника, не меньше, чем сумма 
чнсла такнх днагоналей в (т)- и (# — т-Р З)-угольниках, 
плюс единнца (сама диагональ ВО); то есть 


Хы (т — 3) Рф = ОЗ. 


Итак, пока доказано, что для п А число хп п — 3. 
Осталось для каждого данного п привестн нример л-угольни- 
ка, у которого внутрн было бы ровно я — 3 диагоналн. 
Возьмем любую выпуклую кривую Г — как на рнсунке 6 
(например, параболу), н возьмем на Г п — | точку. Кривая 
Г делит всю илоскость на две области: / и 17. Возьмем в об- 
ластн П/ сше одну Точку и соединим се © каждой из (и — |) 
точек, расположенных на Г. Мы нолучим нужный лп-уголь- 
ник: легко видеть, что внутри у него ровно п — 3 диагоналн. 


Н. Каумова, Л. Лиыменов 


хФ 


Ответ. Наименьшее возможное значение суммы 
1 # Н И 
ю, а, -- --.  @в Це та, |... +=] при а == 1975 
ь. Й 
равно 20: при п= 1976, равно 24. 
Решение. Для последовательности 
задачи нмесм: 


а: из условия 
у 
ар= Е, 


5 в. 
в5 =а` -- 4-1, 


2 
а, Не а, Е 2ав--!. 


Сложив эти равсиства, получим: 


л 
5 й = 
аи =я-- 1-2 У, ат. 
ё=1 
откуда 
2 
в а, 1 -— (и =} 
\ чи: = 5 
тт 
(это целое число, поскольку 
с четностью #). Итак. 





четность числа ал совиадает 


5 = 
16:6 — 1976 


м и == |, 
р — 
| ауот7 — 1977 
@, + .-. + @1эт] = р. 


Заметим, теперь, что любое целое число х, ]хфесп. чет- 
ность которого совпадает с честностью числа л, может быть 
реализовано как ал для нскоторой последовательиости |а;} 
(докажите это самостоятельно. Далее, 442 << 1976 < 45", 
н 442 < 1977 < 45, так что ближайший к 1976 квадрат 


$362. Слоистнй конденга- 
тор состоит из трех метал- 
лических параллельных пла- 
стан площадью 5. Прост. 
ранства между пластинами 
заполнены Энзаектракоми с 
Эизлектрическими проницае- 
МОСТЯМИ Е ри ва и удбельными 
сопротиваениями р, и р» 
Толщины слоев дизлектриков 
Ч и 4. Конденсатор нахо- 
бится под постоянным на- 
пряжением (. Определить 


зиряд средней пластнны при 
установившемся токе в цепи. 





Рис. 7. 


$363. Ма цилиндр намотаны 
нити, как показана на ри- 
сунке Т. Правые концы ни- 
тей тянут со скоростью и, 
левые — со скоростью г. С 
какой услювой скоростью вра- 
щается при этом цилиндр во- 
круе своей ось? Радиус ци- 
линдра равен К. 





Рис. 8. 
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четного числа — это 1936 = 441, а ближайший к 1977 
квадрат нечетного числа — это 2025 =: 45%. Поэтому 
сумма |; та, -|-...-- @:55| принимает нзимеиынее воз- 
1986 — 1976 

р == 20 (это 





можное зиачение значение дости- 


гается для таких последоватежьностей !а;. у которых 
|@1эт6| = 44), а сумма [а, -- а. -1-... -- @,оте[ принимает нак- 
2025 — 1977 

5 — 24 (лля та- 


ких нослеловательностей |а;!, у которых |а,вт2| == 45). 


меныиее возможное значение 





В. Голубятников 
®* 


Указанный слонстый конденсатор представляет собой ком- 
бннацню двух конденсаторов. бозначим напряженности 
электрических полей в них через Е; и Е. поверхностные 
илотности зарядов иа их обкладках — 0; ибн напряже- 
ния на конденсаторах — через (/) н @/.. соответствецио. 
Зарялы на обеих сторонах средней нластины имеют раз- 
ные знакн, поэтому общий заряд средней кластины равен 


9=(0; —01) $5. 


При стационарном распределении зарядов можио ноль- 
зоваться формулами электростатики. Тогла 








Е . ыы ть = 2: 
> в, ' С. Бо» ` 
и = Ен, С. = Е. + и. и. 


@ другой стороны, по отношенню к электрическому току 
кояденсаторы можно рассматривать как проводникн с соот- 
ветствующими сопротивлениями К; =-р.8,/5 в В, 024,/5. 
По закону Ома 


__‚ Руб _,‚ ВЧ 
1-9 Ме ь 


Рамив полученную свстему восьми уравиепнй, найдем 
р виа 


Ч чер. - р 


#50$. 


Ф 


На рисунке 7 изображен снособ намотки нитей на иилнидр, 
при котором возможно враншение нилиндра вокруг своей 
осн. Обозначнм через в угловую скоросгь этого вращения. 
В свою очередь ось иилиндра перемещастся равномериюо па- 
раллельно самой себе. Обозначим се скорость через в. 

Скоростн точек / и 2 поверхности цилнидра можно 
представить как алсебраическую сумму линейной  скоро- 
сти ®Ю Н скорости | поступательного неремещения кИлинд- 
ра (рис. 8): 

ее, = о ®А. М = # — ыБ. 

Отсюда 


м 9 — #1 
— 92^ 


(заметим, что и; ни; нмеют разные знаки), 
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$364. Каким Оолжен быть 
коэффициент трения ® рези- 
ны о внешнюю поверхность 
конуса с углом при вершине 
2. чтобы мотоциклист мое 
ЭЗвцгаться нь ловерхности 
конуса по горизонтальной ок- 
ружности радииса Ю со ско- 
ростью © (рис. 9}? 


Рис. 9. 


Ф365. Лайти емкость систе- 
мы конденсаторов, соединен- 
ных так. как 
рисунке 10. 


показано нп 
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Будем считать мотоциклиста матернальной точкой, исключив 
тем самым все проблемы, связанные с сго устойчивостью 1:0 
отношению к опрокидыванию. Силы, действукицие на мото- 
циклиста, изображены на рисунке 9. Это — сила тяжести 
ти. снла реакции М н сила трення Ртр. 

Запишем вгорой закон Ньютона в проекниях на гори- 
зонтальную и вертикальную оси: 

и? 

Етр па — М с05 а =т м 


Ртр 605 -- А $ — мВ = 0. 
Снлз сухого трения резнны о внешнюю поверхность конуса 
Ртр = #Х. 


Решая получениую систему, найдем 
и 
В ги а 
— Юва — и*› 
сли и< УЮ\иа. Иначе мотоцикаисг по окр ужносги 


раднуса К двигаться пе сможет. 


Б. Биуховцев 


о 


Обозначим через (ри 9; СИ; напряжение н заряд на кон- 
демсаторе емкостью С; (рис. 11). Если данную систему 
ковденсаторов нодкаючить к батарее с электродвижущен 


снлой ®, то общая емкость системы 
Собщ = о з аи: (*) 
Запншем очевидные соотношения (см. рис. 1): 
0, =$, (Е 
ИЦ =®, (2) 
6, -|- 34-0, = $. 9) 


< учетом нредполагаемой полярности заряда на кон- 
денсагоре емкости С. закон сохранения заряда, записанный 
для выделенных участков цепи (см. рис. 1), дает 
41 — 92 — 48-20, 93-749: — 4 =0. 


Эти уравнения носле подстановки соответствующих значе- 
ний емкости ириводятся к виду 


и, — 20. — 303 = 0, (4) 

За — = 0. 8) 

Решая систему уравнений (|) — (5), можно найти на- 
нряжения М; и &.: 


4 


л == г, И. =б5 $. 


‘| © 


Тогда окончательно согласно выражению (+) имеем 


СИ: -- СИ. 13 
С 


В. Белонуяк ия 


ФЗ66. Колба-шар емкостью 
И=| я была откачана и за- 
хрыта. На стенках коабы 
остался — мономолекулярный 
слой воздуха. Оценить давле- 
ние, которое будет в колбе, 
нагретой до 300°С, если из- 
вестно, что при такой тем- 
пературе стенки колбы пол- 
ностью обезгаживаюгтся. 


ФЗ67. Построить изображе- 
ние квадрата, Ваваемое собы- 
рающей лимзой (рис. 12). Се- 
редина стороны квадрата. яе- 
жащей на главной оптиче- 
ской оси линзы, находится 
от линзы на расстоянии, рав- 
ном фокисному 
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Число молекул, оставшихея на 
418? 


примерно №М— +, где К = 0,06 м — радиус колбы, 


стенках колбы, равно 


4-— Ю-19м — диаметр молекулы газа. После обезгаживания 
стенок концентрация молекул в колбе будет равна 


№ 3 
ТЕТ 


н искомое давление 


3 
ана 
р=ёГ— а 2340 н/м®. 
Заесь Ё = 1,38-Ю-2? дж/2роб — постоянная  Больимана, 
Т == 600 °К. 


Сравним полученное давление с нормальным атмосфер- 
ным давлением ро = 10$ я/м?: 


р 40 
ро Е г 10-1. 


Этот простой пример показывает, как сильно может ухуд- 
шаться «вакуум» в запаянном сосуде, если не обезгазнть пред- 


варительно стенки сосуда. 
А. Митрофанов 


+* 


Для построения нзображения квадрата удобнее всего 
воспользоваться лучами, проходящими через фокусы линзы. 
Самым необходимым из них является луч АВОР (рис. 12), 
ндущнй вдоль верхней стороны квадрата, поскольку изобра- 
жения всех точек этой стороны должны лежать на самом луче 
СЕ или его продолжении. Постронм еще ход луча АМ, про- 
холящего черсз левый фокус Ё линзы, и луча ВМ№, как бы вы- 
ходящего нз того же фокуса. После лиизы оба луча ндут ла- 
раллельно славной оптической оси лиизы. 





Рис. 12. 


Действнтельное нзображенне А’точки А находится на 
пересечении лучей ОР и МА’. Лналогичио, мннмое нзображе- 
ние В” точки В находится на пересечении продолжений лу- 
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ФЗ6З. Ракета массы ги стар- 
тует под углом & к горизон- 
ту. Двигатели ракеты рабо- 
тают { секунд. создавая тягу 
Е и обеспечивая прямоли- 
нейное движение ракеты. 
Пренебрегая изменением 
массы ракеты и сопротивле- 
нием воздуха. определить 
высоту й. ма которой пре- 
кращается работа двига- 
теля. 


Оо 
Х 
Нуса 


Рнс. 13. 
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чей СЕ н МН. Для определення положения нзображений 
С’и Л’ соответствующих точек С и В достаточно нз А'и 8" 
опустить перпендикуляры на главную оптическую осъ. Изоб- 
ражения сторон АС и ВО, перпендикулярных к оптической 
оси линзы, должны тоже быть перпендикулярнымн к оптиче- 
ской оси. 

Для построении хода лучей АМ и В№ пришлось ипро- 
должить линзу в обе стороны так, как ссли бы она была боль- 
шего размера. Это можно сделать на основании Того, что 
любая часть линзы создает такое же изображение, как и це- 
лая линза (отличие линь в освещенностн). 

Такнм образом, изображение квадрата состоит из двух 
частей: действительной (часть угла сирава от А’С’) и минмой 
(часть угла слева от В’О’). Действительная часть является 
изображением половины квадрата, лежащей дальше фокаль- 
ной плоскости, а мнимая — изображением половичы квад- 
рата, лежащей ближе фокальной плоскости линзы. 


Б. Буховцев 
+* 


Прн решении задачи будем полагать, что снстема отсчета. 
связанная с Землей, является ииеринальной и что движе. 
ине ракеты ограинчено пространством, где ускорение сво- 
бодного падения & постоянно. 

Запившем уравнение движения ракеты во время рабо- 
ты ес двигателей: 

та=тв + Е=К. 

Здесь а — ускорение ракеты, В-- раниодействующиая всех 
сил, действующих ва ракету. Мз условия задачи н предно- 
ложения 0б ннерциальности выбранцой системы отсчета 
следует, что снла В (как и ускорение а} должна оста- 
ваться постоянной в течение всего временн работы двига- 
телей и составлять с горизонтом угол © (рис. 13). По- 
этому высота Й, на которую подинмется ракета за время &, 
равна 


[5 


[22 
2 


аш 


= 


Р 
т' 


| 


- 


где ау ни В, — проекции векторов а и В ина координатную 
ось ОТ, изиравленную вертикально вверх. 

Как видно из рисунка 13. должно вынолняться равен- 
ство 


(Кута) ?+ (Вусша) = РР. 
Отсюда 
Ки=тЕ (ИЕ тв) — соб — т а) т <, 


н окончательно 


ГЫ 12 : 
и = ме 5. (ИУДЕЛив)Е — соз? а — зп а) эта. 


В. Погожев 


Рецеизим, библиография 








Как рождаются, 
живут и умирают 
звезды 


Кто нз вас. юные читатели, 
глядя в ночное небо, усеян- 
ное звездами, не задумывал- 
ся о том, как н наз чего рож- 
даются звезды, как опи про- 
ходят свой жизненный путь, 
какой их ожидает конец... 
Эти вопросы не раз ставилн 
перед собой и ученые, спе- 
циалисты по физике звезд. 
Н ответы приходили ие сра- 
зу. а лишь после многих 
лст упорных ноисков. Не- 
которые вопросы звездной 
эволюцни не решены до сих 
пор. 
Книга члема-корреспон- 
дента АН СССР И. С. Шклов- 
ского *) знакомит читателя 
с современным  состояннем 
этой иелегкой проблемы. Ав- 
тор ее — крупнейший аст- 
рофизик, широко нзвестный 
свонми трудами в СССР н 
за рубежом. В то же время 
И. С. Шкловский — ирек- 
расный популяризатор нау- 
ки. Его книга «Вселенная, 
жизнь, разум» была с ни- 
тересом встречена широкими 
кругами читателей, выдер- 
жала несколько изданий **). 

Нитересно читать кни- 
гу, в которой рассказывает- 
ся 0б удивительном мире 

*) И. С  Шклов- 
ский. Звезды. Их рожде- 
нне, жизнь и смерть. М., 
«Наука», 1975. 

-“) Рецензию на эту 
книгу вы можете прочитать 
в «Кванте», 1973, № 10. 


звезд н туманностей, о пуль- 
сарах и сверхновых звез- 
дах, о черных дырах и гра- 
витационных волнах. Но еще 
интересиее читать эту кни- 
гу, если знаешь, что се 
автор сам «приложил руку» 
к решению многих оцисаи- 
ных в ней проблем, что по- 
лучаешь сведення, как го- 
ворится, из первых рук. 

Перелнстаем книгу. Ко- 
роткое введенне. В нем ав- 
тор показывает нам, как раз- 
витие методов астрономии 
(создание  раднотелескопов, 
примененне — спектрального 
анализа и т.п.) приводит 
к расширению наших зна- 
инй о Вселенной, о ее эво- 
люцин. Но, нарисовав гран- 
дкозную картниу развития 
Вселенной, автор вдруг ста- 
вит на этом точку и обраща- 
стся к совсем другому воп- 
росу, который и составляет 
тему его книги: к эвояюции 
звезд. Почему? «Ну хотя 
бы потому, — поясияет ав- 
тор, — что 97% вещества в 
нашей Галактике сосредо- 
точенс в звездах». 

И вот перед иамн иер- 
вая часть книгн: «Звезды 
рождаются». Сиачала автор 
знакомит нас с физнческими 
свойствами звезд, с их ос- 
новными типами. Мы узна- 
ем, что ссть звезды спокой- 
ные (стационарные), а есть 
нульсирующие и даже вспы- 
хивающис. Затем следует зна- 
комство с межзвездной сре- 
дой — тем матерналом, из 
которого образуются звезды. 
Но как происходит образо- 
ванне звезд? Где. прн ка- 
ких условиях? И автор ве- 
дет за собой чнтателя через 
облака межзвездной мате- 
рии к газово-пылевым комп- 
лексам, которые ок пазыва- 
ет колыбелями звезд. 

Теперь заглянем во вго- 
рую часть книги. В излуче- 


нии звезд — смысл их су- 
ществования. Таков лейт- 
мотнв этой главы, которая 


называется «Звезды нзлуча- 
ют». Еслн бы звезды ие из- 


лучалн, они ие были бы 
звездами. Излучение звезд 
делает их видимымн, оно 


дает нам все сведения, ко- 


торыми мы располагаем об 
этих небесных телах. С дру- 
гой стороны, исследованке 
звездного нзлучения при- 
несло огромную помощь фи- 
знке — ведь земные нсточ- 
кики излучения находятся 
в иных условкях, и ученые 
пока не могут воспроизвести 


звездное вещество в лабо- 
ратории- 
Итак. звезда — это га- 


зовый шар, чаходящийся в 
состоянии равновесия. О ка. 
хом равновесии идет речь? 
Оказывается, в применении 
к звездам поиятий равнове- 
сня несколько. Приведем не- 
которые примеры. Давле- 
ние внешннх слоев звезды, 
обусловленное силами тяго- 
тення, уравновешивается 
суммой газового давления 
и давления, созданного из- 
лученнем. Излучение нахо- 
дится в равновесии с вещест- 
вом: колнчества энергии, и3- 
лучаемой н иоглощаемой ве. 
ществом, одинаковы. Каж- 
дый выделенный объем звсз- 
ды получает нримерно столь- 
ко же энергин, сколько от- 
дает; это называется ло- 
кальным термодннамическим 
равновесием. 

Откуда же берется энер- 
гия, излучаемая звездами? 
Отвечая на этот вопрос, ав- 
тор рассказывает о термо- 
ядерных реакциях, подводит 
читателя к одной из наибо- 
лее трудных проблем сов- 
ременной астрофизики — к 
проблеме нейтрнинного излу- 
чения Солнца. Это излучение 
могло бы рассказать нам 
о реакинях в недрах Солн- 
ца, но его мощность оказы- 
вается намиого меньше, Чем 
нужно. 

Третья часть киигн иа- 
вывается «Звезды взрывают- 
ся». В ней речь идет о так 
называемых сверхновых звез- 
дах, вопвышки, а точнее, 
взрывы которых связаны с 
конечным этаиом звездной 
эволюннн. Сначала {как и 
в предыдущнх частях) да- 
ется общее знакомство, по- 
том — обзор последствий 
вспышек сверхновых: обра- 
зование  радиотуманностей, 
геисрация космических лу- 
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чей. А в заключение — ос- 
новной, но самый трудный 
вопрос: почему  взрывают- 
ся эти звезды? Н автор, вло- 
живший немалый вклад в ре- 
шенне проблем радиоизлу- 
чения остатков сверхновых 
н причин их взрыва, зна- 
комит читателя с современ- 
кым состоянием наших зна- 
ний о том и о другом. 


М наконец, последняя 
часть кннги: «Звезды уми- 
раки». Да. звезды, как н 
люди, прожив более или 


менее долгую жизнь (сроки 
которой измеряются сотня- 
ми миллионов и миллнар- 
дами лет), приходят к коицу 
их жизнениого пути. Кои- 
чаются запасы ядерного го- 
рючего: выгорел водород. вы- 
горает телий. Недолго и 
не у всех звезд дают энер- 
гню реакции с участием уг- 
лерода и кислорода. Источ- 
ники энергнн нссякли_ Звез- 
да сжимается — давление, 
обусловленное нзлученкем в 


ее недрах, упало, и одно 
газовое давление не в ‹со- 
стоянии преодолеть граци- 
тацнонное сжатие. Дальше 


перед звездой три путн, трн 
возможных судьбы. Нет, 
звезда не вольна сделать 
выбор между ними, все за- 
висит от ее массы, хотя при- 
ходится учитывать и неко- 
торые другие факторы (на- 
пример, вращение звезды, 
наличие магнитного поля)- 

Цервый путь — для 
звезд с массой меньше сол- 
нечной (точнее, менее 1,2 мас- 
сы Солнца) — превратиться 
в белого карлика, «сбросив» 
существенную часть своей 
массы, а затем постепенно 
остывать до полного пре- 
кращения свечения (автор 
казывает это состояние «чер- 
ным карлнком»). 


Другая судьба уготова- 
на звездам с массами от 
1.2 до 2.4 массы Солнца. 
Звезда нспытываст катастро- 
фическое сжатие до очень 
малых размеров (в несколь- 
ко десятков километров в 
диаметре) с одновременным 
«сбрасыванием» оболочки. 
Это н ссть взрыв сверхновой 
звезды. Конечная стадия та- 
кого взрыва — образование 
нейтроиной звезды (вещество 
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такой звезды состоит нз влот- 
но «упакованных» нейтро- 
нов). Быстро вращающиеся 
нейтронные звезды,  обла- 
дающие к тому же мощяым 
магнитным полем, посыла- 
ют радипосигиалы в виде уз- 
кого направленного пучка 
лучей. Однн раз за каждый 
оборот звезды (а пернод это- 
го оборота порядка секун- 
ды) луч может задеть Зем- 
лю. И тогда земные радно- 
телескопы примут короткий 
импульс. Перноды между им- 
пульсами выдерживаются с 
точностью до миллиардных 
долей секунды. Сколько вол- 
нений и споров породнло 
них открытие в 1967 году! 
Источники этих  радионм- 
вульсов, названные пульса- 
рами, вскоре были отож- 
дествлены с давно пнредска- 
занными, но до тех пор не 
наблюлавшимися вейтронны- 
ми звесзламн. 

Звезды третьей  судь- 
бы — самые массивиыс. Онн 
не могут удержаться на ста- 
дни даже нейтронной звез- 
ды: так велики гравнтаци- 
онные силы, сжимающие 
звезду. Звезда раздавливает 
самое себя, превращается - в 
так называемую «черную ды 
ру». Хотите знать. что это 
такое? Почнтайте Шексии- 
ра. Да, да, Внльяма Шек- 


слира, замечательного ан- 
глийского драматурга. Ез 
слова привсдены как эпи 


граф к четвертой частк кни- 
ги И.С. Шкловского. Вот 
онн: «Быть званным в боль- 
шую сферу и чтобы не было 
видно, как ты там движешь- 
ся. — вот это н есть дыра!» 
(«Аитоний в Клеопатра»). 
Миого интересного най- 
Аст  чнтатель в  кянге 
32 С. Шкловекого. Но чи- 
тать ее иелегко. Автор не 
боится приводить формулы, 
выражающие те нли иные 
физнческие закономерности 
или соотношения, обсужда- 
ет сложные физические вон- 
росы. Изложение не содер- 
жит ин малейших признаков 
упрошенчества, чем порой 
грешат некоторые популяри- 
заторы. Шкловский не скры- 
вает трудностей, стоящих пс- 
ред наукой в том или нном 
вопросе. Может быть, юно- 
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му читателю придется неко- 
горые места чнтать по два- 
три раза или обращаться 
за номощью к старшим то- 
варнщам, к преподавателям, 
к специалистам. Но многое 
будет понятно н ирн «нер- 
вом чтении». Конечно, брать- 
ся за эту книгу должен 
только тот, кто искрение 
любит науку о Вселенной 
и стремнтся узнать, чем она 
живет и дышит в наши дни. 


В. Бронштэн 


Интересующимся 
космонавтикой 


В паше время трудно най- 
ти людей, равнодушных к 
сообщениям о новых ноде- 
тах космонавтов. Но заду- 
мывались ли вы над тем, 
какую колоссальную рабо- 
ту выполнили ученые, ини- 
женеры, рабочие н сами кос- 
монавты, прежде чем на- 
ступил заветный момеит стар- 
та? Кому из вас не иингерес- 
но научиться рассчитывать 
скорость движення ракеты, 
выводяшей космический ап- 
ларат ина задаиную орбиту, 
разбираться в конструктив. 
ных характеристиках ракет, 
определять время разгона 
ракеты, рассчнтывать необ- 
ходимое количество горюче- 
го и окислителя, строить 
траектории полета космнъе- 
ских аппаратов? Помочь в 
этом вам сможет новая кни- 
га «Основы космонавтики», 
написанная кандидатом пе- 
дагогических наук, доцеи- 
том А. Марленским *). 


Книга начинается с рас- 
сказа об истории космонав- 
тики, с рассмотрения воп- 
росов устройства и движе- 
ния ракет (в частности, ан?- 
янзнруются свободное дви- 
женне ракеты в поле тяготе- 
ння и движение ракеты пол 


*) А. Марленский. 
Основы космонавтики. М 
Просвещение», 1975. 


действием силы тяги дви- 
гателя). Затем автор рас- 
сказывает об искусственных 
спутниках Земли, о полетах 
к Луне и различным пла- 
нетам. Заключительные гла- 
вы кингн посвящены вопро- 
сам, касающимся условий 
космнческнх полетов (рас- 
сказывается о различных 
опасностях,  поджидающих 
космонавтов, © системах жиз- 
необеспечення  космнческих 
кораблей и т. п.}. а также 
научному н практическому 
применению космонавтнкн. 

«Основы космонавтн- 
ки» — это книга не для раз- 
влекательного чтения: в ней 
достаточно много физики н 
математики, различных за- 
дач и упражнений. Автор 
знакомнт читателей со мно- 
гимн важиымн понятнями, 
без которых невозможно 
представить себе современ- 
ную космонавтику. Прочи- 
тав кингу. вы узнаете о 
формуле Циолковского, о 
разновидностях ракетных 
двигателей н напболее эф- 
фективных видах топлива: 
познакомитесь ‹с основами 
астродинамнки и небесной 
механики. Но главное, по- 
жалуй, в том, что, вдумчиво 
изучив книгу н решив пред- 
лагаемые задачи. вы мно- 
гому научитесь. 

Работать с этой книгой, 
наверное. лучше всего груп- 
пами на факультативных за- 
нятиях. 

В заключение мы хотим 
дать вам несколько советов 
для дальнейшего чтения. Не- 
сомиенно, очень интересиа 
книга В. Левантовского «Ме. 
ханнка космического полета 
в элементарном изложении» 
{М., «Наука», 1974), Ма- 
ленькая энциклопедия «Кос- 
монавтнка» (М., «Советская 
эициклопедия», 1970). а так- 
же статьи научно-популяр- 
ного журнала АН СССР 
«Земля и Вселенная». 


Е. Левитан 
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Спрашивайте — отвечаем 


Читатель Н. Романенко спрашивает: могут ли металлы при 
каких-то условнях быть нзоляторами? Возможно ли, чтобы 
изоляторы проводилн ток? 


На эти вопросы 
А. Володин. 


отвечает консультант отдела физики 


Вещества, которые мы называем металламн, об- 
ладают рядом свойств, отличающих их от прочих 
веществ — неметаллов. Наиболее характерными из 
них являются большая электропроводность в со- 
четанни с хорошей теплопроводностью. Противо- 
положность металлам в этнх свойствах составляют 
диэлектрики, или изоляторы. Следует, кроме того, 
отметить, что нногда какое-либо вещество по одно- 
му из этих свойств можно отнести к металлам, а 
по другому — нет. Поэтому между металлами в 
неметаллами не удается провести отчетливую гра- 
ницу. 

Под действием внешних факторов, таких, на- 
пример, как изменение температуры, давления и 
т. п., могут происходить как обратимые, так и 
необратимые переходы металл — днэлектрик н 
диэлектрик — металл. Приведем ряд примеров. 

Такой типичный металл, как олово, при понн- 
жении температуры (и наличин затравок серого 
олова) может перейтн в другую, неметаллическую 
модификацию — серое олово. 

Некоторые окислы металлов претерпевают так 
называемые переходы Мотта: при достижении не- 
которой температуры они практически скачком из 
типичных диэлектриков становятся хорошими про- 
водннками — металлами. 

В последнее время в Институте высоких давле- 
ний АН СССР были обнаружены переходы в про- 
водящее состояние таких совершенных изоляторов, 
как кварц (510.) и окись алюминня (А!.О,). Эти 
переходы происходят при очень высоком давле- 
нии — порядка миллиона атмосфер. И, конечно, 
любой металл, переведенный в парообразное со- 
стояние прин не слишком высоких давлениях, ста- 
новится типичным — диэлектриком. 
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Заочные 
физико- 


математические 
ШКОЛЫ 


За последние годы у игс в стране широкий 
размах приняло заочное физико-математичес- 
кос обучение школьников. Вот неполный пе. 
речень заочиых школ: Всесоюзная заочная 
математическая школа (ВЗМШ), Заочная 
физико-техническая  ижола при МФТИ 
({ЗФТШ), Северо-Занадная ЗМШ, ЗМШ при 
Вильиюсском университете, ЗМШ при Мин- 
ском ие ЗМШ ирн Кневском уни- 
верситете. ЗМШ при Новосибирском универ- 
ситете. 

В декабре 1975 года в Москве проходнла 
первая Всесоюзная научно-практическая кон- 
ференция по проблемам заочного математи- 
ческого обучения школьннков, организован- 
ная научно-нсследовательским институтом 
содержания ни методов обучения (НИИ СимМО) 
Академии педагогических наук СССР н 
ВЗМШ._ Конференция была приурочена к 
десятнлетию работы старейшей из заочных 
школ — ВЗМШ, во многом она касалась 
опыта нменно ВЗМШ. 

Конференция была весьма представителъ- 
ной. В ее работе приняли участне 117 чело. 
век из 37 городов — преподавателн универ- 
ситетов, педагогических и технических ву- 
зов, научные работникн, учителя средних 
школ, представители Миннстерства высшего 
и среднего специального образования СССР, 
резакиий журналов ‹«Математнка в школе», 
«Квант», «Пионер». 

В работе конференции принялн деятель- 
ное участне такие ведущие математникн вн пс- 
дагоги нашей страны. как академик А.Н. 
Колмогоров, лействительный член Академии 


$0 
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педагогических наук СССР А. И. Марку- 
шевич, член-корреспондент Академии педа- 
гогических наук СССР С. И. Мварибурл, 
профессор Р.С. Черкасов, заведующая ла- 
бораторней обучения математики НИИ СимМО 
Г. Г. Маслова и др. 

Перед заочной иколой стоят большие за- 
дачи: 

1} привить школьникам интерес к мате- 
матике н ес приложениям в различных от- 
раслях знания; 

2) новысить уровень 
культуры учащихся; 

3) предоставить возможность сельским 
школьникам углубленно и снстематически 
заниматься математикой; 

4) повысить общий уровень преподавания 
матсматикн и связанных с нею учебных иред- 
метов. 


На конференции отмечалось, что в ВЗМШ 
усиешно решают этн задачи. Учащиеся заоч- 
ной школы получают в свое распоряжение 
мастерски изложенные нособия, углубляю- 
щие и расширяющие матерналы школьного 
курса математики. Вынолняя задания, ребя- 
та учатся ориентироваться в мире книг н 
работать © научной литературой. Практн- 
ка показывает, что этн пособия можно 
нспользовать в работе школьных матема- 
тических кружков, летних математнческих 
икол. 


Лучшие, многократно испытанные в ра- 
боте ВЗМИ учебные пособия, созданные ав- 
торским коллективом под руководством чле- 
на-корреспондента Академнн наук СССР 
И. М. Гельфанда, издаются массовым тиражом 
в серин «Библиотечка физнко-математнческой 
школы» издательством «Наука». Вот неко- 
торые из них: Гельфанд И. М., Гла- 
голева Е. Г., Кириллов А. А. «Ме- 
тод координат»; Гельфанд И. М., Гла- 
голева Е. Г., Шноль Э. Э. «Фуик- 
ний и графнки (основные ириемы)»; Баш - 
маков М, И. «Уравнения и неравенства»; 
Васильев Н. Б., ГутенмахЕ р В. Л. 
«ПТрямые и кривые; Кириллов А.А. 
«Пределы»; Гельфанд С. И., Гер- 
вер М. /., Кнриллов А. А., Куш- 
ннренко А. Г. «Комбинаторика, после- 
довательностн, пределы». 

Интересные пособия издаются м в союз- 
ных республиках. Так, в издательстве «Вища 
школа» (УССР) вышли кингн Дорогов- 
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нева А. Я., Ядренко М. М. «Метод 
координат»; Ежова ИН. И., Скоро- 
хода А. В., Ядреико М. И. «Эле- 


менты комбннаторики»; Кованцова 
Н. И. «Геометрические преобразования». 
В издательстве «Минитис» — (ЛнтССР) Но - 
нушаускаса А. «Что такое топология» 
н др. 

Другой «секрет» успеха ВЗМШ — в том, 
что ее руководители добились гармонического 
сочетания энтузназма преподавателей и уъча- 
щихся с прекрасной, продуманной до мелочей 





® Выступает академик А. Н. Колмогоров 
® Отчет редакцин журнала «Квант» 


Ф Выступает действительный член Акаде- 
мин педагогических наук СССР профессор 
А. И. Маркушевич 


организацией работы Энтузизам стал в 
ВЗМШ тралицнией. Это и педагогическая 
увлеченность около 500 математиков: пре- 
подавателей, аспирантов. студентов, стре- 
мешиихся передать ученикам страсть к лю- 
бимому делу, и увлеченность самих учащих- 
ся математикой.  Вынолинв по  диа-три 
задания, учащиеся пачинают  чувствонать, 


что серьезные запигия точным наукамя 
немыслимы без задора так же. как без 
днсиниляны и оргашиюванностн труда 


Правильный ответ ма залачу без объясне- 
вия хода решения задачи в ВЗМШ, как 
празнлю. не засчитывается Качество абъяс 
нения. его оркганальность. рациональность. 
полнота. ясность, ностененио вырабатыван 

шаяея математическая культура языка - 
вот что в ВЗМШ ченитсн наиболее пысоко 


Все эгн факторы ириводят к тому, что 
число учаншхся и задмных школах нсе нремя 
Гастет. Так, сели в 1964 году в ВЗМИ было 
1300 учашихся, то сенчас в одной московской 
се групие учатся окола 2500 пикольников. 
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ВЗМШ 


Массоность придают грунны «Кол- 
лективный ученик школьные математи- 
ческие кружки, которые работают по задани- 
ям Всесоюзной математической школы под 
руководством своего учителя мыематики. 
Таких групи и ВЗМШ сейчас более 700, в 
них обучается более 10 тысяч человек. Груп- 
пы «Коллективный ученик», составленные из 
учащнхся — 8--9 классов. принимаются н 
ВЗМШ без ковкурса в сентябре — октябре 
но заявлению учителя математики. Кроме 
московской групны, ВЗМИ! объединяет 29 
филяалов нрн различных унннерситетах и 
нсдагогических вузах, в которых обучается 
ене около 3700 школьников. 

О работе Кневской заочной школы рас 
сказала представитель этой шкозы Л. В. Ко- 
ваинона. Она отметила большую роль, кото 
рую нграет телевидение в процессе заочиого 
обучения. Другой формой заочного обуче 
иня является, как об этом говорил на конфс- 
реиции заместитель главного редактора 
«Кванта» №. 7. Смоляиский, активное ис- 
нользоваинс во внеклассной работе материа- 
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лов, публикуемых в журнале «Кваит». [Школь- 
ники решают задачн, помещенные в журнале, 
язучают публикуемые статьн, знакомятся с 
новым для инх изложением традиционного 
школьного матернала, ведут нереписку с ре- 
дакцией журиала ио всем этим вопросам. 

Получившие в последнее время широкое 
распространение заочные предметные школы 
{математические, физические, физико-мате- 
матические, физнко-техиические, бнологиче- 
ские и др.) являются перспективной и эффек- 
тивной формой работы преподавателей вузов, 
ученых, научных работников н студентов со 
нкольникамн. Заочные школы вносят зна- 
чительный вклад в решение поставленикой 
партней н правительством задачн повышения 
научно-методического уровня преподавання 
в школах сельской местностн, рабочих по- 
селков, небольших городов, осуществлеиня 
реального постоянного и квалифицированного 
руководства внекласснымн занятиями школь- 
нНКов, проживающих вдалн от научных н 
педагогических центров. 

На конференции было подчеркнуто, что 
при заочном обученни учащимся очень важно 
время от времени встречаться со своимн ирс- 
подавателями — жнвого контакта ничто не 
заменит, — н поэтому ЗМШ должны участ- 
вовать в организации летинх математических 
лагерей для школьинков, проводить очные 
собеседования. Многое могут сделать орга- 
инзаторы из детских технических станций. 

Даже из этого краткого обзора видно, 
как много полезмого может принести школь- 
никам учеба в ЗМШ. Мы призываем всех 
школьннков, особенно сельских, попробовать 
свои снлы, участвуя в работе заочных физико- 
математнческнх школ. Приведем адреса, по 
которым вы можете обратиться в некоторые 
ЗМЩ: 

Москва — МГУ, мех-мат, ВЗМШ. 

В Московской обл., ЗФТШ 

при МФТИ. 


Ленинград — Северо-Западная  ЗМШ 
при ЛГУ. 
Киев — ЗМШ при госуниверснтете. 


Мннск — ЗМШ при госуниверснтете. 
Целиноград — пединститут, ЗМШ- 
Вильнюс — ЗШЮМЛ при госуннверсн- 
тете. 
Тарту — ЗМШ прн госуниверситете. 
Пермь — ЗМШ нри госуниверснтетс. 
Уфа — Политехнический ниститут, ЗМШ. 
Брянск — ЗЮМШ, газета «Бряиский 
комсомолец». 

В. Березин 
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Ш Всесоюзный слет 
юных астрономов 


Необычно молодым будет в августовские дни 
и ночн состав наблюдателей Шемахниской 
астрономической обсерватории Академии на- 
ук Азербайджанской ССР. 

Здесь, в живонисной горной долине, на 
территорнн Обсерваторин с 16 по 26 августа 
расположнтся налаточный городок «Звезд- 
ный? ПТ Всесоюзного слета юных астроно- 
мов. Мз многих тысяч юных любителей нау- 
ки о Вселенной на слет ириглашено только 
200 школьников — лучших представителей 
союзных республик. 

Слет организуют и ироводяг Централь- 
ный Комитет ВЛКСМ, Министерство Про- 
свещения СССР, Всесоюзное астрономо-гео- 
дезнческое общество при АН СССР, Всесоюз- 
ное общество «Знание». Для участня в ра- 
боте слета приглашены ученые из Москвы, 
Ленинграда, Одессы, Душанбе, Иркутска. 

Программа слета обширна н разнообраз- 
на: конференция юных астрономов и смотр- 
выставка их творческих достижений, лек- 
цни ученых по актуальным проблемам иссле- 
дования Космоса и днснут о внеземных ии- 
вилизациях, олимпиада и вечер вопросов и от- 
ветов, знакомство с работон Шемахинской 
обсерваторин кн, конечно, ежесуточные астро- 
номическне наблюдения. Наиболее опытные 
любители астрономни смогут повысить свою 
квалифнкаиню в факультативах по астрофи- 
зике, астроприборостроению, по наблюденню 
Солица, Луны, планет, комет, метеоров н пе- 
ременных звезд. В исследованни именно этих 
астрономических объектов могут ирнинмать 
участие сегодняшние школьники. 

Выбор места слета не является случай- 
ным. Давняя дружба связывает юных астро- 
номов Бакинского дворца пнонеров нм. 
Ю. Гагарнна с учеными Шемахинской обсер- 
ваторин. Каждое лето выезжают сюда для 
каблюдений кружковны из Баку. Нередкий 
гость в астрономических лабораториях дворца 
пнонеров директор Обсерватории академик 
АН Азербайджанской ССР Г. Ф. Султанов. 
Этим летом в Шемахииской обсерваторин 
вступают в строй две новые астрономические 
башин. И сами башни, и устаповленные в них 
телескопы — дело умелых рук юных астро- 
номов из Бакннского дворца пионеров и их 
руководнтеля С. И. Сорина. 

Слет — не только школа юных астронс - 
мов. Органнзаторы слета вндят одну из сго 
задач в организации силами ребят Всесоюзной 
службы неба. Такая службз позволит ири- 
влечь школьняков к систематическим пат- 
рульным наблюдениям комет, ярких болидов, 
новых звезд... 


Б. ПИщшеничкер 
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Заочная физическая школа 
при Московском государственном университете 


им. М. В. Ломоносова 


Дорогие ребята’ Заочиая физическая школа при физическом факульсте Московского 
ордена Ленина н ордена Трулового Красного Знамени государственного университета 
объявляет набор учащихся па 1976—77 учебный год. 

В ЗФШ принимаются ученики 9 и {0 классов. Зачисление в школу пронзводнтся 
на основании результатов решения встуинтельного залания. нубликуемосо ниже 

Для поступления в ЗФШ необходимо выслать решения вступнтельного задания 


90 15 октября по адресу: Москва, 117234, 


Заочная физическая школа. Работа 


Ленинскне горы. МГУ, физический ф-т. 


должна быть иалнсаца аккуратно ва русском 


языке в школьной тетради. Вместе с ренеинямн задач в конверт нужно вложить ан- 


Фамилия. имя. отчество 
к зо В В РВ" 
Номер и адрес школы . . 


кету. заполмениую по следующему образцу: 


Профессия родителей и занимаемая имн должность 


отец + .г Е ь 

мать ы Е: ы в Е ь 5 
Подробный домашний адрес 
Член КПСС. ВЛКСМ 


Петров Николай Ивачович 
Ге ла & а 0 
школа № 6, ул. Перова. -3 


# : . в токарь. мастер участка 
бухгалтер 


246045, БССР. Ри Г омель, ул. бадыия 09. 31. кв. 4 


член ВЛКСМ. 


Зачислениые в ЗФШ получают в течепне года задания Заочной физической шко- 
лы по разделам физики, изучаемым в соответслвуюниих классах срелней школы. Вы- 


полненные задания рецензируются ни 
учащимся. 


вместе с последующем 


заданнем высылаются 


Учащиеся 9 класса ЗФШ по окончанин года переводятся в 10 класс иа осиова- 


вин оценок, полученных за решение контрольвых задач. 


Усиешно окончившие ЗФШ 


получают справку об окончании Заочной физической школы при физнческом факуль- 


тете МГУ. 


Вступительное задание 
9 класс 

1. Тело массы М лежнт на горизонталь- 
ной плоскости. Козффицниеит трения между 
телом н плоскостью равен и. Какую мнин- 
мальную силу нужно приложить к телу, что- 
бы сдвинуть его с места? 

2. Два пластнлиновых шарика однвако- 
вой массы летят навстречу друг другу со ско- 
ростями и; и и. соответственно. Количество 
теплоты, выделившюсся ирн столкновенин, 
равно 9. Найти массу шариксв (в результате 
столкновения шарики слипаются}. 
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| 
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Рис. 1. Рис. 2, 


Рис. 3. 





3. В жидкости с ностояшюй скоростью 
медленно опускается шарик раднуса В ин 
массы т. Какой массой должен обледать 
шарик того же раднуса, чтобы он поднимал- 
ся © той же скоростью, с какой опускается 
лервый шарнк? Плотность жидкостн р; сила 
сопротивления пропорциональна скорости. 
Ю класс 
1. К тоикому, вертикальному, вращающемуся 
вокруг своей оси стержию прикренлена нить 
длинной !. На другом конце нити подвешен 
шарик (рис. В. Построить график зависнмо- 
сти расстояния г между шариком и осью 
стержня от угловой скорости вращения стерж- 
ия ю. Считать, что при любом значении © 
движение шарнка успеваст установиться. 
Объяснить полученную зависимость. 

2. Два элемента сз. д. с. й и &) 
н внутренними сопротивлениями г, Н Гз 
соответственно замкнуты однонменными по- 
люсами через сопротивление Ю (рис. 2). Оп- 
ределить панряженне, показываемос вольт- 
метром (сопротивление вольтметра велнко). 

3. В жидкость плотности р; ногруже- 
на пробирка с маслом илотности ры (рис. 3). 
Найти давление в точке А внутри пробир- 
кн. Геомстрические размеры заданы на чер- 
теже. Каниллярными явлениями пренебречь. 


А. Антошин 
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Физмим шутят 
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Как расщепить 
атомное ядро 
в домашних 
условиях 


Джон Слейт 


Все вокруг нас — кровати, 
портсигары, резнновые са- 
погн — сделано из атомов 
(рнс. 1). Более того, каждый 
из этих атомов нмеет ядро, 
которое заслуживает расщеп- 
ления иичуть не меньше про- 
чих ядер. Н все же простой 
человек не рискует заняться 
этим делом без помощи госу- 
дарства. Однако ядериому 
распаду давно пора по пра- 
зу занять свое место в на- 
ших жилищах. 
Руководствуясь — ниже- 
следующей инструкцией, 
каждый может ‘соорудить 
свое собственное ядерное уст- 
ройство. Атомы есть всюду, 
и принадлежат онн всем. 


Выбор атомов 


Осмотревшнсь вокруг — до- 
ма нлни на улние, — собери- 
те несколько атомов. Но 
лишь самые высококачест- 
венные из ких пойдут в де- 
ло. С дешевым товаром хло- 
пот не оберешься — это уж 
факт. Поэтому погнутые или 
поломанные атомы лучше не 
брать. 

Натуральные атомы луч- 
ше по качеству, но обезво- 
жениые тоже годятся. Нуж- 
но лишь добавить к иим во- 
ды. Больше всего для рас- 
щепления подходят атомы 
дерева. Возьмите длниново- 
локиистую древесину, толь- 
ко не узловатую, потому 
что эти узлы просто невоз- 
можно развязать, если они 
зажаты в сиихротроне. 
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Рикс. 2. 





Разберите атом 


На рисунке 2 дано схематн- 
ческое изображение атома. 
Ядро находится в центре, 
Частицы внутри ядра — это 
ядерные частицы. Все - ос- 
тальное — всего лишь элек- 
троны, н, прежде чем при- 
ступить к делу, их иепре- 
менно нужно отложнть в 
сторону. 

Целые атомы следует 
держать в камере а (см. 
рис. 2), ядра — в средней 
камере, а электроны — 
в дальнем конце. Такое 
расположение поможет в 
дальнейшем сразу найти то, 
что вам нужно и когда нуж- 
но. Небесполезно запоминть 
следующее: электроны сов’ 
сем не выкидывайте. Оинн 
понадобятся потом. 

Рисунок 2 выполнен с 
нарушением масштаба. Яд- 
ра всегда мельче целых ато- 
мов, поэтому камера б мо- 
жет быть сужена по вашему 
усмотрению. 

Следите, чтобы под ру- 
кой всегда был запас атомов. 


Собернте атом 


Поскольку ядро слишком ма- 
ло, вам понадобится ядер- 
ная ловушка. Считают, что 
наиболее эффективная ло- 
вушка — это сам атом. Так 
что возьмите ядро н окружн- 
те его электронами. Готовый 
атом поместите в атомный 
зажим, как показано ма ри- 
сунке 3. Теперь это будет 
атом-цель (АЦ). 


Сделайте снихротрон 


После того как вы нрочно 
закрепили АД лнцевой 
частью наружу, ядро нужно 
чем-нибудь расщепить. Обыч- 
но сго «бомбардируют» атом- 
нымн частицами. Поскольку 
частицы движутся беспоря- 
дочно, их следует ускорить 
н направить в нужном на- 
правленнн — обычно слева 
направо. 

Для этого необходим 
сннхротроп с переменным уг- 
лом наклона. Чтобы  соб- 
рать синхротрон, вам потре- 
буется немного проволокн, 
магинты, Транзисторы, спи- 





рали, переключатели, дноды, 
регуляторы и, последнее (не 
по значению), генератор. 
Расположите все деталн так, 
чтобы направить атомные 
частицы на ядро атома-цели 
< достаточной для его рас- 
щепления снлой. 
Синхротрои в атомных 
лабораториях Брукхейвена 
расшюложен по кругу © дина- 
метром в одну милю. Если 
вы вспомните формулу С 
—2лЮ. то мгиювенно собб- 
разите, что длнна окружно- 
сти приспособления будет 
равна 3,141 мили. И хотя 
в конечном итоге вам захо- 
чется, видимо, иметь дело 
с сооружением брукхейвен- 
ского типа, лучше вссго ва- 
чать < атомов помельче, а 
к более крупным перейти 
как-ннбудь в другое время. 


Включение и выключение 


Поместите атомные частицы 
з ускоритель, как показано 
на рисунке 3. Поставьте 
переключатель в ноложение 
«вкл.ю. Частицы лостулят в 
синхротрон н ...нонеслось». 


Дополнительные сведения 


Вышеозначенная инструкцяя 
касается расщенления от- 
дельного ядра. Озиако, во- 
олушепившись, вы захотите 
расщенлять все болью ни 
больше. Поэтому сделайте 
следующее: каждое ядро 
обеспечьте синхротроном ин 
поставьте все их н ряд па- 
раллельно друг другу. По- 
надобнтся ен какос-то ко- 
личество проволоки. 


Техиика безопасности 
на первом плане 


Во-первых и прежде всего, 
нужно найти способ защиты 
от неунравляемой резкции 
распада. Сначала решите, ка- 
кое ядро расшенить, н до- 
бейтесь расщепления Нменно 
этого и никакого другого 
ялра. Значит, нужно как-то 


ПОМЕТИТЬ выбранные ядра, 
скажем, краской. Другой 


способ — удалить из данной 
зоны все другие ядра. За- 
тем можно без шума и крика 
расшепить оставшисся. 


Ие забудьте улыбнуться 


Наконец, об опасностях ра- 
дноактивности. Даже завзя- 
тые радноактивисты пе всег- 
да принимают их в расчет. 

Значит, накапливая 
атомное сырье. вы должны 
обезопасить себя н своих 
близкнх от гамма-лучей и 
прочнх вещей, которые мо- 
гут нзлучаться из бункера. 
Так что вдобавок к понуляр- 
ным у коллекинионсров пла- 
катам, вроде «Мдет работа» 
н «Не забудьте улыбнуться», 
почему бы ис вывесить та- 
кой: «Держнтесь подальше». 


Без аварий 


Пе забудьте. зто с проблемой 
безапаскости связана и Кри- 
тнческая масса (КМ). По- 
скольку вы. наверное, ие 
ставите себе пелью аварию, 
то стонг попытаться взять 
под контроль факторы. ве 
луцие к аварни. Олин из 
инх — АМ. Поэтому ваше 
сооружение должно быть рас- 
считано Лишь на массы ни- 
же критической. По ходу 
дела вы скоро наберетесь 
необходимого опыта. 


Эдисон 


Ме поддавайтесь унынию. 
Всвомияте Томаса Эдисова. 
Он ведь изобрел электричс- 
скую лампочку (рис. 4) не 
в одни присест. Сначала он 
работал на железной дороге 
и был би. 


Лубликацию подготовил 
В.Л. 





Куап тссте.ги 


Головоломки 


Квадрат цифр 


Виишите в кружочки на рн- 
сунке цифры от Г до 9 так, 
чтобы сумма цифр в любых 
двух соседних кружочках 


равнялась числу. нанисанно- 
му между 
ками. 


этими кружоч- 


Всюду но три 


Вырпежьте из картона девять 
квалратиков размером 3ЖЗ 
клетки и нарисуйте на них 
цветные кружки так. как 
нзображено на рисунке. 





А тенер, 
квадратиков 
за больших 


сложнте нз этих 
квадраг 99. 

диагоналях, 
вертикалях и горизонталях 
которого было бы ровно но 
одиому кружку каждого цве- 
та. 


„Я. Мочалов 


$$ 
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Е: 


«Квант» для младших школьников 








Задачи 


1. На рисунке изображен контур 
колбы, состоящий из дуг равных ок- 
ружностей. Разрежьтеее по двум пря- 
мым так, чтобы из получившихся ча- 
стей можно было сложить квадрат. 
Можно лн сложить аналогичным 
образом квадрат из второй фигуры? 

2. Группа из 21 мальчика получи- 
ла 200 орехов. Доказать, что как бы 
ребята ни разделили этн орехн, най- 
дутся двое, которым достанется по- 
ровну орехов (может быть, ни одного 
ореха). 

3. В 1815 году английский физик 
Чилдрен проделал такой опыт. Две 
платиновые проволочки одинаковых 
длии, но разных диаметров, он под- 
ключал к батарее Вольта. Один раз 
проволочки были соединены последо- 
вательно, а другой — параллельно. 
В первом случае раскалялась только 
тонкая проволочка, а во втором — 
только толстая. 

И целых 25 лет не могли ученые 
объяснить результаты этого экспери- 
мента. А вы можете? 

Указание: считать, что коли- 
чество тенлоты, отдаваемое провод- 
ником окружающему пространству, 
пропорционально нлощади поверх- 
мости проводника и разности темпе- 
ратур проводника н окружающего 
пространства. 

4. Найти все выпуклые многоу- 
гольшики, обладающие следующим 
свойством: основанне нерпендикуля- 
ра, опущенного из любой точки внутри 
многоугольника на любую срариНУ 
лежит внутри этой стороны. Рис. Э. Назарова 
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Если вы хотите научиться решать ма- 
тематические задачн, вам надо по- 
пытаться овладеть более или менее 
общими подходами, приемами н ме- 
тодами математических рассуждений. 
Рассмотрим один весьма общий под- 
ход, который мы будем называть 
правилом «крайнего». 

Правило «крайнего» может быть 
кратко выражено словами «Рассмот- 


рите крайнее». Это правило есть 
попросту рекомендация рассмотреть 
объект, обладающий — какими-либо 


«крайними», илн, как говорят маге- 
матики, экстремальными свойствами. 
Если речь в задаче идет о множестве 
точек на прямой, то правило «Рас- 
смотри крайнее!» советует нам со- 
средоточить свое виимание па самой 
крайней точке множества (самой ле- 
вой или самой правой). Если в зада- 
че фигурирует некоторый набор чн- 
сел, то правило «крайнего» рекомен- 
дует рассмотреть наибольшее илн на- 
нменьшее из этих чисел. Вот несколь- 
ко примеров. 


Задача 1. На плоскости за- 
дано некоторое множество точек М 
такое, что каждая точка из М явая- 
ется серединой отрезка, соединяю- 
щего какую-либо пару точек того же 
множества М. Докажите, что мно- 
жество М содержит бесконечно мно- 
го точек. 


Очень часто бывает так, чго ключ 
к решению задачи находят, решая 
более простую аналогичную задачу. 
Поэтому, прежде чем решать данную 
задачу, попробуем решить следую- 
щую задачу. 


Задача 2. На прямой задано 
множество точек М такое, что каж- 
дая точка из М является серединой 
отрезка, соединяющего две другие томч- 
ки из М. Докажите, что множество М 
бесконечно. 


Предположим, что множество М 
конечно. Применим правило «край- 
него»: еслн множество А — конеч- 
ное, то среди его точек есть крайние — 
самая левая и самая правая. Рассмот- 
рим одну из них, например, самую 
левую; обозначим ее буквой А. Точ- 
ка А — крайняя и потому не может 
лежать внутри отрезка, соединяю- 
щего две другие точки множества 41; 
значит, она не принадлежит М. Полу- 
ченное противоречие и доказывает, что 
множество М не может быть конеч- 
ным. 

Приведем еще одно решение этой 
задачи, использующее правило «край- 
него». Допустим снова, что множест- 
во А{ конечно, и рассмотрим длины 
отрезков, соединяющих лочки из М. 
Этот набор чнсел конечен. Применим 
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к нему наше правило в форме: «Рас- 
смотри наиболынее!» — рассмотрим 
отрезок ВС наибольшей длины. Ясно, 
что вне отрезка ВС нет точек из М, 
нначе существовалн бы отрезки с 
болышими длинамн. Таким образом, 
все точки множества А/ лежат на от- 
резке ВС и, значит, ни В, ни С ие 
удовлетворяют условию, то есть не 
принадлежат множеству 11. Протн- 
воречие. 

Вернемся теперь к задаче 1. До- 
пустнм, что множество М конечно. 
Снова применим правило «крайнего». 
Для этого зафиксируем положение 
плоскости и рассмотрим самую ле- 
вую точку множества М, а если «са- 
мых левых» точек несколько, то возь- 
мем самую нижнюю из них. Легко 
убедиться, что эта точка, обозначим 
ее через А, не может лежать внутри 
отрезка, соеднняющего две точки мно- 
жества Л. Действительно, если бы 
такой отрезок существовал, то один 
"з его концов находился бы лнбо ле- 
вее А, либо на одной вертикали с 
точкой А, но ниже ее. Ни того, ни 
другого не может быть в силу выбора 
точки А 

Здесь, как и в задаче 2, тоже су- 
змествует решение, основанное на рас- 
смотреини иопарных расстояний меж- 
ду точками множества М. Если мно- 
жество М конечно, то и попарных рас- 
стояний конечное число, и среди них, 
руководствуясь правилом «крайнего», 
можно отыскать нанболышее. Пусть 
это будет расстояние между точками 
А нВ. Но точка В является середи- 
ной некоторого отрезка СР, концы 
которого по условию нринадлежат 
множеству М (рис. 1). Тогда легко 
доказать, что либо |АБ |, либо |АС| 
больше |АВ | (сделайте это самостоя- 
тельно, воспользовавнись тем, что 
медиана т, проведенная к одной из 
сторон треугольника, меньше полу- 
суммы двух других сторон). 


Задача 3. На полях бескенеч- 
ной шахматной доски написаны нату- 
ральные числа так, что каждое число 
равно среднему арифметическому че- 
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тырех соседних чисел — верхнего, ниж- 
него, правого и левого. Докажите, что 
все числа на доске равны между собой. 


Решить эту задачу нам поможет 
нравило «крайнего» в форме ‹«Рас- 
смотри нанменьшее!». Среди на- 
туральных чисел, записанных на по- 
лях шахматной доски, непременно 
существует наименьшее. В этом не- 
трудно убедиться. Пусть А — одно 
из данных чисел. Если среди чисел, 
записанных на доске, имеется едн- 
ннца, то она н является таким нан- 
меньшим числом (не существует на- 
туральных чисел, меньших единицы). 
Если единнцы на доске нет, посмот- 
рим, нет ли там двойки. Если есть, 
го она и является нанменьшим чнс- 
лом, если же нет, то поищем на доске 
тройку, н т. д. Не более чем за А ша- 
гов мы отышем таким образом нан- 
меньшее число 71. Рассмотрим поле Р, 
на котором оно записано. Обозначим 
числа, записанные на соседних по- 
лях, буквами а, 6, си4. По условию 
т= (ан ь-+е-+а)/4. Отсюда а 6-е 
+а4=4 т. В силу выбора числа т 
имеем ат, бт, сет, 4=т. Если 
хоть одно из этих неравенств было 
бы строгим, то мы имели бы а-- 6-е 
+а>4т, что противоречит условию. 
Значит, а=ф=с=а=т. 

Таким образом, если на некото- 
ром поле записано число т, то и на 
соседних полях записано число #1, 
Отсюда следует, что на горизонтали, 


содержащей поле Р, записаны одни 
только числа т. Но любая верти- 
каль пересекает эту горизонталь, то 
есть она содержит число т, и, зна- 
чит, все числа на вертикалях рав- 
ны т. Значит, вообще все числа на 
доске равны т. 


Задача 4. На квадратной шах- 
матной доске размером пхп расстав 
лены ладьи с соблюдением следующего 
условия: если некоторое поле свободно, 
то общее количество ладей, стоящих 
на одной с этим полем горизонтали 
и на одной с ним вертикали, не мень- 
ше п. Докажите, что на доске нахо- 
дится не менее п?/2 лодей. 


Эта задача — трудная. Однако уме- 
лое примененне правила «крайнего» 
может существенно облегчить поиск 
ренения. Именно, правило «край- 
него» наталкивает на мысль рассмот- 
реть ту из 2п линий доски — верти- 
калей и горизонталей, — на которой 
стоит меныше всего ладей. Может слу- 
читься, что есть несколько таких 
линий, «одинаково нагруженных» 
ладьями. Тогда выберем любую из 
них. Пусть эта линия — горизонталь 
(в противном случае повернем доску 
на 90° — вертикали станут горизон- 
талямн). Число ладей на этой гори- 
зонтали обозначим через №. Если 


п - 
& = —. то на каждой из я горизонта- 


лей не менее 





ладей, а всего на 


л 
2 


п 
доске не менее — 


р ладен. 


п 
Пусть теперь й < —5_.На рассмат- 


риваемой горизонтали п— А свободных 
‘полей, и каждая вертикаль, проходя- 
щая через такое свободное поле, со- 
держит, как видно из условия, ие 
менее п—А ладей, а все такие вертн- 
кали — не менее ("—Ё)* ладей. Ос- 
тальные ^ вертикалей содержат не 
менее чем по Ё ладей каждая (в сийу 
выбора числа #). Всего на доске стоят 
не менее чем (п—)*-+ #? ладей. Оста- 
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п 
ется доказать, что (п — А) - АЗ > 


0 
Это можно сделать разными спосо 
бамн, вот один из них: 


[о = 
2 | пя \ 
= а -| 248 29 —"е+е)- 


ЕЯ (+ с *) > 0. 


Если п — число четное, то можно 
найти удовлетворяющую условию рас- 
становку, содержащую в точности 


2 
ладей — достаточно 


2 


ладьи на все черные поля (или на 
все белые). Если число п — нечет- 


п? 
ное, то — 


дая условия задачи, 
2 
число 


поставить 


ладей расставить, соблю- 


нельзя, так как 
п 1 
но. 2 


2 
расставить можно: одну ладью ста- 
вим на одно из угловых полей, 
а остальные — на поля того же цвета. 

Аналогичио решается следующая 
задача. 


нецелое, но ладен 





Задача 5. Нусть л? неотри- 
цательных целых чисел расположены 
в виде таблицы, содержащей п 
строк и п столбцов. При этом вы- 
полнено следующее условие: если на 
некотором месте таблицы записан 
нуль, то сумма чисел столбца и 
строки, содержащих этот ниль. не 
меныие п. Докажите, что сумма всех 
п? чисел не меныше п?/2 


Задача 6. На плоскости зада- 
ны п точек. Никакие три из них не 
лежат на одной прямой. Докажите, 
что существует окружность, про- 
ходящая через три данные точки, не 
содержащая внутри ни одной из дан- 
ных точек. 


Проведем окружность через каж- 
дую тройку точек. Получим некото- 
рое множество окружностей (некото- 
рые из ннх могут слиться в одну). 
Требуется доказать, что хотя бы 


$ 


одна из этих окружностей не содер- 
жит внутри себя ни одной из данных 
точек. Правило «крайнего» может на- 
вести на мысль рассмотреть наимень- 
шую окружность (окружность нан- 
меньшего радиуса), но это в данном 
случае ничего не даст (достаточно рас- 
смотреть конфигурацию из такнх то- 
чек: 4 вершины квадрата н его центр; 
наименьшей будет окружность, опи- 
санная около квадрата, а она усло- 
ввю не удовлетворяет). Поступим ина- 
че. Попробуем решить более про- 
стую задачу, а именно, будем искать 
окружность, проходящую через две 
из данных точек н не содержащую то- 
чек внутри себя. Измерим расстояния 
между каждыми двумя данными точ- 
ками и, воспользовавшись правилом 
«крайнего» в форме «Рассмотри наи- 
менышес!», возьмем пару точек А 
и В. находящихся на паименьшем 
расстоянии друг от друга. Легко убе- 
диться, что окружность, построен- 
ная на отрезке АВ как на днаметре, 
удовлетворяет условию: остальные 
(" — 2) данные точки удалены и от 
А, н от В не менее чем на |АВ|, 
а потому расположены вне этой ок- 
ружности. Теперь проведем окруж- 
ности Через точки А ин В и через 
каждую из остальных (п — 2) то- 
чек: Вот среди этих окружностей 
выберем наименьшую, как нам под- 
сказывает правило «Рассмотри нан- 
меньшее !». Пусть это будет окруж- 
ность, проходящая через точки А, 
В, С. Овна — искомая, потому что 
любая окружность, проведенная через 
точки А и В и некоторую точку С’ 
«серпа» (рис. 2), меньше окружности, 
проходящей через точки А, В, С 
(докажите это самостоятельно). 


Задача 7. На плоскости про- 
ведено п прямых (п>3). Никакие две 
из них не параллельны, никакие три 
не пересекаются в одной точке. Эти 
прямые разрезают плоскость на части. 
Докажите, что какую бы из п пря- 
мых мы ни взяли, хотя бы одна из 
примыкающих к ней частей  плос- 
кости является треугольником. 
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Рис. 2. 


Пусть {, — одна из данных пря- 
мых. Руководствуясь правилом «к рай- 
него», извсех точек пересечения осталь- 
ных прямых выберем ту, которая на- 
ходится на нанмёньшем расстоянии 
от прямой {,. Пусть в этой точке, обо- 
значим ее буквой Р, пересекаются 
прямые [, ни [,. Нетрудно доказать 
(сделайте это самостоятельно), что 
треугольник, образуемый прямыми /;, 
Ь и Ё, составляет одну часть плос- 
кости и, следовательно, удовлетворяет 
условию задачи. 


Задача 8. Докажите, что не 
существует четверки натуральных чи- 
сел х, цу, г, и, удовлетворяющих урав- 
нению у =3(г-и?). 


Допустим, что такие четверки су- 
ществуют. Рассмотрим ту из них, 
для которой величина х?--у? мини- 
мальна (если есть несколько четверок, 
у которых эта величнна одинакова и 
минимальна, рассмотрим одну из них, 
любую). Пусть это будет четверка а, 
5, с, Ц. Из уравнения а*-- 5 =3З(е2-- 
-{ 4) видно, что а*--5? кратно трем. 
Но легко доказать, что а?--Ь? делит- 
ся на три тогда и только тогда, когда 
ма, и 6 делятся на три, потому что 
квадрат числа, не делящегося на трн, 
дает при делении на три в остатке 
единицу. 


Следовательно, а=Зи, ь—=Зя. от- 
куда 
а ь? =? Эл? =3(с*-|- @). 
Сокращая последнее равенство на 
3, получим: 


+ 4=Зта-и?). 


Мы измили четверку чисел с, @, м, п, 
удовлетворяющую данному уравне- 
нию, причем для этой четверки 


еее, 


а это невозможно в силу выбора чет- 
верки а, В, с, 4. 


Задача 9. На плоскости рас- 
положены п прямых (п>3}. Любые 
9ве прямые пересекаются и через каж 
дию точку пересечения проходят не 
менее трех из данных прямых. Дока- 
жиште, чию все прямые пересекаются 
в одной точке. 


Пусть М — одна из точек пере- 
сечения прямых. Допустим, что она — 
не единственная. Тогда найдется пря- 
мая {[ данной системы, не проходящая 
через А1. Множество точек пересече- 
ння прямых, не лежащих на {, не- 
пусто — оно содержит, например, точ- 
ку М. Рассмотрите точку этого мно- 
жества, ближайшую к {[ (а если име- 
ется несколько точек, находящихся 
на мннимальном расстоянии от {, то 
выбернте одну из них, любую), и по- 
лучите противоречие. 

Вот еще одна аналогичная задача. 


Задача 10. На плоскости за- 
даны п точек (п2-3). Известно, что 
на всякой прямой, проходящей через 
2 данные точки, расположена по край- 
ней мере еще одна из данных точек. 
Докажите, что тогда все п точек 
лежат на одной прямой. 


Развитнем правила «крайнего» яв- 
ляется «правило расположения», ко- 
торое звучит так: «Расположите зле- 
менты исследуемого множества в по- 
рядке возрастания или в порядке убы- 
вания (нли еще как-нибудь) '». 
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Задача 11. Семь грибников со- 
брали вместе 100 грибов, причем ни- 
какие двое не собрали одинакового 
числа грибов. Докажите, что есть 
трое грибников, собравших вместе 
не менее 50 грибов. 


Составим «таблицу первенства», по- 
местив в ней грибников в порядке 
убывания числа собранных ими гри- 
бов. Ясно, что рассматривать нало 
грибинков, занявших первые 3 мес- 
та — онн собрали грибов больше, чем 
любая другая тройка. Попробуем до- 
казать, что они собрали не менее 
50 грибов. Еслн грибник, занявший 
3-е место, собрал 16 грибов или боль- 
ше, то на 2-м месте — грибннк, со- 
бравиий не менее 17 грибов, а на 
первом — не менее 18 грибов. Вместе 
они собрали не меныме 16-17-18 = 
=51! гриба. Если же грибник, за- 
нявщий 3-е место, собрал не более 
15 грибов, то грибникн, занявшие 
места © 4-го по 7-е, собралн не более 
14-13-12 ПИ =50 грибов. На долю 
первой тройки и в этом случае оста- 
ется не менее 50 грибов. 


Ответы, указания, решения 


К статье «Принции Ферма» 


1. Вывод закона отражения (см- рис. 1). 
При распространении света в однородной 
срезе пути наименымего времени соответст- 
вует кратчайший путь. Пусть свет попадает 
из точки А в точку В, отразившись от зер- 
кала в точке О. Путь, проходимый светом. 
равен 


{  лО- ов 
== У. 


Для пахождения 
надо 


ИР». 
Е (х) 


хи 


минимума фуикции 


взять производную ог Г (>) по 


А 
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приравнять се вулю’ 
и: — 2х а 
уфа" 

—2&—х) 
У? 


| =0, 


та =, @=В. 


2. Вывод 
рис. 2): 


закона преломления  {см. 
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К статье «Опыты с порошковыми 
фитурами» 


1. Когда вы пальцем одной руки держи- 
тесь за лист электропроводной бумаги, а 
пальцем другой проводите по зубному порош- 
ку на бумаге, потенциал вашего тела равен 
потенциалу электропроводной бумаги. По- 
этому разность потенциалов между движу- 
щимся пальцем и листом электропроводной 
бумаги равиа пулю, и порошковые фи- 
гуры не образуются. 

2. Для образования порошковых фигур 
необходима переменная разность потенциа- 
зов между пальцем и электропроводной бу- 
магой. Если бы в цепи вообще пе было тока, 
а существовала лишь эта разность потенциа- 
лов, то порошковые фигуры все равно бы по- 
лучались. Именно поэтому малые токи в фа- 
зовом проводе сети могут быть обизружены 
при помощи порошковых фигур. 


3. Для опыта можно нспользовать любой 
абричный фотоэлемент, например, типа 
ЦВ-4. Фотоэлемент нужно включить в раз- 

рыв фазового проводника сетн после кондек- 
сатора. Прн освещенни фотоэлемента порош- 
ковые фигуры покажут наличие фототока. 
Следует иметь в виду, что фотоэлемент обла- 
дает ин темновым током, поэтому в опыте с 
помощью делителя напряжения кужно по- 
добрать оптимальную разность потенциалов. 


К задачам 
(см. с. 16} 


1. Равенство достнгается лишь при а== 
= р=с. 


(см. с. 29) 


1. Указание. Если ® — радиус опн- 
санной окружности треугольника АВС, то 
18С[- м4] =2 А... 


2. х-=1, у—0. 
К статье «Задачи на доказательство» 
(см. «Квант» № 7) 
1. а) Согласно правилу вычитання век- 


торов СО-=ОО—0С. Если точки О и О ие 
совпадают, то точки А, О, Ви 0) являются вер- 


шинами ромба. В обоих случаях ор -бл+ 
4-ОВ. Следовательно, СР-0А+08—0С. 


Для вычисления |СО| возведем это ра- 
венство в квадрат, Найдем скалярное про- 


изведенне векторов ОЛ и ОВ. Имеем 


АВ=-ОВ — ОА, т. е. [АВ — ОА -+- 082 — 


--2 ОА - ОВ. откуда 2 ОА . Ов=28е.—а 


Аналогично 
208 . 0С = 282 — а? 


2 0С-бЛ-=28* — 5". 
Тогда получны 
СР |? == ЗА? -[- (28* — 2) — (28? -- а — 
— (28? — 62) — Ю*-1а*-- в -- г2. 
6) Из а) следует, что 
К ое -- м — 20 
Применяя формулы а:--2Ю эт А и ©05 2А = 


—^ 
-= | — 2 &1?А. получим нужное неравен- 
ство. 


Равенство нмеет место тогла н только 
— ^^ 
тогда, когда |СБ]|=0, т.е. когда Аз-В:=30? 
—^ 
и’ С=190°. 
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2. а} Докажите, что 


ых 


1 —— — — 
06 =— {ОА+ОВ-ОС). 


РМ = бА+ 
+ ОВ-- 0С — 00. Вычислив скалярпый 
квадрат вектора ЮМ, получите формулу 
М2 == ЗА а ТЕ с? — 7 + 
+ с), 
гле а= [ОА 5 =|0В, с = (ОС, 
= (Ва. 8, = САЙ, сь = [А ВЁ, В == ОА |. 


3. а) Указанне 


= 


4. Указаине. Докажите, что 


—— 


1 — — — —- 
06 =-г (ОА + 08 -- 0С + ОБ). 


Решения задач и 2 н 4 можно получить 
также с помощью известной формулы Лаг- 
ранжа (см. «Кванть, 1975, № 3, с. 41). 

5. Указанне. Выразите векторы, 
входящие в доказываемое равенство, через 


вехторы ОЛ, ОВ, ос и 0}, где О — пронз- 
вольная точка. 


К задачам «Квант» для младших 
шШкольннков » 


(см. «Квант» № 7) 


1. Из условия следует, что ссли Ан В— 
друзья, то С либо их общий враг, либо их 
общий друг (иначе им тронм не помириться). 
Поэтому в государстве сть два множества 
людей: люди из одного множества — друзья, 
а из разных — враги. Осталось всем людям 
из одного множества измеинть свои отноше- 
ния на противоположные. 

2. р-3. Указание. Рассмотрите 
остатки. получающиеся при делении указан- 
ных чисел на 3. 

3. Круг удвоенного раднуса (кольцо, 
радиусы окружностей ие равны)- 

4. Разбейте плоскость квадратной сет- 

кой со стороной квадратов 60 см, в квадрате 

180 смх 180 см квадратики закрасьте в раз- 

ные цвета, а потом пернодически продозжай- 

те раскраску. 

5. Рейс займет больше времени, если го- 
рода находятся на берегу реки. 


если 


К статье «Понск предмета» 
(см. «Квант» № 7) 
Номер телефона 


Надо задавазь вопросы так, чтобы каж- 
дый последующий вопрос вдвое уменьшал 
количество «подозрительных» номеров. По 
условню имеется всего 10? вариантов, что 
больше 223, ио меньше 22%, поэтому 24 вопро- 


63 


сов ХВатит, а 23 может и не хватить. Сами 
вопросы можно задавать по-разиому. Напри- 
мер, можно спросить: «Верно ли, что ваш но- 
мер не меньше 5 000 0002. Еслн ответ «да», 
то следукщий вопрос может быть такой. 
«Не меньше лн он 7 500 0002 и т. д. 


Еще две фальшивые монеты 


а) Занумеруем монеты числами |, 2, 
3, 4,5, 6. Средн монет есть пара фальшивых. 
Это илн пара 1, 2, или пара 1. 3, или 1. 4, 
илн 1.5, или 1, 6, или 2, 3 н так далее 
до 5, 6 — всего 15 возможных пар (выпяшнте 
их все). `Будем записывать слева от тире ио- 
мера моцет на левой чашке, справа — на 
правой. 


112,3—4,5, 6. 
2) 1, 2. 4 —3, 5, 6. 


Еслй хотя бы при одном взвешиваннни 
равновесне марушилось, то па чашке, ко- 
торая перевесила, две из трех монет — фаль- 
шивые, а на другой чашке вее монеты на- 
стоящие. Докажите самн, что в этом случае 
для вылелення фалыинвых монет достаточно 
еще двух взвешивания. 

Если же при первых двух взвешиваннях 
равновесие ни разу не нарушилось, то фаль- 
шивые монеты прн обоих взвешиваниях 
„махолились на разных чашках весов. Зна- 
чит, фальшивыми могут быть лишь пять 
пар: 1,5; 1,6; 2,65; 2.6; 3, 4. Осталось 
сравиить вес пар 1, Би 2, 6, а затем 1, 6 
и 2.5- 

6} Ответ: четыре взвешивания (доказать, 
ито трех не хватит, ловольно трудно). 


Уннверсальные гири 


Ответ: гири массой 1, 3, Эи 27 граммов 
(попробуйте связать взвешивание с помощью 
этих гирь с представлением чисел в троич- 
ной системе счисления). 


Отгадкн с препятствиями 


Для рашепия задачи достаточно 29 воп- 
росоп. Сначала спроснте про первые 15 цифр, 
‹одержащихсея в двоичной записи телефон- 
ного номера (вопросы типа: «Верно ян, что 
на &-м месте в двоичной записи стоит 02»). 
Затем ‹прашиваете: «Соягали ли вы в од- 
ном из 15 ответов?» 

Если «да», то ложен либо один из 15 от- 


ветов, либо послединй. Методом слеления 
пополамь четырьмя вопросами узнаете, в 
каком же из 16 ответов ложь. а затем де- 
вятью вопросами выясняете оставшиеся 
цифры. 

Еслн же на 16-й вопрос ответ снет», 
значит. денствительно я ни разу не лгал. 
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н полученные вами 15 цифр — верные {в 
противном случае ложь содержалась Сы в 
двух ответах: в одном нз первых 15-ти н 
в 16-м, а это противоречит условию). Лалее 
спросите про следующие семь цифр и опять 
задаете вопрос: «Солгали лн вы в одном из 
последних семн ответов?» 

Если ответ «да», то тремя вопросамн уз- 
наете, где ложь, н еще двумя — последние 
две цифры; если ответ «нет», то спрашиваете 
про оставшиеся две цифры и вне лгали лн 
вы в этнх двух ответах?» Двух вопросов 
хватит, чтобы узнать, где ложь. 


К кроссворду 
(см. «Квант» № 7} 


1. Величина. 2. Действие. 3. Квадрант. 
4. Паренаго. 5. Периметр. 6. Давление. 
7. Кенотрон. 8. Механика. 9. Птолемей. 
10. «Электрон». 11. Микрофон. 12. Гексаэдр. 
13. Парадокс. 14. Апертура. 1$. Кинети- 
ка. 16. Эвзропия. 17. Маитисса. 18. Абс- 
цисса. 19. Редуктор. 20. Бетатрон. 21. Дн- 
намика. 22. Максвелл. 23. Множимое. 24. Па- 
раметр. 25. Радиатор. 


Незер оформали художники: В. Карнев, Э. Ниле 
ро. А. Пономарева. И. Смирнова, Э. Смирмов. 
м. Пупах. 
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^^ ТЕГРЫ В КЛЕТКЕ 


В квадратной коробочке размером 5Ж5 размещены 24 плитки размером 1х1 
{место одной плитки свободна}. На четырех плитках нарисованы сторожа, 
еще на четырех — тигры, на шестнадцати -—— куски решеткн. 

В начальном положении тигры находятся в клетке, сторожа — вне клеткя 
(пустое место — в центре коробочки). Передвигая плнткн внутрн коробочки, 
можно выпустить тигров на свободу, а сторожей спрятать от инх в клетке. 
Как это сделать? Какое нанменьшее чнсло перемещений плиток для этого по- 
требуется? А можно ли отдать одного сторожа «на съеденне тиграм»? 


Л. Мочалов 
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ПАУК-ГЕОМЕТР 


Кружево, сплетениое пауком-крестовиком, 
явно имеет форму спирали. (Точнее. это — 
совокупность хорд некоторой спирали.) Что 
это за спираль? Если верить известному 
французскому натуралисту Ж. А. Фабру 
(1823—1915). крестовики плетут равноуголь- 
ную (она же — логарифмическая) спираль. 
Это непрерывная кривая. которая пересека- 
ех под одним и тем же углом а все радиу- 
сы-векторы, Исходящие из общего нача- 
ла О. Хорды, принадлежащие одному и то- 
му же углу, параллельны. Это признак, по 
которому можно распознать равноугольную 


.ь 
в’*” 
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спираль (однако, оп недостаточен). Паутн- 
ну можно получить и так: строим коицентрн- 
ческие окружности, проводим из нх общего 
центра лучи и хорды, соеднняющие точки пе- 
ресечения ближайших друг к другу лучей 
с окружностями. Хорды. принадлежащие од- 
пому и тому же углу, будут параллельны 
Для того. чтобы получить спираль, остается 
в одном каком-нибудь угле не замыкать ло- 
маную в многоугольник. а сделать переход 
к соседнему «многоугольнику». 

Какую трактовку ВЫ считаете более подхо- 
дящей для творчества пауков-геометров? 


В. Березин 
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Вы не раз уже виделн на обложках нашего 
журнала репродукции картнн замечательно- 
го голландского художника М. Эшера 
(1898—1971). Почти во всех его работах 
незаурядная изобретательность сочетается 
< точным математическим расчетом. Эту 
картнну, в которой осуществлен переход от 
плоского нзображения к объемному, Эшер 
назвал «Небо и вода». 
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С. Гиндиким 


«Великое 
искусство» 


Эта статья посвящена исторнн главного дос- 
тижения математикн ХУ|[ века — решения 
алгебраическнх уравнений третьей и четвер- 
той степенн. Любителей математнкн 40 снх 
пор привлекают драматические событня, свя- 
заиные с этим открытием, в которых причуд- 
ливо переплелись судьбы четырех ученых — 
дель Ферро, Тартальн, Кардано н Феррарн. 
В 1976 г. исполняется 475 лет со дня рожде- 
ния Кардано. 400 лет со дня его смертн и 
450 лет со дия смерти дель Ферро. 

В нашем рассказе об этнх математнках и их 
открытии кое-что останется непроясненным: 
многого мы не зиаем о событнях четырех- 
сотлетией давности. 

Заглавне статьн — это часть названия кинги 
Кардано, вышедшей в 1545 году. Феликс 
Клейн писал о ней: «Это в высшей степени 
ценное пронзаедение содержнт зародышн 
современной алгебры, выходящие за преде- 
лы античной математики», 


ХУ век был веком возрождения ев- 
ропейской математики после средне- 
вековой спячки. Сначала европей- 
ские ученые пытались разобраться в 
том, что было сделано их античными 
и восточными (индийскими и араб- 
скими) предшественннками. Первые 
собственные достижения  математи- 
ков ХУ] века относились к алгебре. 
(Это связано с тем, что в ХУ веке 
алгебра только зарождалась, тогда 
как геометрия представляла из себя 
сложившуюся науку.) 

Состояние алгебры на рубеже ХУ 
и ХУГ веков было подытожено в од- 
ной из первых печатных книг по ма- 
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тематике «Сумма знаний по арифме- 
тнке, геометрин, отношениям и про- 
порциональности», напечатанной в 
Венеции в 1494 году. Книга была на- 
писана на итальянском языке. Это 
была одна из первых научных книг, 
написанных не на латыни. Ее автор— 
монах Лука Пачоли, друг великого 
Леонардо да Винчи. В конце книги 
Пачолн пншет: для решения куби- 
ческих уравнений «искусством алгеб- 
ры еще не дан способ, как не дан 
способ квадратуры круга». Эти сло- 
ва, по-видимому, были восприняты 
как утвержденне о невозможности 


формулы для решения кубических 
уравнений. 


Сципион дель Ферро 


Нашелся человек, которого мнение 
Пачоли не остановило. Это был про- 
фессор математики в Болонье Сци- 
пион дель Ферро (1465—1526), су- 
мевший найти способ решать урав- 


нение 
хз --- ах = 6. {1} 


Поскольку отрицательными числами 
в то время еще не пользовались, бук- 
венные коэффициенты в уравнении 
(1) (+ всюду далее в этой статье) 


предполагаются положительными. 
Поэтому уравнения (1) и 
ХЗ = ах Ь {2} 


воспринимались как совсем разные 
уравнения! Изложение самого дель 
Ферро до нас не дошло. Свой способ 
дель Ферро сообщил зятю и преем- 
нику по кафедре Аннибалу делла На- 
ве и ученику Антонио Марно Фноре. 
После смертн учителя Фиоре решил 
воспользоваться доверенной ему тай- 
ной, чтобы стать непобедимым в 
поединках по решению задач. В кон- 
це 1534 года он вызвал на поединок 
математика из Венеции Никколо Тар- 
талью. 


Никколо Тарталья 


Тарталья родился около 1500 года 
в Брешии, в семье бедного конного 
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почтальона Фонтане. В детстве, ког- 
да его родной город был захвачен 
французами, он был ранен в гортань 
и с тех пор говорил с трудом. Отсюда 
и его прозвище — «Тарталья» («заи- 
ка»). Никколо рано остался на попе- 
чении матери. По бедности он про- 
учился в школе всего две иедели. За 
это время в классе письма дошли 
только до буквы «К». Тарталья по- 
кинул школу, так и не научившись 
пнсать свою фамилию. Однако он 
продолжает учиться самостоятельно 
и становится «магистром абака» (что- 
то вроде учителя арифметики в част- 
ном коммерческом училище). С 1534 
года Тарталья живет в Венецин. 
Научные занятня Тартальн стимулнро- 
валнсь общением с ниженерамн ни артиллерн- 
стамн из знамепнитого венецианского арее- 
нала. В 1537 году он публикует книгу «Но- 
вая наука», посвященную вопросам меха- 
ники. Эта книга сыграла важную роль в 
развитнн баллистики. В 1546г. он печатает 
Кингу «Проблемы и различные изобретения». 


Если в первой из этих двух книг Тарталья 
вслед за Аристотелем еще утверждает, что 


|“ 
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Никколо Тарталья (едииствен- 
ный известный портрет} 


брошенное под углом тело вначале летит 
ио наклонной, затем по дуге окружности и, 
наконец, по вертнкали падает вниз, то во вто- 
рой книге он уже иншет, что траекторня 
«ие нмеет нн одной части, которая была бы 
совершенно прямой». Тарталья перевел на 
итальянский язык (который он, в противовес 
латынн, называет «иародным») Архнмеда и 
Евклида. 


Получив вызов Фноре, Тарталья 
надеялся одержать легкую победу. 
Он не испугался даже тогда, когда 
обнаружнл, что все 30 задач Фиоре 
содержат уравнения (1} при разных 
аи. Тарталья полагал, что Фиоре и 
сам не умеет решать предложенные 
нм задачн: «Я думал, что ни одна из 
них не может быть решена, потому 
что брат Лука (т. е. Пачоли — С. Г.) 
уверяет в своем труде, Что такого 
рода уравнения невозможно решить 
общей формулой». 

Когда уже почти прошли 50 дней, 
после которых решения надлежало 
сдать нотарнусу, до Тартальи до- 
Шли слухи, что Фиоре все-таки об- 
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ладает каким-то таинственным спо- 
собом решения уравнения (1). Пер- 
спектива угощать парадным обедом 
друзей Фиоре в количестве, равном 
числу задач, решенных победителем 
(таковы были правила!), не привле- 
кала Тарталью. Он прилагает тита- 
ническне усилия, и за восемь дней до 
назначенного срока (срок истекал 
12 февраля 1535 г.) счастье улыба- 
ется ему: искомый способ найден. 
После этого Тарталья за два часа 
решил всё задачи противника, в то 
время как Фиоре не решил к сроку 
ни одной задачи Тартальн (странным 
образом, он не справился даже с 
задачей, которую можно было решить 
методом дель Ферро). 

Вскоре Тарталья нашел 
решать уравнение {2). 

О поединке Фноре -- Тарталья н 
о победе Тартальи знали многие. 
К нему обращаются с просьбами рас- 
крыть его секрет. Он отказывается, 
но нашелся проситель — Джерола- 
мо Кардано, который уговорил его. 


способ 


Джероламо Кардано 


Кардано родился 24 сентября 1501 
года в Павии, в семье юриста. Окон- 
чив университет, Джероламо решает 
посвятить себя медицине. Посколь- 
ку он был незаконнорожденным ре- 
бенком, ему вначале пришлось дол- 
го практиковать в провинции. Лишь 
в августе 1539 г., специально изме- 
нив для этого правила, Кардано 
приняли в коллегию врачей Мила- 
на. Позже он стал даже ректором 
этой коллегии. Кардано был одним 
из самых знаменитых врачей своего 
времени; вероятно, вторым — после 
своего друга Везалия. 

На склоне лет Кардано написал 
автобиографию «О моей жизни». В 
ней он всего несколько раз упомн- 
нает о занятиях математнкой н под- 
робно рассказывает о своих исследо- 
ваниях по медицине. Кардано ут- 
верждает, что он описал приемы ле- 
чения до пяти тысяч болезней, что 
число решенных им проблем дохо- 


дит до сорока тысяч, а число мелких 
указаний — до двухсот тысяч. Ко- 
нечно, к этим цифрам следует отнес- 
тись с должной долей скептицизма. 
Все же слава Кардано-врача была 
несомненной. Кардано утверждает, 
что в медицинской практике его по- 
стигли лишь три неудачн. 

Однако занятия медициной не 
полностью поглощали Кардано. 
В свободное от медицины время он 
занимался «всем на свете»:  фило- 
софией, астрологией, физикой, ме- 
ханикой, математикой. 


Кардано составлял гороскопы и живых, 
н мертвых (Христа, Петраркн, Дюрера, 
Везалия, Лютера). Услугами  Кардано- 
астролога пользовался Папа Римский. (По 
одной недоброй легенде, Кардано покончил 
с собой, чтобы подтвердить составленный им 
собственный гороскоп.) 

Кннга Кардано «О тонких материяхь 
(1550 г.) была переведена на французский 
и в течение всего ХУИ века служила попу- 
лярным учебником по статике и гидростатике. 
Галилей прн каблюдении кад качанием 
естественного маятника — паникаднла в ‹со- 
боре — пользовался указанием  Карлано 
об использовании собственного пульса для нз- 
мерения времени. Карлано писал о невоз- 
можности вечного двигателя. Некоторые его 
замечания можно интерпретировать как прин- 
цип возможных перемещений. Опытным пу- 
тем Карлдано установил отношение плотио- 
стей воздуха и воды. Для королевской ка- 
реты он изобрел систему соедннения двух ва- 
лов, которая ныне называется карданом 
(кардаиный подвес, карданвый вал, кардан- 
ное сочлененне) и широко применяется 
в автомобилях. (Впрочем, справедливость 
требует отметить, что идея такой снстемы 
восходит к антнчности, Кроме того, на одном 
из рисунков у Леомарло да Винчн изображен 
компас с карданным подвесом.) 

Некоторые сочннения Кардано былн 
своеобразными энинклопедиями. В эпоху 
Возрождения энинклопедии писались оди- 
почками. Первые энциклопедии, созданные 
коллективным трудом, появились лишь че- 
рез полтора века. 

Кардано написал огромное колнчество 
хннг (часть из имх была напечатана, часть 
осталась в рукописях. часть он уннчто кил, 
ожидая ареста (см. ннже)). Одно только их 
описание составило целую Кннгу «О собствен- 
ных сочннениях». Многие годы были попу- 
лярны его хниги по философии и этике. 
Его книга «Об утешенииь была переведена 
на английский язык и оказала влияние на 
Шехспира. Некоторые шекспироведы ут- 
верждают даже, что Гамлет пронзноснт свой 
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знаменнтый монолог «Быть нли не быть, ъ, 
держа эту книгу в руках. 

Кардано сорок лет нграл в шахматы 
(«я ннкогда не мог бы выразить в краткнх 
словах, сколько ущерба, без всякого за него 
возмещения, причинили они монм домашним 
делам»), двадцать пять — в кости («но еще 
более шахмат повредили мне кости»). Ради 
игры он временамн бросал все занятия. 
Побочным продуктом этой страсти Кардано 
была «Кннга об игре в Кости», написанная 
в 1526 году, но напечатанная лишь в 1663 го- 
ду. В этой книге рассматриваются некоторые 
вопросы теорин вероятностей н комбинато- 
рикн, она содержит наблюдеиня над пснхо- 
логней игроков. 


Кардано и Тарталья 


К 1539 году Кардано заканчивает 
свою первую книгу, целиком посвя- 
щенную математике «Практика об- 
щей арифметнкн». По его замыслу, 
она должна была заменить книгу 
Пачоли. Услышав о секрете Тар- 
тальи, он загорелся желанием укра- 
сить нм свою книгу. 

В январе 1539 года Кардано об- 
ращается к Тарталье с просьбой пе- 
редать ему правило решения урав- 
нения (1) или для опублнковакия 
в своей книге, или под обещание 
держать сообщенное в секрете. Тар- 
талья отказывается: «Передайте его 
светлости, чтоб ои простил меня, 
но если я захочу опубликовать свое 
открытие, то я сделаю это в моем соб- 
ственном труде, а не в книге друго- 
то». 12 февраля Кардано повторяет 
свою просьбу. Тарталья неумолим. 
13 марта Кардано приглашает Тар- 
талью к себе в Милан, обещая пред- 
ставить его губернатору Ломбардии. 
По-видимому, эта перспектива 
прельстила Тарталью: он принн- 
мает приглашение. 25 марта в доме 
Кардано состоялась решающая бе- 
седа. 


Вот отрывок из запнси этой беседы (сле- 
дует иметь в виду, что запись сделана Тар- 
тальей; ученнк Кардано Феррарн утверж- 
дает, что она не вполне соответствует дей- 
ствительности): 

«Никколо. Я говорю Вам: я отказал 
Вам не из-за одной только этой главы н сде- 
ланного в ней открытня, но из-за тех вещей, 
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которые можно открыть, зная его, так как 
это ключ, отмыкающий путь для исследова- 
ния бесчисленного количества других раз- 
делов. Я бы уже давно нашел общее правило 
для многих других проблем, если бы ие был 
в настоящее время занят переводом Евклнда 
на народный язык (в настоящее время я довел 
перевод до конца 13-Й книги). Но когда эта 
работа, которую я уже начал, будет законче- 
на, я собнраюсь издать труд для практиче- 
ского применения вместе с новой алгеброй... 
Если я выдам ее какому-нибудь теоретику 
{каким является Ваша светлость), то он легко 
может с помощью этого объяснения найти 
другне главы (ибо это объясненне легко при- 
ложить к другнм вопросам) н опубликовать 
плоды моего открытия под собственным име- 
нем. Этим будут разбиты все мон планы. 

Мессер Джероламо. Я клянусь Вам свя- 
тым евангелнем господа бога н не только 
даю Вам слово честного человека никогда 
ие опубликовать этого Вашего открытня, 
если Вы мне его доверите, но обещаю, н да 
будет моя совесть истинного христианнна 
Вам порукой, зашифровать его так, что после 
моей смертн никто ме сможет прочитать на- 
писанное. Если я, по Вашему мненню, за- 
служиваю доверия, то сделайте это, еслн 
нет, то оставим этот разговор. 

Никколо. Если бы я не поверил этой 
Вашей клятве, то, конечно, заслужил бы 
того, чтобы меня самого сочли иеверую- 
ЩИМ». 


Итак, Тарталья дал уговорить се- 
бя. По приведенной записи трудно 
понять, что его заставило изменить 
решение. Неужели его так потрясли 
клятвы  Кардано? Сообщив тайну, 
Тарталья немедленно уезжает из Мн- 
лана, отказавшись от свидания с 
губернатором, ради которого он 
предпринял путешествие. Уж не 
загипнотизировал ли его Кардано? 

Когда Тарталья получил 12 мая 
свеженапечатанную  «Практику об- 
щей арифметики» без своего «рецеп- 
та» (свой способ решения уравнения 
(1) он сообщил в форме латинского 
стихотворения: формул тогда пи- 
сать не умели), он несколько успо- 
коился. 


Караано получнл от Тартальи готовый 
способ решения уравнения (1!) без всяких 
намеков на доказательство Он затратил мно- 
го снл на тщательную проверку и обоснова- 
ние правила. С нашей колокольни нелегко 
понять, в чем проблема: подставь в уравне- 
ние и проверы Однако отсутствие развитой 
алгебраической символнкн делало то, что 


Мнлан (гравюра на дереве 1493 года) 


сегодня автоматически выполняет любой, 
школьник, достуйным лишь избранным. Не 
познакомившись с поялиннымн текстамн того 
временн, иельзя оценить, насколько алге- 
бранческий аппарат сэкономит» мышление 
Цитатель должен все время иметь это в вилу. 
чтобы не заблуждаться относительно «три- 
внальности» проблем, вокруг которых кипе- 
ли страсти в ХУ веке. 


Луиджи Феррари 


В математических занятиях Карда- 
но с некоторых пор помогал юный 
Луиджи Феррари (1522—1565). В 
составленном  Кардано списке его 
14 учеников Феррарн фигурирует как 
один нз трех наиболее выдающихся. 

В 1543 г. Кардано н Феррари по- 
ехали в Болонью, где делла Наве 
позволнл им познакомиться с бума- 
гами покойного дель Ферро. Там 
они убедились, что последнему уже 
было известно правило Тартальн. 


По-внднмому. современники почти не 
зналя про формулу лель Ферро. Вряд лн 
Карлано так настойчиво атаковал -бы Тар- 
талью, если бы он знал, что ту же ииформа- 
цию он может получить у делла Наве. 

Сейчас почти все историки математики 
соглашаются, что дель Ферро придумал 
формулу, что Фноре звал ее и что Тарталья 


5 


Куапитестве,ги 





переоткрыл ее, зная, что у Фниоре она есть. 
Ознако ни одни из этих фактов строго не 
доказаи! 

В конце жизни Тарталья писал: «...я мо- 
гу заверить, что эта онисанная теорема не 
была еще доказана ии Срклилом, ми кем- 
лнбо другнм. а одним лишь Джероламо 
Кардано, которому мы © показали... я 
в 1534 году (в другом месте папнсако, что 
это произошло 4 февраля 1535 года — С. Г.) 
нацеля в Венеции общую формулу уравне- 
НИЯ...» 

Трудно свести концы с кояцами в этой 
запутанной истории. 

К 1545 году Кардано научился 
решать не только уравнения (1) н 
(2), но и уравнение 

же ах; (3) 
а также «полное» кубическое урав- 
нение, т. е уравнение, содержащее 
член с х*. К тому же времени Ферра- 
рн придумал, как решать уравнение 
четвертой степени. 


«Великое искусство» 


Знакомство ли с бумагами дель Фер- 
ро, сильное ли давление со стороны 
Феррари или, скорее всего, нежела- 
нне похоронить результаты много- 
летней работы привели к тому, что 


Кардано включил все известное ему 
о кубических уравнениях в вышед- 
шую в 1545 году книгу «Великое ис- 
кусство или о правилах алгебры». 
В предисловии Кардано излагает 
исторню вопроса: +... в наше время 
Сципион дель Ферро открыл формулу, 
согласно которой куб неизвестного 
плюс неизвестное равен числу. Это 
была очень красивая и замечатель- 
ная работа. Так как это искусство 
превосходит всю человеческую лов- 
кость и Всю ясность ума смертного, 
то его нужно рассматривать как по- 
дарок небесного происхождения, а 
также как способность силы ума, и 
это настолько славное открытие, что 
от того, кто мог его достигнуть, мож- 
но ждать, что он достигнет всего. Со- 
ревнуясь с ним, Никколо Тарталья 
из Брешии, наш друг, будучи вызван 
на состязание с учеником дель Фер- 
ро, по имени Антонно Марно Фиоре, 
решил, дабы не быть побежденным, 
ту же самую проблему, и после дол- 
гих просьб передал ее мне. Я был 
введен в забуждение словами Луки 
Пачоли, который говорит, что нет 
общего решения такого рода урав- 
неннй, н, хотя я обладал уже многи- 
ми, мною самим сделанными откры- 
тнями, я все же не отчаивался найтн 
то, чего я не смел искать. Однако, 
когда я получил эту главу и до- 
брался до ее решения, то я увидел, 
что с ее помощью можно многое сде- 
лать еще; и уже с повышенной уве- 
ренностью в своих делах я, при нс- 
следовании, открыл дальнейшее, 
частью сам, частью с Лодовико Фер- 
рарн, моим бывшим учеником». 


В модернизнрованном виде способ, ко- 
торым Карлдано находит решение уравче- 
пия (1). можно изложить следующим обра- 
зом. Будем искать решение уравиения (1) 
в виде х=В— я. Тогда хта=рви 


хз За? -- Зла? + 93 = ВЗ. (4) 
Поскольку Зх?а -- Зха? = Зхоцх + а} =ЗхяВ, 
равенство (4) можно перепнсать в виде 

хз -- ЗаВх = 1 — 93. (5) 
Попытаемся по паре {а, 6» так подобрать 
пару <<, В». чтобы (5) совпало с (0. Для 
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этого необходимо, чтобы пара (а, В» была 
решением системы 


ЗоВ =а, 
| В — а} =в 
или равиосильной ей системы 
аз 
89-9) =, 
а) = 6. 


По теореме Внета*) ВЗ и —93 будут кор- 
нями вспомогательного квадратного уравне- 
3 


а 
Пия у—фу 0. Поскольку ищутся поло- 


жительные корни уравнения (1). Ва. 
в. 6 а | 
Значит, Вз =: — — —- эт Н —-93 = 
[2 / 8: из 
= —= р ме + 57- ледовательно, 





3 -— 
ие в 
-И э+и. 


При положительных а и 6 корень х также 
положителен. 


Приведенная выкладка лишь в 
ндейном отношении следует ходу 
рассужденнй Кардано. Сам он рас- 


суждает на геометрическом языке: 
если куб со стороной Вах 
разрезать плоскостями, параллель- 


ными граням, на куб со стороной & 
и куб со стороной х, получатся. 
кроме двух кубов, три прямоуголь- 


ных параллелепипеда со сторонами 
‹а, а, х» ин три — со сторонами 
‹а, х, Хх); соотношение между 


объемами дает (4); для перехода к (5) 
параллелелипеды разных Типов ПО- 
парно объединяются. 

«Так как я сознавал, что тот от- 
дел, который передал мне Тарталья, 
был открыт им при помощи геомет- 
рического доказательства, то я ду- 
мал, что это и есть царский путь, ве- 
дущий ко всем другим отделам». 





*) Сам Внет (1540—1603) жил позже Кар- 
дано, но тот частный случай его теоремы. 
который в школе называют теоремой Виста, 
был по существу известен Кардано. 


Уравнение (2) можно решить при 
помощи подстановки х = В а, 
но здесь уже может возникнуть слу- 
чай, когда исходное уравнение имеет 
три действительных корня, а вспомо- 
гательное квадратное уравнение не 
имеет действительных корней. Это 
так называемый «неприводимый» слу- 
чай *). Он доставил много хлопот 
Кардано (и, вероятно, Тарталье). 

Кардано решнл уравнение (3), 
дав очень смелое потем временам рас- 
суждение, обыгрывающее — отрица- 
тельность корня. Ннкто до него не 
пользовался так решительно отри- 
цательными числами, хотя и Карда- 
но еще далек от свободного обраще- 
ния с ними: уравнения (1) и (2) он 
рассматривает отдельно! 

Кардано полностью разобрался и 
с общим  кубическим уравнением 
хз - ах? + вх + с=0 (здесь уж 
Тарталья совсем ни при чем!), заме- 
тив, говоря ка современном языке, 


а 
что подстановка х =и— а. Уничто- 


жает член с х2. 

Кардано решается рассматривать 
не только отрицательные числа (он 
называет них «чисто ложными»), но 
н комплексные (их он называет «по- 
истине софистическими»). Он заме- 
чает, что если с ними опернровать по 
некоторым естественным правилам, 
то квадратному уравиению, не имею- 
щему действительных корней, мож- 
но приписать комплексные корни. 
Возможно, к комплексным числам 
Кардано пришел в связи с «непрнво- 
димым» случаем. 

В «Великом нскусствёе» был отра- 
жен н личный вклад Феррари — ре- 
шение уравнения четвертой степени. 
На современном языке метод Феррари 
уравнеиня 

х + ах | 5х --с=0 (6) 
(полное уравнение четвертой степеин легко 


сводится к уравнению (6)} состонт в следую- 
щем. 


для 





*) О нем в «Кваите» уже писалось: 1971. 
№ 11, с. 20 и 1973, № 3, с. 30. См. также 
с. | в данном номере. 


Введя вспомогательный параметр #, пере- 
пншем уравнение (6) в равносильной форме: 


(+++ ‚|= 


== ма-ы (име). (7) 


Подберем теперь значенне параметра { так, 
чтобы квадратный (относительно х} трехчлен, 
стоящий в правой частн уравнения (7), имел 
два совпадающих корня. Для этого нужно, 
чтобы дискримннант этого трехчлена рав- 
нялся нулю: 


42 [ие 0. 


Мы получилн вспомогательное кубическое 
уравнение для {. Найдем по формуле Карда- 
но какой-нибудь его корень &. Уравнение (7) 
можно теперь переписать так: 


2 2 
(+++ 6) = 24, (++) 5. 18) 


о 


Уравненне {8) распадается на пару квадрат- 
ных уравнений, дающих четыре нскомых 
корня. 


Такнм образом, согласно методу 
Феррарн, решение уравнения чет- 
вертой степени сводится к решению 
вспомогательного кубического урав- 
нения и двух квадратных уравнений. 

Место «Великого искусства» в 
истории математики определяется, 
в первую очередь, не конкретными ре- 
зультатами 06 уравнениях третьей 
и четвертой степени, а тем, что в нем 
впервые появляются общие алгебра- 
ические понятия (например, кратность 
корня) ин утверждения (если урав- 
нение хз ах? | фхтс=О0 нме- 
ет три вещественных корня, то их 
сумма равна —а). 


Феррари и Тарталья 


Нетрудно себе представить, какое 
впечатление произвел на Тарталью 
выход в свет «Великого искусства» 
(1545). В последней части книги 
«Проблемы и различные изобретения» 
(1546) он публикует переписку с 
Карлано и записи бесед с ним и об- 
рушивается на него с бранью и упре- 
ками. Кардано не реагирует на вы- 
пад. 
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10 февраля 1547 г. Тарталье, вме- 
сто Кардано, отвечает Феррари. Он 
возражает против упреков Тартальн, 
указывает на недочеты в его книге, 


в одном случае упрекает его в при- 
своении чужого результата и в пло- 
хой памяти (похоже, что по тем вре- 
менам это тяжелое обвинение). В 
заключение Тарталья вызывается на 
публичный диспут «по геометрии, 
арифметике или связанным с ними 
дисциплинам, таким, как Астроло- 
гия, Музыка, Космография, Перспек- 
тива, Архитектура и др.» 

19 февраля Тарталья в своем от- 
вете пытается втянуть в перепалку 
самого Кардано: «Я писал там в та- 
ком горячем и оскорбительном тоне 
для того, чтобы заставить его свет- 
лость (а не Вас) собственноручно на- 
писать кое-что, ибо у меня с ним ста- 
рые: счеты». 

Обсуждение условий диспута затя- 
гивается. Тарталья начинает понн- 
мать, что Кардано останется в сто- 





Джероламо Кардано в возрасте 46 лет 
(гравюра на дереве) 


роне. Тогда он начинает подчеркн- 
вать несамостоятельность Феррарн, 
именуя его «креатурой Кардано», как 
тот сам назвал себя в своем вызове. 
Свои «Вопросы», которые он по тра- 
диции послал в ответ на вызов, он 
адресует им обонм: «Вы, мессер Дже- 
роламо, и Вы, мессер Лунджн...» 


В конце концов Тарталья согла- 
сился на диспут с Феррари. Диспут 
состоялся 10 августа 1548 года в Ми- 
лане, в присутствии многих знатных 
особ, но в отсутствии Кардано. О 
диспуте сохранились лишь короткие 
записи Тартальи, по которым почти 
невозможно восстановить истинную 
картину. Похоже, что Тарталья по- 
терпел поражение. 


Впрочем, к проблеме, из-за ко- 
торой возник спор, диспут не имел 
никакого отношения. Да и вообще к 
выяснению истины диспуты имели 
столь же малое отношение, что н 
дуэли. 
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Дальнейшая судьба героев 


За год до смерти Тартальи (он умер 
в 1557 году) начал выходить его 
«Общий трактат о числе и мере», 
содержащий полученные им в те го- 
ды результаты по комбинаторике и 
теорин вероятностей. О кубических 
уравнениях в «Трактате» говорится 
очень мало. Кончил печататься 
«Трактат» уже после смерти автора. 


Феррари после диспута получил 
большую известность: он читает 
публичные лекцин в Риме, руково- 
дит управлением кадастрами в Ми- 
лане, участвует в воспитании сына 
короля. А вот следов в науке он боль- 
ще не оставил! Умер он в 43 года 
(1565 г.). 


Долыше их обоих прожил Кар- 
дано. Но жизнь его была не легкой. 
Один его сын отравил из ревности 
жену и был казиен, Другой сын стал 
бродягой и ограбил собственного 
отца. В 1570 году сам Кардано был 
посажен в тюрьму, и нмущество его 
было конфисковано. (Причина его 
ареста неизвестна. Известно лишь, 
что в ожидании ареста он уничтожнл 
120 своих кннг.) Кончил свои дни 
Кардано в Риме, на положении «част- 
ного человека» (его выражение), по- 
лучающего скромную пенсию от Пз- 
пы. Конец своей жизни он посвятил 
составлению автобнографической 
кинги «О моей жизни». Последний 
упоминаемый в этой книге факт да- 
тнруется 28 апреля 1576 года. Кар- 
дано умер 21 сентября 1576 года. 

В своей книге Кардано несколь- 
ко раз вспоминает Тарталью. Он 
пишет, что Тарталья предпочел иметь 
в нем «соперника и победнтеля, чем 
друга и человека, обязанного благо- 
деяннями». В другом месте он отно- 
сит Тарталью к числу своих критн- 
ков, которые «не вышли за пределы 
грамматики». Однако на последних 
страницах он пишет: «Сознаюсь, что 
в математике кое-что, но в самом 
деле ничтожное количество, я за- 
имствовал у брата Никколо». 


Неспокойно, видимо, было у него 
на душе! 

ж * * 

К проблеме Тарталья — Карда- 
но историки математики вернулись 
лишь в начале Х1Х века, обнаружив 
существование обиженного — Тар- 
тальи, который к тому времени был 
практически забыт. Почти забытая 
история получила огласку, и за честь 
Тартальн были готовы сражаться не 
только профессионалы, но н люби- 
тели. При многократных передачах 
истории и проникновении ее в попу- 
лярную литературу Кардано порой 
превращался в авантюриста и зло- 
дея, укравшего у Тартальи его от- 
крытие н давшего этому открытию 
свое имя, 

К концу ХХ века часть дискус- 
син стала носить характер серьез- 
ных исторнко-математических иссле- 
дований. Математики поняли, какую 
большую роль сыграли в науке ХУ 
века работы Кардано. Стало ясно 
то, что еще раньше отмечал Лейб- 
ниц: «Кардано был великим челове- 
ком при всех его недостатках; без 
них он был бы совершенством». 

Крупнейший историк математики 
Мориц Кантор (1829—1920; не пу- 
тать с создателем теории множеств 
Георгом Кантором!) высказал пред- 
положение, имевшееся еще у Фер- 
рари, что Тарталья не переоткрыл 
правило дель Ферро, а узнал его в 
готовом виде из вторых рук. 

Полтора века то утихали, то вновь 
разгорались страсти. Но, может быть, 
это один из тех вопросов, на кото- 
рые теперь уже нельзя дать одно- 
значный ответ? 

А за формулой для решения ку- 
бического уравнения прочно укоре- 
нилось название «формула Кар- 
дано». 
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И. Клумова, Д. Фукс 


Формула 
существует, но... 


Вряд ли можно найти школьника, 
который никогда бы не слышал о 
том, что наряду с формулой для ре- 
шення квадратных \равнений есть 
формула для решения кубических 
уравнений. Обычный запас сведений 
об этой формуле сводится к тому, 
что она имеется, но настолько гро- 
моздка, что знать се совершенно не 
нужно. Во всяком случае, в школь- 
ных учебииках этой формулы нет. 

Однако иной школьник, сталки- 
ваясь с задачами, которые сводятся 
к кубическим уравнениям, начинает 
сомневаться в полиой бесполезности 
такой формулы, сколь бы сложна она 
ни была. Окружающая эту формулу 
таинственность подогревает его 
любопытство — и ои иринимается 
искать её в разных книгах и справоч- 
никах. 

Там он находиг 
дующее. 


примерио сле- 


Как выглядит формула? 


Кубическим уравнением называет- 
ся уравнение вида 
ХЗ а хе -0. (1) 


Для сго решения мы прежде всего 
заметим, что простым преобразовани- 
ем можно уничтожить член с х*. Для 


2 
этого достаточно положитьх =у—5 . 


Тогда х?-+ ах? -1- 6х с= (-з) ты 


а (3 +5 (из +с= 


3 27 


2 ав 
у рен 
ее 
в [6—9 57 | =0. 
Таким образом, всякое кубическое 


уравнение сводится к уравнению без 
квадратичного члена, или, короче, к 
уравнению вида 


хз рх-+- 9 = {2) 


А такое уравнение решается по фор- 
муле: 





и 
И +е+ 
3 


И -+-Ут +7. ® 


И дальше идет то, что в школе 
называют «выводом формулы» — пол- 
странички выкладок. 


2. Что-то в этой формуле неблаго- 
получно 


Оставим пока «вывод» в стороне и 
нопробуем иримепить эту формулу к 
решению конкретных уравнений. 


Нервый пример: 
хбр 2=0. 


Здесь р=б и д= —2. Наша фор- 
мула дает: 


х= 4—2. 


В школе ас приучили, что все кор- 
ни должиы извлекаться, н получен- 
ный ответ может показаться вам не- 
достаточно красивым. Но согласитесь, 
что никакой подбор не помог бы вам 
узнать, что эта разность двух кубн- 
ческих корней является решением 
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такого простого уравнения. Так что 
этот результат можно записать на- 
шей формуле в актив. 
Второй пример: 
+ 3х —4=0. 
Формула (3) дает: 


х=И2+И+иИ 2—5. 

Ответ более громоздок. Это число 
можно найти приближенно с помощью 
таблиц, и чем точнее будут таблицы, 
тем ближе будет результат к едини- 
це. Причина проста: это число равно 
единице *}. Но из формулы этого не 
видно, и это, пожалуй, недостаток 
формулы: ведь решая квадрат- 
ные уравнения с целыми коэффи- 
циентами, мы сразу видим, является 
ли решенные рациональным, 

Третий прнмер: (хтх 
х(х -- 2—3) = 0. 

Сразу видно, что это уравнение 
имеет три решения: —1, —2 и 3. 
Но попробуем решить его по форму- 
ле. Раскрываем скобки 


х3—1х—6 =0 
формулу (3): 


ЕН 
И з=} —5 = 
3 _ 
100 
И з= ——=. 


Под знаком квадратного корня сто- 
ит отрицательиое число. Сталкива- 
ясь с подобной ситуацией при реше- 
нии квадратных уравнений, мы дела- 
ем вывод, что уравнение не имеет 
решений («уравнение не имеет действи- 
тельных решений», — скажут более об- 
разованные; но образованность в 
данном случае мало помогает). Од- 
нако, мы знаем, что уравнение ре- 
шения имеет, даже пелых три. Фор- 
мула наша в данном случае просто 
провалилась. 


э- 


и применяем 





*) Доказательство: единний 
есть, очевндно, корень нашего уравнения. 
а наше уравнение имест только одно рс- 
шение — см. ниже п. 4. 
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Эти примеры и другие подобные 
примеры наводят на мысль, что при- 
чина непопулярности формулы (3) 
лежит не п ее громоздкости (не так 
уж она и громоздка!}, а в ее нена- 
дежности: то она вовсе не дает ре- 
шений, то дает их в неудовлетвори- 
тельной форме. 

Такое заключение, вобщем, спра- 
ведливо. 

Попытаемся все же разобраться, 
что дает и чего не дает наша фор- 
мула. Начнем с самого простого. 


3. Теорема 


у} з 
Если выражение “ + р неотрица- 


тельно, то правая часть формулы 
(3) является решением уравнения (2). 
Доказательство. Положим 


3 / 4: рз 
О Ре 
ы у $ ат. 


“-И-+ 

к] 
у Е. 
7 ] 2 а гп 


Очевидно, правая часть формулы (3) 
как раз равняется сумме ©&--В. А про- 
р 


изведение аВ равно— 5: 











г(х] 


Рис. 1. х 


Куапетесите.ги 


Теперь подставим с -- В влевую часть 
уравнения (2): 


(«+ Вера +В +9=а?- Зав + 
+ Зав" + В +ре+В+ч= 
= + В? + Зо (а + В) + 
+р(@+В)+9— 


ИЕ. рн | 9 2 
ИР УР 

—р (а +В рев) +9=0. 
Теорема доказана. 


4. Сколько решений имеет 
уравнение (2)? 


Это естественный вопрос: ведь ре- 
шить уравнение — значит найтн 
все его решения, а для этого полез- 
но знать, сколько оно имеет решений. 

Выясним сначала, прн каких х 
функция у = х +рх +4 возрас- 
тает, а при какнх — убывает *). 
Для этого сравним значения нашей 
функции в точке х и в точке х - 6, 
где $ — маленькое положительное 
чнело (см. рис. 1). Что больше: 

х + рх-+9д 


(Х- 6) РОЗ а? 

Вычнсляем разность: 

(Е 6) ры 8) + 9— (+ 
+рх +9) = 8 (За + р-+ 36х + 83. 
Знак этой разностн определяется 

знаком сомножителя За р 

-+- 36х + 5* (поскольку 68>0). 

Что же касается этой суммы, то: 
1) если 3х? Ер>0, то при до- 

статочно малом 6 она положительна; 
2) если 3х? +рж<0, то при до- 

статочно малом 6 она отрицательна. 
Таким образом: 
1) если 3х? +р> 0, то функция 

у = х + рх +4 в достаточно не- 


или 





*) То, что делается дальше, представляет 
собой очень распространенный в математике 
прием, называемый дифферемцированием. Ко- 
нечно, многне читатели знакомы с этим прние- 
мом, но мы постарались сделать изложение 
понятным и для тех, кто его не знает. 
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а) р>0 





Рис. 2. 


большой 
растает; 

2) если 3х? + р< 0, то убывает. 
Далее, хорошо известио, что 

1) ели р>0, то 3 +р>0 
при всех х; 

2} ели р<0, то 3 р>0 
прих>[ —р/Зи прих<— У — р, 
и 3х2 Нр<0Опри —И-—р/3 <х< 
< У —р/3. 

Поэтому 

1) если р>0, то функция и = 
= хз -- рх -+ 9 возрастает при всех х; 


окрестностн точки х воз- 


2) ели р<0, то функция 
у = 3 +рх +4 возрастает при 
х<— УИ — р, убывает прн 


—/ — р3<х<У —р13 и снова воз- 
растает прих>У —р/3З. 
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Заметим, что при достаточно боль- 
шом х выражение х? - рх + 4 за- 
ведомо положительно, а при доста- 
точно большом по модулю отрица- 
тельном х оно заведомо отрицательно. 
Теперь мы можем схематически на- 
рисовать график функции у = хЗ-- 
+ рх 9 (фи. 2а—в)). 

На этих схематических графиках 
отражены только зоны возрастания 
н убывания функции у == х3-н рх + 
+ ди еще тот факт, что у>0 при 
достаточио больших х ну< 0 при 
отрицательных достаточно болыних 
по модулю х. Но уже этих схемати- 
ческих графиков достаточно, чтобы 
судить о числе решений уравнення. 
Мы видим, что: 


1) уравнение имеет одно решенне, 
если р > 0; илн если р< Он зна- 


чения функции в точках —| —р;3, 


Ур/3 имеют одинаковые знаки — 
рнс. 2а) и 2в). 


2) если же р<0 мн значения 
функции в точках — / —руз,/ —р/З 


имеют противоположные знаки, то 
уравчение имеет три решения — 
рис. 26). 


Можно сформулировать этот ре- 
зультат в более удобной форме. Для 
того чтобы узнать, одинаковые или 
противоположные знаки имеют значе- 


ння функции в точках —И —р/3, 
У — р/3, можно вычислить эти значе- 
ния и перемножить их: если произве- 
дение положнтельно, то знаки сомно- 
жителей одинаковы, а если оно отрн- 
цательно, то — различны. Продела- 
ем это вычисление: 
[(-И—23)°+р(-И- РЗ) +4] х 
х (У —23}*+РИ—Р3+ 9] = 
= [ЗУ —РЗ—рРИ— р + 4] х 
х [-Р3У —р3+рУ—р/3 + 4] = 
= (4—2/3рУ—рЗ)х 
х (9+2/3рИ— 3) = 9* +4127 р?. 
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Итак, еслир<0и ар > 0, то ре- 


шение одно, а если р<О0и 42+ 


+7 рз < 0, то решений три. Заметив, 

что если р>>0, то уже заведомо д? -- 
Н 4 . 

+5 р*>0, мы можем сформулиро- 


вать результат так: 


Если 9+5 р*>0, то уравнение 
(2) имеет одно решение. 

Если 9+ > рз<.0, то уравнение 
(2) имеет три решения *). 


5. Неожиданный вывод 


Заметили ли вы, что у нас получи- 
лась удивительная вещь? Ведь вы- 


4 
раженне 47 -+ 55 р° только на несу- 


щественный (с точки зрения знака) 
множитель отличается от опасного 
подкоренного выражения в формуле 
(3): 


4 


газ З 
Ч 57 р*=4 (Е+й)- 

Значит, именно тогда, когда урав- 
нение имеет три решения, подкорен- 
ное выражение отрицательно, и фор- 
мула не дает ничего {мы виделн 
это на примере, но теперь ясно, что 
это не случайно). Если же уравнение 
имеет всего одно решение, то наша 
формула его и дает. 

Итак, феномен, наблюдавшийся на- 
ми вп. 2, получил свое объяснение. 
Осталось посмотреть только, нельзя 
ли что-нибудь все же выжать из на- 
шей формулы, когда уравнение имеет 
тря решения и под квадратным корнем 
оказывается отрицательное число. 





*) Мы всюду оставляли без рассмотрения 
случай, когда что-нибудь обращается в нуль. 


В действительности, если 4? -- 27 р = 0, то 


уравнение имеет два решения, за единствен- 
ным исключением: если р = д = 0, то ре- 
шение, очевидно, одно. 
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6. Не помогут ли комплексные числа? 


Все, что написано дальше, рассчи- 
тано на чнтателя, знакомого с комй- 
лексными числами. 

Впрочем, «знакомство» с комплекс- 
ными чнсламн, в сущности, есть не 
более чем привычка к употреблению 
определенных слов. Комплексные чис- 
ла появились в математике примерно 
так же, как несколько раньше — от- 
рицательные числа или дроби. По- 
скольку не из всякого действительного 
числа можно извлечь квадратный ко- 
рень, удобно дополнить запас чисел 
новым числом {Г квадрат которого 
равен —{ (как раньше, желая сде: 
лать универсальной операцию вычи- 
тания, ввели отрицательные числа). 
Вместе с { вводят числа вида а - Ы, 
где а и Ь — действительные числа, 
н уславливаются, что действия над 
этими числами производятся по таким 
правилам: 


(@ РЕ тТт@ =а+фы + 
++ = ато тау, 
@+ыс-+ 9 = с таф-- 
+ вай = ас — ва - 


++ (аа-Е ве 
(в последнем равенстве мы учли, 
что # = — 1). Построенные числа 


называются комплексными числами; 
числа а и 6 называются соответственно 
действительной и мнимой частью чис- 
ла а 1+ М; два комплексных числа 
равны тогда и только тогда, когда 
равны их действительные части и 
равны их мнимые части. Приведем 
еще формулу Муавра (она нам пона- 
добится ниже): 


(05а -- 5919) (со$ В -|- Езт В) = 
0$ (& - В) + Езт (а + В), 


которая является немедленным след- 
ствием формулы для перемножения 
комплексных чисел и известных три- 
гонометрических формул. 

не - к а (3). В слу- 


чае, когда % Е < 0, 


таться найти решения уравнення (2) 
с ее помощью, извлекая кубические 
корнн из комплексных чисел. 


можно ПоОПЫ- 


Извлечь кубический корень из 
комплексного числа а -- 6: — это зна- 
чит решить уравнение 


(х + м =а+ы, 


то есть уравнение 3 — Зхи? + 
+ ИЗх?у — у3) =ат Ы. Последнее 
равенство означает, что 

хз — Зху? 

ЗА?у — 53 = 6. 


Система же эта различными спосо- 
бами приводится опять-таки к ку- 
бическому уравнению. — Например, 
так: 





—а ; 
З (из первого уравнения), 


| 2 х3— а ы 2% ЗЬх 
у (3х — =, У= за. 
сы 
(8х3 На) 


(х°— а) (8х? +- а): —2762х3 = 
или, полагая 2х3 .-2, 
(2 — а)(8г -+- а)" — 2752 -0. (4) 


Конечно, можно снова обратиться к 
формуле (3). Но оказывается, что 
применение этой формулы к уравне- 
нию (4) всегда приводнт к отрицатель- 
ному выраженню под квадратным кор- 
нем. Впрочем, это и не удивительно, 
поскольку, как легко доказать, ку- 
бический корень из комплексного чис- 
да имеет три значения. 

Таким образом, на этом путн 
формулой (3) воспользоваться не уда- 
ется. Но все же с ее помощью можно 
находить приближенные значения 
корней уравнения (2). Для этого 
нужно иметь, кроме таблиц квадрат- 
ных и кубических корней, еще трн- 
гонометрическне таблицы и применнть 
формулу Муавра, из которой следует, 
что 





хз — Зх. 


а [в ‚. < 3 
совета = [05 3 +113) . 


Кубический корень из комплексного 
числа а + & с помощью этой фор- 
мулы нужно искать так. Сначала пред- 


$5 
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ставим а + Ы в виде 





а |.) 
< и 
ИС 2 ( яЁри + УзЯ 1. 
Затем находим такое <, что 
а й |.) 
и т ия = уя+я (это 
можно ее потому что 
а 2 2 
(узы) +(ужря) =. Иск 


мый кубический корень запишется 
тогда как 
ба рр И 
уз +6 (с + 3). 
{Заметим, что © определено с точно- 


стью до слагаемого 2л, 3- определе- 


Ел 
но с точностью до слагаемого — ни 
©: ._:_ @ 
с05 3 ум имеет три значе- 


ния — так и должно быть!) 

Этим способом можно приближен- 
но найти кубические корни, входя- 
щие в формулу (3). Впрочем, нам до- 
статочно найти только действи - 
тельную часть одного 
из них: если один из двух корней 
разен с + 4, то другой равен с — @& 
{докажите это!) и их сумма рав- 
на 2с. 

Но, пожалуй, этот способ решения 
кубического уравнения с помощью 
таблиц квадратных н кубнческих кор- 
ней н тригонометрических таблиц еще 
более громоздок и неточен (ведь все 
табличные значения определяются 
лишь с какой-то точностью, а при 
каждом  арифметическом действии 
ошибка увеличивается), чем метод 
подбора и лоследовательных приб- 
лижений, которым пользуются обычно. 

Поэтому-то мы и не запоминаем 
формулы (3): для практического ре- 
шения кубических уравнений она 
не приспособлена. 


7. Заключение: зачем нужна 
формула (3)? 


Значение формулы (3) заключается в 
том, что она дает ответ на классиче- 
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скнй вопрос о «разрешимости ирав- 
нений третьей степени в радикалах». 
Поясним это. 

Первые  иррациональные числа, 
с которыми нам приходится стал- 
киваться, — это кории (самое пер- 


вое — 2, днагональ квадрата со 
стороной единица). Извлечение - кор- 
ней, вместе с арифметическими дей- 
ствнями, расширяет запас чисел 
(присоединяя к рациональным чис- 


лам такие числа, как У р УЗ, 
ИУ + ИЗ) ит. п.). Хватает ли 


этого расширенного запаса для реше- 
ния алгебранческих уравнений с целы- 
ми коэффициентами? Наша формула 
показывает, что для решения кубиче- 
ских уравнений его хватает — во 
всяком случае, если мы допускаем 
в качестве подкоренных выражений не 
только действительные, но н комплекс- 
ные числа. 

Оказывается, что в радикалах ре- 
шаются и уравнения четвертой сте- 
пени; уравнения же пятой степени 
и выше неразрешимы в радикалах. 
Очень вероятно, что об этой послед- 
ней теореме читатель уже слышал. 
Доказательство ее на самом деле го- 
раздо проше, чем принято считать; 
но это — предмет для отдельного раз- 
говора. 


Формула Кардано-_ 


и геометрия 


А. Резников 


ь 


Вы хоромю  зиакомы с тем, как пс 
коэффиниентам уравнения второй стс- 
пени х? + рх +9 =0 определить, 
сколько у него действительных кор- 
ней. Если р*— 49 > 0, то корней 
два, ели р’ — 490 =0, то корень 
один и, наконец, если р" — 49 < 0, 
то корией ист. 

В этом номере на с. 14 выводится 
аналогичное условие для уравнения 
третьей степени хз + рх 9 =0. 
С помощью этого условия можно 
нолучить одио хигроумное неравен- 
ство, связывакищее элементы произ- 
вольного треугольиика. Вот как это 
делается. 

Пусть АВС — треугольник со 
сторонами а, 6, с; р — его полупе- 
риметр, $ — нлощадь, а В, г, га, гь, 
г. — радиусы опнеанной, вписанной 
и виевписанных окружностей. Ока- 
зывается, вериы такие — соотно- 
шения: 


та ть + к =4Ю +ь г + 
+ "гар", гие =р$. 
Равенства (|) означают, что числа 
Га» Гь» Ге Являются корнями следую- 
него кубического уравнения: 


Хх — (АР г)" + р*х —р5$ = 0. (2) 
Это вытекает 3 того, ЧТО ид, Рь. гс — 
корни многочлена (— 





— ть) (х — г.) == ХЗ г, + Нид. 


=> аль -- А -Р блЫх — ЗВ. 
Записав для уравнения (2) усло- 
вие действительности всех трех его 
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и ЧТО 
1р2 — (28: + 108, —/*) 


<2и8й 


Равенство в (3) ив 


И, 


‚№ равны, 


когда два из чисел 
т. е. когда треуго ‘равнобел- 
ренный- 


Упражнения 


\. Докажите формулы 


для этого следующие” выра» 


$:$ == греёга(р — а} = гр — в) =лАр Е 
абс ь. 


24в = РФ ф—ВФ.: 


2. Выясните условия достнжетня равен» 
ства в (41). 

3. Локажнте, что 
= 4®* + 4 + 3". 

4. Иселелуйте. для каких равнобедрен- 
ных треугольников  чнсло р? — 2 т 
+ ЮВг — ") исотрицательно. 


16Юг — 5г* = р= 





*} См. с. №. Для того чтобы поспользо- 
ваться ирниеденным там условием, нроделан- 
4 тг 
И 


те замену х 


47 
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Известная формула Кардана 


‚ Графическое И -н+ИУв+ 
‚ решение ит 


108 За’ 

| кубических ме  #= (25? — 9абе + 27а /аз, 
[8 р = (627 — 4асз — 4634 + 18абса — 
уравнен И И — 27а2а*/а*, позволяет точно на- 


ходить корни кубического уравнения 
А. Краснодемская 0х3 + 5 сх  4=0. (+) 


Правда, вычисления по этой формуле 
Ч занимают много времени, неё говоря 
уже о том, что во многих случаях 
ириходится оперировать © комплекс- 
ными числами. А нельзя ли находить 
кории уравнения (*) пусть прибли- 
женно, ио быстро, скажем, графиче- 
ыы | ски — с помощью циркуля и линей- 
. ь ки? Оказывается, одним лишь цир- 
кулем и линейкой обойтнсь нельзя — 
как было показано в статье В. Нильме 
(«Квант», 1975, № 6), циркулем и 
лниейкой можно строить лишь вели- 
чины, выражающиеся через нсход- 
ные данные с помощью действий сло- 
жения, вычитания, умножения, де- 
ления и извлечения квадратного кор- 
ня (скажем, так выражаются через 
коэффипиенты корни квадратного 
уравиения, поэтому квадратные урав- 
нения можно решать графически с 
помощью пиркуля и линейки — об 
этом рассказано в статье А. Пресмана, 
«Квант», 1972, № 4). 

А корин кубического уравнения 
требуют еше извлечения кубического 
кория, ноэтому в общем случае их 
мельзя построить с помощью циркуля 
и линейкы. Конкретный пример ла- 
кого «геометрически неразрешимого» 
уравнения: х’— 2-0, — был при- 
веден в той же статье В. Нильме. 

В то же время многне задачи, ие- 
разрешимые с помацью циркуля и 
линейки, решаются с помощью дру- 
гих приборов или хнтрым исполь- 
зованием линейки (например. задача 
трисекини угла — в той же статье 
В. Нильме). Ме являются исключе- 
нием и кубические уравнения — их 





м 
Рис. 1. 


можно решать графически с помощью 
двух угольников и линейки. Для этого 
отметим в прямоугольной декартовой 
системе координат хОу точки А(ф, а) 
и В{а, ©) (рис. 0. Если мы сумеем 
пройти из точкн Л в точку В ло мари- 
руту: лючка А — ось абсцисс (точка М 
на рисунке 1) — жь ордимет (точ- 
ка №) — точка В, — поворачивая 
каждый раз на 90°, то число 

И Хм — Ь 


х 
и а , 


где хм — абсиисса точки М, будет 
действительным корием уравнения 
(-), т. ©. хо равно длине проекцие 
первого звена АМ ломаной на ось Ох 
(с учетом знака), делеиной на а. (Если 
можно провести только одиу такхю 
ломаную люшино, то имеются или 
одни действительный корень и два 
комплексно-сопряженных, или три 


действительных совпадающих корня; 
если две, то имеются три действитель- 
ных корня, два из которых совпадают; 
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если же возможно построение трех 
таких ломаных, то имеются три дей- 
ствительных различных корня.) 

Для доказательства приведенного 
графического способа решения рас- 
смотрим три подобных прямоуголь- 
ных треугольника РАЗ, ОММ ин 
ОМВ (рис. 1). Из их подобия вытека- 

[РА _|0м|__ 
ют прэпорц ии ГРА] том А 
Имеем: |РМ|=—ахо, |РА] = а, ЮМ]|= 
=6 + ах, [@В|=а, ШК = с — |СМ|. 
Теперь пропорции запищутся в виде 





— ах. _ [0мМ| _ [3 
а ща ор 
ы — 105 - 88 
ОТЕЗАЯ: _ Ч ах.’ с ГОм| 
и, далее, хь-= и ‘ах + 
= "9 с- хо (В - аж), Е 
+ 5% + сх + 4=0. — Следователь- 
но, Хо является корнем уравнения 


(-). Другие случаи расположения то- 
чек А, В, Р, ©, М, № разберите са- 
мостоятельно. 

Наиболыпую трудность при гра- 
фическом способе решения кубиче- 
ских уравиений представляет постосе- 
ние ломаной линни АММВ. Его 
можис выполнять с помощью линей- 
кн и двух угсльников или рейсши- 
ны и угольиика. Нанример, на ри- 
сунке 2 изображено нахождение од- 
ного корня уравиения 253 -- 5х? — 
—х — | = 0, сн оказывается равным 
1/2. Между тем это урависние имеет 
трн действительных корня: попро- 
буйте найти и их графически, а тахже 
решить следующие задачи. 


Упражнения 


!. Попытайтесь геометрически описать 
области, в которых должны лежать точки А 
и В. чтобы уравиеине имело 

а) три действительных  кория; 

6) два действительных корня; 

в) один действительный корень. 

2. Решить графически следующие урав- 
нения: 

а) 4х3 + Их 14х4+6=0:; 

6) 4хз + 6х 2х —3=0: 

в) 2х8 5-х —2=0; 

Г) 29 + 44° 5х +3=0. 


19 


Куап.тссте.ги 


В самом начале школьного курса физнки, в 

шестом классе, учащиеся знакомятся с дву- 

мя интересными физическими явлениями — 

Б 0 новское броуиовским движением н диффузией, нспо- 
р у средственно связанными с движением моле- 
кул. Эти явлеиия служат экспериментальной 


М ОЛ е Кул Я О Н 0 е основой молекулярно-кинетической — теорин. 


Теория этих явлений в школе не нзучается. 


Поэтому остается непонятным даже такой 
движение очень важный вопрос — а почему в процессе 
лиффузии молекулы могут перемещаться на 
значительные тояния? Ведь они двнжут- 
ы. Иоффе 'ач рассто дь они движут 


ся совершенно случайно, все направления 
движения лля них равноправны, и казалось 
бы, за большие промежутки времени они долж- 
ны были бы фактически оставаться почтн 
на одном н том же месте. 

Теория броуновского движения была со- 
здана Альбертом Эйиштгейном. Она содер- 
жится в его работе «О движении взвешенных 
в покоящейся жидкости частиц, требуемом 
молекулярно-книегической теорней теплотых, 
орубликованной в 1905 тоду. Эксперимен- 
тальные исследования, проведенные вскоре 
фраииузским физиком Жаном Перреном, пол- 
ностью подтверднли Эту теорию, а вместе 
с ней и наши иредставлення о молекулярном 
строении вещества. 

Мы приводим здесь нзложение основ тео- 
рин броуновского движения, заимствованное 
нз научно-популярной книги академика Аб- 
рама Федоровича Иоффе «Основные пред- 
ставления современной физики», выпущен- 
ной Государственным издательством физико- 
математической литературы в 1949 году. 





Существуег испосрелственное до- 
казательство ненрерывиого теплового 
движения молекул — так называемое 
броуновское молекхлярное движение. 
Еше в 1827 году английский ботаник 
Броуи заметил в растительных пре- 
паратах под микроскопом постоянное 
движение или дрожание мелких взве- 
ненных в жидкости частиц. Внослед- 
ствии оказалось, что это свойство 
не ограничивается живой природой, 
что всякая достаточно мелкая кру- 
пинка,  помещениая в среду, где 
она может двигаться, совершает по- 
стояниые перемещения самого сяу- 
чайного характера. Исследование 
этого явления показало, что оно не 
может быть объяснено побочными при- 
чинами, иапример, иотоками, которые 
возникают в жидкой или газообразной 
среде под влиянием неравномерного 


нагревания,  электризации, освеще- 
ния и т. п. Это движение никогда 
не прекращается, оно тесно связано 
с тепловым состоянием жидкости: с 
повышением температуры интевсив- 
ность броуновского движения возра- 
стает. Можно считать доказанным, 
что в совершенно спокойной жидко- 
сти или газе существует невидимое 
непрекращающееся движение мель- 
чайших частиц, так как только та- 
кое движение способио сообщить те 
толчки, которые передвигают наблю- 
даемую крупинку то в одну, то в дру- 
гую сторону. 

Легко понять, почему понадоби- 
ЛИСЬ микроскопические крупнинки, 
чтобы обнаружить тепловое движе- 
ние. Даже в сравнительно разрежен- 
ном веществе, в газе, при нормальных 
условиях заключается 2,7. 1019 моле- 
кул в каждом кубическом сантиметре; 
все эти молекулы движутся с гро- 
мадными скоростями по всевозмож- 
ным направлениям. Поэтому число 
толчков, испытываемых телом обыч- 
ных размеров, так велико, что мы 
не только не успеваем подметить от- 
дельного толчка, но и не замечаем 
случайного преобладания толчков в 
одном направлении над толчками в 
противоположном направлении. Чем 
меньше тело, тем меньше толчков оно 
испытывает, а для микроскопических 
пылинок число испытываемых имн 
толчков уже так невелико, что преоб- 
ладание толчков то одного, то друго- 
го направления случается постоянно, 
и пылинка кидается ими из стороны 
в сторону. Такая пылинка заклю- 
чает в себе еще миллионы молекул, 
поэтому ее беспорядочное двнжение, 
которое мы видим, не есть собствен- 
но молекулярное движение; мы не 
замечаем толчка отдельной молеку- 
лы, а только преобладание толчков 
какого-нибудь направления; но зато 
пылинка является верным показа- 
телем существования молекулярного 


движения, подобно тому, как вид ка- 
чающегося на море судна указывает 
на существование воли. 
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Рыс. 1. 


Чтобы составить себе представление 
о хаотическом характере броуновского 
двнжения, рассмотрим рисунок, по- 
лученный Перреном, подробно ис- 
следовавшим это явление (рис. №. 
На рисунке отмечено положение од- 
ной и той же частицы в поле микроско- 
па через каждые 1/2 мин. Прямые 
линин, соединяющие эти положения, 
ки в какой степени не соответствуют 
действительному  путн частицы за 
протекшие 1/2 мин. Наоборот, путь 
между двумя положениями — прел- 
ставляет собой такую же сложную 
запутанную картину, как весь рису- 
нок. Каждое столкновение частнцы 
с молекулой окружающей жидкости 
немного меняет направление ее дви- 
жения, а таких столкновений — до 
102 в течение 1 сек. Изобразить 
действительный путь частицы мы не 
можем; однако даже наблюдение 
положений частицы в определенные 
моменты времени уже выясняет не- 
которые типичные черты теплового 
движения. 

Как и следовало ожидать, через 
каждые 1/2 мин частица оказыва- 
ется смещенной вправо, влево, вверх 
нли вниз, причем, но смещению за 
предыдущие 1/2 мин нельзя сде- 
лать предсказаний о направлении сме- 
щения за следующие 1/2 мин. Ве- 


ра 


личина смещения различна, но все 
же большей частью близка к неко- 
торому среднему значению (около 5 мм 
на рисунке 1). Отступления и в ту, 
и в другую сторону тем реже, чем 
дальше смещения отходят от среднего. 
Много, например, смещений в 3 
или в 8 мм, но значительно меньше 
в 2 илн 12 мм и совсем не видно 
смещений в | или 20 мм за 1/2 мин. 
Еслн бы мы проследили не 200 сме- 
щений, как на рисунке |, а тысячи, 
как это сделал Перрен, то встретили 
бы н большие отступления, но их 
было бы мало. 

Это свойство мы можем описать 
графически {рис. 2), нанося по оси 
абснисс величину смещения Ах и по 
оси ординат — число случаев п, 
когда наблюдалось данное смещение 
Ах, причем, все возможные них значе- 
ния мы разобъем на группы, напри- 
мер, смещення от 0 до 1 мм, от 1 до 
2 мм ит. д. График покажет неко- 
торый максимум вблизи 5 мм. Отсю- 
да кривая будет спадать до нуля в 
ту и другую сторону. Это спадание 
происходит настолько быстро, что 
число случаев, соответствующих очень 
далеким от 5 мм смещениям, окажется 
ничтожио малым. 

Мы привыкли характеризовать 
движение частицы скоростью 9, по- 
нимая под нею отношение смещения 
за даный промежуток временн Ё к 
величине этого промежутка. Когда 
движение равномерно, путь пропор- 
ционален времени. Когда движение 
неравномерно, мы можем, постепенно 


Рис. 2. 
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уменьшая промежуток времени {, по- 
лучать все более сходящиеся значе- 
ния, и наконец, перейти к пре- 
делу этого отношения при бесконеч- 


но малом АЁ. Этот метод, однако, 
совершенно не применим к наб- 
людениям, изображенным на ри- 
сунке 1. 

Перейдем от смещений АВ ин ВС 
(рис. 3} за один промежутки вре- 


мени, например, за каждые 1/2 мин, 
к смещениям АС за двойные проме- 
жутки времени — | мин. Так как вто- 
рое смещение ВС никогда не 
связано с предыдущим АВ и с оди- 
наковой вероятностью может проис- 
ходить под любым углом др к нему, 
то общее смещение АС за |1 мин 
обычно будет меньше, чем АВ + 
+ ВС, а нногда может равняться 
нулю, когда АВ = ВС и угол ф = 0. 
Таким образом, смещение за {1 мин 
может принимать все значения от 
АВ + ВС до АВ — ВС в зависимо- 
сти от угла ф. Предсказать результа- 
ты каждого отдельного смещения мы 
не можем, но, наблюдая очень большое 
число смещений, можно установить 
некоторую связь между средним зна- 
чением смещения частицы за 1/2 мин 
и средним значением ее смещения за 
Г мим. 

При любом угле ф между АВи ВС 


мы имеем 


АС? = АВ? -- ВС? —2АВ. ВС-с05$. 
Вместо угла ф можно ввести допол- 
нительный угол © между ВС и про- 
должением линии АВ: 

с0$ ф == 60$ (180° — @) 


— 0$ ©, 
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поэтому 

АС? = АВ? +- ВС? + 
+-2АВ . ВС -соза. 
Наблюдая длительное 
частицы, мы составим 
пары последовательных смещений 
уравнение, подобное уравнению (1). 
Сложим все эти уравнения почленио 
и разделим на число этих уравнений. 

Тогда получим 
АСТ АС ---2 А, С? 


(1) 
движение 
для каждой 


в 
_ АВТ А,Вз + --- + А,В2 
И" ИА 
2 2 Е 
ый Во ВС и В,Са Зе 


п 


2 
(А.В, -В:С, -с0$ @,-- 


+А.,В.- В.С, -с0$ @,-- 
+..--2А„В»-ВоСь-С05 “и }. (Та) 


Если движение совершенно хао- 
тично, то все звачения угла & долж- 
ны встречаться одниаково часто. Сла- 
гаемые последнего члена, благодаря 
множителям соз @;, одниаково часто 
принимают положительные и отри- 
кательные значения, поэтому их ал- 
гебраическая сумма, а вместе с тем 
ни весь последний член чрезвычайно 
близки к нулю. По сравненню с 
остальными членами, состоящими из 
одних положительных слагаемых, оп 
будет настолько мал, что им можно 
пренебречь. Оставшиеся члены вы- 
ражают связь между средним значе- 
нием квадратов всех смещений ча- 
стиц за каждую мниуту, которые мы 
обозначим через (Ах.)*, и средним 
значением квадратов смещений за 
112 мин (его обозначим  (Ах,)?). 
Уравнение (1а} перепишется прв этих 
обозначениях так: 

(Ах.)? = 2(Ах,). 
Точно так же можно убедиться, что 
средний квадрат смешения частицы 
(Ахз)° за тройной промежуток вре- 
мени будет 

{Ах,)? = З(Ах,. 


Обозначим через А, В, СО, Е, ..., 
У, 2 (рис. 4) положення крупинки 
через ряд последовательных и равных 
между собой промежутков времени 
А и вычислим, на сколько в среднем 
крупинка удалится от своего пачаль- 
ного положения в точке А в результа- 
те н смещений за время лАЕ. 

Для удаления крупиики АЙ через п 
промежутков времени АЁ получим 


27? = (АВ? + ВС? СО +... - 
+ У7?) + ОАВ :- ВС - со а, + 
-+-2АС . СО. сов, + 

--... +2АУ.УЙ . сза,). 


Сумма членов в выражении для 
А27*, содержащих множители с0$ 9%, 
с0$9-...., 60$ @„, Одинаково часто мо- 
жет иметь и положительный н отри- 
пательный знак, так как все значе- 
ния углов ©; одинаково вероятны. 
Поэтому при повторении опыта сред- 
нее значение этой суммы будет тем 
ближе к нулю, чем больше число опы- 
тов. При вычислении средиего резу ль- 
тата ею можно пренебречь по сравие- 
нню с суммой положительных вели- 
чнн АВ?, ВС?,..., У7?. Средние зна- 
чення квадратов каждого смещения 
будут, очевидно, одинаковы: 


АВ: == ВС = СО? == ...-= У7А. 


Мы обозначим их через (Ах)*. Сред- 
нсе значение квадрата полного сме- 
нения АЙ будет в п раз болыше. 

Итак, в результате хаотического 
смещения крупинки в течение и про- 
межутков времени А{ среднес значе- 
ние квадрата окончательного  уда- 


Рис. 4. 
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ления ее Г, = А в каком-нибудь нап- 
равленни от исходного положения 
выразится формулой: _ 

1 =и(АХЕ. 
Обозначим через { продолжитель- 
ность опыта, в течение которого про- 
изошло пл смещений Ах, измеренных че- 


рез промежутки времепи 41. Тогда 
[ > (Ах 
Рева ыы 
й = Ар' [2 зы 2 [. 


Отметим прежде всего, что, участ- 
вуя в хаотическом движенни, кру- 
пинка с течением времени в среднем 
удаляется от первоначального по- 
ложения на величину р, квадрат 
которой (а не сама величина 2.) ра- 
стет пропорционально времени +. 

Среднее смещение [Го за время # 


мы определим как У 73: 


= = ] - ИТЕВИЕ 


Среднее смещение |” [2 с одинако- 
вой вероятностью может иметь лю- 
бое паправление в пространстве. Мы 
можем утверждать, что круиннка, 
находившаяся в начальный момент 
времени в точке А, через Ё сек ока- 
жется в среднем где-нибудь вблизи 
новерхности шара раднусом &=ВИ Е. 
Радиус этого шара растет ие пропор- 
цнональяо времени 2. а пропорнио- 
пально корию квадратиому : 





{ (Ах): 
м 





13 ‹. 
Указанное значение радиуса оправ- 
дывается тем точиее и тем уверен- 
пес, чем больше отдельиых значе- 
ний Ах входит в состав смещения 2. 
нли чем чаще повторяется опыт для 
вычисления средиего зпачения Ё2. 
Легко убедиться. что поиятие ско- 

рости движения частииы как от- 
ношения смещения Ро частицы за 
некоторый промежуток времени к ве- 
личние # этого промежутка теряет 
емысл для хаотического движения. 
Действительно, 

с. 1 В 

РЕ ЕВ 

С 
В противоположность скорости упо- 
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длину на промежуток времени. 


рядочениого движения тела, которая 
стремится к определенному пределу и 
по мере уменьшения промежутка вре- 


мени {о = ип Е 


А), в хаотическом 
&1-0- 


1. 
движении не растет беспредельно по 


мере сокращения промежутка ‘вре- 
мени Ё И только тогда, когда { сде- 
лается меньше, чем время между 
двумя соударениями с молекулами 
среды, движение в течение этого вре- 
мени можно считать упорядоченным 
и обычным образом определить ско- 
рость этого лвижения. 

Если проследить весь запутанный 
путь частицы и разделить общую его 
то 
это отношение даст иам срелиюю 


скорость и теплового движения час- 
а величина 





ТИЦЫ, ти? — сред- 


2 
нюю кииетическую эпергню этого 
движения. 

Вычисление позволяет установить 
связь между коэффициеитом В и 
средней книетической энергией мо- 


лекул среды 





то: 

1 
Зап р (2) 
(а — раднус крупиики, \ — коэффи- 
циент, определяющий вязкость среды). 
Вычисленное из уравнения (2) 


— те. 


" — 
значение ти, как показывает 


опыт, не зависит ни от свойств среды, 
ни от выбора крупинок, ни от других 
условий опыта, пока он производится 
при неизменной температуре. —На- 
блюдая же броуновское движение 
частиц при различиых температурах, 
можно установить прямую связь 


. | — 

средней кинетической элергии -5- 710? 

с абсолютной температурой 7: 
| 3 
Е 

где А — универсальная постоянная, 

одинаковая для всех веществ и в лю- 

бых состояннях. Постоянную # назы- 


вают постоянной Больцмана. 
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Заполнение 
пространства 


Среди правильных и по- 
луправильних многогран- 
ников (платоновых и архи- 
медовых тел} ин равиогранно 
полуправильных мвогограи- 
ников *} сесть миогогравин- 
ки, которыми можно плот- 
о, «без дыр». заполнить 
пространство. Ча рисунке 
|! призедсны — миогогранин- 
ки — заполиители, ана рни- 
сунках 2—4 несколько про- 
странственных слоев, полу- 
ченных из них. Одно из за- 
полневий простраиства оче- 
видно — заполнение кубами. 
Пространство можно занол- 
нить и другимн многогранни- 
ками одного внда: усеченны- 
мн октаэдрами или ромби- 
Рис. 1. ческими  додекаэдрами, а 
также — комбнинруя много- 
гранвики разных — видов, 
— наиример,  тетраэдры и 
октаэздры (рис. 2); усе- 
чсиные октаэдры, кубы и 
ромбокубооктаэдры (рнс. 3}; 
ромбокубооктаэдры, усечен- 
ные кубы н усеченные тетра- 
эдры (рис. За. 6). 

На первой странице об- 
ложкн изображеи простран- 
ствениый «слой» из ромби- 
ческих додекаэдров. После- 
довательно повторяя такне 
слон, вы получите з«упаков- 
ку» пространства. На рн- 
сунке 5 объяснястся, как 
можио построить этот за- 
мечательный  многогранинк. 
Кубы имеют общий центр и 
гомотетичны с коэффициентом 
два. Вершины октаэдра — 
центры граней большого ку- 
ба. Докажите, что чегырсх- 
угольник, выделенный цвс- 
том — ромб. 








Р. Гольцева 








те 7 *) См. «Квани», 1976, №1, 
Рис. 3. с. 2 ис 8 Рис. 5. 
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У нас в гостях журнал «Земля м Вселенная» 


Гокоеесаоия г ь ре али а. 
" ель ль тол. 


В январе 1965 года вышел из печатн первый 
номер нового научно-популярного журнала 
Академии наук СССР «Земля и Вселеннаяь- 


За голы своего существования журнал 
опублнковал много интересных матерналов, 
посвященных исследованиям Луны и планет 
солнечной системы, квазарам,  пульсарам, 
реликтовому нзлучению и другим загадочным 
объектам, открытым радиоастрономией. Он 
рассказал об изучении нашей Галактики и 
процессов, происходящих в другнх галакти- 
ках 0 «черных  дырах», причинах 
землетрясений, цунами, о движении земных 
матернков и т. п. Материалы, публикуемые 
в журиале «Земля н Вселенная», нмеют раз- 
личный уровень трулности. Часть нз них 
рассчитана на хорошо подготовленных чита- 
телей; другая — не требует никакой спецн- 
альной подготовки и вполне доступна уча- 
щнмся старшнх классов. 


Мы помещаем с небольшим сокращеннем 
две статьн. посвященные проблеме поисков 
космических цивилизаций. Онн были опубли- 
кованы во втором номере журнала за 1976 год 
в разделе «Гипотезы, дискуссии, предложе- 
ния» ‚ регулярно появляющемся на странн- 
ах журнала. Познакомившись с ними, вы 
можете попытаться лать свою нитерпрета- 
цию «послания космического зонда», 

Журнал «Земля н Вселенная» выходит 
шесть раз в год. 


26 





А. Шпилевский 


Новая 
интерпретация 
таинственного 
радиоэха 


В 1960 году радноастроном Р. Брей- 
суэлл высказал мысль, что нменно кос- 
мические зонды — наиболее эконо- 
мичный и эффективный способ уста- 
новления первых контактов между 
соседними развитыми цивилизация- 
ми. Как будет действовать такой зонд, 
достигший околоземной или около- 
лунной орбиты? Сначала, чтобы дать 
о себе знать, зонд должен принимать 
радносигналы с Земли и отправлять 
их обратно, как радиоэхо, с большой, 
но разумной задержкой. Только на- 
ладив двустороннюю связь, он перей- 
дет к другим формам передачи ннфор- 
мации, например, передаст телеви- 
знонное изображение участка неба, 
откуда он прибыл, и т. д. Однако ни 
Брейсуэлл, ни кто-либо другой в 
течение более десятилетия ие смогли 
найти конкретного примера для ил- 
люстрацин своих общих соображений. 
Сделал это молодой английский аст- 
роном из университета в Глазго 
Д. Лунен. Он предположил, что ра- 
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дноэхо с большим временем запазды- 
вания (задержки), наблюдавшиеся 
К. Штермером и И. Халсом в 1928 го- 
ду, переданы космическим зондом. Ги- 
потеза Лунена выглядит фантастиче- 
ской. Но «когда область исследований 
нова, — писал известный физик 
Р. Фейнман, — «прошупывание» на- 
угад н составляет первые шаги науки». 


Интерпретация Лунена 


1] октября 1928 года Халс и Шмер- 
мер, отправляя через каждые 20 се- 
кунд в ионосферу радиосигналы на 
длине волны 31,4 м, услышали в от- 
вет на них радиозхо с такими време- 
нами задержки: 8, 11, 15, 8, 13, 3, 8, 
8, 12, 15, 13, 8 и 8 секунд. Лунен по- 
пытался объяснить результаты этого 
опыта. Суть его интерпретации проще 
всего изложить, если перечислить 
предположения, использованные им. 


1. Серня варьирующих времен за- 
паздывания радиоэха в опыте Халса 
н Штермера — это послание косми- 
ческого зонда, точнее, его «визитная 
карточка», понять которую можио, 
если построить график «номер отправ- 
ленного сигнала — время задержки 
радноэха» ни сравнить его с подходя- 
щим участком звездного неба. 


2. Шесть точек этого графика, 
лежащие справа от вертикального 
восьмисекуидного барьера, иденти- 
фицируем как неполное созвездие Во- 
лопаса. 


3. Расположенную на графике 
слева от барьера точку трехсекуидно- 
го раднозха считаем звездой & Волола- 
са, выделенной из созвездия с целью 
указать нам, что зоид отправлен 
именно от этой звезды. 


4. Различие расстояний между 
Арктуром и = Волопаса на звездной 
карте и на гр: фике можно объяснить 
большим собственным движением 
Арктура, если предположить, что 
зонд передал нам изображение свое- 
го созвездия,  «сфотографированное» 
им много лет назад, сразу по при- 
бытии к Земле. 
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Время задернни радиозха, секунды 


График Лунена. Если расположить сигна- 
лы радиоэха в соответствнн с их временем 
задержки, то семь точек вытянутся в вер- 
тикальный барьер. правее которого шесть 
точек образуют конфнгурацию, весьма на- 
помннающую рнсунок созвездня Волопаса 
на совремеиных звездных картах. 'Левее 
барьера лежит только одна точка. Если 
эту точку зеркально перенести вправо от 
барьера, то ее новое местоположение почтн 
совпадает со звездой = Волопаса. 





Созвездие Волопаса. 
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Интерпретация радиоэха, пред- 
ложенная Лунепом, может удовлет- 
ворить далеко не каждого, ин прежде 
всего потому, что она неоднозначна. 
На графике Лунена точку трехсе- 
кувдного  радиоэха можно вполне 
считать ие звездой = Волопаса, а 
Арктуром. Можно попытаться нден- 
тифицировать график Лунена с дру- 
гим созвездием или даже вообще 
по-другому построить график . 

Звезда г Волопаса — двойная. Ее 
компоненты: красный гигант и спек- 
трально-двойная звезда — объекты, 
малоподходящне для развития ЦИВН- 
лизации на планете, если таковая 
имеется вблизи них. 

Удивляет отсутствие на графике 
Лунена ближайших к в Волопаса 
звезд в ин р, сравнимых по блеску с 
имеющейся на графике звездой & 
Волопаса. В то же время на фоне от- 
мечениной неполноты созвездия Во- 
лопаса поражает многоточие верти- 
кального восьмисекундного баръера. 
Трудно поверить, что он был соору- 
жен только для выделения звезды & 
Волопаса. Связать же барьер со звез- 
дамн, расположенными слева от глав- 
ных звезд созвездия Волопаса, ие- 
ВОЗМОЖНО. 

Все эти недостатки н побудили 


меня искать новую интерпретацию 
радноэха. 

Зонд от т Кита 

При построении графика «номер 


отправленного сигнала — время за- 
держки радиоэха» мы ничем ие ог- 
рачичены в выборе направлений коор- 
динатиых осей. Поэтому для упоми- 
навшейся серия радиоэха можно по- 
строить и другой график. Присмот- 
ревшись внимателью к шести точ- 
кам, лежащим ниже восьмисекунидно- 
го барьера (теперь горизонтального}, 
каждый, кто видел в кульминации 
созвездие Кита, обязательно отме- 
тит сходство их конфигурации с этим 
созвездием. Далее, следуя идее Лу- 
пена, прежде всего выдвигаем прел- 
положения. 
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Номер отправленного сигнала 


ъуэ9и 3 


Время задержки радноэха, сенунды 





Графнк. построенный автором статьи. Из- 
менение направления коордннатных осей 
меняет вид графика Лунена. Конфигурация 
точек, лежащих ниже барьера. теперь на- 


поминает рисунок созвездия Кита, а зер- 
кальное отраженне выделенной точкн по- 
палает примерно туда, где находнтся 


звезда т Кига. 





Созвездие Кнта. 


1. Серия радиоэха в опыте Халса 
и Штермера — это послание косми- 
чес кого зонда, для расшифровки ко- 
торого строим график и сравниваем 
его с подходящим участком звездно- 
го небд. 


2. Шесть точек этого графика, ле- 
жащих ниже восьмисек ундного барь- 
сра, идентифицирхем как неполное 
созвездие Кита. 

Заметим, что о полноте ин неполио- 
те созвездия можио говорить лишь с 
нашей, земной точки зрения. Как 
известно, в прошлом различные на- 
роды объединяли звезды в созвездия 
по-разному. Создатели зонда в сво- 
ем космическом послании, по-види- 
мому, должиы указать лишь самые 
яркие объекты, окружающие звезду, 
от которой послаи зонд. Представля- 
ется более вероятным, что изображе- 
вие их созвездия (вместе с програм- 
мой его передачи) было заложено в 
память зоида перед отправкой. А 
значит, вид их созвездия с Земли дол- 
жен быть рассчитан има осиове аст- 
рономических наблюдений. Ошибки 
этих наблюдений и расчетов, безу- 
словно, отразятся на нашем графике. 
Кроме того, нельзя забывать и об 
ошибках в опыте Халса и Штермера. 
Моменты отиравления радиосигнала 
и возвращения  радиоэха вряд 
ли фиксировались в 1928 году 
с ТОчностью, лучшей +! секунды. 
Зсе это, включая собствеиное движе- 
ние звезд за время перелета зонда к 
Земле, искажения на звездных кар- 
тах, связанные с построением ило- 
ских картии сферического иебосвода, 
должно объяснять иесовпадение от- 
иоситёльных положений звезд па гра- 
фике и звезд на карте. 


3. Лежащая выше барьера точка 
трехсекундиого радиоэха — это звез- 
да т Кита, выделенная из созвездия 
с целью указать нам, что именно от 
нес и нослан космический зонд. 


Действительно, перенос этой точ- 
ки ниже барьера дает вполне удов- 
летворительнсе попадание ее внутрь 
фигуры из шести’ звезд. Напомиим, 
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что сходство т Кита с нашим Соли- 
цем, одиночность звезды и ее близость 
к нам (11,8 световых лет) давио за- 
ставили астрономов обратить на нее 
особое виимание. А в 1960 году, осу- 
ществляя ироект «Озма», радиоаст- 
рономы несколько месяцев с надеж- 
дой ждали отт Кита радиосигиалы па 
длиие волны 21 2м. 


4. Восьмисекундный  горизонталь- 
ный барьер — это отрезок либо ие- 


бесного экватора, либо эклиптики 
для земного наблюдателя. 
Мысль об этом возникает при 


сравиении нашего графика © картой 
звездного неба. Не только конфигу- 
рация шести точек на графике напо- 
минает рисунок созвездия Кита, но 
и шесть соответствующих  последие- 
го располагаются относительно эква- 
тора и эклинтики примерно так же, 
как шесть точек графика относитель- 
во барьера. Одиако маловероятно, 
чтобы с расстояния в 11,8 световых 
лег удалось измерить угол наклона 
земной оси к плоскости земной орби- 
ты (а звачит, узнать, как проходит 
пебсеный экватор землян среди звезд). 
Скорее всего, барьер — это отрезок 
эклиетики, которая доступна оире- 
делению с гораздо больших расстоя- 
ний, чем 11,8 световых лег. Кстати, 
несовнадения паклона барьера и эк- 
лиитики к линии, соединяющей звез- 
ды В их Кита, можно, например, 
объяснить тем, что с т Кита скорее 
всего достуииа определению лишь 
средияя орбитальцая плоскость для 
всех планет Солнечной системы (и 
вряд ли можно узнать число этих 
планет}. Не исключено. что когда 
составители космического послания 
рениили» провести в нем отрезок эк- 
лиятики для облегчения идентифи- 
кации их созвездия, им и «ариило 
в голову» использовать получивиянй- 
ся барьер для выделения т Кита. 

5. Семь точек барьера и точка 
пересечения иперпеидикуляра, — ону- 
щенного из трехсекундной точки на 
барьер, — это сообщение о существо- 
вании восьми планет около т Кита. 
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Такая интерпретация точек, со- 
ставляющих барьер, возникает уже 
нотому, что в барьере кажутся ли 
ними две правые точки, соответст- 
вующие тринадцатому и четырнадца- 
тому радиоэху. Следовательно, их 
добавление в данную серию радиоэха 
(а началом другой, повторной серии 
они не могут быть) понадобилось для 
увеличения уже имевшегося числа 
точек. С какой целью? Здесь надо 
заметить, что космическое послание, 
вообще говоря, обязательно должно 
быть максимально простым для шиф- 
ровки и дешифровки и максимально 
информативным. Поэтому на нашем 
графике ничто не должно упускать- 
ся из виду. Даже точку пересечения 
перпендикуляра, используемого для 
выделения т Кита из созвездия, надо 
причислить к семи точкам барьера. 
Кроме того, если мы уже знаем из 
нослания, что зонд прибыл от звезды 
< Кита, то спрашивается, какую же 
информанию мы могли бы извлечь 
из послания? Логично думать, что 
это будет сообщение о том, сколько 
планет вблизи т Кита и с какой из 
них отправлен зонд. Восемь точек 
барьера, по-видимому, говорят как 
раз об этом: число планет ут Кита 
равно восьми. Замечательно, что на- 
ше Солнце (звезда чуть больших раз- 
меров, чем т Кита) имеет девять пла- 
нет. Возможно, так п должно быть: 
у физически похожих звезд в сходных 
условиях образуются — аналогичные 
планетные системы. 

6. Зонд отправлен с третьей по 
порядку удаленности от т Кита пла- 
негы. 

Судя по графику, точка, соответ- 
ствующая планете, от которой был 
послан зонд, лежит на пересечении 
перпендикуляра, проведенного из 
трехсекуидной точки барьера. Это — 
третья точка ма барьере, считая по 
порядку следования радноэха. При- 
мечательно, что наша Земля — третья 
по удаленности от Солнца планета, 
Без сомнения, такое совпадение не 
случайно. Как известно, зона «оби- 
таемости» в окрестности звезды пеоб- 
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ходнмо приходится на планету, не 
слишком близкую к свсей звезде и не 
слишком далекую от нее. Не надо 
также забывать о сходстве т Кита и 
Солица. Правда, сегодняшняя све- 
тимость т Кита почтн вдвое меньше 
солнечной. Но это обстоятельство, 
возможно, свидетельствует о том, что 
т Кита много старше Солнца. Значит, 
планетная снстема т Кита тоже стар- 
ше и, накопеи, цивилизация, отпра- 
вившая зонд, старше и более разви- 
та по сравнению с земной. 

Итак, тот же метод рассуждений 
н те же исходные идеи, которыми 
воспользовался Лунен, приводят к 
другой интерпретации таинственисто 
радиоэха. Какая нз них правдопо- 
добнее, сказать трудно. Очевидно, 
только новые эксперименты и аст- 
рономические наблюдення смогут при- 
вестн к научному решению проблемы 


` таинственного радноэха. 
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Итак, новая интерпретация — таин- 
| ственного радноэха... Прежде всего 
о чем идет речь? Еще в 20-х годах на- 
шего столетия было обнаружено, что 


Модель при определенных условиях сигналы 


передающих радиостанций,  много- 
контакта еб кратно отразивиись от поносферы, 
ВС = возвращаются в исходную точку и 
Л. Ги аыь 238 8 могут быть зарегистрированы сиус- 
9% тя некоторсе время после основного 
сигнала как своеобразное радиоэхо. 
Время запаздываиия для такого эха 
составляет доли секунды. Однако от- 
мечены и очень редкие случаи эха с 
более длительными задержками — от 
нескольких секунд до нескольких де- 
сятков секунд. Это явление иногда 
называют «парадоксом — Штермера» 
или «мировым эхом», очень часто до- 
бавляют эпитет «загадочное» (оно н в 
самом деле ие имеет еще хдовлетвори- 
тельного объяснения). В научной же 
литературе употребляется более 
скромный термин — ГОЕ (опо-4е- 
[ауе@ еспос$ — эхо с длительными 
задержками). 

В 1927—1929 годах известный нор- 
вежский геофизик профессор К. Штер- 
мер в сотрудиичестве с доктором 
Ван дер Полом и ииженером И. Хал- 
сом организовали серию эксперимен- 
тов для изучения [ОЕ. Передатчик 
радностанции в Эйидховене (Голлан- 
дия), работающий ма волне 31,4 м, 
передавал в определенной последо- 
вательности импульсы, которые ре- 
гистрировались Халеом в Осло. Не 
все детали этого эксперимента сохра- 
нились до настоящего времени, не 
все данные были опубликованы. Нз- 
сколько можно судить по публика- 
циям, первоначально каждый сиг- 
нал представлял собой последова- 
тельность трех точек Морзе. Эти си- 
гналы повторялись каждые 5 се- 
кунд. В сентябре 1928 года режим пе- 
редатчика был изменен: промежу- 
ток времени между сигналами уве- 
личился с 5 до 20 секунд. Днем 11 
октября 1928 года Хазе и Штермер 
зарегистрировали длинную последо- 
вательность эха: сначала время за- 
держки составляло 3 секунды, за- 
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тем 4 секуилы, потом возросло до 
5 секунд, а после этого стало беспо- 
рядочно меняться (!) от 5 до 18 се- 
кунд. 

Передатчик в Эйндховене рабо- 
тал в течение почти целого года. Ре- 
жим передачи сигналов несколько 
раз менялся.  Радиоэхо, регистри- 
ровавшиеся в Осло, имели различ- 
ные временные задержки, колебав- 
иеся от 3 секунд до 3,5 минут. 
7 ноября 1929 года эксиеримент в 
Эйидховене был ипрекрашен. 


Интересное исследование ЕОЕ вы- 
полнили  Ж. Голль и Г. Талон в 
мае 1929 года во время работы фран- 
иузской экспедиции, наблюдавшей 
солнечное затмение в Индокитае. Ус- 
таповлениый ина борту судна пере- 
датчик мощностью 500 вт  гсиери- 
ровал па волне 25 м последователь- 
ность сигналов с интервалом 30 се- 
куид. Были зарегистрированы длин- 
ные серии ГОЕ с переменной вре- 
менной задержкой. 


Наблюдения французских — ис- 
следователей, как и наблюдения Ван 
дер Пола, Халса и Штермера, не 
пашли в то время удовлетворитель- 
ного объяснения. Действительно, 
минимальной задержке, равной трем 
секуидам, соответствует расстоямие 
450 000 км от Земли, то есть отра- 
жающая материя должна распола- 
гаться далеко за пределами земной 
атмосферы, где-то в райоие лунной 
орбиты. Между тем мощность эха 
ирезышала треть мощности сигнала, 
что ие соответствовало ожидаемой 
мощности при естественном отраже- 
нии от объекта, паходящегося на 
расстоянии Луны нли дальше. Еще 
сложнее объяснить изменение  за- 
держки эха. Если оно связано с 
леремещением отражающей материн 
в пространстве, скорость ее движе- 
ния должна быть слишком. высокой. 
И уж совсем трудно было предста- 
вить, как возникает двойное и трой- 
ное эхо (от одного и того же сигиа- 
ла). Тайна мирового эха осталась 
нперазгаданной. 


32 


’постояниой независимо 


В 1934 годх ОЕ наблюдал аи- 
глийский исследователь Ё. Эпплтон. 
Позднее сильно возросший уровень 
радиопомех стал препятствовать ре- 
гистрацни 1.РЕ. В 1947—1949 годах 
К. Будден и Дж. Ятис попытались 
исследовать радиоэхо на волне 14,5 м 
и ие обнаружили его. Об удивитель- 


ном феномене постененно забыли, хо- 
тя время от времени радиолюбители 
все-таки наблюдали эхо от своих 
собственных передач (регистрирова- 
лась разговорная речь пли сигналы 
Морзе, повторенные через несколько 
секуид). Как можно судить по этим 
сообщениям, область частот, в кото- 
рых наблюдается ОЕ, прослирает- 
ся от 0,8 до 140 Мец. 

В 1967 году изучение ОЕ нача- 
лось в Стэнфордском университете 
(США) под руководством ирофессо- 
ра Ф. Кроуфорда. Реальность фено- 
мена была подтверждена. Правда, в 
Стэифорде, в отличие от 20-х годов, 
не наблюдались дливпые последова- 
тельности эха. Особенно часто встре- 
чались эхо с задержками, приблизи- 
тельно равными 2 п 8 секупдам. Об- 
наружено, что частота эха смещается 
па десятки герц по сравнению с 
частотой исходного сигнала, а вре- 
менной промежуток между импуль- 
сами в сигнале эха меньше, чем в 
исходном. 


Анализируя имеющиеся данные об 
ЕОЕ, английский астроном унен об- 
ращает виимание на пекоторые осо- 
беиности штермеровских эхо по срав- 
пению с эхо,  исследованиыми в 
Стэифорде. Во-первых, эхо, наблю- 
давниеся в 20-х годах, были свобод- 
ны от временного сжатия и частотных 


(доплеровских) искажений, которые 
обусловлены движением — ионосфер- 
ных слоев. — Во-вторых, интеисив- 


ность штермеровских эхо оставалась 
от времени 
запаздывания. Этот результат до- 
вольно трудно понять: ведь чем доль- 
ше путешествует волиа, чем большее 
расстояние она проходит до того, как 
возвратится В исходиую точку, тем 
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меньше должна быть ее интенсив- 
НОСТЬ. 

Олираясь на иден Брейсуэлла об 
использованин зондов для контак- 
та между космическими цивилиза- 
циями, Лунен выдвинул гипотезу о 
том, что эхо шлермеровского типа 
представляет собой сигнал межзвезд- 
ного зонда. Возвращая принятую с 
Земли передачу, зонд пытается та- 
ким путем вступнть с нами в кон- 
такт. Тогда изменение времени за- 
паздывания должно быть связано с 
передачей какой-то информации. Пы- 
таясь расшифровать послание зонда, 
Лунен интерпретировал одну нз по- 
следовательностей 1.РЕ, полученную 
вечером 11| октября 1928 года, как 
сообщение о том, что зонд прибыл в 
Солнечную систему около 13 000 лет 
назад со звезды = Волопаса. 

Работа Лунена появилась в 1973 
году и вызвала значительный резо- 
нанс. Многие увиделн в ней попытку 
доказать существование зонда. Меж- 
ду тем Лунен не ставил перед собой 
такой цели. Его схема рассуждений 
примерно такова. Мы не знаем ис- 
тинную природу ОЕ. Есть некото- 
рые основания полагать, что феномен 
может быть связан с зондом. Предпо- 
ложим, что это действительно так. 
Какова в таком случае должна быть 
логика контакта, каким способом 
зонд может передать людям свое по- 
слание и как нам подойти к его де- 
шифровке? После того, как этот во- 
прос поставлен, все дальнейшие рас- 
суждения имеют смысл лишь по- 
стольку, поскольку справедливо ис- 
ходное предположение (ведь — бес- 
смысленно прилнсывать определен- 
ную логику естественному явлению). 
Поэтому та или нная интерпретация 
не может служить доказательством 
существования зонда, она уже ос- 
нована на этом предположении. Сле- 
довательно, смысл и значение рабо- 
ты Лунена, как и работы Шпилевско- 
го, состоит не в доказательстве су- 
ществования зонда, а в рассмотре- 
нии рекоторой модели контакта (ко- 
нечно, если бы было доказано, что 
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это — зонд, выбор ннтерпретации при- 
обрел бы большее значение). 

Такая постановка вопроса пред- 
ставляется вполне правомерной, ин- 
тересной и актуальной. Хорошо извес- 
тен пример космического сообщения, 
составленного Ф. Дрейком для иллю- 
страции возможностей межзвездной 
радиосвязи. Одно послание, адре- 
сованное иным цивилизациям, на- 
ходится на борту космического ко- 
рабля «Пионер-10», который летит 
сейчас к границам Солнечной систе- 
мы («Земля и Вселениая», №4, 1972, 
с. 29—31), другое передано в на- 
правленин шарового скопления в со- 
звездин Геркулеса («Земля и Все- 
ленная», № 4, 1975, с. 94—96). Во 
всех этих случаях мы имеем дело 
с посланиями, составленными людь- 
ми от имени внеземных цивилизаций, 
как у Дрейка, или для внеземных 
цивилизаций, как, например, на 
«Пионере-10». Но в реальных усло- 
виях контакта мы столкнемся с чу- 
жим посланием, и перед намн вста- 
нет задача понять его. Сигнал, кото- 
рый доставит его на Землю, не будет 
носить достоверной печати искус- 
ственностн. Мы можем только подо- 
зревать его в этом на основанин ка- 
ких-то «улик» и должны попытаться 
понять послание, чтобы  подтвер- 
дить обоснованность своих подозре- 
ний. Таинственные эхо — подходя- 
щая модель такого сигнала. Спра- 
ведливость исходной гилотезы о су- 
ществованни зонда можно проверить, 
используя предполагаемый код по- 
слания, разумеется, еслн он был пра- 
вильно понят (для этого достаточно 
послать новый снгнал в коде зонда). 

Как же подойти к разгадке посла- 
ния? С. Лем обращает внимание на 
одну важную особенность в методо- 
логин контакта. «Ученые, — пи- 
шет он, — воспитаны на «игре с При- 
родой», которая никак не является 
сознательным противником, сни не 
допускают возможности, что за ис- 
следуемым объектном а самом деле 
стонт кто-то ин что понять объект 
можно лишь постольку, поскольку 
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удастся постичь ход рассуждений это- 
го совершенно неизвестного создате- 
ля .. Физику и в голову не при- 
дет, что кто-то нарочно расположил 
так электроны на орбитах, чтобы 
люди ломали голову над их конфигу- 
рацнями. Он прекрасно знает, что 
гипотеза о создателе орбит в его 
физике абсолютно излишняя, более 
того, вообще недопустима.» Ученые, 
в отличие от теологов, никогда не по- 
кушались разгадывать мотивы, крою- 
щиеся в закономерностях матери- 
ального мира. Но в проблеме кон- 
такта «именно отгадывание мотивов, 
то есть занятие, дискреднтированное 
всей нсторней эмпирических наук», 
может привести нас к успеху. Этого 
не учитывают некоторые критики Лу- 
нена, упрекающие его в произволь- 
ной манилуляции данными. 
Представьте себе, что мы иссле- 
дуем какое-то естественное явление 
и обнаруживаем, что некоторые экс- 
пернментальные точки отклоняются 
от ожидаемой теоретнческой зависи- 
мости. Если у нас есть уверенность, 
что это отклонение не связано с ошиб- 
ками измерений, мы вынуждены от- 
казаться от своей теоретической схе- 
мы. Любая попытка объяснить, по- 
чему этн точки отклоняются от ожи- 
даемой кривой, будет рассматривать- 
ся как «подгонка под ответ». У приро- 
ды не может быть никаких мотивов 
для выделения определенных точек, 
если только исходная зависимость 
действительно справедлива. В про- 
блеме контакта такие мотивы легко 
представить, как это иллюстрнирует- 
ся, например, в схемах Лунена н 
Шпилевского. Более того, без этих 
мотивов и соответствующей процеду- 
ры отгадывания контакт вообще мо- 
жет оказаться неосуществимым. Ко- 
нечно, допуская определенный про- 
извол, мы рискуем выпустить из бу- 
тылки джина неограниченных спе- 
куляций. В этом состоит серьезная 
трудность. И все же мы должны пом- 
нить, что психология контакта отлича- 
ется от психологии природоведения; 
процесс установления контакта скорее 
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напомннает игру, поэтому к нему нель- 
зя подходить с обычной меркой естест- 
воиспытателя. После таких предва- 
рительных замечаний попытаемся про- 
анализировать предложенную ин- 
терпретацию. 


Первая мысль, которая невольно 
рождается: откуда им (волопасцам 
или таукитянам) известно, как мы 
проводим границы своих созвездий, 
ведь созвездия выделены на небе со- 
вершенно условно. Это, конечно, вер- 
ное замечание. Но метод зонда не свя- 
зан с нашими созвездиями. Изобра- 
жая область звездного иеба, зонд 
ограничивается только яркими звез- 
дами, объектамн до определенной 
звездной величины и получает конфи- 
гурацию, которую мы отождествляем 
с тем или иным созвездием. Так, Лу- 
нен отождествил конфигурацию зон- 
да с группой звезд в созвездии Воло- 
паса, а Шпилевский ту же конфи- 
гурацию —с группой звезд в со- 
звездии Кита. 


Сложнее обстоит дело с выбором 
единиц и масштабов. Использование 
одинакового масштаба по обеим осям 
представляется вполне оправданным. 


Но откуда зонд знает, что мы изме- 
ряем время в секундах? Единица вре- 
мени, использованная зондом, если 
и не точно равна секунде (учитывая 
ошибки измерения при приеме эха 
на слух), то во всяком случае поряд- 
ка секунды. Очевидно, он определил 
ее из анализа сигналов, посылаемых 
с Земли (?}. 


Если нам задана произвольная 
конфигурация точек, мы почти всег- 
да можем найти подходящий узор на 
карте звездного неба. Каждый мо- 
жет убедиться в этом, просматри- 
вая, например, «Звездный атлас» 
А. А. Михайлова. Чем точнее вос- 
производятся детали узора, тем мень- 
ше вероятность случайного совпаде- 
ния. В связи с этим возникает во- 
прос о точности. Но как можно оце- 
нить точность, не договорившись с 
зондом ни о эпохе, ни о типе проек- 
ции? Очевидно, совпадение узора мо- 


жет быть только приближенным. Но 
тогда для исключения произвола 
очень важно снабдить карту опреле- 
ленными ориентирами. В этом смыс- 
ле безусловно логичным кажется со- 
ображение Шпилевского о том, что 
восьмисекундный барьер должен со- 
ответствовать определенному кру- 
гу на небесной сфере — экватору или 
эклиптике. Хотя конфигурация то- 
чек довольно отдаленно напоминает 
созвездие Кита (совпаднене с Воло- 
пасом, пожалуй, несколько лучше), 
это отождествление благодаря при- 
вязке к экватору представляется бо- 
лее уверенным. 

Остроумными кажутся соображе- 
ния о планетной системе зонда, хотя 
требование максимальной информа- 
тивности не всегда — обязательно. 
Главная задача зонда — сделать убе- 
дительный шаг к контакту, а когда 
контакт установлен, можно передать 
дополнительную информацию о своей 
планетной системе. 

Итак, т Кита или е Волопаса? 
С точки зрения наших сегодняшних 
представлений об условиях сущест- 
вования жизни в космосе, т Кита, 
конечно, предпочтительнее. Вспом- 
ним, что во всех проектах межзвезд- 
ной связи эта звезда — первый канди- 
дат. Но здесь кроется и коварная 
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опасность: всегда можно подозре- 
вать подсознательный, непроизволь- 
ный элемент подгонки. В этом смыс- 
ле позиция Лунена сильнее, ибо 
трудно заранее подозревать такую 
малоподходящую звезду, как е Воло- 
паса. Любопытно, что если смотреть 
ст Кита, наше Солнце, как отмечает 
Лунен, будет видно в созвездии Во- 
лопаса. Может быть, послание зонда 
одновременно дает информацию о том, 
как выглядит наша область неба, если 
смотреть от них, н о том, как выгля- 
днт их область неба, если смотреть 
на нас? Болгарские любители астро- 
номни во главе с Илией Илиевым 
применили иной способ дешифровки 
послания («Техника молодежи», № 4, 
1974, с. 54) и пришли к выводу, что 
зонд прибыл со звезды & Льва. Их 
способ рассуждения ненамного про- 
извольнее н может показаться столь 
же «оправданным». Такая многознач- 
ность интерпретации настораживает. 
По-видимому, межзвездное послание 
должно строиться на каких-то иных 
логических принципах, исключающих 
любую неоднозначность. 

Предпринятые попытки раскрыть 
тайну мирового эха — поучительный 
н наглядный пример трудностей, воз- 
никающих в проблеме межзвездной 
СВЯЗИ. 





2. а) Высоты АД, ВЕ, 
СН треугольннка АВС пе- 
ресекают его стороны в точ- 
ках О, Е, Н. Доказать, что 
соеднняющие вер- 
шнны А, В, С с серединами 
отрезков ЕН, НО и ОЕ со- 
пересекаются 


Геометрические 
задачи 
прямые, 
1. Путь СД — середи- 
на стороны ВС треуголь- ответственно, 
ника АВС и О центр в одной точке. 
окружности,  впнсанной в 


этот треугольник. Обозна- 
чим через О точку пересече- 
ния  перпендикуляра, опу- 
щенного из точки Д на 
ЛО, с перпендикуляром, опу- 
щенным из точки А на ВС. 
Доказать, что перпеидику- 
ляр, опущенный из точки 9 
на РО, проходит через точ- 
ку касання вписанной 
окружности н стороны ВС. 


3 


6) Доказать ту жеё теоре- 
му, заменив высоты бнссект- 
рисамн илн меднанамн. 

3. Длины медиан АМ, 
ВМ, СЯ треугольника АВС 
образуют геометрическую 
прогрессию. Доказать, что 


25 В=ав- УЗ (1—1, 


а? -- сз 


В д” 


4. Через точку Е. ле- 
жащую внутрн окружности, 
проведена хорда НЕК. 
Пусть ЕМ и ЕР — перпен- 
днкуляры, опущенные нз 
точки Ё на касательные к 
окружностн, проведенные в 
точках Ни К. Доказать, что 

| 
ГЕ + ТЕР! не зависит от 


выбора хорды. 

5. Найти все  прямо- 
угольные треугольники, длн- 
ны сторон которых — нату- 
ральные числа, причем 
сумма и разность длии гипо- 
тенузы и одного из катетов 
являются точными квадра- 


тами. 
Н. В. 
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Д. Горбушина, В. Майер 


Прохождение света 
через 
плоскопараллельную 
пластинку 


Казалось бы, что может быть проще 
плоскопараллельной прозрачной пла- 
стинки? В элементарных учебниках 
физики ей уделяется несколько слов: 
луч света, прошедший через пластин- 
ку, параллелен падающему и лишь 
несколько смещен относительно него. 
Между тем, явления, которые можно 
наблюдать при прохождении света 
через пластинку, чрезвычайно любо- 
пытны. Уже не одно столетие они изу- 
чаются исследователями, а внастоя- 
щее время широко применяются в 
науке ин технике. Например, тон- 
кие плоскопараллельные пластиики 
(слои) используются в интерферен- 
ционных светофильтрах и зеркалах. 
Без пластинок не может быть пост- 
роен интерферометр — один из са- 
мых точных оптических приборов. 

Чтобы получить представление о 
многообразии и красоте оптических 
явлений, происходящих в плоско- 
параллельной — пластинке, рассмот- 
рим такой опыт *). Допустим, что 
пластинка освещается расходящимся 
пучком лучей. Нижняя поверхность 
пластинки матовая, а точечный источ- 
ник света, дающий  расходящийся 





*) Подобный экспернмент в учебных целях 
разработан более 10 лет назад С. И. Князе- 
вым. 
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пучок, расположен внутри пластинки 
на этой поверхности (рис. 1). Очевид- 
но, что пучок света от нсточника не 
сможет полностью выйтн из пластин- 
ки: лучи, падающие на границу разде- 
ла стекло — воздух под углом, рав- 
ным или болыним предельного, ис- 
пытают полное отражение на верхней 
поверхности пластинки и вернутся к 
нижней. Поскольку нижняя поверх- 
ность пластинки матовая, падающий 
на нее свет будет рассенваться — по- 
верхность будет освещена. Если в 
этих условиях посмотреть на плоско- 
параллельную пластинку сверху, то 
будет видна яркая светящаяся 
точка — источник света $, — окру- 
женная слабым светлым кольцом с 
резкой внутренней границей. 

Вычислим внутренний днаметр О 
светлого кольца (или внешний диа- 
метр темного кольца). Согласно зако- 
ну преломления (см. рисунок 1) 
эпа/ят В=м./м,:, где п:, Л. — соот- 
ветственно абсолютные показатели 
преломления пластинки и среды над 
верхней ее поверхностью. Угол паде- 
ния @& называется предельным, если 
угол преломления В равен л/2. Сле- 
довательно, предельный угол  паде- 
ния можно найти из соотношения 
эт аар== п/па. Из треугольника 

ь $В 2/4 

5АВ пр = <А— И Е 2:76 . 
ключая из двух последних формул 
угол @„р, получаем 


л; _ УР _ Г 
= ", = у 1+ 16 р; 


Если пластинка находится в воздухе, 


Ис- 








Рис. 1. 


то п‚=|. Тогда внутренний днаметр 
светлого кольца связан с показателем 
преломления пластинки л=н, и ее 
толщиной Я соотношением 


= (4) 
И 
Пользуясь полученной формулой, 


можно определить одну из трех вхо- 
дящих в нее величин, измерив две 
другие. Практическое значение, ко- 
нечно, имеет определение показателя 
преломления матернала пластияки. 

Теперь убедимся эксперименталь- 
но в существовании предсказанного 
явления и проверим формулу (ж*). 
Для опытов можно использовать плос- 
копараллельные пластинки из стекла 
нли оргстекла толщиной ие менее 
2 им. Одну поверхность пластинки 
нужно сделать матовой, обработав ее 





Рис. 2. Детали экспериментальной установки: 
1 — пластннка с матовой поверхностью, 
2 — укрепленная в спичечном коробке лам- 
почка. 3 — крышка коробка (чтобы свет, 
выходящий через щели спичечиого коробка, 
не мешал наблюдениям, на крышку наклеен 
листок черной бумаги). 





Рис. 3. 
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наждачной бумагой или покраснв тон- 
ким слоем белой краски. Остаестя 
каким-то образом «внести» точечный 
источник света виутрь пластинки. 
Сделать это не так сложно. Дейст- 
вительно, если на матовую поверх- 
ность пластинки снизу или сверху 
пустить узкин пучок света, то не- 
большой освещенный участок этой 
поверхностн будет рассеивать свет 
внутрь пластинки по всем направле- 
ниям, т. е. выполнять роль точечного 
нсточника света. 

Соберем экспериментальную уста- 
новку (рис. 2}. Внутрь  спичечного 
коробка поместим аампочку для кар- 
манного фонаря и закрепим ее в вер- 
тикальном положении с помощью пла- 
стилина. Провода от лампочки, про- 
пущенные через отверстия в стенке 
коробка, соединим с батарейкой. 
Закроем коробок крышкой, и иглой 
проколем в ней над нитью лампочки 
неболыное круглое отверстие. Отре- 
гулируем положение лампочки в спи- 
чечиом коробке так, чтобы получился 
яркий «точечный» источинк света (про- 
колоть отверстие точно над нитью 
вряд ли удастся, поэтому регулиров- 
ка необходима). На коробок положим 
плоскопараллельную пластинку ма- 
товой стороной вниз. 

Если в полной темноте посмотреть 
на пластинку сверху, будет видно то 
светлое кольцо (вокруг точечного ис- 
точиика света), которое предсказыва- 
ет теория. 

Опыт можно несколько видоизмс- 
нить. Сделаем на пластинке по ее пе- 
риметру пластилнновые бортики вы- 
сотой около 5 мм и нальем па по- 
верхность пластинки тонкий слой во- 
ды. (Пластинка должна быть чистой, 
чтобы вода равномерно покрывала 
всю ее поверхность.) При этом вокруг 
светящейся точки появляется второе 
светлое кольцо, имеющее болылий 
днаметр, чем то, которое получалось 
при отсутствии воды. Первое кольшо, 
если слой воды топок, имеет такой же 
диаметр, как в случае, когда воды нет. 

Объяснить возникновение второго 
кольца пе сложно. Световые лучи В 
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этом опыте испытывают полное отра- 
жение от границы раздела сред стек- 
ло — вода (рис. 3). Откуда берегся пе- 
рвое светлое колыю вокруг нсточинка? 
Разумно предположить, что его появ- 
ление объясняется полным отраже- 
нием света от границы вода — воз- 
дух. Если это предположение верно, 
то диаметр первого светлого кольца 
должен зависеть от толщины слоя во- 
ды над пластинкой. Провернм это. 


Рис. 4. Если воды нет совсем, видно одно 
светлое кольцо (рис. 4; к сожалению, 
темный круг, в центре которого иа- 
ходится источиик, внден не очень чет- 
ко; при увеличении толщины пластин- 
ки условия наблюдения улучшаются). 
Будем постепенно доливать воду в 
кювету, образованную пластинкой с 
пластилиновыми бортиками. При этом 
растут размеры первого светлого 
кольца, в то время как диаметр вто- 
рого остается неизменным (рис. 5). 
Сначала первое колько меньше второ- 
го (см. рис. 58} затем оно совмещает- 
ся со вторым и, наконец, стаиовится 
балыше второго (см. рис. 56). Итак, 
сделанное предположение верно. 


В заключение рассмотрнм такой 
опыт. Наспичечный коробок положим 
листок папнросной (илн другой тон- 
кой белой) бумаги, прекрасно рассен- 
вающей свет. На нее поместим про- 
зрачную стеклянную пластинку (без 
матовой поверхности). Включим лам- 
почку. При этом вместо окружающе- 
го источник светлого кольца с четкой 
ви утренней границен мы увндим свст- 
лый круг с резкой виешией граиицей 
(рнс. 6)! 

Объясняется этот несколько не- 
ожиданный результат тем, что теперь 
источиик света находится ие внутри, 
а вне пластинки. Подробное объясне - 
ние опыта мы предоставляем вам про- 
вести самостоятелыьто. 








Рис. 5а 





Упражненвя 

1. Пользуясь формулой (+). эксперн- 
ментально опрелелите показатели преломле- 
ння стекла н оргстекла- 

2. Измерьте показатель преломления 
Фис. 6. жидкости, палитой поверх иластийки. 
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сви / 


| 
М. Балк 


Такой | 
невероятный 


турнир... 


Между первым знакомством с «не- 
стандартной», «нетиповой» задачей ип 


окончательным, компактным изложе- 
нием ес решения лежит полоса поиска 
этого решения. Как же проводить этот 
понск? Единого, «универсального» ме- 
тода для достижения этой цели нег. 
Однако есть простые общие приемы, 
которые помогают найти способ ре- 
шения данной, конкретной задачи. 
Обсуждению таких приемов посвя- 
щены превосходные кинги Д. Пойа 
«Как решать задачу», «Математика н 
праздолодобные рассуждения», «Ма- 
тематическое открытие», а также ряд 
книг и статей других авторов. В пред- 
лагаемом впиманию читателя очерке 
мы попытаемся проследить, как «сра- 
батывают» такие общие приемы. 


Встреча первая 
11 марта, 8 часов утра 
Они ежедневно ходили по одной и 
той же тихой улнце — ученик седь- 
мого класса Саша Тихомиров и учи- 
тель математики Георгий Данилович 
Селиванов. Они давно знали друг 
друга, а с прошлого года Саша стал 
ходить в городской математический 
кружок, которым руководил Георгий 
Данилович. Сегодня, увидев Сашу, 
учитель поинтересовался: 

— Ну как, отослал ты уже всту- 
пительную контрольную работу в 
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Заочную школу? 
кает 20 марта *). 

— Лет еще. — ответил Саша, — 
из 1{ задач я пока решил 10, асамую 
первую никак решить не могу. 

— Что же это за коварная за- 
дача? 

Саша извлек из своего портфеля 
журнал «Квант» № 1 за 1974 год, 
раскрыл его на 73 странице и стал 
читать. 

«Задача 1. Тры друга сы 
грали некоторое число партий в шах- 
маты, причем каждый сыграл с каж- 
бым одинаковое число партий. По- 
том стали решать, кто победил. 
Первый сказал: «У меня больше, чем 
у каждого из вас, выигрышей». Второй 
сказал: «У меня меныие, чем у каж- 
ого из вас, проигрьиией». Но когда 
подсчитали счки, то оказалось, что 
больше всего очков набрал третий 
{выигрыш — 1 очко, ничья — 2 оч 
ка, проиерыш — 0}. Могло ли такое 
быть? Если нет, то докажите; если 
да, то приведите пример.» 

— Любопытная задача! — сказал 
Селиванов. — Знаешь, ведь и я сра- 
зу не вижу, как ее решить. Зайди 
ко мне сегодня вечером, подумаем 
над нею вместе. 


Ведь срок нсте- 





*} Иместся в виду Всесоюзная Заочная 
математическая школа (ВЗМЩ). 
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Встреча вторая 

[| марта, 19 часов 

Усевшись поудобнее в «свое» кресло 
в комнате Селиванова, Саша расска- 
зывает. 


—Я рассматривал конкретные слу- 
чаи, когда каждый из ребят сыграл 
с каждым из остальных по 2, 3, 4, 5 
партий. Но так, как требуется в ус- 
ловни задачи, у меня ни разу не 
получилось. 


— Но, быть может, — размышлял 
вслух учитель, — это получится при 
большем числе партий? 


— Возможно, — вздохнул Саша.— 
Говорят, кто-то перебрал 237 варнан- 
тов возможных турниров, пока не 
наткнулся на требуемый. Но разве 
перебор всленую— это решение?Долж- 
на же математика подсказать более 
умный путь! А как его найти? Я даже 
ие злаю, с чего начать. 


— Видишь ли, один из первых 
вопросов, который полезно поставить 
себе при решении яюбой задачи, та- 
кой: «Что в задаче ищется?». Как 
бы ты па иего отвегил? 

— Ищется... — Саша пожал пле- 
чамн. — Ищется довольио необыч- 
ная вещь турнир. 

— Верно. А вот другой важный 
вопрос: «Нельзя ли свести решение 
задачи к поиску каких-то чисел?» 

— Вроде бы я могу это сделать, — 
сказал. Саша. — Чтобы — восстано- 


ЕЕЕЕЕ 





+ 


Табл. 1. 
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вить турнир, мне надо узнать, сколь- 
ко всего партий первый вынграл у 
каждого из двух остальных, сколько 
партий он каждому из них проиграл, 
сколько сыграл с каждым вничью. 
Вот уже 6 неизвестных. И, похоже, 
такие же неизвестные надо ввести и 
для второго и третьего... Набира- 
ется 18 неизвестных! Многовато... 

— А нельзя ли все эти неизвест- 
ные «собрать в одну горсть», — раз- 
думывал вслух учитель. — Хорошо 
бы их представить себе наглядно, 
изобразить па схеме... 

— Это я могу, — сказал Саша. — 
Недавно мы с Колей и Витей сыгра- 
ли друг с другом по две партии, и 
получилась вот такая итоговая таб- 
лина (см. табл. 1}. Я по одной партин 
вынграл у каждого из них, в таблице 
это обозначено «1, и по одной 
пронграл, это обозначено «—1!». А 
число ничьих мы обозначали знаком 
равенства, вот в таблице стоит 
«=2», — это Коля с Витей обе пар- 
тии сыграли виичью. И в нашей 
задаче можно составить похожую 
таблицу (см. табл. 2), в каждой стро- 
ке которой записапы нужные нам 
сведения 0б игроке — сколько пар- 
тий и кому оц проиграл, сколько вы- 
играл, сколько свел вничью. Прав- 
да, эсе эти числа пока нензвестны и 
обозначены буквами. Например, вто- 
рой игрок вынграл у третьего с 
партий, пронграл ему { партий, а 
Е партий сыграл с ним вничью. А 


= 










и: 
= 










Табл. 2. 


ведь неизвестных оказывается не 18, 
а только девять! 

— Хорошая схема, — одобрил 
таблицу Георгий Данилович, — Что 
же ты дальше намерен делать? 

— Подобрать числа а, 6, ..., № 
так, чтобы выполнялись все усло- 
вия задачи. А, может быть, такого 
набор чисел нет? Тогда как это до- 
казать? Неясно... 

— А что тебе известно об искомых 
числах? Нельзя ли это записать в 
виде уравнений или неравенств? По- 
думай над этим дома, и давай встре- 
тимся завтра. 


Встреча третья 

12 марта, 19 часов 

— Я заполнил дома пустые клетки 
в таблице 2, — сказалСаша, —и из 
условия задачи получились  нера- 
венства 


а-ь > е-На, 
ань>е-+р 
ар аче, 
ар -с, 


1 1 
ей 


1 й ды 
>аз 8 го = й, 


ее ВИ > 
! р 
>а--> ат ^. 


— И это все? — спросил 
тель. 

— Нет. Если обозначить через п 
число партий, сыгранных каждым 
игроком с каждым из остальных, то 
еще 


афафе=ьефй=е-ЕЕ+ Ел. 


Причем все эти 10 чисел — целые и 
неотрицательные. С помощью по- 
следних равенств мне удалось исклю- 
чить из неравенств д, Ни №. Получи- 
лась такая система: 


УЧИ- 
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а--6—(с+ 4) > 0, 

а — (е+р > 0, 
а+е—(а-+} >0, 

Б-Не— (ар >0, 
а-+2е+}—(@+26+0>0, 
а --е—(6+2е-+а)>0, 
а-ана=фечй= 

ЕСЕАТЕ=Л. 


(1) 


— Как же ты станешь ее решать? 

— Даже не представляю себе.Ведь 
в школе мы такое не проходили. 

— А нельзя ли свести данную за- 
дачу к другой, более простой? 

— А что значит «более простой»? 
Чтобы неравенств стало меньше? Или 
чтобы неизвестных в неравенствах 
стало меныше? 

— Пожалуй. 

— Ну, вот первые шесть строк — 
это шесть неравенств с шестью неиз- 
вестными. Если рашить эту систему, 
то есть найти а, 6, с, Че, [, то в по- 
следних  равенствах можно поло- 
жить п равным достаточно болышо- 
му натуральному числу и найти в, 
Ни ЕЁ Значит, надо реазить лишь 
систему из шести неравенств с 
шестью неизвестными. 

— А нельзя ли упростить нера- 
венства введением новых нензвест- 
ных? 

— Попробую. В первое неравен- 
ство входят четыре неизвестных. А 
было бы, наверное, проще иметь дело 
только с двумя. И похожая картина 
в других неравенствах. Положу-ка я 


а-ф=х, 
с--4-—=у, 
е+}-=2, 
а-р=ь, (2) 
але=и, 
фс=0. 


Тогда неравенства системы (1) станут 
проще: 
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х—и> 0, 
х—2 > 0, 
и—Ё>0, 
и—2.> 0, (3) 


аНи— (хо 0, 
+ 1— (у) > 0. 
А можно еще упростить, ввести не- 


нзвестные... эге, их будет всего че- 
тыре: 


х —5 — &@, 
х—2- В, 
. (4) 
и—Ё--у, 
0—Ё=6, 
и тогда система (3) примет вид 
& > 0, 
В > 0, 
> 0, 
6>0, (5) 
«— (В--5) > 0. 
А подобрать решение системы (5) — 
это нам запросто, — весело закончил 


Саша. 

— Как так: запросто? 

— Вот посмотрите, Георгий Да- 
нилович. Ведь можно за числа В и б 
взять любые натуральные числа, 
скажем, единицы, а затем взять не- 
много большие % ин а... тройки. 

— Да, можно. А что дальше? 

— Дальше я найду х, и, 2, и, 
1, и из системы (4), а потом из систе- 
мы (2) найду а, Ь, с, 4, е, {. Решить 
ее — дело пустяшное. 

— Допустим, сказал учи- 
тель. — Хотел бы я посмотреть, ка- 
кой получится результат. Занеси 
мне его завтра. 


Встреча четвертая 
15 марта, 19 часов 


— Видите ли, — начал Саша сму- 
щенно, — система (4) вроде бы про- 
стенькая, но неизвестные из нее не 
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находятся. Уравнений всего четыре, 
а неизвестных шесть, и найти их не 
удается. 

— Да, такие системы называют- 
ся «неопределенными», потому что 
неизвестные из них однозначно не 
находятся. У таких систем есть или 
бесконечно много решений, или ни 
одного. 

— Зачем мне «бесконечно —мно- 
го»? Мне хватит н одного. Может, 
взять произвольно х и Р Тогда си- 
стему можно будет решить? 

— Ну, во всяком случае у тебя 
будет четыре уравнения и четыре 
неизвестных в системе (4). Но удаст- 
ся ли после этого решить систему 
(2)? Пока я советую тебе послать в 
Заочную школу решения остальных 
10 задач, ведь они же пишут, что не 
обязательно решить все задачи. 


Встреча пятая 


21 марта, 19 часов 
— Георгий Данилович! У меня по- 
лучается какая-то ерунда! 

— А в чем дело? 

— Я положил х=4, ЕЁ Но 
тогда при В=6=1 и «=у=3 из си- 


стемы (4) получается у=|, 2=83, 
и=4, и=2. Система (2) принимает 
ВИД 
а--6=4, 
с--4=1, 
е-} ее 3, 
6 
Рае/=1, (6) 
а-1-е=4, 
ф+с=2. 


Вертел я ее и так, и этак, — не ре- 
шается! Тогда я попробовал найти 
сумму всех шести неизвестных. Сло- 
жил первые три уравнения, получил 


а о-е-+а-+е-+=8. 


А сложил последние три, получил 
а ь-ера-е- ЕТ. 


Так же не бывает! Значит, система 
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(6) ие имеет решений, и требуемого 
турнира не могло быть! А как же 
говорят, что кто-го нашел его? 

— Ну, ты не совсем прав. Систе- 
ма (6) действительно не имеет реше- 
ний; но ты же выбрал х и Ёсовершен- 
но произвольно. Может быть, их 
надо подбирать более осторожно? 

— А как же их подбирать? Ведь 
уравнений у меня болыше нет. 

— Почему же? У тебя получилось, 
что должно быть хфуг=Ёни-Ро. 
А, может быть, есть еще какие-ни- 
будь соогношения? 

— А как же искать такие соотно- 
шения? 

— Как их искать, — это другой 
вопрос. Нам сейчас надо найги хоть 
одно решение задачи. Кстати, срок 
подачи решений в Заочи\мю школу 
истек. Надеюсь, ты послал свою ра- 
боту? 

— Да, решения десяти задач я 
послал. Но у меня из головы ие вы- 
ходит задача о шахматистах. Копец 
четверти, надо готовиться к контроль- 
ной, а я думаю только об этом тур- 
нире. 

— Ну что же, давай подумаем 
вместе. Зачем нам решать систему 
(1) при случайном наборе чи- 
сел х, Г, а, В, т. 62 Не лучше ли 
выразить из нее, скажем, у, 2, и, 9 
через х, Г, а, В, у. 9, подставить их 
в систему (2) и решать ее методом 
исключения неизвестных? Скоро у 
тебя каникулы, времени будет мно- 
го, попробуй. А пока отложи эту 
задачу и готовься к контрольшым. 

— Хорошо, я так и сделаю. 


Встреча местая 


3 апреля, 14 часов 

— Георгий Давилович! Я нашел, — 
догоняя учителя, кричал Саша. — 
Я решил эту задачу! 


— И какой же ответ? 

— Такое могло быть! Вот турнир- 
ная таблица (см. табл. 3). И, навер- 
ное, она пе единственная возможная. 

— Как же ты ее нашел? 

— Ая решил сначала не искать |, 
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временно считать 
потом подобрать. 
нение, 


его известным, а 
Кроме того, урав- 
которое мы с вами пашли — 
ху г=ЕРит и, 
дает после подстановки (из систе- 
мы (4) 
Зх-=3{-На-ЕВ-У-Е5, 
откуда 
х=1+— @+В+17-5), 


и ясно, что сумма в скобках должна 
делиться на три. А дальше последо- 
вательно из четвертого, нервого, ше- 
стого, второго и пятого уравнений 
системы (2), используя (4, я пашел: 


га=е—/, 


ф=х—а = @+8+ 


+745) +/. 
а о-в («НВ 
+56) —1+5, 


4 =у—с= — и+в+ 


| 

+у+5)—«— 6+, 

| 4-й = За+в+ 

7-6) —/Г+а+ 0+1. 
После этого я подобрал такие нату- 
ральмые числа <, В, у, 6, 2, /, чтобы 
числа а, В, с, 4, е были целыми и не- 


кам Я положил 


а=5, В=1, у==4, 6==2, {=10, [=2. 
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А затем взял л=18 и из равенств сн- 
стемы (Ю нашел 

Я=7, В-=1, Е=10. 
Вот и все! 

— Да, все верно, — улыбнулся 
Георгий Данилович. — Только я бы 
положил н=1|7 и уменьшил число 
ничьих. Ведь Й может равняться 
н нулю! 


«Еще раз — и лучше!» 
(Д. Пойа) 


Они вернулись к задаче «о трех 
шахматистах» через полтора года, 
когда обдумывали очередное занятие 
математического кружка. Саша го- 
товил сообщение об общих приемах 
поиска решения задач. Просмотрев 
старое решение, они задумались над 
следующей задачей: указать способ 
нахождения всех турниров, удов- 
детворяющих условиям задачи 1. 

— Эта задача, заметил Са- 
ша, — очевидно, равносильна та- 
кой: указать способ — нахождения 
всех решений системы (1). 

— Разумеется, — подтвердил Ге- 
оргий Данилович. 

— Меня одно обстоятельство сму- 
щает в старых наших рассуждени- 
ях, — продолжал Саша. — Мы вво- 
дили вспомогательные неизвестные 
х, уит. д., а потом от них освобож- 
дались. А что если сразу от них осво- 
бодиться? Тогда, например, вместо 
неравенства а+5—(с-4)>0 
мы сразу получим равенство 
а+6—(с4=а. И точно так же — 
с остальными неравенствами систе- 
мы (1). 

— Хорошая идея, — сказал учи- 
тель. Воспользуйся ею, чтобы 
дать на занятин кружка компакт- 
ное окончательное решение задачи. 

...Вют это решение. 

«Задача сводится к нахождению 
всех возможных наборов из десятн 
целых неотрицательных чисел 

(*) 


а, Ь, с, а, её, | 5, я, К, п, 


удовлетворяющих системе (1} (здесь 
Саша рассказал, как именно она сво- 
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дится, мы этот рассказ не приводим). 
Запишем ее в виде системы уравнений 


Г ао —а -=е, (8,) 
а-+6 —е—{ =В, (8.) 
—а +атер—} =у, (8) 
рае -с —} -=5, (8,) 


—а—26—с--4--2е-+{ =р, (8,) (8) 
а—6—2с—Ч-реН?{ =, (8) 


=п—@а—4, (8.) 
й=п—Ь—е, (8. } 
Е=п—с-} (8) 


н будем искать ее решения в це- 
лых неотрицательных числах при 


натуральных а, В, 1, 6, р, 4. Сна- 
чала решим систему первых шес- 
ти уравнений относительно а, В, 
а © |. 

Складывая почленно уравнения 
(8) и (8;) и вычитая эту сумму из 
уравнения ({8,), — получаем 


—а— 26 сане -=у—(В+5), 


а вычитая эту же сумму из уравнения 
(8,), получаем 


а—6-—2е—а-е-+ 2 = —(В-д). 


Сопоставляя эти два уравнения с 
(85) н (8). видим, что для совмест- 
ности системы (8) необходимо вы- 
полнение равенств 


у=В-Е6-р, а=В--о-д, 


и тогда уравнения (8,) и (8) будут 
следствиями уравнений (8,) — (8,). 
Из этих четырех уравнений можно 
выразить какие-либо четыре из шес- 
ти неизвестных а, 65, с, 4, е, } через 
два других и свободные члены. За- 
метим еще, что нз уравнений (8.) и 
(8) следует 


о сче---=29, 


1 
откуда видно, что число $ = —- (р-+ 


-+ 9) —натуральное, причем 9 < 35, 
р=35—9. Теперь выразим а, 6, 4, е 
черсз с, |, В, 6, 4, $ (исключением пе- 
ременных). Получим 
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ас В-{ 5, (9,) 
ь—={-+-В-НЗ-+5, (9.) 
а={-ЕВ-25-9, (9.) 
е=с4-В-+6--25. (9,} 
Видно, что Ве > аа > ср то 


есть >> И. 


Теперь из уравне- 
ния (8) 


п=е+{-+В+28+26+35, (9.) 

и из (8) и (8,) 
а=1+-26-4, (9%) 
к=й-+-28+26- 3$. (9.) 


Итак, если целые неотрицатель- 
ные числа (*) удовлетворяют систе- 
ме (1), то существует такой набор не- 
лых неотрицательных чисел В, 6, $, 


4, с, Ь #(В>0, 8>0, $5>0, 
0< 9< 35  9= НЕ с 
>=0, {>0. #20), что числа (*) 


связаны с иими соотношениями (9). 
Обратно, нетрудно убедиться (на- 
пример, непосредственной подстанов- 
кой), что при любом выборе це- 
лых чисел В, 6, $, 9, с, [, В, удовлет- 
воряющих перечисленным условиям, 
числа (*), определенные формулами 
(9), будут удовлетворять системе (1). 
Следовательно, при всевозможных та- 
ких наборах «параметров» В, 6, $, 
4, с, }, Й получаются все решения 
задачи о трех шахматистах.» 

— Хоронюе решение трудной за- 
дачи, — сказал учитель. — Но «все 
концы тщательно опущены в воду». 
Как же ты догадался, что два урав- 
нения в системе — следствия осталь- 
ных, что следует сложить уравнения 


(85) и (8) и найти +9? 


— Про себя, — ответил Саша, — 
я все время имел в виду те рассуж- 
дення, которые были ранее проведе- 
ны при поиске решения. Вы посмот- 
рите: сейчас я некоторое выраже- 
ние — левую часть пятого неравенст- 
ва системы (1) — обозначил через р: 
а раныше, в ходе поиска частного ре- 
шения, я ведь уже работал с тем же 
самым выражением (см. (1), (3), (5)) 
и видел, что оно равно }—(В+6); 
значит, должно быть: }—(В-+6)=р. 


В ходе решения я ин показываю спра- 
ведливость этого равенства, минуя 
выкладки, ненужные для оконча- 
тельного решения. Так же обстоит 
дело и с равенством «-=В-+ 6-9. 
Кроме того, в ходе поиска решения я 


встретил выражение - (< В+ 5) 


(см. (7)), которое должно быть на- 
туральным числом. Но это выражение 


равно В-+б- ия (р+ 9). Значит, 


| 
5 (р--9) должно быть целым чис- 


лом. А чтобы показать это в ходе 
окончательного решения, я и сложил 
почленно равенства (8,} и (8). 

— Ну, а почему ты выбрал в ка- 
честве «свободных переменных» } 
ис, а не, скажем, аи 62 

— Я имел перед глазами систему 
(7). полученную в ходе понска: ес- 
ли в ней освободиться от лишнего 
переменного # (например, учесть, что 
{ =а-Е |, и подставить это выражение 
в остальные равенства (7)), то сразу 
видно, что удобно выбрать за «свобод- 
ные переменные» } и с. 

* * 
* 

Оглядываясь на поиск, проведен- 
ный Сашей, мы можем выделить те 
вопросы, которые облегчили ему этот 
поиск: 

1. «Что в задаче ищется?» 

2. «Нельзя ли свести задачу к 
поиску каких-то чисел?» 

3. «Что известно из формулиров- 
ки задачи об искомых величинах? 
Нельзя ли это записать в виде урав- 
неинй или неравенств?» 

4. «Нельзя ли свести данную за- 
дачу к другой, более иростой?» 

5. «Нельзя ли улучшить  реше- 
ние (получить более простое или бо- 
лее компактиое решение, решить 
более общую задачу и т. п.}?» 


Вопросы для размышления 

1. Какое нанменьышее число партий дол- 
жен был в туринре сыграть кажды и из трех 
шахматистов, чтобы могли выполняться ус- 
ловня задачи |? 

2. Нет ли в задаче | лишних условий? 


4; 
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ПОБЕДИТЕЛИ КОНКУРСА «КВАНТА» 


За 1975—76 учебный год редакция получила более 3000 пн- 
сем с решениями задач из «Задачника «Кванта». Среды ав- 
торов этих писем редакция отобрапа шкопьников, решив- 
ших наибольшее чиспо задач н приспавших наиболее ори- 
гинапьные решекня. Эти школьники награждаются специ- 
апьной премней, учрежденной редкоплегиея журнапа 
«Квант» — подпискон на журнал «Квант» на 1977 год. 


. Алексеев Алексей (Пермь] 

. Гусейнов Вилаят (Нахичевань) 

. Диденко Андрей [Краснодар] 

. Камалян Ашот (Иджеван] 

. Князюк Андрей [Кмев) 

. Листовничий Алексея (Киев) 

. Лищенко Олег (Киев) 

‚ Магид Марк [Даугавпилс] 

. Медведь Виктор [Моподечно) 

. Морозов Игорь (Горький) 

. Мухарскмй Юрий [Киев] 

. Папуш Дмитрия (Харъков] 

. Побылица Павел (Ленинград] 

. Пономарев Евгений (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.] 

. Пославский Сергей [Харьков] 

. Пошехонов Юрия [Энгель‹] 

. Трегуб Семен [Ташкент] 

. Третьяченко Константин (Киев) 

‚ Яцало Борис [с. Морочно Ровенской обл.) 


За успешное участие в Х Всесоюзной физнко-математиче- 
ской опимпмаде подпиской на журнал «Квант» на 1977 год 
награждаются: 


1. Абаджян Самвел [Ереван] 
2. Боровмков Павел (Ангарск) 
3. Вайсбурд Игорь [Томск] 
4. Дик Александр [с. Лебединовка Аламедин- 
ского р-на Кирг. ССР] 
. Захаров Дмитрий [п. Палатка Хасынского р-на 
Магаданская обл.) 
. Канджа Сергей (с. Гура Чимишлийского р-на 
Молд. ССР] 
. Кротов Вячеслав |Иваново] 
. Летчиков Андрей (Ижевск] 
. Ммдодашвили Бидзина (Тбилиси) 
. Русанов Сергей [ст. Новопокровская Красно- 
дарского кр.] 
‚ Спиридонова Алла (Курган) 
. Убайдупаев Рустам (Ташкент| 
. Фолин Алексей [Новосибирск] 
. Шаранова Ольга (Ташкент) 
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Решення задач из этого но- 
мера можно посылать не 
позднее 1 ноября 1976 г. 
ло адресу: 113035. Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/16. 
журнал «Квант». После ад- 
реса на конверте напишите, 
решения каккх задач вы по- 
сылаете, например: «Задач- 
ник «Кванта», М401, М402» 
нлн «...Ф413». Решення за- 
дач по каждому из предметов 
{математике и физике), а 
также новые задачн просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачи из разных 
номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В пнсьмо вложите конверт 
с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получнте результаты ваших 
решений). Условня орнги- 
нальных задач. предлагае- 
мых для публнкацин, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решеннямн 
этих задач (на конверте по- 
метьте:  «Задачинк «Каан- 
та», новая задача по физи- 
ке» илн «...новая задача по 
математике» ). После форму- 
лировкн задачи мы обычно 
указываем. кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
не все эти задачи публикуют” 
ся впервые. Нанболее труд- 
ные задачн отмечены звез- 
дочкой. Задачн №405, Ф413 
н $414 предлагалнсь на зак- 
лючительном туре Х Всесо- 
юзной олимпиады. 


задачниев 
поанта 


Задачи 

М401—М405; $413- $417 

№401. Внутри остроугольного треугольника АВС 
дана точка Р такая, что АРВ = АВС -+ 60°, 


—^ ^^ ^^ „^ 
ВРС = ВАС + 60°, СРА = СВА + 60°. Дока- 
жнте, что точки пересечения продолжений отрез- 
ков АР, ВР, СР (за точку Р) с окружностью, 
описанной вокруг АЛАВС, лежат в вершинах равно- 
стороннего треугольника. 
А. Ягубьянц 


М402. Докажите, что не существует строго воз- 
растающей последовательностн целых неотри- 
пательных чисел а,, @., 03, ..., для которых при 
любых п и т выполняется соотношение 
Ятт = Чл + Чт. 
Ю. Ионин 


М403. Докажите, что если в выпуклом много- 
граннике из каждой вершины выходит четное чис- 
ло ребер, то в любом сечении его плоскостью, не 
проходящей ни через одну из его вершин, получит- 
ся многоугольник с четным числом сторон. 


№404. На полке стоят первые л томов энциклопе- 
дин. С ними можно проводить следующую опера- 
нию: взять любые три рядом стоящих тома и по- 
ставить их между любыми двумя томами, а также 
в начало или в конец ряда, не меняя при этом по- 
рядка этих трех томов. Можно лн, применив не- 
сколько раз указанную операцию, поставить их 
в порядке возрастания номеров томов (независимо 
от первоначальной расстановки томов)? 

А. Савин 


М405. На шахматной доске размера 99х99 отме- 
чена фигура Ф (эта фигура будет разной в пунктах 
а), 6) и в)). В каждой клетке фигуры Ф сидит 
жук. В какой-то момент жуки взлетели и сели 
снова в клетки той же фигуры Ф; при этом в одну 
клетку могло сесть несколько жуков. После пере- 
лета любые два жука, занимавшие соседние клет- 
ки, оказались снова в соседних клетках или по- 
пали на одну клетку. (Соседними называются клет- 
ки, имеющие общую сторону или общую вершину.) 
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2) Пусть фигура Ф — это «центральный крест», 
(см. рис. . Докажите, что в этом случае какой- 
то жук вернулся на место либо перелетел в сосе- 
днюю клетку. 

6) Верно ли это утверждение, если фигура Ф — 
это «оконная рама», (см. рис. 2)? 

в) Верно ли это утверждение, если фигура Ф — 
это вся доска? (8 кл.) 





В. Произволов 


$413. Имеется идеальный запирающий слой © 
р--п-переходом. Толщина этого слоя 4, диэлектри- 
ческая проницаемость =. Нарисуйте график на- 
пряженности и потенциала электрического поля в 
слое, полагая распределение плотности заряда 
в слое таким, как показано на рисунке 3. (9 кл.) 


Ф414. Коэффициент жесткости резинового жгута 
длины [и массы т равен А. Кольцо, изготовленное 
из этого жгута, вращается с угловой скоростью © 
в горизонтальной плоскости вокруг вертикальной 
оси, проходящей через центр кольца. Определить 
радиус вращающегося кольца. (8 кл.) 


Рис. 3. $415 *. Упрощеняо атом гелия можно представ- 
лять как систему, в которой два электрона совер- 
шают колебания около общего центра — неподвиж- 
ного ядра. Мепользуя эту модель, попробуйте 
оценить приближенно  диэлектрическую  про- 
инцаемость жидкого гелия в постоянном электрн- 
ческом поле, принимая во внимание, что гелий 
сильно поглощает ультрафиолетовое излучение 
на длине волны А = 0,06 мк. Плотность жид- 
кого гелия р = 0,14 г/см?. 





С. Козел 


$416. Самолет, пролетев расстояние {, по прямой 
АВ, попадает из пункта А в пункт В за время &,. 
Затем они пролетаст расстояние {, по прямой ВС 
из пункта В в пункт С за время {, и возвращается 
в пункт А по прямой СА, пролетев расстояние [5 
за время {.. Во время перелета дует ветер, скорость 
которого не меняется в течение всего перелета. 
Определить скорость ветра, если скорость самоле- 
та относительно воздуха во время всего полета по 
абсолютной величине постоянна. 


Ф417. В теплоизолированном баллоне находятся 5г 
водорода и 12 г кислорода. Смесь поджигают. Оп- 
ределить давление и температуру в сосуде, если 
известно, что при образовании 1 моля воды выде- 
ляется 2,4.10° дж. Объем сосуда 100 литров. 
Начальная температура смеси кислорода и водоро- 
да 20 °С. Теплоемкость водорода при постоянном 
объеме равна 14,3 кдж/кг-град, а водяных паров — 
2,\ кОож/кг-грабд. ь 
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№361. Двое иерают в следую- 
щию игру. На клетчатой бу- 
маге выделяется прямоцооль- 
ник тхп клеток. Каждый 
по очереди вычеркивает все 
кастки какого-нибудь гори- 
зонтального пли вертикаль- 
ного ряда, в котором еще есть 
невычеркнутые клетки. Выи- 
грыдает тот. кто вычерки- 
вает последние клетки. 

Кто люжет обеспечить выиг- 
рыш: начинающий пан его 


партнер? (Ответ, конечно, 
зависит от ти п.} 


Рис. 1. 
№М362. Моделим каждую сто- 
рону выпуклого четырехуголь- 
ники АВСО не три равные 
части и соедниним отрезками 
соотоетствующие точки на 
противополюжных сторонах. 
Докажите, что площадь 
всрейнсео» челырехуесольника 
@ 9 раз меныие площади че- 
тырехугольника АВСО. 

А 


Рис. #. 
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Решения задач 
М361—М363; Ф3З69—ФЗ72 


Будем называть клетки вертикального ряда столбцамн, клет- 
К горизонтального ряда — строками- Заметим, что после 
вычеркивания какого-нибудь столбиа (строки) оставшиеся 
клетки можно считать расположенными в прямоугольнеке, 
у которого число столбцов (соответственио, строк) на едици- 
иу меньше. Из рисучка | видно, что исход игры не зависит 
от того, какой именно столбец (или строка) вычеркивается. 
поэтому можно считать. что это — один из крайних столб- 
цов (или же строк). 

Покажем, что если числа т и п строк и столбцов в ис- 
холном прямоугольинке разной четности, то при правильной 
игре вынгрывает начинающий. 

Стратегия начинающего такова; ов вычеркивает строку 
или столбец так, чтобы остался прямоугольник с четным 
числом строк и четным числом столбиов (поскольку В исход- 
ном прямоугольнике числа строк и столбцов имели разную 
четность, он всегда еможет это сделать). После любого хода 
второго игрока останется меньший прямоугольник, у которо- 
го опять числа столбиов и строк имеют разную четность. На- 
чинаюииий опять вычеркивает строку или столбец так. что- 
бы остался прямоугольник © четным числом строк и столб- 
цов, НТ. д. В конце концов после хода второго игрока оста- 
нется прямоугольник либо с одной строкой, либо с одиим 
столбцом, вычеркивая который. начинающий вынгрываст, 

Заметим. что есль в первоначальном прямоугольнике 
всего один столбец (или строка}, то начинающий. вычеркивая 
этот столбец (строку вынгрывает. 

Из приведенного рассуждения следуст, что если ти п 
имеют одинаковую четность и ни олно из них ие равно сди- 
нице. то вынгрывает второй игрок, поскольку начинающий 
любым свонм холом оставляет ему прямоугольник, у которо- 


го количество строк ч столбцов имеют разиую четиость. 
А. Савич 


$® 


Мы решим более общую задачу — локажем, что если 
стороны АВ и ОС разбиты на т. ВСи АБ — на п равных ча- 
стей (и л нечетны; ре. 2}. то площадь иентрального че- 
тырехугольника в п.л раз меньше четырехугольника АвсСр. 

1. Докажем сначала. что каждый из отрезков. соединяю- 
щих противоположные стороны четырехугольника АВСР, 
розн другим на равные частип. 

Лля этого ироверим ‹нраведлявость такого более об- 
чего утверждения: если точки К © [АВ], ЕОс], МЕ 
Е [АР]. № Е [ВС] таковы. что 


ГАК РЕГ ТАМЕ_ 18| _ 
кв = Гб = умбт= СТ = В. 


то точка пересечения Р отрезков КТ, и ММ делит их в тех 
же отношениях 








[МР] 1^АР| 
ГИГ ПРыР (.) 


В этом нетрудно убелиться с помошью векторов, но мы вос- 
пользуемся механическими соображениями. Поместим в 
точках А. В, Сир грузы с массами 1, ©. яВ и В соответствен- 
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но (рис. 3) и найдем двумя способами центр тяжести этих 
четырех грузов. Центр тяжести грузов А (1) н В (&) лежит 
в точке К, грузов Р (В) и Ё (@В) — в точке [; значит, центр 
тяжести всех четырех грузов лежит в точке Р”, делящей от- 


Р'] _ Р- ав 


резок КЁ в отношении ТИ Е В. 


Аналогично, объединяя в пары грузы А (1) и Б 68), 
В (©) иС (В), докажем что центр тяжести этих грузов ле- 


МР” 
жит в точке Р”Е [МУ], для которой |7 м| = ©. 


Поскольку центр тяжести принадлежит и КЁ, и ММ, 
он должен совпадать с точкой пересечения этих отрезков: 
Р’ = Р"'’ = Р. Тем самым равенства (») доказаны. 

ИП. Докажем теперь такое утверждение: есяй стороны 
АВ и СО выпуклого четырехусольника АВСР разделить на 
К равных частей и соединить соответствующие точки (рис. 4), 
то площади полученных четырехигольников $). За»..., Зи 
составаяют прифметическую прогрессию. Действительно, раз- 
делим каждый четырехугольник днагональю на два тре- 
угольника — красный и голубой, как показано на рисунке 5. 
Площади голубых треугольников составляют арнфметиче- 
скую прогрессию (их основания, лежащие на АВ, конгру- 
энтны, а высоты составляют арифметическую прогрессию) 
и площади красных треугольников — тоже. Складывая по 
членно две арифметические прогрессни, мы получаем всегда 
арифметическую прогрессию. 

ИТ. Вернемся к исходной задаче. Запишем в клетках 
таблицы тЖп плошади соответствующих четырехугольни- 
ков, на которые разбит АВСО. После этого дело сводится 
к такому почтн очевидному утверждению: если в таблице 
из т строк и п стоябцов (т и п ненетны) записаны числа, в 
каждом столбце и в камдой строке образующие арифмети- 
ческую проагерессию, то число а центральной клетке в тп раз 
меньше суммы всех чисея в таблице. 

Для доказательства достахочио заметить, что сумма чи- 
сел в каждой строке в п раз больше среднего числа этой стро- 
кн, а сумма чисел среднего столбца в т раз больше числа 
в централыюй клетке. 











Рис. 5. Н. Васильев 


®* 
№363. Две параболы с порал- Пусть у= рх® | дхфгни р ох — урав- 
лельными осями пересекают- мнения ланных парабол „Рис. 7). Еслиа:, В) — абсциссы то- 
ся в точках Ази Вх. На пер- чск Ау, Ву, то угловой коэффициент хорды А; А; первой па- 





вой ил них взяты точки А, раболы дается формулой 
А..... Аои: навторой — точ- а |. 
ки Ва. Во, ... Вэн. так что {рар 5 9: -- г) — (фар -г да) +”) 
Лод, Во Ву. АА, 1 В.В... тия =р(а: Нал + д, 
: $ 
При 2, | Взп—,Вол. 
Докажите, что АзВо| и, зназпогично, угловой коэффициент хорды ВВ; второй 
И Вл Ао. параболы — формулой р’ (В; -Е ВЯ + 4". 
Из условия следует, что 
р (аа) 9=р, (Бо -|- 6,) + 9'. (1) 
р (а: аз) Р9=р (ь, 5) 9, | (2) 
р @п-ит 92т) Ра=р’ (пу, + 6) Р 9’ (2п) 
Поскольку АзВ‹ — общая хорда обеих парабол, та 
ь р о 6) 9 р’ во т 9. ® 
Умножая почленно равенства (1). (3),---.2п — 1) ва —1 
и складывая их с равенствамн (*), (2), (4),..., (2л), получаем 
т р @м + 6 + а= р’ (буи 29+ 9. 
В, ‚< Это и означает, что АзпВо || ВзпАо- 
Рис. 6. Нгуен Конг Кви 





ФЗ69. Три одинаковых заря- 
женных шарика скреплены 
ненроводящими нитями, 0б- 
разиющими прямоугольный 
треугольник ВАС (рис. р 
Угол АВС ривен и. ВС = 

С какнм ускорением о 
Овигаться заряды. если пе. 
ререзать нить ВС? Заряды 
шараков равны 4, нассы — т. 





Рис. 7 


ФЗ70. Трубка, диаметр кото- 
рой много меныие ве длины, 
свернута в кольцо радпуса Ю- 
Кольцо поставлено верпикаль- 
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Рассмотрим движение шариков в системе координат ХОХ; 
ось ХА нанравим ндоль катста АС. ось У — влоль като- 
та ЛВ (см. рис. 7). 

Так как шарики А и С связавы нитью. 
оии движутся как единое целос. Запишем 
жения системы шарнков. снроектировав на ось Х внеииие 
силы. действующие на систему. Это силы Е; и ЕР, — силы 
нзанмодействия шариков Ан Сс шариком В. Снла Е. на- 
правлена перченднкулярно оси Х. и ее проскция на эту 
ось равна 0. Проскция силы Е, на ось Х равна ГР. шо. 
Следовательно. 


вдоль и Х 
ураниение дви- 


РЕ, зим = 2 мах. 


Отсюла проскшин ускореций шариков А и С иассь Х равны 


за -= та о. 


Я, = =а, = = 
ль; — Че. = бл Зле, и? 


р 
Аналогично для системы шариков А и В. тоже связан- 
ных пнтью, получим 


- 


Ц 
= = 052 = о. 
вл, = ру == 5 605% == т с05% 


Вле, т 
Тогда абсолютиая величина Бы шарчка А равна 


Ка а = 
= ЧЕ 
о ата, т и? * 


Вектор ал составлясг с осью Х угол В такой, что 


Теперь рассмотрим парик В. Запншюм для него уравнение 
движения плоль осн Х. Сила натяжения нити АВ в сила, 
действующая со стороны шарика А, направлены влоль оси У. 
и их проскыии на ось Х равны нулю. Следовательно, 


+ . ы 
пу == = $119 = [2 НХ - 


ыы 
4лЕ, т 


Тогда модуль ускорения шарика В 


Ета 
ив -= И ав + ав, = ИТ-Е 35 я 


а Е 
И 
$ пи 1 Й 
т ЦИЯ 
г! ах о Е 


Проведя аналогииые рассуждения для шарика С, ио- 
лучим . 
2 


Е, 
а Че — 90576 
о" р т 595%, 


2 Е М. 2 
ас ас т Е" о т ЕВ 
@Су 
486 = г. = 2 ео. 


Пузырек и все частицы жидкости движутся с одинаковыми 
по абсолютной величиие линейными скоростями. Обозначим 
через # эту скорость в тот момент, когда пузырек проходнт 
чочку В. В начальный момент и жидкость, и пузырек поко- 
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но н заполнено жидкостью, 
кроме небольшого участка око- 
20 точки А (рис. 8), в кото- 
ром находится пузарек воз- 
Фухе.  Пузырек начинает 
асплыюать. Найти его ско- 


эость в тот момент, когда 
он будет проходить точки В. 
Длана пузырьки Г. Треннем 
воды 0 стенки сосуда пре 
небречь. 





$371. Пшика  массх М = 
= 200 кг стреляет ядром 
массы т =* 20 кг под целом 
© = 30° к горизонии. Заряд 


пороха г= 0.5 кё*)}, ео 
теплота сгорания 4= 
= 1000 ккаькг. В монент 


вылета ядра из пушки на 
него садится барон Мюнхоу- 
зен. (еб масса в == 710 ве. 
На сколько ближе упадет 
ядро с Мюнхаузеном при том 
же заряде пороха? На сколо- 
ко нужно увеличить заряд 
пороха для того, чтобы Мюн- 
хаузен попол туда же, куда 
попадваи ядра 90 этого? 
К. п.д. выстрела принять 
равным \} = 10%. Считать, 
что пушка находится на 
гладкой поверхности. по во- 
лорой может скользить без 
трения. 





‚ ) В условии задачи 
(см. «Квацл», 1975. № 12) 
была допущена олечатка. 
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нлись. 113 закона сохранения энергии следует. что 


тит \ 
= й. 


Злесь т -— масса жидкости в трубке, 715°/2 — изменение ки- 
нетической энергин жидкости, а А] — изменение ее потен- 
циазьной энергии. 
Для того чтобы вайти АЙ, рассмотрим порцию жидкохти 

в объеме воздушного пузырька. Обозначим се массу через 
тт. За то время. пока пузырек переходит из точки А в гоч- 
ку В (см. рис. 8), эта порцня жидкости перемещается из В 
в А, т.е. опускается ина высоту 2. Положение остальной 
массы жидкости не меняется. Следовательно, 

АП = те-2В. 
Тогда 

пи? 


5 =? м, &К. 
Отсюда, с учетом очевидного соогиошения 

т 248-{ 

НТ | о 
окопчательно получим 


ф =2]/ 53 


ЕЁ 


ры 6, 
т 





Поскольку 1212, 


И. Слободецкий 


$® 


Прежде эсего выясним. что происходит с ядром, пушкой ч 
гладкой горизонтальной поверхностью, на которой паходит- 
ся пушка. в процессе выстрела. Строго говоря. выстрел 
длится некоторое конечное время, котя и очень малое. 

Если система иушка — поверхность достаточно «мягкая», 
т. е. возможна деформация системы, и время выстрела много 
мечьше характерного времени этой леформации, то явление 
развивается в два этапа. Сначала происходит взанмодейст- 
вие ядра с пушкой, подвижной во всех направлениях, а 
потом — Взанмодействие пушкин © поверхностью (котогое 
мас не нитересует в дальнейшем). Очевидно, что в этом слу- 
чае угол вылета ядра относительно Земли равен углу на- 
клона ствола пушки ©. 

Если же система пушка — поверхность абсолютно «жест- 
кая», то пушка после выстрела вертикальной составляющей 
скоростн не приобретет (аналогично случаю, когда пушка, 
ненодвижно скренленная с поверхностью, выстреливает вер- 
тикально вверх) и будет двигаться только по горизонталн. 
В этом случае угол вылета ядра В ужс ие будет равеп углу 
установки ствола <. 

Рассмотрим первый случай. Обозначим через У скорость 
пушки после выстрела, а через у — скорость ядра отчоси- 
тельно Земли. Введем горизонтальную (ОХ) и вертнкаль- 
мую (0У) оси координат. Занишем закон сохранения им- 
иульса системы ядро—пушка для проекций на горизонталь- 
ную и вертикальную оси: 


тих = МУ,, туу = МУ,. 
Отсюда 


т ка 
Ух = М х и И = уу. (1) 


$372. /{е тонкие положи- 
тельные аинзы с фокусными 
расстояниями Е; и ЁР. рис- 
положены на одной оси. С по- 
мощью этой системы линз по- 
аучают изображение предме- 
та. причем оказывается. что 
размер изображения не за- 
висит от расстояния от пред- 
мета 90 системы линз. Найти 
расстояние { между ланзами. 


Заков сохранения энергии, с учетом коэффициента полезно- 
го действия ц (полезной будем считать полную механиче- 
скую энергию системы, т. е. кинетическую энергию ядра и 
пушки), дает 


2,2 2 2 
т (ти) М(УИ,) 
ея 
2 -Ё 2 19’, 
или, используя соотношения (1), 
: 2 147 
= та а/м) 2) 
Найдем дальность полета ядра: 
Г и?зт2а 214 ;зт2а 3 
3% Я — та (4 т:М)* (3) 
Пусть теперь немедленно после выстрела на ядро са- 
дится барон Мюнхаузен, причем делает это столь элегантно 
{ему не привыкать!). что не изменяет направления ско- 
рости ядра: начальная скорость барона равна нулю. Ис- 


пользуя еще раз закон сохранения импульса, найдем модуль 
скорости у, системы барой— ядро: 


т и 
Е би рии ТЕ: (4) 


Дальность полста [, этой снстемы будет равиа 


2 . 
и, зт2а 1 от? а - 1 
= = 


п р аа 
Е (-а/т) 8 (Г-н)? 
Следовательно, ядро с Мюнхаузеном упадет блнже на 


1 
т : 


Для того чтобы повасть в прежнюю точку, барон лолжен 
заблаговременио подсыпать в пушку больше пороха. Те- 
перь скорость ядра с баропом должна стать равной и, а но- 
вая скорость ©’ одного ядра, согласно выражению (4), лолж- 
ва соответственно увеличиться: 

оо м), но? = 51 + м)". {5} 
Поскольку заряд пороха пропорционален квадрату скорости 
ядра (выражение (2}), новый заряд пороха будет равен 

== р {1 Н/т)* == 10 кг. 
Таким образом, заряд пороха надо увеличить на г’ — и = 
ях 9.5 Ке. 

Преллагаем вам расчет для случая «жесткой» системы 
пушка — поверхность ировести самостоятельно. 


А. Стасенко 


$ 


Приведем два решения этой задачи - . графическое и аналн- 
тическое. 

Построим изображение предмета М№ в произвольной 
системе из лвух тонких положительных лииз (рис. 9). Дая 
этого рассмотрим ход двух лучей, вышедших из точки &. 
Пусть один луч (АВ) идет параллельно оптической оси си- 
стемы, а второй прохолинт через оптический центр первой 
линзы. Масштаб изображения будет определяться точкой 
пересечения этих лучей после прохождения системы линз. 

При измененни расстояния от предмета ло системы (пред- 
мет М)А, на рисунке 9) ход луча АВ не изменяется. Оче- 
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м, м 
М, МЕ 
Рис. 9. 


м, 





Рис. 10. 


видно, что если луч АВ после прохождения системы линз 
пройдет параллельно оптической оси, то размер изображения 
не будет завнсеть от расстояния от предмета до системы 
(рис. 10). Но это возможно только в том случае, когла луч 
АВ, пройля через П,. пересечет фокус линзы Ло, т.е. когда 
правый фокус первой линзы совпадает с левым фокусом вто- 
рой линзы. Таким образом, 
1=Р, Ра. 

Такую систему линз называют телескопической. 

К этому результату можно прийти и аналитически. По- 
перечное увеличение Г, даваемое тонкой линзой, равно 

рай й Пан 
В То 

Здесь Я — расстояние от предмета до лиизы, Ё — расстояние 
от линзы до изображения и Г — фокусное расстояние линзы. 

Для системы двух линз можно записать 


Ь я ЕР, Е» 
РО в В 
Но 4. ={—]., поэтому 
Ра Ь ВНЕ: Е, 
РВ, РИ 
Отсюда видно, что Г не зависит от {, (а значит, и от а,}, 
сели 
—Р 
РЕЯ = соп$4. 
: ее 
Это возможно только в том случае, когда { =Ё, -- Ро. 
Е. Кузнецов 


В этом номере мы публикуем фамилии 
тех, кто прислал правильные решения за- 
дач М356—М365, ФЗ6б3—ФЗ372. Жирные 
цифры после фамилий — последние цифры 
номеров решенных задач. 


М атематика 


Большинство читателей.  приславших 
нам свои решения, успешно справились 
с задачами №357, М361 н МЗ64. 

Остальные задачи решили: Б. Аги- 


кашигв (ст. Зарат АзССР) 2: Б. Аронов (Са- 
ратов} 2: О. Бабаев {Нахичевань} 6. 2; А. Бай- 
аное (Джетысай) 2; А. Берудженяя (Ереван} 
6: П. Билер (ПИР) 0. 2.5; Б. Баок (Москва) 
2; 0. Болтенков  (Лиесиропетровск) 0. 2: 
В. Бондаревский (Минск) 6; Л. Брихис (Моск- 
ва} 8: В. Биугаенко (Кисв) 2. В. Варин (Во- 
ромеж) 6. 9. 2.5; А. Варламов (Лемииград) 
9.2; А. Ворович (Москва; 8: И. Воронович 
{г. и. Сопонкино Гродненской обл.) 5; И, Га- 
рабевили (Тблиси) 9: А. Гирнаев (Таллии\ 
8.2; И. Гершенеорин (Харьков) 2; В. Гши- 
ларкасв (с. Урус-Мартан ЧИАССР) 8: 0. Го- 
дин (Симфероноль 2: К). Голембиовский {Во- 
рошиловград) 2; 4. Гольденогре {Леииград 
2; Е. Горбатый (Одесса) 8. 9; М. Грищенко 
«ГСВГ) 2; В. Гроссман Одесса) 6. 9: С. Гу- 
бинов (Ворошиловград} 6. 0; В. Гусейнов (На- 
хичевань} 8. 9, 2.5: 4. Даниеаян (Ленива- 
кан} 6: А. Лиденко (Краснодар) 2. 3; В. Дми- 
триенко (Киев) 2; И. Ермаков (Киев) 2; 
А. Ефиикин (Оренбург) 6. 8, 0. 2,5; Р. ИМз- 
майл [Баку} 2: Н. Килика (Киев} 8. 9, 2: 
А. Камалян (Плжеван) 8; Б. Каплан (Киев) 
9. 2; А. Кирилов (Леитиграл) 2;5; А. Кня- 
люк (Киев) 8, 9: С. Козяокин (Квым 2: В. Кос- 
пиусяк (Запорожье) 9; К. Купалюв (Москва) 
8: В. Кипцив ЧАша) 2: И/ Кухалеивиаи 
(Тбилиси) 0; Е. Лаврова (Ленинград) 2; 
В. „Токоть {Черсновец) 5; А. Мальшиев (пос. 
Курагино Красноярского края) 6, 9. 2; Г. Ма- 
медов (Баку) 2; В. Медаедь (Молодечно Мин- 
ской обл.) 8.0.5; С. Мелихов (Лонецк) 
6—9. 2,5; 3. Меремнивиаи (Тбилиси) 0: 
Б. Мадодешвиле (Тбилиси) 2; Н. Мирецкий 
(Пенза) 2: М. Морийнэ (ИНР) 8; А. Набу- 
товский (Новосибирск) 5; В. Нейман (е- 
ннигрзд) 0; А. Ненанюв (Ленинград) 9; 
А. Оганесян (Ереваи} 2: Е. Огиевецкнй (Дие- 
пропстровск} 6. 2, 3: О. Окунев (Казань) 9: 
А. Окунь (Одесса) 2: М. Пекарь (Одесса) 
6, 0: А. Петухов (Новокузненк) 6, 2; М. Пи- 
тателев (Москва) 6; П. Побылици (Лении- 
град) 9: С. Ломов (Верхис-Вилюйск ЯАССР) 
2; С. Пославский (Харьков} 6, 8; В. Поспелов 
{Очер} 6: Ю. Пошехонов {Энельс) 8; А. Ра- 
диз (Кишинев) 6,9; 0,2.3, 5; Т. Райков 
(Болгария) 6; В. Решстов (Троицк] 2; В. Ро- 
гава (Тбилиси) 0.5: А. Ройников (Москва) 
9, 2: А. Романов (Таижент) 0, 2; В. Савчук 
(с. Рудки Тернопольской обл.) 5; А. Сар- 
чимелия (Тбилисн) 6, 0; В. Свиридов (Воро- 


цеж) 2; М. Селектор (Лепикград) 2. 5; 
В. Смирнов (Уфа) 3; К. Тикунов (Новосн- 
бирск! 2: С. Трегиб (Тавкент} 0. 2; Н. Тре- 
нев (Москва) 2: В. Грофимов (Москва) 9. 2: 
3. Гуркевич (Черновны) 2, 3,5; 8. Уеринов- 
скнй (Хмельшик} 2; В. Фалько (Жарьков} 
2: К). Чистяков {Москва\ 9; Ю. Цигейниирай- 
берг (Баку) 2: В. Штепия (Челябинск} 
0. 2; С. Штернин (Ленниград) 2. 


Физика 


Почти все читатели, приславшие свон 
решения, справились с задачами $394, 
ФЗ95 и ФЗ67. Остальные залачи правильно ре- 
шили: Х. Абдуалин (Алма-Ата) 8, 0; Г. Айзин 
(Брест) 3, 6. 8—2; А. Алексеев (Диепропет- 
ровск) 2; А. Алмазов (Пушкин) 3, 6, 8—0: 
С. Антонюк (Книсв) 2: И. Астров (Таллин) 
3: М. Бабаев (Баку) 0—2; Ф. Багдасарян 
(Баку) 6. 0.2; В. Бокиров ({Куйбьылев) 6. 
9—2; О. Баркалов (п. Черноголовка Мос- 
ковской обл.) 8; А. Беликов (Москва) 6: 
В. Берелович (Лиепронстровск) 8. 2; И. Бер- 
нар (с. Великий Бычков Закарнатской обл.) 
3, 9.1: В. Богданов {Москва} 1: В. Бонда- 
ренко (Тростянец Сумской 0бл.} Г; Я. бон- 
Чарцев (Люберцы] 3; В. Буртовой (Килия) 
9.2; Б. Васнев (Самарканд) 3. 0, 2; В. Вере- 
сов (Павлограя) 0; 6. Виноградова (Великие 
Лукн) 3, 8, 0—2; В. Волынский (Ззпорожьс) 
6. 8. 1.2: А. Воронков (Молологвардейское) 
3; А. Ганопольский (Мниск) 8, 0, 1; И. Га- 
рибашвили (Тбилиси) 6; В. Гаркавый (Лида) 
8; В. Гарми (Запорожье! 3. 6, 9; М. Ге- 
делин (Тбилиси) 3.8--2; И. Гижкипуалик 
(1. Старый Ашит ТАССР) 3; Н. Глазков 
(Москва; 3; О. Гауико (Москва) 9. 0; О. Го. 
Фин (Симферополь) 3, 6. 8, 0. 2; Ю. Гоник 
{Брянск} 8. 9, 0, 2; Е. Гордиенко (Кишинев} 
6. 9: Г. Горлачев (Белорецк) 3; А. Грайфер 
(Запорожье) 6; Б. Грибов (Воронеж) 8, 0—2; 
С. Гриншптун (Одесса) 3; Н. Давидян (Сте- 
панакерт) 3; М. Лворцов (Фрунзе) 3; К. Де- 
журко (л. Полторавовичи Брестской обл.) 
2: В. Лемидовии Гадяч) 8; В. Деикин (Смела} 
8. 2: А. Дубровин (а. Березовка Кировской 
обл.} 3: И. Льнчук (Жданов) 1; В. Ерофеев 
(Новосибирск) 8, 0; В. Житарь (Кишинев) 
3.8: С. Загидуляин (Феодосчя) 6; Е. Заау- 
ляев (Уфа) 3; Г. Залескис Вильнюс} 3. 2: 
В. Запасников (Волгоград) 8. 9, 0; А. Заха- 
ров (Брест) 3: Т. Заяц (с. Т.-Пасека Закар- 
затской обл.} 1; А. Зовенто (Диеиродлер- 
жинск] 3; Г. Нбраев (Шахтинск) 6; А. Иванов 
(Гатчина) 6; А. Ищенко (с. Каменка Харь- 
ковской обл.) 6; В. Кабанов {Шахунья} 
0.1; Е. Калирова (Ереван) 1; А. Калиния 
(Великие Луки) 6. 8, 9; А. Калустов (Баку) 
6, 8, 2; В. Канотоп (Харьков} 8. 9; А. Ка- 
раджев (Москва) 8; В. Котин (Даугавпилс) 
8: К. Колейкин (Ленинград) 3. 6, 9. 0; Д. Ко- 
пелиовин (Челябниск) 6; С.  Копыловский 
{п. Знобь-Новгородское Сумской обл.) 0—2: 


{Окончание см. на с. 80) 
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По страницам школьных учебников 


Куап.тссте.ги 





Этот раздел — новый в нашем журнале. В нем 
мы будем помещать небольшие заметки, тес- 
но связзнные со школьной программой. 
В каждой заметке, наряду с изложением тео- 
ретнческого материала и разбором некоторых 
задач из школьного учебника, будут предла- 
гаться и задачи для самостоятельного реше- 
ния. Мы надеемся, что эти задачи пригодятся 
учителю на уроках математики и помогут уче- 
нику глубже понять и лучше усвоить школь- 
ную программу. В скобках рядом с условием 
задачи мы указываем класс, для которого в 
первую очередь эта задача предназначается. 


Б. Гепдман 


Осевая 
симметрия 


А. Равнобедренный треугольник 

Равнобедренный треугольник — сим- 
метричная фигура: биссектриса угла 
при вершине — его ось симметрии. 
В курсе геометрии шестого класса с 
помощью осевой симметрии доказыва- 
ются свойства равнобедренного треу- 
гольника об углах при его основанин 
н о высоте, проведенной из вершины. 

Вот еще одно простое свойство 
равнобедренного треугольника; оно 
нам поможет в дальнейшем решить не- 
сколько трудных задач. 

Если на боковых сторонах АВ и 
ВС  равнобедренного треугольника 
АВС отложены конгруэнтные отрез- 
ки АМ и СМ, то точка пересечения 
прямых СМ и АМ лежит на биссект- 
рисе ВР треугольника. 

Доказательство. Дейст- 
вительно, пой симметрии отибситель- 
но биссектрисы ВО данного равно- 
бедренного треугольника АВС вер- 
шина А переходит в вершину С, сто- 
рона АВ переходит в сторону СВ 
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"оси ВО; 





(см. рис. 1). Осевая симметрия — пе- 
ремещение, длины отрезков при сим- 
метрни сохраняются. По условию 
МВС] и |СМ = АМ, следова- 
тельно, точка Ме1АВ] переходит в 
точку №. 

Итак, точки А и С, а также точки 
М ин № симметричны — относительно 
значит, симметричны друг 
другу и отрезки АМ и СМ. 

Пусть К = [АМА (801. ПЦо- 
скольку К лежит на оси симметрии, 
симметричная ей точка — она сама. 
С другой стороны, КЕ[АМ]; следо- 
вательно, образ точки А должен при- 
мадлежать образу отрезка АМ, т. е. 
отрезку СМ. Тем самым К= 
=([АМ]П СМ Е|[ВЬ1, что и тре- 
бовалось доказать. 

Пользуясь симметрией равнобед- 
ренного треугольника, решите следую- 
щие задачи *). 

1”. Докажите, что в равнобедрен- 
ном треугольнике: а) медианы; 
6) биссектрисы; в) высоты  пересе- 
каются в одной точке. (6 класс). 

2°. Треугольник А’ВС’ получает- 
ся из равнобедрениого треугольника 
АВС (АВ = |В(]) поворотом с цен- 
тром в вершине В ва угол, величина 
которого меныше величнны угла В 
(рис. 2). Стороны треугольников АС 





*} Задачи 2” и 3° в завуалироваином виде 
фигурировалю в варнантах вступительных 
экзаменов на мех.-мат. факультете МГУ в 
1975 году. 


| \ | 





Рис. 2. 
н А’С” пересекаются в точке К, АС 


и АВ — в точке М, А’Си ВС — 
в точке Ё. Докажите, что: а) ВК — 
биссектриса угла А’ВС; 6) биссектри- 
сы треугольников А’ВЁ и МВС пере- 
секаются в одной и той же точке. 
(6 класс) 

3°. Ромб АВ’С’Р’ получается из 
ромба АВСР поворотом с`пентром в 


т д 
в вершине 4 | А) на угол, вели- 


чина которого меньще величины угла А 
(рис. 3). Точка В’ лежит внутри 
ромба АВСО. Стороны ромбов СР н 
В’С' пересекаются в точке К. Докажи- 
те, что АК — биссектриса угла В"АБ 
(8 класс) 


Б. Кратчайший путь 


Решим задачу из п. 18 
«Геометрня 6». 

Дана прямая { и две точки Аи В, 
лежащие по одну сторону от нее. 
Найти кратчайиий путь из А в В 
с заходом на прямую [. 


КНИГИ 


Рис. 3. 


Куап.тссте.ги 


Обозначим через А’ точку, сим- 
метричную точке А относительно пря- 
мой [ (см. рис. 4). Пусть Х — некото- 
рая точка на прямой [. Тогда |АХ| = 
= [Хр и |АХ| + 18ВХ| = "Хх + 
-- ХВ. : 

Путь из А в В с заходом на пря- 
мую [ равен длине ломаной А’ХВ; 
он будет кратчайшим, если длина этой 
ломаной будет наименьшей. Тогда 
ломаная А’ХВ должна превратиться 
в отрезок А’В, а точка Х — перейти 
в точку С == [А’В| ГП (0. 

Путь АСВ и будет искомым. 

Из решения этой задачи следует, 
что для наикратчайшего пути АСВ 
углы 1 и 2 равны между собой (см. 
рис. 4). Итак, наикратчайший путь 
можно охарактеризовать тем, что для 
него «угол падения» равен «углу от- 
ражения». 

Этот факт следует, в частности, 
из знаменитогоп ринципа Фер- 
ма: свет (при отражении, преломле- 
нии ит. д.) распространяется между 
двумя точками по пути, прохождение 
которого занимает изименыцее вре- 
мя *). 

Осевая симметрия часто исполь- 
зуется для отыскания кратчайшего 
пути или для реализации ситуации 
«угол падения равен углу отражения». 





*) Точнес, не нанменьшее. а экстремаль- 
ное. Подробно об этом см. в статьях С. Ве- 
рова. «Кванть. 1975, № 12, с. 29. А. Зем- 
лякова, «Квант». 1976, № 5, с. Ши Л. Ту- 
рияиского, «Кванг», 1976, № 8, с. 17. 
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Рис. 5. 


Приведем 
дач *). 

4°. Даны прямая { и две точки 
Ри по одну сторону от {. Найдите 
на прямой { такую точку А, чтобы пе- 
риметр треугольника РОЮ был наи- 
меньшим. (6 класс) 


несколько таких в.а»- 





”) В упомянутой выше статье А. Земля- 
кова «Математика биллиарда», «Квант». 1976, 
№ 5, обсуждался общий вопрос .0б экстре- 
мальных свойствах траскторий биллиарла; 
в частности, там предлагались задачи. ана- 
логичные тем. которые мы помещаем. 


Куап.тссте.ги 


5°. Докажнге, что из всех тре- 
угольников с данным основанием и 
высотой равнобедренный имеет наи- 
меныший периметр. (6 класс) 

6°. Дорога АВ пересекает под ост- 
рым углом реку ВС (см. рис. 5). Гонец 
находится в точке Р внутри угла 
АВС. Конь хочет пить, а гонец спе- 
шит выехать на дорогу АВ. В каком 
месте реки должен гонец напоить ко- 
ня, чтобы как можно скорее попасть 
на дорогу? (6 класс) 

7°. Дан острый угол АВС и точка 
Р внутри него. Постройте треуголь- 
ник нанменыцего периметра, одна 
вершина которого совпадает с точ- 
кой Р, адве другне лежат на сторонах 
данного угла. (6 класс) 

Как изменятся решения задач 6” 
и 7°, если в их условиях данные ост- 
рые углы заменить прямыми или ту- 
пыми? 

8°. На прямоугольном биллиарде 
АВСО даны два шара М и №. Как 
надо толкнуть 1нар М, чтобы он, от- 
разившись от бортов АВ и ВС, попал 
в шар №? {6 класс) 





Приближенная 
квадратура 
круга 


Неразрешимость задачи о ра- 
зыскании квадрата, равно- 
великого даиному кругу. с 
помощью циркуля ин линей- 
кн была строго доказана 
в Х!Х вске. Но прибли- 
женно Задачу легко решить. 
Предварительно найдем от- 
ношение диагонали квадрата 
Е диаметру круга: 
= А*, сторона равновели- 
кого квадрата а = Ия = 
== Ю Ил, диагональ кпед- 


различные 
рата (по теореме Инфагора) 


Энр = 1 К У2л 


Выбнрая аля этого 


о квадратуре круга. Напри- 
мер, положим 

У2= 1236 
рт т 5 





848 25. 
д =, 


5К 
ай г (см. рис. ), тогда 


относительная погрешность 
площади квадрата равна 











1 
хВ* — -57 г 
в б=- дю? 
У? 
=-—> 1 2 
а 
2Ю 
числа > 2,0053. 
рациональные < 
А. Падалко 


1 =^Ю Улл, откуда 
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приближения, получаем при- 
ближениые решення задачи 


{г- Свободный) 


Практикум абитурмента 





$ 


Е. Ирошников 


Воспоминания... 
о предстоящих 
экзаменах 


Кончнлись летние каникулы, начинается но- 
вый учебный год. Начинается он м в нашем 
«Практикуме абитурнента» . Для многих из 
вас этот учебный год— последний, весной пред- 
стоит держать ответ; чему вы иаучнлись в 
школе, слособны ли учнться в институте. 
И потому за этот год вам предстоит не только 
закончить школьный курс математики и фи- 
зикн, но м повторить все пройдемное ранее, 
чтобы к весие быть «во всеоружии». 

Публикуемая ниже статья ие научит вас ре- 
шать ту или иную конкретную задачу. Но она 
поможет вам выработать правнльный подход 
к любой задаче, выйти из тупика, еслн вы 
в него попали. обратить внимание на намбо- 
лее существениее в условни задачи. Поэтому 
ею мы и открывзем наш новый учебный год. 


Это началось давным-давно, еще в 
7 классе. Когда мне попадались труд- 
ные задачи по планиметрии, а потом 
н по стереометрии, я иногда обращал- 
ся за помощью к отцу, но вместо «на- 
стоящей помощи» он предлагал: 
— Давай решать «на скорость»! 
Он садился за свой стол, ая — 
за свой. Каждый «пыхтел» в одиночку! 
— Готово! — весело сообщит отец, 
посмотрит на часы и... спрячет свой 
листок в стол, а я в это время еще 
«копаюсь» где-то в середине решения. 
Когда и я заканчиваю, мы сверя- 
ем ответы и обсуждаем наилучший ме- 
тод решения. Бывало, однако, хуже: 
Мишка Туманов уже на хоккейной 
коробке, а у меня ничего не выходит, 
и отец время от времени подбрасыва- 


ет мне «наводящие вопросы». Как-то я 
завел разговор: 

— Пап! Почему ты 
стрее? Плохо работает 
ЦИЯ? 

— Возможно и это, 
том, что ты решаешь 

Е 

— Ты теряешь много времени, когда 
начинаешь обдумывать решение, не 
построив еще хорошего, четкого чер- 
тежа с отмеченными на нем данными 
из условия задачи. Ведь без этого для 
миллиардов твоих мозговых ячеек нет 
еще стимула, чтобы начать совмест- 
ную, слаженную работу, которую 
обычно и называют «логическим мы- 
шлением». Твой мозг, со всеми его из- 
вилинами — это тот же компьютер, 
а ведь ЭВМ никогда не сможет рабо- 
тать без упорядоченной исходной ин- 
формации. 

— И это все? Только это мне и на- 
до наладить? 


— Да нет же, конечно! Есть очень 
много приемов, чтобы голова работа- 
ла быстрее, целеустремленнее. Их все 
сразу, пожалуй, н не вспомнишь! 

— Что же делать? 

— А сделаем так! Вот тебе лист 
картона. Разграфи его на клеткн, про- 
нумеруй их, и каждый раз, когда 
мы будем сверять и анализировать 
свои решения, ты в этих клетках ко- 
ротко записывай, — что помогло нам 
найти решение задачи! Через год- 
другой у тебя будет неплохой мате- 
риал, а там появится и интуиция !... 

Прошло три года! Висящий на сте- 
не картон почти уже полностью ис- 
писан, он пожелтел, покоробился, но 
все это время он мне здорово помогал. 
Отец часто смеялся: 

— А по какой «заповеди» ты сегод- 
ня будешь решать свою задачу? 

. Теперь отец очень редко решает со 
мной геометрические (да и физиче- 
ские!) задачи. Если у меня возника- 
ют затруднения, а Мишка Туманов 
уже свистит под окном, то отец только 


решаешь бы- 
моя интуи- 


но главное в 
бессистемно! 


$9 


Куапетесите.ги 


посмотрит мою писанину и скажет: 

— Ты снова забываешь шестую 
заповедь, и, пожалуй, сейчас надо бу- 
дет вспомнить 37-ю! 

И все! Через 10—15 минут задача 
готова, ответ сошелся и, захватив 
ракетки, я бегу на теннисные корты. 

Вчера я разрезал свой вынветший 
картон на карточки и у меня получи- 
лся, правда, немного длинноватый 


список 
ЗАПОВЕДЕЙ АБИТУРИЕНТА 


1. Сразу же начинай чертить по 


заданным условиям — размышлять 
будешь потом! 
2. Хороший чертеж — хороший 


помощник, с ним идея решения «при- 
дет сама». Плохой же чертеж не 
только затруднит решение, но еше и 
заведет тебя втупик при попытке «до- 
казать» то, чего нет в действительно- 
сти. Делай четкий чертеж в середине 
листа — линейка, треугольник, цир- 
куль, транспортир помогут тебе и в 
«задачах на построение». Если усло- 
вие позволяет — чертн (хотя бы при- 
мерно} в масштабе! (См. также 
«Квант», 1976, № 6, с. 49). 

3. Избегай чертить частные слу- 
чаи (прямоугольный, равнобедрен- 
ный или равносторонний треуголь- 
ник, равные окружности и т. п.), 
если они не предусмотрены условием 
задачи — глядя на такой чертеж, ты 
скоро «поверишь», что так будет всег- 
да, и твоя мысль будет направлена на 
ложный след! 

4. В стереометрии делай большой 
чертеж на всю страницу с пунктир- 
ными невидимыми линиями! Так ты 
не погрязнешь в наслоениях линий ни 
обозначений, и будет где «раскинуть 
мозгами» — формулы и очевидные за- 
висимости ты сможешь писать на са- 
мом чертеже (рядом с отрезками!) без 
лишних буквенных обозначений! 

5. Наноси на чертеж все дан- 
ные! Что-то забудешь — решить за- 
дачу не сможешь! 

6. «Задано» — рисуй синим ! 
«Найти» — красным! Этим ты обес- 
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печишь концентрацию мысли на глав- 
ном! 

7. Обозначай отрезки и углы ма- 
лыми латинскими н греческими бук- 
вами! Большие — только для согла- 
сования с условием! Не будет рябить 
в глазах, не запутаешься, да и писа- 
нины будет меныше! 

8. В условии задачи по физике 
введи упрощения — в разумных, ко- 
нечно, пределах (см. также «Квант», 
1975, №5, с. 60). 

9. Вспомни и выпишн рядом с ри- 
сунком все геометрические определе- 
ния, аксиомы, теоремы — (законы), 
свойства и следствия по данному 
вопросу — это тоже необходимая ин- 
формация для твоих мозговых ячеек 
к моменту, когда они начнут логиче- 
ское конструирование решения зада- 
чи! 

10, Подготовка закончена — пе- 
реключи свою «ЭВМ» на полную мощ- 
ность! 


И. Потрать 2—3 мияуты на тща- 
тельный общий анализ особенностей 
условия задачи — это окупится сто- 
рицей! Если за эти минуты ты ис- 
пользуешь всю силу своего геометри- 
ческого воображения, то даже и при 
сложном условии задачи сможешь 
обнаружить рациональное (краткое и 
изящное!) решение. Приняв сразу 
бездумное шаблонное решение, ты 
увеличишь объем вычислительной ра- 
боты и шансы появления ошибок. 


12. Если задача сложная — найди 
«логику» решения задачи, напиши 
план решения. В запутанной и особо 
«неподдающейся» задаче план реше- 
ния обязателен. 

13. Не волнуйся! (Это — специ- 
ально для абитуриентов.) 


14. Дай полную волю своей интуи- 
цин | — кто-то сказал, что интуиция— 
это разрыв в логике, но разрыв плодо- 
творный; что это возможность к нео- 
жиданному шагу в непредсказуемом 
направлении; что это — мерило та- 
ланта! Зачем же его подавлять? 
Интуиция поможет тебе наметить крат- 
чайший путь к решению задачи. 
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15. Мысль способна незаметно «уй- 
ти в сторону» — следи за ней (или, 
точнее, за собой}! 

16. Удачное вспомогательное по- 
строение подчас сразу же раскрывает 
«секреты» условия задачи. Если про- 
веденная вспомогательная линия все 
же окажется ненужной, то сразу же 
сотри ее — все лишнее мешает мыс- 
длительному процессу. (См. также 
«Квант», 1975, № 10, с. 48). 

17. Если не сможешь найти гео- 
метрическое выражение длины «ис- 
комого» отрезка, то попытайся сделать 
это для его отдельных частей и про- 
суммируй их! 

18. Подобные треугольники мож- 
но быстро построить переносом па- 
раллельных линий с помощью линей- 
ки и треугольника. 

19. Искаженное в объемном рисун- 
ке сечение построй рядом в цатураль- 
ном виде — прямой угол станет дей- 
ствительно прямым, подобие треу- 
гольников станет явным ит. п. (см. 
также «Квант», 1974, № 10, с. 32). 

20. Элементы разных плоскостей 
и сечений выделяй цветными каранда- 
шами. 

21. В стереометрин хорошо помо- 
гает модель, даже наспех сложенная 
нз бумаги. 

22. Геометрическая задача реша- 
ется, как правило, несколькими 
способами. Если окажется, что ты 
выбрал очень громоздкий путь, — 
вернись к рисунку и попробуй понс- 
кать другой, во времени ты только 
вынграешь! 

23. Ты не любишь «задачи на дока- 
зательство», когда требуется, к приме- 
ру, доказать, что а =: 6? Так ты про- 
сто нщи выражение длинны отрезка а 
через длину «заданного» отрезка 6. 

24. Если твой рисунок «безмолв- 
ствует», то повернн его и посмотри 
снова — при новом ракурсе могут 
появиться новые мысли, а затем и пра- 
вильное решение! 

25. В некоторых планиметриче- 
ских задачах решение достигается 
«выходом в пространство» (см. 
«Квант», 1975, № 5, с. 45). 


26. Ничего не получается? Не 
унывай! Проведи заново общий ана- 
лиз сложившейся на рисунке геомет- 
рической ситуации — даже Суворов 
признавал необходимось вовремя от- 
ступить! И математические выкладки 
начни снова, на чистом листе бума- 
ги — психологически очень трудно 
заметить неточность в старой записи! 

27. Не забывай, что тригономет- 
рня служит для облегчения решения 
геометрических (ин физических) задач. 
Однако не увлекайся и не переходи 
границы ее разумного сочетания с 
планиметрией. В 10 классе ты уже 
подзабыл планиметрию, но  подме- 
нять ее тригонометрией не всегда ра- 
зумно — это может привести к очень 
громоздким решениям. При косо- 
угольных треугольниках болышую по- 
мощь тебе окажет теорема косинусов. 

28. В «текстовых» алгебраических 
задачах и в физике составь рисунок- 
график ин проведи анализ ситуации 
(см. также «Квант», 1971, № 11, 
с. 48). 

29. Рациональный выбор неизвест- 
ных при решении задач — дело тон- 
кое и деликатное! Мобилизуй весь 
свой опыт и интуицию! 

30. При составлении системы 
уравнений необходимо, чтобы были 
использованы все соотношения, вы- 
текающие из условия геометрической 
задачи. 

31. Не бойся применять в геомет- 
рии системы уравнений с тремя и бо- 
лее неизвестными — алгебра хоропю 
поможет! Напиши уравнение с чси- 
ним» параметром н через 5—6 стро- 
чек уравнение с «красным» парамет- 
ром (см. п. 6), а промежуток постарай- 
ся заполнить цепочкой дополнитель- 
ных уравнений, не боясь вводить в 
них новые и новые «неизвестные» от- 
резки — при решении системы они 
будут исключены (метод «прямого 
счета», см. также «Квант», 1975, 
№ ИП, с. 45). 

32. Разобщенные «красные» и «си- 
ние» отрезки иногда можно «сбли- 
зить» и чисто геометрическим пре- 
образованием. 
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33. Иногда: составь «табун» урав- 
нений и подсчитай нх число и число 
неизвестных отрезков и углов, но... 
опасайся тождественных уравнений! 
Недостающие уравнения тебе даст 
тригонометрия. 

34. Решение большой группы гео- 
метрических задач облегчается вве- 
дением дополнительных элементов 
(длина, площадь, объем, угол), не- 
посредственно не заданных в условин 
задачи (см. «Квант», 1974, № 2,с. 46). 

35. Если в условии задачи говорит- 
ся о нескольких ответах, то сперва 
пиши формулы в общем виде (в бук- 
венных обозначениях) и исследуй их! 
Это предпочтительно, впрочем, в 
любом случае, ибо о нескольких от- 
ветах условие задачи может тебя и не 
предупредить, а ты все равно обязан 
найти них все. 

36. Из-за возможных упрощений 
не торопись заменять буквенные обо- 
значения числами из условия, одна- 
ко иногда эти чнсла так «подобраны», 
что нменно они определяют кратчай- 
ший путь к решению, а некоторые 
подобные задачи в общем виде вооб- 
ще не имеют однозначиого решения 
(см. также «Квант», 1973, № 3, с. 44, 
н№ 1, с. 52). 

37. Во многих институтах глав- 
ный критерий — ннициативность, гиб- 
кость мысли! И вот на приемных эк- 
заменах нам ставят психологические 
«ловушки» правильное решение 
оказывается вовсе не там, где это ка- 
жется с первого взгляда, а в недрах 
почтн незаметных нюансов условия 
задачи! Проявляй «гибкость ума» н 
анализируй «необычные» варнанты! 

38. Максимум внимательности! 
Не делай «в уме» одновременно не- 
сколько сложных алгебраических пре- 
образований — сделай их последова- 
тельно в «лишней» строчке! Ход твое- 
го великолепного решения может быть 
«сведен на нет» из-за одного только 
забытого знака минус... 

39. Если надо найти ошибку, то не 
ищи ее в старой записн сложных ал- 
гебраических выкладок — лучше сде- 
лай все заново и сравни результаты! 
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40. Не расставайся с логарифмиче- 
ской линейкой — она не только сэко- 
номит время на приближенных рас- 
четах, но и сорнентирует тебя при 
извлечении точного корня из боль- 
ших целых чисел, подсчитает синус 
н тангенс, логарифмы, поможет при 
проверке готового ответа. 


41. Если у тебя все  «застопори- 
лось», то не надо мурлыкать под нос 
какой-то свой любимый мотивчик, не 
надо тихонько свистеть, не надо в 
задумчивости рисовать на полях за- 
мысловатую виньетку — тебе только 
кажется, что это помогает разрешить 
затруднения, а время идет. Будь ак- 
тивен и в преодолении трудностей! 

42. На соседа не надейся! Само- 
стоятельность — обязательный эле- 
мент учебы в ннституте | 


43. Краснвое и эффектное гео- 
метрическое решение безусловно луч- 
ше громоздких алгебраических вы- 
кладок, но, чтобы до него додуматься, 
нужно много времени, и поэтому счи- 
тай, что самое лучшее — получить 
правильный ответ... любым способом. 

44. Уважай экзаменатора: пиши 
чисто, аккуратно, все формулы — 
столбиком, бумагу не экономь! Умей 
и зачеркнуть аккуратно, тогда не 
придется тратить много времени на 
оформление чистовика ! В конце после 
слова «ответ» четко напиши итог ре- 
шення задачи. Все это — лучшая га- 
рантия того, что экзаменатор разбе- 
рется в твоих записях и не поставит 
тебе «3» или даже «2», «не найдя» ре- 
шения задачи! 


45. Когда задача решена и еще 
осталось время, то просмотри все с 
самого начала — не столько для по- 
иска возможных ошибок, сколько ра- 
ди поиска более изящного решения! 
Ведь математика —- самый таинст- 
венный и романтичный предмет, кото- 
рый ты проходил в школе, и ты полу- 
чишь истинное наслаждение, когда, 
найдя новое, более красивое решение, 
тем самым откроешь для себя какую-то 
новую загадку этой величайшей науки 
из всех Наук Человечества... 
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Республиканские олимпивды шиольников 


ЕЕ ии сошли па и инки ции Сирии 


Всероссийская 
олимпиада 
школьников 


Ныяешиий 1976 год стал годом возрождения 
Всероссийской олимпиады школьников. На- 
поминм, что Всероссийская олимпиада по 
математнке и физике начала проводиться 
с 1964 гоза; в 1965 году к математикам и 
физикам присоединились химики. С 1967 года 
ей на смену пришла Всесоюзная олимпнала 
школьников по математике, физике н химин, 
в которой приинмали участие команды от 
всех областей, краев и автономных респуб- 
лик Советского Союза. 

Популярность Всесоюзной олимпнады 
школьников росла из года в гол. Это привело 
к резкому увеличению числа участников 
заключительного тура Всесоюзной олимпиа- 
ды. н городские организации, проводившие 
заключительный этап олимпиады, стали нс- 
пытывать определенные организационные 
трудности. В связи с этим приказом мини: 
стра просвещения СССР от 17/ХП— 1974 года 
былн произведены некоторые реформы в по- 
рядке проведения Всесоюзной олимпиады. 

Теперь заключительному этапу олимпна- 
ды предшествуют Республикакские олимпиа- 
ды. н к участню в заключительном туре 
допускаются иебольшие комаулы от всех 
союзных республик. 

В прошлом году нз-за недостатка вре- 
мени отбор команды РСФСР проходил за- 
очно — на областных олимпиадах. В этом 
году для проведения Всероссвйской олим- 
пиады был создан Оргкомитет, работой кото- 
рого руководил академнк В. С. Владимнров. 
В состав оргкомитета вошли видные ученые, 
работники Министерства просвещения 
РСФСР. и п едставители общественных 
организаций. В составе Оргкомитета были 
представители и нашего журнала. При 
Оргкомитете были созданы предметные жюрн 
по математике (председатель — А. ПН. Са- 
вин}. по фнзике (председатель — С. М. Ко- 
зел) и по химни (председатель — А. Н. Кост). 

Всероссийская олимпнада проводилась 
одновременно (по всем трем предметам) 


по четырем зонам в городах Владнмире, 
Воронеже, Казани ин Новосибирске в дин 
весенних школьных каникул (с 25 по 30 мар- 
та). Каждый из этих городов принимал побе- 
дителей предыдущего этапа олимпнады (по 
каждому предмету) от областей, краев иля 
автономных республик. Таким образом, во 
Всероссийской олимпнаде по математике н 
физике приняло участие около 480 школьнн- 
ков 8—1 классой. Кроме того для участия 
во Всероссийской олимпиаде были приглаше- 
ны [2 победителен Конкурса «Кванта». Побе- 
дителя Всероссийской олимпиады (по 24 че- 
ловека от каждой из четырех зон: 12 человек 
по математике н 12 — по физике) получили 
путевки в Душанбе н в Минск на заключитель- 
ный тур Всесоюзной олимпиады по матема- 
тике н физике. 

Так как по «Положению о Всесоюзной 
олимпнаде школьников» города Москва и 
Ленинград формируют свои команды для 
непосредственного участия в заключитель- 
ном туре олимпиады, то команды этих горо- 
дов во Всероссийской олимпизде участвовали 
вне конкурса (представнтелн этнх городов 
не былн включены в состав команды РСФСР). 

Большняство задач, предлагавшихся на 
олимпиаде РСФСР, вошли (или войдут} 
в «Задачник «Кванта» (задачи №393, М301— 
№404, №407, №413. М8. $382, ФЗ9З, 
$396, $417, Ф4!9, Ф421—Ф426). Ниже мы 
публякуем список задач по математике, 
ие вошедших в «Задачник «Кванта», и пол: 
ный текст задания по физике, предлагавше- 
гося в Сибирской зоне (г. Новосибирск). 


Математика 
8 класс 


1. Диагонали выпуклого четырехуголь- 
няка АВСР пересекаются в точке О. Какую 
каименьышую площадь может. иметь этот 
четырехугольник, если площадь треутоль- 
ника АОВ равна 4 см?, а площаль треуголь- 
ника СОД равна 9 см?? 

2. Одни часовщик построил часы. кото- 
рые в полиочь показывают точиое время 
и далее верно идут в течение часа. Затем 
в теченне часа минутная стрелка движется 
со скоростью часовой, а часовая со скоро- 
стью минутной. Еще через час стрелки снова 
меняются скоростями и т. д. Укажите все 
моменты времени, когда часы показывают 
верное время. 

3. Доказать, что в любом выпуклом пя- 
тнугольнике можно выбрать трн днагоналн 
так, что из них можно будет составить тре- 
угольник. 


9 класс 


1. Дано 20 точек, ннкакие три из кото- 


рых не лежат на одной прямой. Нужно 
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Рис. 1. Рис. 2. 





соедннить некоторые точки отрезкамн так. 
чтобы прн этом не образовалось ни одного 
треугольника с вершинами в данных точках. 
Какое наибольшее число таких отрезков 
можно провести? 

2. Угол, изготовленный из прозрачного 
матернала. передвигают по плоскости так, 
что он касается своими сторонамн двух иа- 
рисованных иа плоскости окружностей н 
содержнт них внутрн себя. Доказать, что из 
угле можно отметить точку так, что она бу- 
дет при движении угла опнсывать дугу ние- 
которой окружности. 





хи 

3. Пусть х, = 2, хдь, = 5х, для 

п> 0. 
1 

Доказать. что для всех п > 1, =< < 
< 
1О класс 

1. Существует ли трехгранный угол. 
который нельзя пересечь плоскостью так, 


чтобы в сечении получился правильный тре- 
угольник? 

2. Доказать. что существует целое чис- 
ло, квадрат которого в десятичной записи 
начинается с л единиц, л= 12,3... 


Физика 
Теоретический тур 
8 класс 


|. Тело начинает двигаться равноуско- 
ренно, а затем равнозамедленно с тем же по 
величине ускорением а и через время т 
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Рис. 3. 


после начала движения возвращается в ту же 
точку. Найтн пройденный телом путь. 

2. Масса воздушного шара вместе с ка- 
натом. волочащимся по земде (рис. 1}. равиа 
М. выталкивающая сила Ё, коэффициент 
трения каната о землю и. Сила сопротивления 
возлуха. действующая па воздушный шар, 
пропорциональна скорости шара относнтель- 
но воздуха: Рсопр = —-\У. Найтн скорость 
шара относительно земли, если дует гори- 
зонтальный ветер скорости и. 

3. После скатывания с горы сани начн- 
нают движенне по горизонтальной поверх- 
ности дорогн со скоростью 2 м/сек. Коэф- 
фиэциент трения между полозьями саней 
н дорогой равен 0,02. Какой путь пройдут 
сани за 15 сек? 

4. С какой силой давят на стенки узкого 
бассейна два бревна (рис. 2)? Масса каждого 
бревна 100 кг. Одна бревно наполовину яо- 
гружено в жидкость, верхняя часть второго 
бревна касается жидкости. 

5. Спутник массы т сходит с орбиты ра- 
днуса В, сохраняя свою скорость постоянной 
(рис. 3). Определнте зависимость силы тяже- 
стн от времени. (При решенни задачи ис- 
пользуйте следующие обозначення: М — 
масса Земли, у — гравитационная постоян- 
ная.) 


Э класс 


1. См. задачу 2 для 8 класса. 

2. Тонкостенный цилиндр ралнуса Ю 
раскрутили до угловой скорости ® и поста- 
внли в угол. как показано на рисунке 4. 
Коэффнциент трения скольжения между 
стенками угла и цилиндром р. Определить, 





Рис. 6. 


сколько оборотов сделает цилиндр до оста- 
новки. 


3- Два конденсатора емкостью С, запол- 
ненные жндкям диэлектриком с диэлектри- 
ческой проницаемостью в, соединены друг 
с другом через сопротнвленне Ю так, как 
показано на рисунке 5. Из одного конден- 
сатора быстро вытек днэлектрик. Определнть 
макснмальный ток в сопротивлении В н 
количество теплоты, которое на нем выде- 
лится, если вначале заряды на Конденсаторах 
были равны 9. 

4. Во сколько раз изменится давленне 
газа в первый момент, если &-я часть молекул 
газа, ударяющихся о стенку, вдруг начнет 
поглощаться ею? 

5. В сосуд, объем которого можно язме- 
нять, залили легко летучую жндкость и за- 
крыли. Затем свободный от жидкости объем 
прн постоянной температуре уменьшилн в 
2 раза. Давление внутри объема увеличилось 
в 1,5 раза. Определять давленне насыщен- 
ных паров залятой жндкости. 


10 класс 


1. См. задачу 2 для 8 класса. 

2. С наклонной плоскостн с углом на. 
хлона <х к горизонту скатывается тонко- 
стенный  цилнндр. Каким должен быть 
минимальный коэффициент трення между 
цилиндром и плоскостью, чтобы цилнидр 
скатывался без проскальзывания? 

3- Два шарика с зарядами $ прикрепили 
к концам пружины длиной & н отпустили. 
Какое количество энергин перешло в тепло 
пря затухаиин колебаний, если расстояние 
между шарнками после прекращения колеба- 
ний оказалось равным {? 

4. После установления тока в цепи ключ 
К мгновенно размыкают (рис. 6). Определить 
максимальное напряженяне на сопротивле- 
нии Ю и энергию, выделившуюся на нем. 
Э. д. с. батареи %, внутреннее сопротивде- 
ние г, нидуктивность катушки Ё. 

5. См. задачу 3 для 9 класса. 

6. См. задачу 5 для 9 класса. 


Экспериментальный тур 
8 класс 


Определить массу лннейкн. Обору- 
дование: линейка ученическая, пятнко- 
пеечная монета. 

9 класс 

Определить удельную теплоту плавле- 
ния нафталнна. Оборудованне: хн- 
мический стакан, термометр, злектроплитка 
{нлн спяртовка), секундомер (или часы с 
секундной стрелкой), таблетки нафталина. 
10 класс 

Определить — емкость конденсатора. 
Оборудованне:  нсточиик перемен- 
ного напряжения (ВС-24), конденсатор, ре- 
зистор с известным сопротнвленнем, вольт- 
= переменного тока, проводинки. 

. Савин, М. Смолянский, В. Тихомирова 


Задачи 
наших 
читателей 


{. Дана трапеция, пло- 
щадь которой равна 5, от- 
ношенне оснований равно 
а: {> а). Найти рас- 
стояняе от вершины при 
меньшем основанин до от 
резка прямой, соединяюще- 
го середины оснований, еслн 
длнна этого отрезка равна 4. 
Г. Тургумбаев (г. Алма-Ата) 


2. Что больше: 
А = },000001° 299999 
х0,.9999991' 000001 
нлн 12 
С. Берколайко 
(Белгородская обл.) 


3. Докажите, что замк- 
нутая ломаная из 64 звеньев, 
которая образуется прн об- 
ходе комем шахматной доски 
© заходом в каждую клетку, 

а) не может иметь ось 
симметрии 4-го порядка; 

6) не может нметь ось 
симметрии, проходящую че- 
рез середины противополож- 
ных сторон доски. 


О. Баранов (Москва) 


4. В прямоугольном тре- 
угольннке АВ основанне 
перпендикуляра, опущен- 
ного из точки пересечения 
меднан на катет ВС, соеди- 
нено с вершиной угла А. 
Найти угол 8, если извест- 
но, что полученный  отре- 
зок — бнссектриса угла А. 


В. Стреляев 


(Иркутская обл.) 


5. В прямоугольный тре- 
угольник с острым углом 30° 
впнсана окружность. Точки 
касання делят окружность 
на три дуги. Докажите, что 
отношение их длнн можно 
представить в = внде 
р: ФЕИ: Ф-2, ге 
р — некоторое натуральное 
число. Для каких еще тре- 
угольннков это верно? 


Г. Макарова (г. Киров) 





$5 


Куапетесите.ги 





Математическая 
олимпиада 
на Украине 


На Украиие четвертый этап Всесоюзной 
олнмпнады школьников ло математике являл- 
ся одновременно Х\1-й Республиканской 
олимпиадой. Здесь олимпиады нмеют свою 
историю, свон традицин. 

...На этот раз олимпиада проходила в 
городе Ивано-Франковске с 25 по 30 марта. 
В ее организации деятельное участие прн- 
няли Министерство просвещения н Мннистер- 
ство высшего и среднего специального 
образования УССР, а также Областной отдел 
народного образовання, ивано-франковские 
Государственный педагогический институт 
именин В. С. Стефаяика н Институт нефти 
н газа. 

Ивано-Франковск — красивый город 
Е интересной архитектурой, с музеями и 
театром. Организаторы олимлнады позабо- 
тилнсь о том, чтобы ее участники — 157 маль- 
чиков н 34 девочки, — ученики 7—0 классов, 
смогли наилучшим образом проявять свои 
способности, Ребята нмели возможность я 
хорошо поработать, и хорошо отдохнуть. 

Четкая организация олимпиады оказа- 
лась весьма кстати. Потому что работали 
школьняки напряженно — олимпнада про- 
текала в два тура, н тем, кто выступил нан- 
более удачно, была предоставлена возмож- 
ность попробовать свои силы на еще более 
трудных задачах «третьего» тура. Но неко- 
торым энтузнастам из числа победителей 
олимпнады и этого оказалось недостаточно. 
Они спрашивали, сразу же после того, как 
справнлись с очередной порцией задач, 
нет лин еще задач, таких же трудных и ните- 
ресных. После каждого тура участннки на 
апелляциях могли «защитить» свои пясьмен- 
ные работы. 

Очень напряженной была и работа жюри 
олимпиады. Это н понятио — жюря (предсе- 
Датель проректор Мвано-Франковского 
педииститута доцент Б. С. Сикора) проводило 
все туры олнмпнады, проверяло работы, 
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рассматривало апелляцин. В его обязанность 
входило ни определение того. насколько 
успешно выступил каждый яз участников 
олимпиады. 

Результаты каждого участинка учитыва- 
лись по двум показателям — по числу на- 
браиных прн решении задач очков, н по чис- 
лу задач, в основном решенных данным уча- 
стником. 

После выявления победителей была я 
мирована команда, представлявшая УССР 
на Всесоюзной олимпнаде школьняков по ма- 
тематике, которая проводилась в Душанбе. 
В нее вошли: 

восьмиклассеники Вадим Бу- 
гаенко (Киев, с. ш. 145), Лариса Лисенчук 
{Васильковская с. ш. 8 Киевской области), 
Виталий Костусяк (г. Запорожье, с. ш. 28), 


Дмитрий Вялый (г. Енакиево Донецкой 
области, с. ш. 57); 
девятикласснякия Игорь Ка- 


лика (Киев, с.ш. 145), Виталий Ослон. 
{Киев, с. ш. 173), Анатолий Косянчук (г. Ни- 
колаев, с. ш. 22), Александр Седенко (Алек- 
санлрийская с. ш. Одесской области), Павел 
Кобзей (Киев, ФМ], Ярослав Виннишин 
(Кнев› ФМШ); 


ресятиклассникн Александр 
Гончаров (Никополь, с. ш. 13), Владимир 
Любашенко (Киев, с. ш. 145), Дмитрий 


Литвиненко (Севастополь, с. ш. 34), Тимур 
Сейфуллин (Киев‚ ФМШ), Аркадий Лейдер- 
ман (г. Могилев-Подольский, с. ш. 5}, Ма- 
рия Щербина (Харьков, с.ш. 27), Борис 
Яцало (Зареченская с. ш. Ровенской об- 
ласти), 

Большинство задач, предлагавшихся на 
олимпиаде, приведено в статье «Всероссий- 
ская олимпнада». Ниже мы приводим две 
задачи, предложенные Украинским жю- 
рн. 

1. Найтн все трехзначные числа аёс 
такне, что сумма шести двухзначных чисел, 
составленных из цифр этого числа, равна 
числу абс (а6 + ас +- 6 - св Е са + ва = 
— а) (7 класс}. 

2. Найти все точки внутри данмиого тре- 
угольника, если их образы, симметричные от- 
носительно середин сторон треугольника, раз- 
мещаются на опнсаниой около него окру- 
жности (9 класс). 

В. Березин, „Т. Кованцова 
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Рецензим, библиография 
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Мир звуков 


Звук на то и звук, чтобы его 
слышать. А нельзя ля его 
увидеть? Оказывается. мож- 
но. Об этом достаточно под- 
робно рассказывается в од- 
ной из глав киниги Г. Чедда 
«Звук» *). 

Недавно появились уст- 
ройства, которые разлагают 
любые звуки, в том числе 
человеческую речь. на со- 
ставляющине элементы и за- 
тем регистрируют нх каким- 
либо образом {на фотобума- 
ге. ма экраие — электронио- 
лучевой трубки н т. п.). По- 
лучается звуковая спектро- 
грамма. своеобразная модель 
человеческого Голоса. 

Но к чему модель, когда 
современная техяика звуко- 
запися позволяет сохранить 
на многие годы голос любого 
человека и по желанню вос- 
производить его? И все же 
без моделирования не обой- 
тись, если мы хотим нау- 
читься анализировать чело- 
веческую речь, а затем и 
синтезировать ее. Это нуж- 
но, например, для того, что- 
бы приобщить к человече- 
скому языку — электронно- 
вычислительную машнну. 





*) Г. Чедд. Звук. Пе- 
ревод с английского Г. Куз- 
нецова, под редакцией С. Гу- 
ревича. М., «Мир», 1975, 
206 с. с илл. (В мире науки 
и техивки). Цена 46 к. 


ставшую уже привычным ат- 
рибутом нашей жизин. 

Современные ЭВМ умеют 
делать многое, но они не 
могут разговарнвать. Зада- 
ння им приходится писать 
специальным кодом н вво- 
дить в машины посредством 
клавиатуры, перфокарт или 
магнитных лент; результаты 
они также выдают в письмен- 
ной форме. А насколько про- 
ше, удобнее и эффективнее 
бызо бы разговаривать с 
машиной на нормальном че- 
ловеческом языке! 

Кое-что в этом направ- 
лении уже сделано. Появн- 
лись приборы, — способные 
«распознавать» небольшое 
количество отдельных одно- 
сложных слов,  произнесен- 
ных одины человеком. Смот- 
рите, сколько ограничений: 
слова должны быть одно- 
сложными, разделенными 
паузами; голос должен при- 
надлежать определенному че- 
ловеку, и, главное, слов-то 
всего несколько. В 1950 го- 
ду в США был изготовлен 
один из первых таких при- 
боров. оя с почти стопро- 
центной точностью «узнавал» 
десять цифр, которые го 
телефону сообщал ему «хо- 
зянн». Однако, когда все 
это проделывал с соблюде- 
нием тех же правил другой 
человек, точиость прибора 
падала до 50%. Разумеется, 
в истекшие четверть века 
машнны, распознающие речь, 
продолжали  совершеиство- 
ваться, но проблема пока 
далека от решения. 

Полоса частот, воспри- 
инимаемых нашим ухом (прн- 
мерно от 20 герц до 20 кн- 
логерц), далеко не охваты- 
вает всего диапазона аку- 
стических колебаний. Выше 
этой полосы лежит область 
ультразвука. инже — инфра- 
звука. Много интересног> 
рассказано о «неслышимых» 
звуках в книге Г. Чедда. 

Любителей цирка — я 
взрослых, и особенио — де- 
тей — не раз восхищали со- 
бакн-математикя, умеющие 
считать. складывать числа 
и производить прочие арнф- 





метические операции. 
маю, 
посещать цирк, если открою 
одни секрет (впрочем, это 


ду- 
я не отобью охоту 


уже ни не секрет): математи- 
ческими способностями об- 
ладает не столько собака, 
сколько ее дрессировщик. Ои 
подает собаке команду прн 
помощи спрятанного в кар- 
мане ультразвукового свист- 
ка, звук которого лежит вне 
днапазона восприимчивости 
человеческого уха, зато со- 
баки его отчетливо слышат, 
Такой необычной оказалась 
область применения первого 
ультразвукового свистка, изо- 
бретенкого англичанином 
Гальтоном без малого сто лет 
назад, в 1883 году. В нашн 
дни ультразвук нспользу- 
ется в самых различных от- 
раслях нзукн и техинки, а 
также в медицине. Приведем 
лишь несколько примеров. 

Ультразвук является 
превосходной и безотказной 
судомойкой, причем он не 
только моет фрукты н та- 
релки, но ин удаляет техно- 


` логическую грязь © миниа- 


тюрных деталей часового ме- 
ханизма, «освежает» старин- 
ные монеты, готовит к опе- 
рацни хирургические ннст- 
рументы, очищает от окали- 
ны авиационные двигатели. 

До последнего времени 
практически не умели паять 
алюминиевые деталн. Как 


&т 


известно, на воздухе алюми- 
ний покрывается пленкой 
окнен, и никакнын флюсамн 
ее не удавалось растворить, 
пока не воспользовались... 
ультразвуком, способным 
сдирать с алюминия его бро- 
ню. Подобно пайке, незаые- 
нимой в электроннке стала и 
ультразвуковая сварка, при 
помощи которой надежно 
соеднняются такие — разио- 
родные материалы, как, 
например, германий и медь. 

Большой интерес для 
наукя н практики представ» 
ляет также инфразвук. Его 
начали нзучать еще в годы 
первой мировой войны, но 
затем на полвека забылн о 
нем. Ляшь в последнее деся- 
тилетие интересе к ияфра- 
муху снова возинк. 

нфразвук, как правн- 
ло, является аккомпане- 
ментом обычного шума, он 
возннкает при работе авна- 
цнонных я судовых двнгате- 
лей, при движении  автомо- 
бнлей на высоких скоростях, 
в металлургических н прочнх 
шумных цехах. Оя возни- 
кает и в природе, сопровож- 
дая извержения вулканов, 
землетрясения, снльные 
штормы н смерчи. Вероятно, 
нменно нифразвуковые вол- 
ны предупреждают — живот- 
ных о надвигающейся опас- 
ности стихийного бедствия. 
Оказывается, под действием 
больших Доз нифразвука лю- 
ди ощущают боль в ушах, 
испытывают тошноту, теряют 
работоспособность, у них на- 
рушается вестибулярный 
аппарат, а по некоторым 
данным даже происходит рас- 
стройство умственных спо- 
собностей и психики. 

В книге «Звук» затрону- 
та еще одна проблема, о кото- 
ой нельзя не упомянуть. 

аполнены тревогой две по- 
следние главы книгн, начи- 
нающиеся словами: 

«С тех пор как техияче- 
ская революция дала чело- 
вечеству новые — источники 
энергия мевиданной ранее 
мощности, людн сталн как-то 
не по-хозяйски относиться 
к своей планете. «Издерж- 
ки» технического прогресса 
можно видеть на каждом 
шагу: ...свалкя ржавеющих 
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автомобилей; рекя и озера, 
гибнущие от отходов про 
мышленных предприятий; 
и даже воздух, которым мы 
дышим, загрязнен дымом, вы- 
ходящим из тысяч труб фаб- 
рик н заводов, ни выхлоп- 
ными газами миллионов ав- 
томобилей... Однако сущест- 
вует еще более зловещий 
спутянк  развитня индуст- 
рии, который опаснее для 
людей, чем загрязняющие от- 
ходы, — это шум». 

Шум влняет на челове- 
ка, на его работоспособность, 
настроение, пснхику. Сей- 
чае предпринимаются по- 
ПытТкН систематизнровать 
шумы с точки зрення их воз- 
действня на человека, прн- 
думываются разные шкалы, 
вводятся эмпирические ко- 
эффициенты, разрабатывают- 
ся шумоанализаторы ит. п. 
Но ин без математических 
формул ясно, что с любым 
шумом надо активно 6б0- 
роться, а лучше — по воз- 
можности не создавать шу- 
ма. Здесь —обширное поле для 
совместных исследований фи- 


зиков, геофизнков, метеоро- 
логов, медиков, психоло- 
гов 


Обо всем этом рассказа- 
но в книге Г. Чедда. Об этом 
н о многом другом, столь 
многом, что диву даешься — 
как удалось автору уместить 
такое огромное количество 
информация на двухстах 
страницах небольшого фор- 
мата? Физические характе- 
ристики звука и пснхофизяо- 
логические аспекты его вос- 
прнятия. архитектура кон- 
цертных залов и городов, 
методика стереозапнсн н 
электромузыкальные = нист- 
рументы, сонар и акустиче- 
ская голография... — Разве 
все перечислишь? — Изложе- 
няе краткое, но отнюдь ие 
конспективное: описываются 
конкретные устройства, при- 
водятся любопытные факты 
н примеры, нмеются много- 
численные фотография. Кни- 
га и нитересна, и полезна 
всем, кто желает получить 
представленне о проблемах 
современной акустики. 


И. Зорич 





Научно-популярные 
КИНГИ 
по астрономин 


Главиая редакция  физико- 
математической  лнтературы 
издательства «Наука» вы- 
пускает в свет в 1976 году 
несколько  научно-популяр- 
ных книг по астрономия са- 
мого различного направле- 
НИЯ. 

Для — первоначального 
ознакомления с современ- 
ной астрономней лучше все- 
го подходит кинга  профес- 
сора Б. А.  Воронцо- 
ва Вельямннова 
«Очерки о Вселенной» (нз- 
данне 7-е, переработанное 
н дополненное). Книга рас- 
сматривает очень — широ- 
кяй круг проблем — в ней 
описываются практически все 
небесные объекты (метеоры, 
метеориты, кометы, астерон- 
ды, планеты, звезды, звезд- 
ные скоплення, пульсары, 
галактики,  квазары) я по- 
пулярно излагаются методы 
астрономических — наблюде- 
ний. По сутн дела кинга пред- 
ставляет собой популярную 
астрономическую — энцикло- 
педню, доступную каждому. 
В ней приводится большое 
количество фотографий, в 
том числе н цветных. Как 
пяшег автор в предисловин, 
ои пытался «дать отдых чи- 
тателю и разрядить време- 
нами напряжение ума не 
только иаглядным  сравие- 
нием, но я шуткой». 

Также на начинающих лю- 
бителей астрономия рассчи- 
тана кннга Ф. Ю. Знге- 
ля — «Сокровища звездного 
неба. Путеводитель по со- 
звездиям и Луне» (издаине 
3-е, переработанное я дс- 
полненное). Первая часть 
книги посвящена рассказу 
о звездном небе, о деленин 
его на созвездия, © том, как 
маходнть те ялн иные соз- 
вездия. Попутно — описы- 
ваются нанболее ннтересные 
объекты неба, разъясняется 
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нх физическая природа. Вто- 
рая часть киигн, специально 
написанная для этого изда- 
ния, представляет собой пу- 
теводитель по Луне — опн- 
сание лунной поверхности, 
сопровождаемое — многочис- 
ленными фотографиями. К 
кинге приложен атлас звезд- 
ного неба и ряд справочных 
таблнц. 

В 1976 году поступнло 
в продажу зыпущенное в 
конце 1975 года третье из- 
данне кинги М. С. Нава- 
шина «Гелескоп астроно- 
ма-любителя — единствен- 
ное в отечественной литера- 
туре пособие по вопросам 
любительского телескопо- 
строения. В ней идет речь о 
самостоятельном изготовле- 
иий  телескопа-рефлектора, 
пригодного для серьезных ас- 
трономнческих исследований. 
В книге даются все необхо- 
днмые для этого указання- 
Автор книги, один из осиово- 
положников отечественного 
любительского телескопостро- 
ення, имел возможность 
на деле проверить все, о чем 
он пишет. Книга увндела 
свет уже после смерти авто- 
ра, н в окончательной под- 
готовке рукописи участво- 
вал ряд спецналистов, на- 
писавших — дополнительные 
разделы. посвящейные как 
конструкции телескопов, так 
и методам их испытания. 

В иачале 1976 г. посту- 
пила в продажу кннга докто- 
ров физико-математических 
наук Е. А. Гребени- 
кова н Ю А. Рябо- 
ва «Лонски и открытия 
планет», большая часть кото- 
рой посвящеиа замечатель- 
ной и полной драматизма 
истории открытия восьмой 
планеты Солнечной  снсте- 
мы — Нептуна. 

В одном из ближайших 
номеров нашего журнала 
мы расскажем 0б этой 
книге более подробно. 

Еще две научно-полу- 
лярные кннги должны тыЙ- 
тя в свет в самом конце 
1976 года. Одна из них — 
книга доктора — з„изико- 
математических наук 
И. А Климишина 
«Астрономия наших дней» — 
требует для чтения известной 


предварительной — подготов- 
ки. Автор поставил себе 
целью рассказать о широком 
круге вопросов. рассматри- 
ваемых современной астро- 
номией, об основных поия- 
тнях н законах астрономии, 
разъясняя фнзическую сущ- 
ность явлений. Он часто 
прибегает к формулам н гра- 
фнкам. По стилю изложения 
кинга близка к статьям, пу- 
бликуемым в журнале 
«Квант». 


Другая книга — «Взры- 
вающаяся Вселенная» В. В. 


Казютниског о н 
В. Н. Комарова — попу- 
лярно рассказывает об основ- 
ных вехах революции а сов- 
ременной — астрономической 
науке, Главное — внима- 
нне авторы уделяют острым 
дискуссиям, которыми со- 
провождается рождение но- 
вых представлений о Все- 
ленной, связаиных с откры- 
тнями последних лет. 


Наконец, отметим кни- 
гу, совершенио  необходи- 
мую каждому квалифициро- 
ванному любителю  астро- 
номин. Это — «Астрономи- 
ческий календарь  (ежегод- 
ник) на 1977 год». Первая 
часть календаря представ- 
ляет собой собрание эфеме- 
рид — данных 06 астроио- 
мических явлениях в 1977 го- 
ду (коордниаты Солнца и 
Луны; данные о моментах 
их восхода н захода и другие 
сведения иа каждый день 
года; описаине вндимостн 
планет, сопровождаемое кар- 
тамн их движения по небу; 
даниые о солнечных и лун- 
ных затменнях, о перемен- 
ных звездах, о покрытиях 
звезд и планет Луной и ряд 


других материалов). Во 
второй части («Приложе- 
ння») публикуются статьи 


о достижениях  различиых 
отделов астрономни, обзоры 
космических исследований, 
матерналы, посвященные 
памятиым датам астрономии. 
ниструкции для  наблюде- 
ний, библнографический 
указатель астрономической 
литературы и другне полез- 
ные сведения. 


И. Рахлин 
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Новые 
КНИГИ 


В этом номере журнала мы 
помещаем краткие аннотации 
на кинг по математике и по 
физике, выходящие в И 
квартале 1976 года. 


Математика 


Издательство «Наука» 


1. Дорофеев Г. В., 
Потапов М. К., Ро- 
зов Н. Х. Пособие по чи. 
тематике для поступающих 
в вузы. Издание 5-е, пере- 
раб. Объем 30 л., тираж 
300 000 экз., цена Гр. 04 к. 

По-вндимому, эта кинга 
хорошю нзвестна всем школь- 
никам, готовящимся к всту- 
пительным экзаменам в ву- 
зы, — она выдержала уже 
четыре издания н пользу- 
ется заслуженной популяр- 
ностью и среди учителей. 

Пятое издание книги 


существенио отличается от 
предыдущих: книга перера- 
ботана авторами больше 


чем изполовниу. — Внесены 
изменеиня, связанные с но- 
вой школьной программой по 
математнке, вместо старых 
конкурсных задач помещены 
совсем иовые, в частностн, 
варнанты письменных экза- 
менов по математике, пред- 
лагавшиеся поступавшим 
в МГУ в 1975 году. 

2. Лурье М. В., 
Александров Б. И. 
Задачи на составление урав- 
нений. Объем 5 л.. тираж 
100 000 экз., цена 14 к. 

Эта брошюра также адре- 
соваиа поступающим в ву- 
зы: она посвящена  традн- 
ционному разделу  элемен- 
тарной математикн — зада- 
чам ина составление уравне- 
ний. В ней задачи классифн- 
цируются по типам и мето- 
дам решения; особенности 
решения задач каждого типа 
подробно объясняются. 
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Примеры, иллюстрн- 
рующие излагаемый — мате- 
риал, в основном взяты из 
варнантов пнсьменных работ 
по математнке,  предлагав- 
шихся в Московском уни- 
верситете. 

3. ШкурбавВ. В. 
Задача трех станков. Объем 


4 д.. тираж 50000 экз., 
цена 14 к. 
Киига рассчитана ина 


учеников старших классов; 
она может служить своеоб- 
разным введением в дискрет- 
ную математнку и теорню 
оптимальных решений, с од- 
ной стороны, и в шнрокую 
область нрикладной  дея- 
тельшюсти — составление оп- 
тнмальных календарных пла- 
нов — с другой. 

В основу книгн положе- 
ны лекциии занятия, прове- 
денные автором на летнем 
сборе школьников в Крыму 
в 1972 году. 

4. Штейнгауз Г. 
Сто задоч. Перев. с польск. 
Издание 2-е. Объем 8л., тн- 
раж 100 000 экз., цена 45 к. 

Автор книгн — извест- 
ный польскнй математик и 
педагог. 

Решение любой из этих 


задач — свидетельство об 
уменин  самостоятельио мы- 
слить. 

Сборннк — предназнача- 


ется прежде всего для учи- 
телей н школьников, любя- 
щих решать задачи. Задачн 
этого сборника облегчают пе- 
реход от математики школь- 
ной к математике творческой 
н демонстрируют красоту 
этой науки. 


Издательство «Мир» 

5. Кюршак И. 
НейкоммдД.,ХаношдД.. 
Шурани Я. Венгерские 
математические олимпиады. 
Псрев. с венг. Объем 23 л., 
тираж 50 000 экз., цена Гр. 
36 к. 

Это — вторая книга се- 


рни «Задачи и олимпиасы», 
начатой книгой Ч. Трнгга. 
Физика 


Издательство «Наука» 

1. БендриковГ. А.. 
Буховцев Б. Б., Кер- 
женцев В. В.. Мяки- 
шев Г. Я. Задачи по фи- 
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Зике для поступающих в ву- 
зы. Объем 30 л.. тираж 
300 000 экз., цена 1 р. 08 к. 
Изданне 3-е. 

В сборнике помещены в ос- 
новном задачн,  предлагав- 
шиеся на прнемных — экза- 
менах по физике в Москов- 
ском государственном уни- 
верситете в последнне годы. 
К большинству разделов за- 
дачника даны краткие ука- 
зания, касающиеся общей 
методнкн решения задач, и 
перечень основных формул, 
используемых при решении. 

Задачник может быть 
рекомендован слушателям 
подготовительных отделений 
вузов, учащимся старших 
классов средних общеобра- 
зовательных школ н техни- 
кумов, лнцам, заннмающимся 
самообразованнем. 

2. Комкини Н. И., 
Ширкевич М. Г., Сира- 
вочник по злементарной фи- 
зике. Объем 13 л., тнраж 
200 000 экз., цена 69 к. 
Изданне 7-е. 

Справочник охватывает 
все осиовные разделы эле- 
ментарной физики. В нем 
кратко изложены основные 
понятня и закдны и прнво- 
дятся справочные таблицы 
ни графики. — Теоретические 
сведения включают  основ- 
ные определения и формулн- 
ровкн законов. 


Изяательство «Мир» 

3. Кузов К. И. Мир 
без форм. Перевод с болг. 
Объем 12 л.. тираж 35 000 
экз., цена 62 к. 

Эта книга — путеводи- 
тель по гндрогазодинамике. С 
помощью простых и доступ- 
ных рассуждений, с привле- 
чением большого  количест- 
ва примеров нз жизни автор 
дает образную картину этой 
науки, ее развития, дости- 
жений и проблем. Охвачены 
все основные аспекты гидро- 
газодинамнки, популярно н 
в то же время строго рас- 
смотреиы = многочисленные 
гидрогазодииамические — за- 


дачн. Специальный раздел 
посвящен вопросам  авиа- 
ционной — аэрогидродинами- 


кн, Где автор подчеркивает 
прнорнтет русской авиациои- 
ной науки н техннкн. 
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4. Бринкворт 
Б. Дж., Солнечная знергия 
бля человеке. Объем 16 л., 
тираж 50000 экз., цена 
Гр. ОЁ к. 

Книга посвящена проб- 
леме использования солнеч- 
ной энергии человеком. 

Рост иаселения нашей 
планеты н бурный техниче- 
скнй прогресс требуют но- 
вых источников энергии. 
Солиечная энергия с ее ие- 
иссякаемым потенциалом от- 
крывает перед человечест- 
вом огромные  перспекти- 
вы. Пронсхождение солиеч- 
ной энергии, ее взаимодей- 
ствие с земной атмосферой, 
проблема преобразовання 
солнечной энергии в элект- 
рическую. разработка уст- 
ройств, служащих этой це- 
ли, перспективы использо- 
вання солнечной  энергнин 
человеком — таков круг во- 
просов, рассмотренных ав- 
тором книги. 

Кинга рассчитана на ши- 
рокий круг читателей 


Издательство «Зиание» 

5. Будущее науки (еже- 
годник). Выпуск 9. Объем 
12 л.. тираж 10 000 экз., 
цена 60 к. 

Перспективы, гипотезы, 
нерешенные проблемы — та- 
кова программа этого еже- 
годника. Его главные те- 
мы — пути познания; за- 
гадки, к решенню которых 
приближается наука; — воз- 
можиостн ускорения техин- 
ческого прогресса; задачи 
различных отраслей знання. 

Подробную рецензию 
на эту книгу мы поместим 


в 12-0ом  иомере нашего 

журнала. 
Книга рассчитана на 
широкнй круг читателей. 
Н. Клумова, 


М. Смелянский 





«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Группа восьмиклассников ре- 
шила после окончания учебного года 
поехать на экскурсию в Ленинград. 
Ежемесячно каждый ученнк вносил 
одннаковую для всех сумму денег, и 
за 7 месяцев было собрано 640 руб. 
01 коп. Сколько было в классе учени- 
ков н какую сумму денег вносил каж- 
дый ежемесячно? 


2. В трех ящиках лежат орехи. 
В первом на 6 орехов меньше, чем в 
двух других вместе, а во втором — 
на 10 меньше, чем в первом и третьем 
вместе. Сколько орехов в третьем 
ящике? 

3. «Дайте мне точку опоры, и я 
переверну мир». Такое заявление сдс- 
лал Архимед после того, как открыл 
правило рычага. Поскольку подходя- 
щей точки опоры не было (да и сейчас 
нет), доказать это утверждение экс- 
пернментально он не мог. Однако 
теоретически нетрудно убедиться в 
том, что Архимед несколько переоце- 
ннл свон возможности (н возможно- 
сти рычага). Попробуйте подсчитать, 
на какое расстояние пришлось бы пе- 
реместить свободный конец рычага, 
для того чтобы приподнять хотя бы на 
| мм тело, масса которого равна мас- 
се Земли, то есть приблизительно рав- 
на 6- 10** кг; среднее усилие, созда- 
ваемое рукой человека, примерно 5 н. 

4. Из книги выпал се кусок. Пер- 
вая страница куска имеет номер 387, 
а номер последней состоит из тех же 
цифр, но записанных в другом поряд- 
ке. Сколько страниц выпало из книги? 

5. Простые числа имеют только 
два различных делителя — единицу и 
само это число. А какие числа имеют 
только трн различных делителя? 
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Прибегают как-то ко мне Тамуниа и 
Георгий и, перебивая друг друга, 
спрашивают: 

— Может ли часть равняться це- 
лому? 

— Часть — целому? — говорю 
я. — Конечно же не может. Часть 
всегда меньше целого. Между про- 
чим, великий древнегреческий мате- 
матик Евклид, написавший первый 
систематический курс геометрии, при- 
нял это утверждение за одну из ак- 
сиом. 

— А вот сегодня к вам в школу за- 
ходил брат нашего одноклассника — 
Каха, он студент, н сказал, что это не 
так, что бывают случаи, когда часть 
равна целому. Он даже пример нам 
показывал, — сказал Георгий. 

— А вы помните этот пример? 

— Помним, отлично помним, вот 
послушайте... — сказали они в один 
голос. 

— Пожалуйста, я к вашим услу- 
гам. Только давайте по порядку, не 
перебивайте другдруга. Ну, Тамуниа, 
рассказывай, о чем была речь. 
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— Значит; так. Возьмем множест- 
во всех натуральных чисел 
М2, 3-4...) 
и в нем подмножество все четных чи- 
сел 


8 
Ведь второе — часть первого? 
— Конечно. 
—А, оказывается, они равны. Вот 
посмотрите, — и она нарисовала сле- 
дующую таблицу: 










[23| 4 
2 4| 6] 


|100} 101 ...| 500] 50|... 








| [206] 202 | .|1006|1002]. ы 


В этой таблице под каждым нату- 
ральным числом написано определен- 
ное четное число, причем ни одно не 
пропущено и ни одно не повторяется. 
Получается, что четных чисел столь- 
ко же, сколько и натуральных, т. е. 
эти множества равны! 

— Как ты сказала — «равны»? 
Неужели ты не помнишь, какие мно- 
жества называются равными? 


— Помню: два множества А и В 
называются равными, если каждый 
элемент множества А принадлежит 
также множеству В, и наоборот — 
каждый элемент множества В принад- 
лежит одновременно и множеству А, 
т. е. если эти множества состоят из 
одних и тех же элементов. 

— Ну, и как ты думаешь, равны 
между собой множество натуральных 
и множество четных чисел? 

— Нет, они не равны, но... полу- 
чается, что у них одно и то же число 
элементов... 

— Да, да,— подхватил Георгий, 
эти множества равны по количеству 
элементов, т. е. все-таки часть равна 
целому. 

— Допустим. Будем говорить, что 
часть количественно равна целому. 
А что вы скажете, если для этих же 
множеств я составлю вот такую таб- 
лицу: 


,|2|3] +] -. 10 ло]... 50050 |... 
|2 |4 |... [100 |. [500 ыы 


Здесь во второй строке выписаны 
все четные числа, да еще есть свобод- 
ные клетки, причем, как нетрудно 
догадаться, число их бесконечно. По- 
лучается, что четных чисел все же 
меньше, чем натуральных! 

Е. 








Тамуниа и Георгий были в заме- 
шательстве, — они удивленно смот- 
рели друг на друга, потом вопроси- 
тельно посмотрели на меня. 

— Что же, — сказал я, — давай- 
те разберемся. в чем тут дело. Нач- 
нем с конечных множеств. Пусть нам 
даны два конечных множества, и тре- 
буется сравнить их количественно, 
т. е. выяснить, поровну содержат 
они элементов или нет. Как вы думае- 
те, что для этого надо сделать? 

— Подечитать число элементов 
этих множеств, — не задумываясь 
сказал Георгнй. 

— Конечно, подсчитать, а потом 
сравнить полученные ччсла, — до- 
бавила Тамунна. 
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— Верно. Это первое, что при- 
ходит в голову. Безусловно, пере- 
счет в принципе решает вопрос, но ес- 
ли подойти к делу критически, то ока- 
жется, что метод пересчета не самый 
лучший. Помимо того, что его нель- 
зя применить к бесконечным множест- 
вам, он обладает и другими недостат- 
ками. 

Во-первых, прн пересчете мы полу- 
чаем лишиюю, ненужную нам инфор- 
мацию — нас вовсе не интересует, 
сколько элементов в каждом из дан- 
ных множеств, нам достаточно выяс- 
нить лишь, поровну их в множествах 
или нет. 

Во-вторых, не всегда удобно при- 
менять этот метод. К примеру, пред- 
ставьте себе, что вы проводите вечер 
занимательной математики и при- 
гласилн на него учащихся соседней 
школы. Гостей пришло много, да и 
хозяев немало. Все собрались в боль- 
шом школьном зале, где вдоль стен 
расставлены стулья. Вам требуется 
выяснить: хватит ли всем стульев. 
Неужели вы начнете считать всех 
присутствующих — один, два, три, 
четыре, пять, ... ? 

— Нет, это было бы неудобно, — 
сказали мои собеседники. 

— Неудобно и непросто, — доба- 
вил я. — Как же все-таки поступить, 
нужно ведь вовремя принести стулья, 
если их не хватает?! 

— Аесли попросить всех сесть? — 
после некоторого раздумья сказала 
Тамуниа, — ведь тогда легко будет 
узнать, кто остался без места... 

— Правильно! Нужно попросить 
всех занять места, причем позабо- 
титься, чтобы на каждый стул сел 
один школьник. Какие возможны ва- 
рианты, Георгий? 

— Все сели и свободных стульев 
нет — первый варнант; все сели и сво- 
бодные стулья остались — второй ва- 
рнант; все стулья заняты, а кто-то ос- 
тался без места — третий. Три ва- 
рианта | 

— Точно. В первом случае в мно- 
жестве людей и в множестве стульев 
элементсв поровну, во втором людей 
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меньше, чем стульев, в третьем — 
наоборот. Вот мы и нашли способ для 
количественного сравнения двух ко- 
нечных множеств, который легко пе- 
реносится на случай бесконечных мно- 
жеств. Посмотрим, как это можно 
сделать. Пусть нам даны два мно- 
жества: А и В. Конечны они или 
нет — неважно. Говорят, что мно- 
жество А взаимно однозначно отобра- 
жается на множество В, если сущест- 
вует соответствие, при котором каж- 
дому элементу а множества А соот- 
ветствует определенный элемент В 
множества В, и при этом каждый 
эаемент В соответствует единствен- 
ному а. Ясно, что тогда из элементов 
множеств А и В можно составить пары 
{а, 5) с соблюдением следующих усло- 
Вий: 

1} первый компонент пары — эле- 
мент множества А, второй — мно- 
жества В: 

2) каждый элемент как множест- 
ва А, так и множества В входит в од- 
ну н только одну пару. 

Верно, конечно, и обратное: если 
из элементов множеств А и В можно 
составить пары (а, Ь) с соблюдением 
указанных Условий, то А взаимно 
однозначно отображается на В. При- 
веду пример. Пусть 


В={1, 2, 3, 4]. 


Составим пары (м. 1), ц, 2), 
(р, 3), {е, 4). Они удовлетворяют на- 
званным условиям, т. е. А взаимно 
однозиачно отображается на В. 

— А нельзя ли составить пары 
другим способом: (м, 4), (0, 3), (р, 2), 
(г, 1) или (м, 1), ©, 2), {р, 4), (е, 3)? — 
спросила Тамуниа. 

— Конечно, можно. Важно лишь 
чтобы указанные условия выполня- 
лись. В нашем случае, например, 
способов составить пары будет 24. 
Это показывает, что, как правило, 
одно множество на другое можно ото- 
бразить взаимно однозначно несколь- 
кими способами (если, конечно, такое 
отображение возможно). Вместо того, 
чтобы говорить: «Множество А взаим- 
но однозначно отображается на В», — 


Ам, о, р, =}, 
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говорят коротко: «А эквивалентно 
В», — и ПИШУТ: «А ^> В». Ясно, что 
еслн А — В, то иВ — А. Подумайте, 
при каком условии два конечных 
множества эквивалентны? 


— Если они содержат одно и то же 
число элементов, — не задумываясь 
ответили оба. 


— Правильно. Ясно, что верно и 
и обратное: если два конечных мно- 
жества эквивалентны, то ... 


— В них поровну элементов, — 
заключил Георгий. 


— Значит, два конечных множест- 
ва эквивалентны тогда и только тогда, 
когда они содержат одно и то же число 
элементов, — подвела итог Тамуниа. 

— Совершенно верно! Итак, для 
конечных множеств все обстоит очень 
просто, и вряд лн стоило бы вводить 
понятие эквивалентности, если бы... 
неё существовали бесконечные мно- 
жества. Этот случай гораздо интерес- 
ней. Здесь мы встречаемся с ситуаци- 
ей, в которую даже трудно поверить. 
Возьмем хотя бы множества нату- 
ральных ин четных (положительных) 
чисел. Взглянув в таблицу, которую 
ты нарисовала, — обратился я к Та- 
мунин, — мы вндим, что элементы 
этих множеств можно спарить требуе- 
мым образом, т. е. множество на- 
туральных чнсел эквивалентно своей 
части — множеству четных чисел. 


Такого в конечных множествах быть 
не может! 


— Ла, но ведь по Вашей таблице 


получается, что эти множества не 
эквивалентны... — робко — спросила 
Тамуниа. 


— Я ожидал, то ты задашь этот 
вопрос. В самом деле, может пока- 
заться, что эти множества эквивалент- 
ны и в то же время не эквивалентны, 
но этот не так — здесь все верно и 
никакого противоречия нет. Дело в 
том, что А эквивалентно В, если его 
можно, я подчеркиваю — «мож- 
но» взаимно однозначно отобразить 
на В. Итак, если можно взаимно 
однозначно отобразить, то множест- 
ва эквивалентны; если нельзя, то не 
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эквивалентны. А так как мы знаем, 
чтоесть взаимно однцозиачное ото- 
бражение множества натуральных чн- 
сел на множество четных чисел, то 
эти множества эквивалентны. 

Вот еще примеры эквивалентцых 
множеств. Рассмотрим две кониент- 
рические окружности (О, г} н (О, В). 


Онн эквивалентны (вспомним, что 
окружность — это множество  то- 
чек!). В самом деле, возьмем на ок- 


ружности (0, г) некоторую точку А 
и проведем радиус ОЛ (рне. №. Пусть 
продолжение этого радихса пересе- 
кает (О. А) в точке А’. Каждой точке 
А=(О, 7) соответствует полученная 
таким образом точка А'=(О, Ю). 
Мы получили взаимно однозначное 
отображение (О, г) на (0, ВЮ), т. е. 
(О, г) — (0, Ю). 
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В качестве второго примера возь- 
мем отрезок [0, 1] н отрезок [а, 61, 
где й и 6 — произвольные числа. 
Эти отрезки (они рассматриваются как 
множества чисел) оказываются экви- 
валентными, хотя отрезок [а, 8] мо- 
жет оказаться во много раз длиинее 
{или короче) отрезка [0, 1]. Дока- 
зать эту эквивалентность можно, 
нанример, так. Рассмотрим функцию 
уа+ (6—а)х с областью определения 
[0. 11. При изменении х в области 
определения (от Одо 1} убудет менять- 
ся ота до 6, т. е. множеством значе- 
ний этой функинн будет [а, 6]. А 
так как при этом 

и—а 


Х =: 


$ —а’ 





то каждое у будет соответствовать 
только одному д. 

На этом наша беседа закончилась. 
Тамунна и Георгий остались очень 
довольны. Я им дал в виде задания 
несколько задач, которые предлагаю 
и вам. 


1. Докажите. что множество натураль- 
ных чисел эквивалентно множеству чисел, 
кратиых Ю-ти. 

2. Докажите. что множества точек кате- 
та АСи гипотенузы АВ прямоугольного тре- 
угольиика АВС эквивалентны (рис. 2). 

3. Укажите геометрически взаймно олно- 
значпсе соответствие между МНОЖСством то- 
чек отрезка 1ПАВ| в множеством точек от- 
резка |.1”В”[ (рие. 3). Постарайтесь саслать 
это двумя разными способами. 

4. Докажнте. что множество целых чи- 
«ел # эквивалентно множеству натуральных 
чисел \. 
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Ответы, указания, решения 
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К статье «Графическое решение кубических 
уравиений» 


2. а} х= —0,75; 6) х= 0,5; в) х= 
= -2, х= | = 0,5; пх= 3. 
К статье «Такой невероятный турннр... » 


1. 14 партий. Это следует из формулы 
(9,) (см. статью), так как наименьшие значе- 
ния параметров с=/=й=0, В=6=5=1]. 

2. Да, есть. Формулировка задачи фак- 
тически содержит следующие шесть условий: 

(1) первый нмел больше выигрышей, 
чем второй; 


(2) первый имел больше выигрышей, | 


чем третий; 

(3) второй имел меньше проигрышей, чем 
первый; 

(4) второй нмел меньше проигрышей, чем 
третий: 

. {5) третий набрал больше очков, чем пер- 

вый; 

(6) третнй 
второй. 

Условия (1) и (3) можно было опустить — 
это видно кз формул @=В--6--а, = В--б-Ёр. 


набрал болыше очков, чем 


К статье «Осевая симметрня» 

2°. а) Треугольники А’ВЬ и МВС 
конгруэнтиы (см. рис. 2 в статье), так как 
|9’В |= |8С|. 3ВА’Ё 2 зВСМ, а угол 
А’ВС у них общий. Поэтому |ВМ |= |861, 
то есть |А4’М|-= |РС|. Применив разобран- 
ное в пункте А статьи свойство к равнобед- 
ренному треугольнику А’ВС, получим, что 
точка пересечения АК прямых СМ и А’Р 
лежит на биссектрисе угла А’ВС. 

6) При симметрин относительно прямой 
ВК биссектриса угла ВА’[. переходит в бис- 
сектрису угла ВСМ, поскольку ВК — бис- 
сектриса утла А’ВС (см. 2°а)). При этом 
точка О пересечения этих бнссектрис оказы- 
вается на оси симметрии ВК. Слеловательно, 
точка О удалена на одно и то же расстояние 
от таких пар сторон: А’Ё и А’В, СМ и ВС, 
А’В н ВС, откуда вытекает, что точка О 
равиоудалена и от сторон ВМ н СМ, А"Ё 
н ВЕ. т.е. что О принадлежит и биссектри- 
сам углов ВМСн А’ЁВ. 

3°. Пусть М = (48°) Г{СЬ); М= 
= (АО) Г] (В°С’) — см. рис. 1. Треуголь- 
ники МАО н МАВ" конгруэнтны, поскольку 
}АР| = |АВ’|], 2АБРМ 2 зЗАВ'М и 
угол В"АД у них общий. Отсюда |АМ | = 
= АМ], |[МВ* | = мБ |, н в равнобедрен- 
ном треугольнике АМЛ точка пересечення 
прямых №8’ и МР лежит на бнссектрнсе 
угла В'АД (см. пункт А статьн). 
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Задача 4? является переформулировкой 
задаче. решенной в пункте 6 статьи, а зала- 
ча 5’ — ее частным случаем (точки Р 
н @находятся на одинаковом расстоянни от {). 

6°. Разберем вначале случай, когда 
45° = АВС < 9. 

Проведем луч В,), перпенднкуляеный 
лучу АВ, и постронмы луч ВО’, снмметрич- 
ный лучу ВО относительно прямой ВС. 

1) Допустим, что гонец находится в точ- 
ке Р, расположенио“ внутрн угла АВО’ 
(или на его стороне Вё’). Пусть @ — какая- 
то точка реки ВС: О=1ВС). Ясно. что если 


тонец будет поить кокя з точке 9, то к доро- 
ге АВ он поскачет по прямой ОА, перпенди- 
кулярной к АВ {см. рис. 2). 

Построим точку Р’, симметричную точке 
Р относительно прямой ВС. Длнна пути РОК 
равна длине ломаной Р’@Ю, поскольку 
[29] = 9 т.е. равна |Р’О| 110% |. 
Но |Р'0| +’ 081 > [РЕГ > Р'В] = 
= |РВ|, так как осиование наклонной Р’К 
дальше удалено от осиования перпендикуля- 
ра Р’5, чем оснпованне иаклонной Р"’В- 


^^ 
Следовательно, в случае, если 45° = АВС < 
< 90°, гонцу нужно напоить коня в верши- 
не В угла АВС. 

2) Пусть теперь гонец находится в точ- 
ке Р, расположенной внутрн угла СВО’ 
{рис. 3). 

Снова возьмем произвольную — точ- 
ку ОЕ [ВО, проведем (@Ю) | (АВ) и по- 
строим точку Р’, симметричную точке Р 
относительно стороны ВС. Проведем (Р’$) |. 
3 (Ав) ($ Е1ВА)); тогда |РФ|= ]Р'@| 
и |РОГ- |098 |= |Р’°9|- 198 |. Но 
|1Р"5$| < |Р’9|-- ЮВ |; следовательно, го- 
иец должен напонть коня в точке Х = 
= {Р’5) п 180. 





Рис. 1. 
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Если АВС < 45°, решение задачи сво- 
днтся только к случаю 2). 

7. Пусть СЕ [84), Ю Е=[ВС) — две 
произвольные точки на сторонах данного 
угла`(рис. 4); Р’и Р” — точки, симметрич- 
ные точке Р относительно прямых АВ и ВС 
соответственно. Тогда |РО|= |Р*@| и 
РР | = |Р"'В|. 

Периметр АР@Ю равен длине ломаной 
Р'ОЮР“”'; он будет минимальным. если эта 
ломаная превратнтся в отрезок Р’Р”'. Обо- 
значив [Р’Р”] п [ВА) через Х, [Р’Р”] п 
п [ВС) через У, получим. что АРХУ — 
искомый. 

8-. Пусть А” — точка, симметричная 
Е точке Л{ относительно борта АВ, а №’ — 
Но -- точка, симметричная точке № относительно 
борта ВС. Тогла шар надо толкнуть в направ- 
лении МХ. тде Х = [ММ] п [АВ] (см. 
рис. 5). 

К статье «Всероссийская олимпиада школь- 
ников» 





Математика 
8 класс 
1. Пусть $. и 5. — площади треуголь- 
ников АВС ин АБС. Положим | АО|=х, 
4 У 9 
Е Тогда ЗН = 





—_, откуда для площади $ четырех- 
хту а 
угольника АВСР получаем выраженне: $ == 


и х 
=$:-- $. =4 а 13. Легко про- 
р Э 
верить, что это выражение при — == 


достигает минимума, равного 25 см?. 

2. Прежде всего заметим, что в момент, 
когда истинное время равио 2п часам, обе 
стрелки находятся на отметке л часов, т. е. 
пря О <л < 12 показывают неверное время, 
после чего движутся в течение часа с нор- 
мальными скоростями, продолжая показы- 
вать неверное время. 

Ровно через час, т. е. в (2л -Р 1) часов, 
минутиая стрелка оказывается на делении 
п часов. а часовая — на отметке (л -- 1) ча- 
сов, после чего стрелки меняются скоростя- 
Рис, 4 ми. В течение последующего часа по про- 

ит. шествии { минут часовая стрелка будет на- 
ходится. у деления (57--5--{} минут; а 
нстинное время, равное 2и--]| часам и# 
минутам, — соответствует в масштабе минут 


положению часовой стрелки на делении 
г , 





{ 
(10л 5+ | минут. Если в этот момент 
часы показывают верное время, то должно 
: ы 
быть 107 -+5-+15 =5л--5--{, откуда 
60л 
М > 
Аналогичные рассуждения для минутной 


Ё = 


Н 
стрелки приводят к уравнению { = 5 -}- |5. 
откуда находим то же значение для {. 





7 


Ответ: Кроме промежутка времени 

от полночи до часа, часы показывают вер- 
60" 

ное время в (2л -- 1) часов т МНиУТ. где 


л- 1,2, ....` 1 (При п=0 нп=И 
получаем концы уже отмечениого проме- 
жутка в | час). 

3. Пусть ВЕ — наибольшая диагональ 
пятнугольника АВСРЕ. Нетрудно проверить, 
что нз диагоналей ВЕ, ВО н СЕ можио 
составить треугольняк- 





9 класс 
1. Покажем, что можно провести. не 
более 100 отрезков. Действителыю,. рас- 


смотрим точку, соединениую отрезками с нан- 
большим количеством доугих точек. Обозна- 
чим это число через #. Тогда каждая из 
этих # точек соединена ие более, чем с 
{20 — 2} точками. а каждая из этих (20-4) 
точек соединена не более, чем с & точками - 
Отсюда общее число отрезков не больше, 
12(20 — Е) -! {20 — ®} #] 2 = 100 — (10—&}*. 
Сто отрезков получим в том случае, если 
разбнз совокупиость точек на два под- 
множества по 10 точек, соединим каждые 
две точки, принадлежащие разным подмно- 
жествам. 

2. Проведем две прямыс: через центр 
первой окружности параллельно той сторо- 
ис угла, которой она касается, и через центр 
второй окружности, параллельно другой 
стороне углё- Точка пересечения этнх двух 
прямых и будет нскомой точкой. 

3. Оценка снизу слелует из исравенства 
о среднем арифметическом и средием гео- 


3 
Хх 
` й * 
мстрическом. Действительно, Хи: == -5`-- 
ЕВ Вы 
5х, вх, ^ Бхи = 
Е ЕВЕ , — 
и. т _ ч.1 | 
>44 5555 2325. 
Чтобы получить оценку сверху, решим 


неравенство Хл > хл+ь. Имсем: 





Жи | +=. 
хп> 5х НИХ) — 5-10, 
5— ул ._.5-ул 
т. е. РИ ка < ЕИЙ, т. к. 





хп > 0, получаем, что если 


Я ВИТ 


р) . 





<х < р то Хл > Хань: 


Значит, соли | < хи = 2, тохл +; меньше. 
Если же хи <1 (случая хл > 2 быть не мо- 
жет, поскольку х, = 2), то хр: < 2. 
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Из этого следует, что хи «2 для 
всех > Ё, и неравенство полностью дока- 
зано. 

10 класс 

т. Существует. Например, трех- 

гравный угол, у которого два плоских угла 


одинаковы и болыше 90°, а третий угол 
меньше 60. 


2. Квадрат числа, составленного’ из 
(1 —- №) троек, начинается с п единиц. 


Физика 


Некоторые задачи включены в «Задач- 
ник «Кванта» (ем. последующие номера 
журнала), поэгому здесь мы публикуем от- 
всты ие на все задачи. 

8 класс 
1. 5 = ит? (3 - 2] 2). 
С] 
3. ;== г0/(240) = Юм. Указание. 








Сани лвигались ло остановки {==> в /(ёа) = 

ГО сех. 

Е тЮ 

5. Рт== - =. 

ыы ЮЗАТА) - 2 

$ класс 

к О, 

мах - Сю №5 С ЕТ * 
здесь С — емкость конденсатора без ди- 
электрика. Указание. Воспользоваться 
законом сохранепня энергии. 
| 
3.21 


вы ТР. 


5. Считались правильными две трактов- 
ки условия задачи. а) Сосуд закрылн певе- 
сомым подвижным поршием, так что суммар- 
пое давление воздуха н насышениого пара 
до уменьшения объема было равно атмосфер- 
пому лавлепию рд. Тогда давление пасыщен- 


| 
ного пара ри == —5-ра. 6) Дафление газа в со- 


суде до сжатия складывалось из давлення 
воздуха, равного атмосферному давлению, 
и лавлензя насъяденного пара {равновесие 
поршия поддерживается искусственно). 
Тогда рн = Ра. 

10 класс 


1 
2. Клип == 757 ша. Указание. Кине- 


тическая энергия скатывающегося без про- 
скальзывания тонкостемного цилундра скла- 
дывается из кинетической энергии мо*/2 
поступательного движения н кинетической 
энергни тАЮ?%“/2? вращательного движения, 
причем т5”2- тВ 0,9. 


к в ВЕ. 5) 
3. = ле, 1, -2Г Га |. 


: 


$ ‚ %: 


4. Отах =; =. 


К задачам «Квант» для младших школьников 
(см. «Квант» № 8) 


1. См. рис. 6, 7. 

2. Пусть ни один мальчик не получил 
нуль орехов. Тогда возьмем одного из ребят 
и отберем у него все орехи. Пусть далее 
ни один ие получил ровно 1 ореха. Возьмем 
одного из ребят. получивших больше | оре- 
ха, и оставим сему ровно 1 орех. Н так далее 
(если кто-то из ребят получил рассматривас- 
мое чнсло орехов, то переходим к следующе- 
му числу). Но 122-... р 21 = 231 > 
> 200. 

3. Рассмотрим случай последовательного 
соединения проволочек. В этом случае в 


цепи течет ток [= В... где (/ — на- 
1 # 


1 
пряженне в цепи, А, = р —5 — сопротивле- 
пгт 
ине тонкой проволочки (ралднуса г,}, КЮ, = 
[ 


=р Ри. — сопротивление толстой проволоч- 

о 
ки (радиуса г.). 

Мощность, выделяемая при прохождении 
тока на кажлом из сопротивлений, равна 
№ = РАЮ, т.е. 

9х: (7 
Я Е ЗИ ЕГО 
(Е, — 2.) (Е -К,) 


Согласно условию в устаповивнемся режиме, 
т.е. когда температура проволочек не ме- 
няется. каждая из проволочек выделяет 
в окружающее ее пространство мощность, 
равную А’ = 2$ (Г — Г). где Ё — коэф- 
фницниент пропорцнональностн, $ = 2л/? — 
площадь поверхности ее, Т — тем- 
пература проволочкн, 7Тз — температура ок- 
ружающей среды. Очевидно, что в установив- 
щемся режиме №” = \, т.с. 


Ва. 


(А =й.9 ди, 1 (Г, — Т,), 
С 

(К К. 

(Здесь Г,. Т, — температуры тонкой и тол- 

стой проволочек соответственно.} Полелиз 


почленно первое равенство на второе, полу- 
чим 


®. = &.2 д.1 (Т.— Ть). 


Т.—7» _ В; 18 
Т. — То ВЮ Г" 
Так как ухи; н А, > В.. то 
т: == > Т, =— Те. нлн Г: >> а. 
Теперь рассмотрим параллельное со 
единение проволочек. В этом случае падение 
напряження на сопротивленнях А, и А, 
одно и то же, и мощности, выделяемые при 
прохождении тока, равны 
& и 


РТ ВА 


2 
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Как и в первом случае, в установившем 
ся режиме 


и 
Ро = #-2ли,( (Т, — То), 
Я 
Е Е-2ль (ТГ, — То), 
откуда 
ТТ. —7Т КЮ г. 
В ‘м 
{ 
Полставив значение ‚ В =р-—5 н Ю,= 
мт 
{ 
= р УЧИМ 
Я нолучим 
ТР. @ 


тот <!, наи Тиоге 
то 2 


Итак, в вервом случае раскалялась тонкая 
проволочка, а во втором — толстая. 

4. Указание. В многоугольнике не 
должно быть тупых углов. Поэтому подхо- 
дят лишь треугольники (с угламн не более 
90) н прямоугольник. 


К головоломкам 
4см. «Квант» № 6, с. 27. 40) 
«Пирамида из домино». См. рис. 8. 
«Два квадрата». 


153 
276 
489 
«Одинокая восьмерка». [23 456 789 < 
Хх & = 987 654 312. 
«Женские  иныеиа». 750 Хх 59 = 


= 4 437 750. 

(си. «Квинт № 8, с. 55) 
«Квадрат цифр». Решать головоломку 
полбором утомителыю. Решение же ее уливи- 
тельно просто: находим сумму чисел, связы- 
вающих четыре  непересекающиеся пары 
кружков. и вычитаем се из 45 12+... 
... 77 9 = 45), результат — цифра, которую 

надо поместить в девятом кружке. 

. «Всюду по три». См. рнс. 9. 





Рис. 6. 


Рис. 7. 
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Рис. 8. 


Окончание списка. Начало см. с. 55 


О. Костенко (Кировск Ворошиловградской 
обл.) 3, 6, 8, 9: В. Коток (Харьков) 3, 6, 1; 
Н. Крайнюков (Куйбышев) 6, П. Крупкин 
(Димитровград) 3. 6; А. Кудишин (Кемерово) 
3. 6; А. Кузубов (Краснодар) 6. 8. 1, 2; М. Ку- 
лик (Белосток, Чехословакия) 8, 0—2; В. Куп- 
нов (Аша) 3, 6; М. Курганов (Новомосковск 
Тульской обл.) 6; В.„.Тахин (Черкесск) 
3. 6, 1; А. Лебедь (Днепропетровск) 3. 6, 
8—2; Ю. Лебединский (Могилев) 1; Е. Леони- 
дов (п. Псеозеро КАССР) 8—1; А. Леонтьев 
(Москва) 0; Л. Лещенко (с. Юца  Ставро- 
польского кр.) 6, 8—1; А. Листовничий (Киев) 
3. 6. 81; И. Титовко (Никополь) 6; 0. Ли- 
щенко (Кнев) 3, 6, 8—2; Л. Лознер (Минск) 
6, 8, 0—2: С- Люксютов (Киев) 8. 0, 1; М. Ма- 
гид (Даугавпилс) 3, 6, 8, 9,2; Н. Малофеев 
(с. Чув. Дрожжаное ТАССР) 6; С. Мальков 
{Петропавловск- Камчатский) 3.6; Е. Мар- 
тынова (Нежин) 6. 2; Ю. Мартынов (Алма- 
лык} 0; Е. Машеров (Ананьев) 8, 0, 2; А. Мге- 
адзе (Тбилиси) 6; Ю. Мельниченко (Бай- 
рам-Али) 3; Г. Метревели (Цхинвали) 6, 0; 
П. Мидодашвили (Цхинвали) 9.1; 0- Мир- 
зеобасов (Черновцы) 8. 8, 1.2; А. Мичевич 
(Полоцк} 8; Н. Морозов (Горький) 8—1; 
А. Морозовский (Киев) 3. 6. 8. 0; А. Мохов 
(Бобруйск) 2; В. Муха (Вольногорск) 1; 
Ю. Мухарский (Киев) 8—2; Ю. Михин (Улан- 
Удз) 6; Д. Надеждин (Курган) 8. 9, 1; Ю. На- 
умов (Новосибирск) 6; Н. Никцфоров ({Вели- 
кие Лукн) 3; В. Николайчик {Старые Дороги) 
9, 1; Я. Овсянников (Саратов) 6. 8—1; Е. Ог- 
невицкий (Днепропетровск) 6; К. Оспанов 
(Байрам-Али) 3; МН. Охрименко (Ромны} 
9—2; А. Охримчук {Выкса} 3, 6; Г. Палагин 
{Москва} 8—1; В. Палей (Х зрьков) 9; О. Пев- 
энер (Днепропетровск) 8—0; И. Пелецкий 
{Москва} 9: В. Петров (Великие Луки) 8; 
А. Петухов (Новокузиецк) 3; В. Писецкий 
(Запорожье) 3, 6. 9; Е. Платонова (Тула) 
9; ЛП. Побылица (Ленинград) 0, 2; 
В. Позняк (Барановичи) 3, 6; Е. Пона- 
морев (п. Черноголовка Московской 06бл.} 
3. 6. 8, 0. 1; С. Попов (Москва) 0; В. Потем- 
кин (Великие Лукн) 6. 8; М. Райхман (Вин- 
ница} 6; .7. Расин (Даугавпилс} 3. 6. 8—0. 2; 
И. Резников (Пржевальск) 0; В. Реммель 
{пр Вайда ЭстССР) 8; В. Розовский (Минск) 
6; #3. Рубель (Ставрополь) 3, 6, 9, 1,2; А. Ру- 
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Рис. 9. 


дерман (Ленииград) 3, 6, 8, 9, 1.2; И. Со- 
енко (Минск) 6; Т. Саргазаков (Новосибирск) 
3. 9. 0, 2; И. Сатаев (Саратов) 8, 0, 2; А. Сах- 
но (с. Чапаевка Запорожской обл.) 2; П. Сви- 
стун (Магнитогорск) 3. 6: А. Святченко (Кн- 
шинев) 1; С. Секацкий (пл. Кант КиргССР) 
6; В. Серебрянный (Харьков) 6; И. Сидоркин 
{Горький) 9, 0, 2; В. Склярчук ва 3, 6; 
Ю. Скопинцев (Львов) 2; Ю. Скрынников 
(Руставн) 6, 8, 1,2; И. Слюсарева (Запо- 
рожье) 9,2; А. Смоляков (Кадиевка) 3, 6. 
9—2; А. Смузько (Пинск) 3; Ю. Сояозобов 
(Тамбов) 2; Е. Сомина (Саратов) 9; В. Стар- 
шенко (Запорожье) 3, 6, 8, 9, 1. 2; Ю. Страде 
(Прельский р-н ЛатвССР) 6; М. Суслов (Моск- 
ва) 6, 8, 0, 2; Е. Сысолятина (Желтые Воды) 
3; А. Третьяков (п. Тайцы Ленииградской 
обл.) 6. 1; К. Гретьяченко (Киев) 3, 6, 8—0, 2; 
К. Трутнев (Казань) 9—2; Е. Усина (Великие 
Луки) 6; М. Файнберг (Великие Лукин} 1; 
М. Фалей (Целивоград) 9, 1. 2; А. Фальков- 
ский (Алма-Ата; 9; А. Фарбер (Тамбов) 
6, 0, 1: Н. Федин (Омск) 3, 6. 8—2; А. Фрум- 
кин (Курск) 3. 6, 8, 9.2; А. Хабаров (Пав- 
ловский Пасад) 8,2; М. Хазан (Киев) 3; 
6, 9, 0. 2; С. Цветков (Кременчуг) 6; М. Цо- 
быкс (Новокузнецк) 8, 0; И. Цуркис (Калн- 
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В кружочках верхнего треугольника 
на рисунке размещены пятнадцать 
фишек. Надо перевести все фишки в 
ннжний треугольник, соблюдая сле- 
дующие правила. 

1) Фишки могут передвигаться либо 
на соседний кружок, либо прыгать че- 
рез соседнюю фишку ма следующий 
свободный кружок. 

2) Перемещения и прыжки могут 
осуществляться только по линиям, 
соединяющим кружки. 

3) Холом считается также каскад 7 
прыжков, когда фишка (согласна 
п. 2) совершает прыжки один за дру- 
гим (но не перемещения). 

Сколько ходов иотребустся вам, чтобы 
решить эту задачу? 


ЫЕЧАСЫ 


„Л. Мочалов 







Рис. Э. Назарова 
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На рисунке зашифровано сложенне трех чисел. (Одннаковые значки обознача- 
ют одииаковые цифры.) Задача нмеет единственное решение. Найдите его. 
Я. Алексеев 
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Объявляется подписка на 1977 год 
на научно-популярный физико-мате- 
матический журнал «Квант». 





«Квант» адресован всем школь- 
никам 5—10 классов, которые любят 
математику н физику. любят решать 
задачи и хотят в будущем серьезно 
заниматься точными науками. 

Наш журнал полезен и тем 
школьникам, интерес которых к точ- 
ным наукам еще дремлет. 

На страницах нашего журнала 
публикуются статьи обзорного ха- 
рактера, рассказывающие о дости- 
жениях науки и о проблемах, еще 
ждущих своего решения; рассказы 
об ученых, о том, как рождаются 
научные открытня. 

В журнале читатель найдет мно- 
го задач. Среди них — задачн всту- 
пительных экзаменов в вузы, задачи 
различных олимпнад и просто инте- 
ресные задачи. 

Наш журнал полезен и учителям. 
Сейчас ‘произведены коренные изме- 
нения в школьных курсах математи- 
ки и физики. «Квант» всячески ста- 
рается освещать на своих страницах 
эти изменения, публикуя статьи 
по новой программе. 





К НАШИМ ЧИТАТЕЛЯМ 


В 1977 году «Квант» открывает 
новые рубрики: «По страницам 
школьных учебников» и «Искусство 
программирования». В статьях пер- 
вого раздела будут разбираться нан- 
более тонкие и важные вопросы ма- 
тематики, изучаемой в школе. Вто- 
рой раздел будет посвящен расска- 
зу о взаимоотношеннях человека 
с ЭВМ, обученню различным алго- 
ритмическим языкам, на кото- 
рых пишутся программы, понятные 
машинам. 

Какие вопросы и задачи могут 
ожидать абитуриента на вступи- 
тельных экзаменах? Ответ на этот 
и многие другие вопросы читатель 
найдет в разделе «Практикум абиту- 
риента». Кроме того, мы планируем 
расширить в 1977 году раздел 
«Квант» для младших школьников». 

Журнал постоянно помещает ре- 
цензии на книги — уже вышедшие н 
еще только готовящнеся к изданию. 


ЖУРНАЛ РАСПРОСТРАНЯЕТСЯ 
ТОЛЬКО ПО ПОДПИСКЕ. 
ПОДПИСКА НА ЖУРНАЛ 

НЕ ОГРАНИЧЕНА. 
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Эта картинка — копня с 


гравюры 1636 года. 
стеклянный сосуд. 
наполненный водой. Сфокуснровав с помощью 
этой своеобразной линзы сошнечные лучи, маль- 
чик зажег пучок соломы. 


В руках у мальчнка 
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А не задумывались ли вы над тем. почему. сфо- 
куснровав солнечные лучн. можно разжечь ко- 
стер. а зажечь Сумагу с помощью линзы звезд- 
ным светом ме удается? Если это Вам интересно, 
прочитайте статью «В фокусе линзы» {с. 13) 
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Понятне группы занимает очёнь большое мес- 
то в современиой математике н физике. 
В то же время элементы теории группы просты 
н вполне доступны школьникам. Читателям, 
знакомым с понятиями «отображение множе- 
ства на множество» н «композиция отобра- 
жений» (которые входят по новой программе 
в курс геометрии У1—УИТ классов), проще 
всего начать знакомство с теорией групп нв 
примерах групп преобразований, в частнос- 
ти, групп перемещений на плоскости. Неболь- 
шая статья А. Колмогорова о группах пре- 
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образований может служнть введеинем к 
изучению групп симметрии. Общей, «абстракт- 
ной», теорни групп посвящена статья Л. Садов- 
ского н М. Аршинова, В ней, впрочем, также 
содержится много матернала, относящегося 
спецнально к группам „преобразований. На- 
конец, в статье Э. Белаги, помещенной в 
разделе «Математический кружок», вы иай- 
дете множество задач, решая которые, вы 
освонтесь с операцией «компознция» (не 
только отображений) н увидите, как применя- 
ется теорня групп при решении задач. 





А. Колмогоров 


ГРУППЫ 


ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 





Задача моей короткой заметки со- 
стоит в том, чтобы сделать более 
доступным и связать с новымн школь- 
ными учебниками содержание пуб- 
ликуемой далее статьн Л. Садовско- 
го и М. Аршинова «Группы». 

По новым школьным программам 
школьники в Пятом классе знако- 
мятся с понятием «отображение мно- 
жества на множество». В шестом клас- 
се они знакомятся с понятием «об- 
ратимое отображение» (в другой тер- 
минологии, привычной многим чи- 
тателям «Кванта», — «взаимно одно- 
значное отображение»). 

Каждое обратимое отображение 
имеет обратное отображение. На- 
пример, поворот Ю7°” вокруг точки О 
на 70° против часовой стрелки (рис. 1) 
имеет своим обратным отображением 
поворот вокруг той же точки О на 
70°, но уже по часовой стрелке. В 
новом учебнике геометрии этот по- 
ворот обозначается Ку'б° (поворот 
вокруг точки О на минус 70°). 

В седьмом и восьмом классах 


школьники знакомятся с понятием 
«компознция отображений». — Рас- 
смотрим для примера два переме- 


щения плоскости, то есть два отобра- 


2 


жения плоскости на себя, сохраняю- 
щих расстояния. В качестве первого 
перемещения возьмем осевую сим- 
метрию $, с осью х, в качестве вто- 
рого — осевую симметрию $, с осью 
у, перпендикулярной оси х (рис. 2). 
Что получится, если произвести 
эти два отображения последователь- 
но: сначала $5,, а потом 5,2 

Точка Р при осевой симметрии 
5х перейдет в симметричную ей от- 
носительно оси х точку Р,, а при 
симметрии $, точка Р, перейдет в 
точку Р.. Сказанное можно записать 
в виде равенства 


Р. = $,($„(Р)). 
С другой стороны, точку Р, можно 
получить непосредственно из точки 
Р при помощи центральной снммет- 


рни Со с центром О — точкой пере- 
сечения прямых х и у: 


Р. = бо(Р}. 

Докажнте самостоятельно, что 
для любой  точкн Р плоскости 
5%(5„(Р)) = 2о{Р) 
{предполагается как было сказано, 


что прямые х и у перпендикулярны 
и пересекаются в точке 0). 


Говорят, что отображение Со 
есть — «композиция» отображений 
5х ин 5,; записывают этот факт в 
виде равенства 


бо = к 


Здесь кружочек о есть знак опера- 
ции над отображениями. Подобно 
тому, как операцин сложения (знак 
«-») или умножения (знак «х»), 
примененные к паре чисел <а, 6%, 
дают новые числа: 


с=а-ь, а=ахь, 


операция композиции, примененная 
к двум отображениям, порождает но- 
вое отображение. 

Нас будут занимать обратимые 
отображения некоторого множества 
М на себя. Такне отображения на- 
зывают «преобразованиями множе- 
ства М». В качестве примеров прн- 
ведем перемещение плоскости, гомо- 
тетию, преобразование подобия. 

Пусть . множество М есть плос- 
кость. — Рассмотрим множество С 
всех перемещений. этой плоскости, то 
есть множество всех отображений А 
плоскости М на себя, сохраняющих 
расстояния: для любых двух точек Р 
и О плоскости М 


1Р(Р)Е(@) | = 1Р91. 


Все перемещения обратимы, и по- 
тому по указанной выше термнно- 
- логии они являются преобразования- 
ми плоскости. 

Наше множество С обладает дву- 
мя интересными свойствами: 

(1) композиция двух преобразова- 
ний из С принадлежит С, т. е. ком- 
позиция .двух перемещений есть пе- 
ремещение; 

(2) вместе с преобразованием Е 
множеству С всегда принадлежит и 
обратное преобразование, то есть пре- 
образование, обратное к перемещению, 
также есть перемещение. 

Определение. Совокуп- 
ность преобразований множества А, 
обладающую свойствами (1) и (2), 
называют группой преобразований мно- 
жества А. 


ИБ 
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В силу сказанного множество всех 
перемещений плоскости может слу- 
жить примером группы преобразо- 
ваний плоскости. Другим примером 
может служить множество всех пре- 
образований подобия. 

Существуют, однако, ин гораздо 
более простые примеры. — Рассмот- 
рим, например, множество С, всех 
перемещений, которые равносторон- 
ний треугольник АВС (рис. 3) ото- 
бражают на самого себя. Легко ука- 
зать шесть Таких перемещений: 

1) тождественное отображение Е, 
отображающее любую точку Р пло- 
скости на себя; 


1 © 
2) поворот Ео’°” вокруг центра 
треугольника О на 120” против ча- 
совой стрелки; 


3) поворот Е 


вокруг центра 


О на 120° по часовой стрелке; 
4), 5), 6) осевые симметрин ол), 
$‹0с)- 


(ОВ), 








Задача 1. Докажите, что множество 

С, состоит только из перечисленных 
шести персмещений. 

Задача 2. Проверьте, что каждое нз 

перемещений Е, $(од), 5(0в). 5(ос) обратно 

© —_ 

самому себе, а перемещения Ар ?0° и Ро 120° 
обратны друг другу. 

адача 3. Проверьте и дополните 

таблицу | «композиций» для миожества Су. 


(| # 


Е Ез*Е =Е 


5$0А) 


Еэ5 (ол) = 
= $40А) 


$одгЕ = | З0одр 


а 
т %$‹0л) = Е 


= $‹0А) 


Зюву 


о 
== Ко 


о ы_` ЗЕ: МНЕ 


$4081 


Е*5 (ов) = 
= $‹ов) 


$04} 
°З(ов) Е 
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Решив задачи 2 и 3, вы устано- 
вите, что множество С, обладает свой- 
ствами (1) н (2) из определения груп- 
пы преобразований, то есть что @, — 
группа преобразований плоскости. 
Можно доказать более общий факт: 
множество Сф всех перемещений пло- 
скости; которые отображают какую- 
либо заданную фигуру Ф на себя, 
есть группа преобразований плоско- 
сти. Доказательство не сложно (про- 
ведите его!). Группа Сф называется 
группой симметрии фигуры Ф. 

Из таблицы композиций множества 
С, мы видим, что композиция переме- 
щений не всегда переместительниа: 


—120° 
Зол)° Зов) = Ко 


120° 
= Ко = $0ов)° ол: 


Можно, однако, доказать, что ойе- 
рация композиции преобразований мно- 
жества М всегда обладает свойством 
асс оциат ивности: 


Рзо (РЕ. ° Е} = (Ез° Е) ° Е 
(попробуйте сделать это). 


Таблица 1 


Ез5‹ ос) = 
= 5405) 


Любое перемещение, отображаю- 
щее треугольник АВС на себя, ото- 
бражает множество И={А, В, С} 
вершин треугольника на себя в со- 
ответствни с таблицей 2. 

В нижней строке даны обозначения 
отображений множества И на себя, 
заданных нашей таблицей. Например, 
функция $. (вспомните: отображение 
и функция — синонимы!) полностью 
задается равенствами 


5$2(А) = С, $›(В) = В, $-(С) = А. 


Область ее определения есть множе- 
ство (/, множество значений — то же 
множество (/. Конечно, ее нельзя 
путать с отображением Зву Ко- 
торое отображает плоскость М на 
себя! 

Преобразования е, $1, $2, $3, Г. 
г. образуют группу С, преобразова- 
ний множества И. 


Задача 4. Запишите таблицу компо- 
зиций для группы С}. Укажите для каждого 
ве элемента обратный элемент. 
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Таблица 2 


= 
о 
5 

[27 


Фр. 





Групна неремещений С, и онре- 
деленная сейчас группа С. в некото- 
ром смысле слова «устроены совер- 
шенно одинаково». Оии «изоморфниы». 
Что это значит на строгом языке 
математики, вы можете узнать из 
статьи Л. Садовского и М. Арши- 
нова. 


Задача 5. Исследуйте аналогичным 
образом: 

а) группу симметрии отрезка АВ; 

6) группу симметрии квадрата АВСО. 





к МА-=4, [881-12 (см. АВА,, а треугольннк АСС 
Новый ВЗГЛЯД рисунок). Из точки С, пе- подобен треугольнику АВВ, 
ресечения отрезков А.В н поэтому 
на старую АВ, опустим перпендику- 2 18С] г ] АС! 
лир С.С на прямую АВ, тог- —— = ТА = АВ! , 
задачу да |С.(]=3. что равно най- у 


Задача эта такова. В бас- 
сейн проведено две трибы. 
Через одну бассейн может 
быть наполнен за 4 часа, 
а через другую — за 12 ча- 
сов. За какое время наполнит- 
ся бассейн, если будут 
открыты одновременно обе 
трибы? 

Напомним обычиое реше- 
ние этой задачи. За один час 
первая труба наполняет 
1/., з вторая —,, часть 
всего бассейна. Обе тр бы 
за один час наполнят '/.+ 
+ У:а. то есть М» бассейна, 
поэтому весь бассейн будет 
наполнен за 3 часа. 

А теперь проделаем сле- 
дующее: из концов произ- 
вольного отрезка АВ вос- 
ставим по одну сторону от 
него два перпендикуляра: 


денному выше значению. 
Докажем, что это не слу- 
чайное совнадение. Рассмот- 
рнм общий случай: пусть 
первая труба изполняет бас- 
сейн за х часов, а вторая — 
за у часов. Обе трубы прн 
совместной работе наполнят 
бассейн за 2 часов, причем 
1 1 1 


ры. 
г х у 

Прн любых допустимых 

значениях хи и треугольник 


СВС, подобен треугольнику 
А. 


3 


Хх С, В 
у 

А 
С [21 


Аналогично можно найти 
сопротивление 2 цепи. со- 
ставленной из двух сопротив- 
лений величины хи у, вклю- 
ченных параллельно. потому 
что и в этом случа>х 2- 
= /х-4- Пу. Последный при- 
мер дает возможность ре- 
шать задачу о бассейнах 
«нажатнем кнопки».  Соста- 
вим цепь из двух пзраллель- 
но включениых сопротивле- 
ний велнчиной 4 ома и 12 ом 
и нэмернм ее сопротивле- 
ние — получим ответ: 3 (ома) 


Ю. Метт 
$ 


Л. Садовский, 
М. Аршинов 


Математика двадцать первого века 
можег сильно отличаться от нашей; 
возможно, школьник начнет изучение 
алгебры с теории групл подетановок, 
что он мог бы сделать сейчас, если бы 
не установивишеся традиции. 
Саймон Ньюкомб, 1893 год 


Алгебра изучает различные действия (опе- 
рации) м загозы, которым онн подчнняются. 
Эти операции могут быть определены не толь- 
ко над числами, многочленами н векторами, 
что зам известно из школьного курса мате- 
матикн м физикн, но н над злементамн нной 
прнроды. 

В статье А. Колмогорова вы познакомились 
с операцией композиции перемещений н поня- 
тнем «группа преобразований». Здесь речь 
пойдет об абстрактной алгебранческой коне 
струкции, называемой группой. 


ГРУППЫ 





Чтобы выработать понятие груп- 
пы в его современной форме, мате- 
матикам потребовалось почти сто лет. 
Двести лет назад знаменитый фран- 
цузский ученый Жозеф-Луи Лаг- 
ранж (1736—1813), изучая решение 
алгебраических уравнений в ради- 
калах,  оперировал фактически с 
понятием группы, хотя и не поль- 
зовался самим этим термином. Им 
была сформулирована и доказана в 
1771 году первая существенная те- 
орема в теории групп. 
Исследования Лагранжа  про- 
должили норвежский математик Нильс 
Хенрик Абель и француз Эварист 
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Галуа*), которые впервые ввели тер- 
мин «группа». Элементами рассмат- 
риваемых ими групп были подста- 
новкн корней алгебраического урав- 
нения 
ах" ав 1х" + 

+... + ах + а. = 0. 

Группы подстановок изучали так- 
же Огюстен-Луи Коши (1789-1857), 
Артур Кэли (1821—1903), Камилл 
Жордан (1838—1922) и другие извест- 
ные математики. Принятое ныне оп- 
ределение группы было предложено 
Кэли в 1854 году. 

Сппоиятнем группы тесно связано 
широко распространенное в природе 
свойство симметрии. Симметричны 
не только снежинки, пчелиные соты, 
кристаллы поваренной соли н кварца. 
Элементарные частицы тоже подчи- 
няются «закону симметрии» — заря- 
довому сопряжению, согласно кото- 
рому каждой частице соответствует 
аитичастица. Проявлением симмет- 
рии окружающего нас мира являются 
принцип относительности Галилея, 
законы сохранения энергии, количе- 
ства движения, электрического за- 
ряда и др. 

Изучение закономерностей симмет- 
рии, общих для самых разлиеных 
ее проявлений, и привело к созда- 
нию специального математического ап- 
парата, называемого теорией групп. 

В осиове определения группы ле- 
жит понятие бимчарной операции. 


Бинарная операция 


Предположим, что каждой упорядо- 
ченной паре а и Ь элементов неко- 
торого произвольного множества С 
поставлен в соответствие некоторый 
элемент с того же множества. Тогда 
говорят, что на множестве С опреде- 
лена бинарчая операция. Результат 
применения этой операции к задан- 
ной паре элементов записывают в 
символическом внде 
аз = с. 


*) Об этих математиках см. «Квант», 1973, 
№ 10 ин 1976, № 5. 


Куапитеситеги 


Иногда для бинарной операции из- 
бирают привычный термин, именуя 
ее сложением, умножением или 
композицией. — Примером бинарной 
операции является композиция пе- 
ремещений на плоскости. 

Произведения а*жб и фжа мо- 
гут оказаться одинаковыми илн раз- 
личными. В первом случае говорят, 
что а и В коммутируют (перестано- 
вочны), во втором — не коммутиру- 
ют. Бинариая операция * называ- 
ется коммитативной, если для любых 
а, Ь будет аз = бжа, и неком- 
мутативной, если найдется хотя бы 
одна пара элементов а. 8. для кото- 
рых а* 65-6 жа. 

Задача 1. Проверьте, что 

а) обычное сложение является бинарной 
операцией на множестве 7 всех целых чисел; 


6) умножение также является бинарной 
операцией на множестве 7. 


Таким образом, на одном и том 
же множестве можно, вообще го- 
воря, определнть различные бннар- 
ные операции. 

Задача 2. Являются лн на множестве 
Ей бинарными операциями 

а) деление; 

6) вычитание? 

Коммутативны лн эти операции? 

Задача 3. Являются ли сложение, 
вычитание, умножение и деление бинарнымн 


операциями на множестве всех нечетных 
чнсел? 


Есть лишь две возможностн пе- 
ремножить заданную тройку элемен- 
тов а, 6, с, не меняя их порядка: 
{2*5)%с или а*ж(Ьес). Если 


(@*ЬБжс=а» (6 ж0), 


то тройка элементов а, Ь, с называ- 
ется ассоциируиющей; для нее вполне 
определенный смысл имеет символ 
ажбжс. Если же для операцин * 
каждая тройка элементов ассо- 
цинрует, то и сама операция * на- 
зывается оциативной- 

Задача 4. Ассоциативны лн следую- 
щие операцни: 

а) компознцня перемещений; 

6) сложение и умножение действитель- 
ных (комплексных) чисел; 


8) деление м возведение чисел в степень 
(ав па")? 


т 


Определение группы 


Множество С с определенной на нем 
бинарной операцией ж называется 
группой, если выполняются трн ак- 
сномы: 

Аксиома Г (существование 
единичного элемента). Существует 
единичный элемент е множества С 
такой, чпю 


ежа аже=а 


для любого элемента а из 0. 

Акснома 11 (существование 
обратного элемента). Для каждого 
элемента а множества С сицествует 
в С единственный элемент а та- 
кой, что 


ажа =а\ъа=е. 


Аксиома 11 (ассоциатив- 
ность бинарной операции). Для лю- 
бой ®тройки а, 6, с элементов из @ 
выполняется равенство 


ах (же) = (аж) =с. 


Если бинарная операния коммутативна, 
то группа называется абелевой (в честь Абеля) 
или коммутативной, в противном случае — 
неабедевой или некоммутативной. 


Итак, множество превращается 
в группу. как только на нем зада- 
ется бинарная операция, подчиняю- 
щаяся трем указанным аксиомам. При 
этом ничего не предполагается отно- 
снтельно самнх элементов этого мио- 
жества: ими могут быть чнела, мно- 
гочлены, перемещения или объекты 
какой-либо иной природы. 

Теперь, когда дано определение 
группы, каждый обиаружит, что с 
группами он, оказывается, давно зна- 
ком. В самом деле, многие число- 
вые множества относительно обычных 
операций сложения и умножения об- 
разуют группу. Так, группой явля- 
стся множество целых чисел с опера- 
цией сложения, ее называют аддн- 
тивной группой целых чисел. Это 
абелева группа, се «единичным» эле- 
ментом служит число нуль: 0-{ с== 
=с--0=с, обратным для произволь- 
ного числа — ему противоположное: 
е-+(—с)=0. 
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Рис. 1. 


Группу образует также множество С всех 
перемещений, отображающих на себя некото- 
рую фнгуру (тело) Р. Эта группа служит ха- 
рактеристикой симметричиости фигуры Р н 
называется группой симметрии фигуры РЁ. 


Задача 5. Проверьте, что множества 
рациональных н действительных чисел с опе- 
рацией сложения являются группами (адди- 
тивные группы рациональных и действитель- 
ных чисел). 

Задача 6. Докажнте, что 

а) положительные рациональные; 

6) положительные действительные числа 
по умножению образуют группы (миультипли- 
кативные группы положительных рациональ- 
ных и положительных действительных чисея). 

Задача 7. Образуют лн группы мно- 
жествя раннональных и действительных чн- 
сел с операцией умножения? 


Три лица одной группы 


Лицо первое (арифметическое). 
Зафикснруем натуральное число 
п (п-Е 1) и рассмотрим множество (060- 
значаемое через Т,„) остатков от де- 
ления каждого натурального числа 
на п. Ясно, что различных остатков 
ровно л, они равны соответственно 
0, 1,2,..., 9—1. Всякие два числа 
Ки Г. которые при деленни на п да- 
ют равные остатки, называют срав- 
нимыми по модулю п и пишут 

Е == [ (то4 п). 
Разобьем теперь множество А на- 
туральных чисел на п классов по 
следующему принципу. 

В нулевой класс (для его обозна- 
чения удобно пользоваться тем же 
числом 0) собираем все те числа, ко- 
торые при делении на п дают в 





Рис. 2. 
остатке 0, то есть все такие а, что 
а=0 (то4 п). 

_ В первый класс собираем числа 
а=\ (104 я), т.е. дакящие остаток 
| при делении на п. 

Вообще в А-Н класс помещаем 
все числа а==А (то4 л). Для обозна- 
чения этого класса используем то 
же число # (рис. 1). 

Определим теперь бинарную опе- 
рацию на множестве 2„ построенных 
классов. Пусть А н {Г — два любых 
класса. Выберем в каждом из них 
по любому числу, например, а и 6: 

а == # (тод п), 6 = Ё(то4 п). 
Составим обычную сумму а-46 и 
разделим се на л. Тогда в остатке 
получим либо А-Ы (если А-НЫ<5п), 
либо А+ {—п (если Е 121). 

Значит, имеет смысл следующее 
определение операции Ф (назовем 
ее «сложением классов»): 


Е+Ь, если +! < п, 
Е [— п, если Ёп. 


Например, при л=3 имеется три 


класса: 0, 1, 2. Таблица сложения 
этих классов выглядит следующим 
образом: 

<) 0 1 2 

0 [и 1 2 

1 1 2 0 

а 2 0 1 
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Множество 2„ относительно операции 
Ф образует группу, называемую 
группой вычетов по модулю п. В са- 
мом деле, все групновые аксиомы 
выполнены: нейтральным элементом 
служит нулевой класс; элементом, 
противоположным классу А (#0), 
является класс п—А (—0=0). На- 
конец, — операция @Ф ассоциативна 
(проверьте!). 

Лицо второе (геометри- 
ческое). Множество поворотов пло- 
скости вокруг центра О правильного 
п-угольника на углы &, при которых 
этот л-угольник отображается на себя, 
также образует группу относитель- 
но операции о композицин нереме- 


щений. Поворотом, обратным для 
Ю@®, является Ю-—%: 
В ср — Е 


В этой группе п элемеитов (повороты 
В"ь, где а, =. „й=О, 1, 


..П- 1; см. рис. 2), а правило компо- 
знции поворотов можно записать так: 


Юбк+т, если + ТЖ п, 
Ю”к+т-п, если А + ИН. 


Юки Ю“т == | 


Это правило очень похоже на пра- 
внло (1) сложения классов, исноль- 
зуя его, мы могли бы написать 
Юбк о Юбт — брат. (2) 
Лицо третье (комплекс- 
ное). Его смогут разглядеть те, кто 
знаком с комплекенымн числами н 
действиями над ними. Нас нитересует 
сейчас множество всех комплексных 
корней степени п из единицы, то 
есть множество решеннй уравнения 
21=2]|.. 

Если 2=608&--0 ип а — триго- 
нометрическая форма такого числа, то, 
согласно правилу умножения комплек- 
сных чисел, 2п==с0$ па -- Г Ут па. 
Равенство 2” =- | выполняется при 
па=2лА, где ^ — целое, поэтому все 
п различных корней нз единицы зада- 
ются формулой 


гн=соз -2^ Е гт 2^ Е 
(2—0, 1,..., п 1).Легко проверить, 


9 


что множество всех этих корней об- 
разует группу со следующим пра- 
вилом умножения: 
2, +21 = га. (3) 
Напомним, что каждое комплексное 
ЧИСЛО 2==Г (60$ @ Е т а) с модулем 
г и аргументом @& изображается в 
прямоугольной системе координат век- 
тором длины г, составляющим с осью 
Ох угол &. Поэтому числа 2, изо- 
бразятся векторами длинны | так, что 
каждые два соседних вектора соста- 
вят между собой угол 2л/п. Иными 
словами, концы этих векторов раз- 
местятся в вершинах правильного п- 
угольника (рис. 3). 
Теперь ясно, что группа корней 
п-й степени из единицы и группа 


поворотов ®“”* по существу «не отли- 
чаются» и «схожи» с группой ,. 
Дабы уточнить последнюю фразу, 
следует ввести одно из важнейших 
понятий математики. 


Понятие изоморфизма 


Рассмотрим какие-либо две группы 
С и Н. Предположим, что между 
элементами этих грунп установлено 
взаимно однозначное соответствие 
(обозначим его буквой $), то есть 
задано обратимое отображение ф мно- 
жества С на множество Н. Выберем 
в С произвольную пару элементов 


а, 6; им соответствуют некоторые 
элементы ‹$(а), $(5) в Н. Так как 
и Н — группы, то определены 


произведения аб ЕС, (а) (В) ЕН, а 
также $(25) Е Н. 
Определенне. Группы С 
и Н называются изоморфными, если 
существует взанмно однозначное ото- 
бражение ф группы С на группу Н, 
сохраняющее произведение, то есть 
такое, что для любых а, БЕС будет 


Ф(а) $5) = Ф@5. (4) 
Это отображение называется изомор- 
физмом. 

Изоморфизм двух групп означает, 
что законы, которым подчиняются 
операция в обенх группах, идентич- 
ны, и что всякое свойство, присущее 
операцин в одной из групп, в равной 
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мере присуще операции в изоморф- 
ной ей группе. Поэтому изоморфные 
группы называют «абстрактно рав- 
ными» и отождествляют между собой, 
что приводит к возникновению одной 
абстрактной группы: группы, отно- 
сительно природы элементов которой 
не делается никаких конкретных пред- 
положений. 

Примером изоморфных групп яв- 
ляются три только что рассмотрен- 
ные группы: и группа вычетов, и 
группа поворотов, и группа корней 
из единицы в действительности — 
лишь три реализации одной и той же 
абстрактной группы. 

Изоморфизмом {ф между группой 


поворотов и группой 6, является 
отображение 

ф (К“*) = А. 
Ясно, что при этом произведению 


вращений будет соответствовать, как 
это следует из формулы (2), сумма 
вычетов. 

Изоморфизм ф’ между группой по- 
воротов правильного л-угольника и 
группой корней п-й степени из едн- 
ницы устанавливается соотношени- 
ем 

$ (В^*) = 2. 
Правило (4), конечно, выполняется, 
оно вытекает из равенства (3). 


Задача 8. Установите изоморфизм 
между группой корней п-Н степени из сди- 
ницы н группой 2) вычетов по модулю п. 

Задача 9. Постройте изоморфизм 
между аддитивной группой всех действитель- 
ных чисел и мультипликативной группой 
положительных действительных чисел. 





Рис. 4. 


Группы сямметрии 


Отличить симметричную фигуру от 
несимметричной легко — в этом нам 
помогает интуиция. Она подсказыва- 
ет нам, что квадрат симметричнее 
ромба, а окружность симметричнее 
эллипса. Но одной интунции нело- 
статочно. Соображения более обстоя- 
тельные возникают при рассмотре- 
нии перемещений пространства (или 
плоскости), при которых данная фи- 
гура Е отображется на себя. Мно- 
жество таких преобразований (с опе- 
рацней композиции перемещений) об- 
разует группу, называемую группой 
сиЯметрии фигуры Е. Об этом вы 
уже знаете из статьн А. Колмого- 
рова (см. с. 4.), да и мы уже приво- 
дили этот пример группы. Теперь мы 
изучим группы симметрин некоторых 
фигур. 

Начнем с окружности, которая 
издревле представлялась людям во- 
площением совершенства и образцом 
симметрии. При любом повороте от- 
носительно центра и при зеркальном 
отражении отиосительно произвольно- 
го диаметра окружность самосовме- 
щается. Таким образом, группа снм- 
метрии окружности состоит из всех 


поворотов Юб вокруг центра О ок- 
ружности и всех осевых симметрий 
$; с осями [, проходящими через 
точку О. 

Значительно меньше группа сим- 
метрни эллипса — она состоит из 
двух осевых симметрий относительно 
взаимно перпендикулярных сопря- 
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женных Диаметров эллипса (об эллип- 
се рассказано в «Кванте», 1975, № 1), 


поворота Ю{8°” (центральной симмет- 
рии) вокруг центра эллипса н, ко- 
нечно, тождествениого отображения 
Е. Такой же будет группа симметрин 
ромба. 

А вот у квадрата группа симмет- 
рии` побольше, ее мы сейчас и рас- 
смотрим. 

Нарисуем на плоскости квадрат 
и обозначим его вершины цифрами 
1, 2, 3, 4. При любом самосовмеще- 
нин квадрата каждая его вершииа 
оказывается на месте некоторой вер- 
шины. Так, например, при поворо- 
те Кб” (О — центр квадрата) вер- 
шины 1, 2, 3, 4 перейдут соответствен- 
но в вершины 2, 3, 4, 1 (рис. 4): 
Ко’ (1) =2, 802) =3, Ю0° (3) =4, 
Ко” (4)-=1. Это факт можно запи- 
сать иначе: 

ее 5, 3—4, 4—1. 


Подобным же образом повороту Во" ”" 
сопоставляется запись 

| 3, 2—4, 3—1, 4—2. 
Сказанное можно записать и в иной 
форме, смысл которой ясен из пре- 
дыдущего: 

90° [1234 180°_ (1234 
Ко = [2341}, Ко в. 1 2). 

Мы получили то, что математи- 
кн называют подстановкой: обрати- 
мое отображение конечного множе- 
ства М на себя (здесь — множества 
четырех точек — вершин квадрата). 
Занумеровав элементы этого конеч- 
ного множества числами 1, 2, ..., м, 
мы сможем записать каждую  под- 
становку в виде таблицы 


[а ЖЗ а й 
аа О 


в нижней строке которой записаны 
те же числа, что ив верхней, ис в 
ином порядке. Подстановка, следо- 
вательно, состоит в том, что каждому 
элементу а, из М ставится в со0т- 
ветствие единственный элемент В, 
нз того же множества, н разным эле- 
ментам а, соответствуют разные 6,. 
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Рис. 5. 


Прн такой точке зрения для одной 
н той же подстановки можно принять 
различные записи, например: 
Ен 2%; | ( 1324 
3214}'\ 2134 }'’\ 3124 ). 
Обычно элементы верхней строки 
располагают в естественном порядке, 
и нотому в общем виде подстановку 


нз п элементов записывают в виде 
( г ..м у 
а, а. - . - @в/ 

Пусть о нт — две подстановки 


множества М. Произведеннем тоа 
подстановки в на т назовем такую 
подстановку ®, которая возникает в 
результате последовательного выпол- 
нения сначала о, а затем т. Таким об- 
разом, если с элементу а ставит в 
соответствие д, а т элементу 6 ста- 
вит в соответствие с, то произведенне 
то д элементу а сопоставляет с. Про- 
изведение зависит от порядка сомно- 
жителей. Действительно, если т 
сопоставляет элементу а элемент 4, 
а с элементу 4 сопоставляет }, то 
произведение в от отображает а в }. 
Тождественная подстаковка 
№7... 
ы О о 
не изменяющая расположения эле- 
ментов, играет роль единицы. Даля 
каждой подстановки ® имеется един- 
ственная ей обратная ®-' такая, что 
фо -1 = То 526. 


Задача 10. Докажите, что определен- 
ное выше умножение подстановок ассоциа- 
тивно. 

Задача 11. Покажите, что подста- 
новка а! возникает из заданной, если по- 
менять местами ее верхнюю и нижнюю строки. 
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Множество подстановок из п эле- 
ментов образует группу {обратимых 
отображений конечного множества М 
на себя), ее называют «симметриче- 
ской группой п-й степени» и обозна- 
чают через 5,„. 

Задача 12. Выпишите подстановки, 
соответствующие осевым симметриям квад- 
рата (рис. 5) 5(2), 3(аз}. 31. 3 и повороту 
ко! (здесь (24) — прямая. проходящая че- 
рез точки 2, 4 ит. п... 

Задача 13. Докажите, что групна 
подстановок четырех элементов состоит из 
24 элементов. 

Задача 14. Убедитесь, что не каждой 
из этих подстановок можно поставить в соот- 
ветствие самосовмещение квадрата, 

Последняя задача показывает, что 
в груние симметрии квадрата меньше 
24 элементов — каждому — самосов- 
мещению квадрата соответствует под- 
становка (4 вершин квадрата), но 
не каждой подстановке соответствует 
самосовмещение квадрата. 

Этим квадрат отличается от тре- 
угольника: у треугольника группа 
симметрии состоит из шести эле- 
ментов и подстановок 3 вершин тре- 
угольника тоже шесть, причем груп- 
па симметрин треугольника изоморфна 
групие подстановок 3 элементов. 

Заметим, что группа симметрии 
квадрата (как и треугольника} не- 
коммутативиа: 


—0° 90° 
$13) ° 5: = Ко 5 Ко = $10 Заз. 


Задача 15. Найдите все перемещения 
плоскости, отображающие квадрат на себя 
{их будет всего восемь). 

Задача 16. Составьте таблицу ком- 
позиций перемещений плоскости, отображаю- 
щих квадрат на себя {подобно таблице умно- 
жения чисел от 1 до 9). 

Задача 17. Докажите, что 
различных  подстановок 
элементов равно п! (п! 


числа 
множества из п 
1.2.3-... п}. 

В заключение замстим, что свой- 
ства и строение абстрактных и кон- 
кретных реализаций групл изучаются 
математической дисциплиной, нА- 
зываемой теорией групи, которая ны- 
не нашла широкое применение во 
многих разделах математики, тео- 
ретической физики, химин, кристал- 
лографии, теории связн и в других 
науках. 





«... всё тела, на которые попадает излу- 
чение. нагреваются, т. е. приобретают 
некоторое количество энергии». 

Р Поль Оптика и атомная физика 


Возьмите увеличительное стекло, на- 
правьте его на Солнце, а в фокусе 
поместите лист бумаги. Наверное, 
каждый читатель «Кванта» знает, что 
произойдет дальше. В том месте, где 
возникает ослепительно яркое изо- 
бражение Солнца, температура так 
снльно повышается, что бумага на- 
чннает дымиться и даже может заго- 
реться. Еслн попробовать повторить 
тот же опыт ночью, направив уве- 


И. Блиох В ФОКУСЕ 
ЛИНЗЫ 
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личительное стекло на какую-нибудь 
звезду, то бумага, конечно, не заго- 
рится, хотя изображения звезд мож- 
но увидеть. Никого это, разумеется, 
не удивит, и на вопрос, почему от 
Солнца бумага загорается, аот звезд— 
нет, обычно следует простой ответ: 
все дело в том, что Солнце светит 
сильно, а звезда — слабо. 

Ошибки в таком объяснении нет, 
но если попробовать подтвердить его 
расчетами (без них ответ останется 
всего лишь догадкой, а не объясне- 
нием), то окажется, что дело обсто- 
ит не так просто. 
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Рис. 1, 


1. Легко объяснить, почему 

от Солнца загорается бумага 
(первая правильная формула 

для коэффициента усиления линзы) 


Все тела на Земле получают от Солн- 
ца некоторую энергию. Назовем ин- 
тенснвностью количество энергин, по- 
лучаемой единицей площади за еди- 
инцу времени. 

Попробуем рассчитать, во сколь- 
ко раз повышается интенсивность 
солнечного излучения в результате 
фокусировки его линзой. Расчет очень 
прост и основывается на законе со- 
хранения энергии. Очевидно, что пол- 
ная мощиость Р. излучения, про- 
ходящего сквозь линзу, равна 


Ро = Зо, (1) 


где $. — площадь линзы (эту вели- 
чину называют также площадью апер- 
туры), а /., — интенсивность излу- 
чения до фокусировки. Мощность 
излучения в фокальном пятне Р; 
определяется аналогичным образом: 


В =... (2) 


Здесь $; — площадь фокального пят- 
на (изображения Солнца}, а Г>› — 
ннтенсивность в фокусе (рис. 1). 
В фокальное пятно попадает вся 
та мощность, которая проходит че- 
рез апертуру линзы *). Поэтому Ро 
н Р- равны друг другу. Еслн теперь 
приравнять и правые части равенств 





*) Это утверждение не строгое. Часть 
излучения «теряется» при отражении от по- 
верхности линзы и в результате поглощения 
в стекле. Но мы будем рассматривать ‹идеаль- 
иый» случай, пренебрегая этими потерями. 
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Рис. 2. 


(1) и (2), можно найти отношение ин- 
тенсивностей: 


Тк $0 

ой В 
Это отношение называют коэффици- 
ентом уснления линзы по интенсив- 
ности, или, короче, просто коэф- 
фициентом усиления. Обозначим его 
буквой К“*). Итак, коэффициент уси- 
ления равен отношению площадей 
апертуры н изображения источника 
в фокусе: 


$» 
5 (3) 


Для того чтобы этой формулой мож- 
но было практически воспользоваться, 
необходимо выразить обе площади 
через основные параметры линзы — 
ее радиус а н фокусное расстояние {. 

Площадь апертуры определяется 
немедленно: $, = ла?. Подобную же 
формулу напишем и для площади 
фокального пятна, радиус которого 
обозначим через гр: 

ЗЕ а. 

Теперь остается найти гр. Фокаль- 
ное пятно представляет собой изо- 
бражение Солнца. Его радиус можно 
определить из сравнения двух подоб- 
ных треугольников, показанных на 
рисунке 2: 


г “ 
гк =/- = / 8. 


№ = 








*) Не спутайте коэффициент усиления лин- 
зы с коэффициентом увеличения изображения. 
Это совсем разные понятия. Например, наша 
линза ие увеличиваст, а уменьшает изобра- 
жение, так как размеры фокального пятна, 
конечио, меньше размеров Солнца. 


Буквами Го и К обозначены соот- 
ветственно раднус Солнца и расстоя- 
ние между Солнцем и линзой. Отно- 


Г > 
шение -2=6 представляет собой 


угловой радиус Солнца *), поэтому 
площадь изображения можно запи- 
сать так: 


ь 
$. = лиЁ = д 6. 


Подставив полученные выражения для 
Зои $2 в (3), получим окончатель- 
ную формулу для расчета коэффи- 
циента усиления: 


ыы (4) 


и 
Ре? 


Отсюда видно, что коэффициент уси- 
ления зависит не только от парамет- 
ров линзы а и }, но и от углового 
размера источника @.. Подставим в 
формулу (4} значение 9, для Солнца 
(@ ‹=4,7-19-3 рад). 

Тогда 


2 
Ко = 4,5-10* =. 
(Индекс ©, который мы добавили к 
обозначению коэффнинента усиления, 
показывает, что эта формула годится 
только для Солнца.) 
Теперь мы сможем легко рассчни- 
таль интенсивность солиечиого излу- 
чения после фокусировки в любой 


лиизе: 
ТЕ =8 Ко! о. 


Интенсивность до фокусировки из- 
вестна. Она равна /[.==9,14 вти/см? => 
2-2 кал!см?.мин **). Поэтому 


х 


ТА 6,3. 108 вт]см?. 





*) Строго говоря, г./Ю = #420, (см. рис- 
2), но угол 9, для Солнца очень мал, поэтому 
можно Замецихь таигенс утла самим углом. 
Только не забудьте, что надо измерять угол 
не в градусах, а в радианах. Раднус Солниа 


равен ==700-103 км, расстояние от него 
==150. 108 хм. слеловательно, @,=аАтх 
х Ю-З рад. 


**) При отсутствии потерь в атмосфере 
при нормальном падении лучей на поверх- 
ность. 
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Рис. 3. 


Давайте оценим эту величину для 
какой-нибудь конкретной линзы. 
Возьмем, например, а==2 см, [=10 см. 
Такая линза создает в фокусе ин- 
тенсивность 17250 вт/см*. Поэто- 
му неудивительно, что с помощью 
даже небольшюй линзы можно зажечь 
и бумагу, и дерево. 


2. Трудно понять, почему 

бумага не загорается от звезд 
(может быть, правильная формула 
на самом деле неправильная?) 


Итак, мы получилн простую надеж- 
ную формулу для расчета интенсивно- 
сти в фокусе линзы. Казалось бы, 
невозможно допустить, чтобы эта фор- 
мула вдруг привела к неправильным 
результатам. Ведь в таком случае 
был бы поставлен под сомнение закон 
сохранения энергин, на основе ко- 
торого определен коэффиииент уси- 


`° ления. И все-таки ... 


Давайте проделаем такой мыслен- 
ный эксперимент. Представим себе, 


. что Солнце удаляется от нашей Зем- 


ли, и выясним, чта при этом прон- 
зойдет с интенсивностью в фокусе 
линзы. Фокальная интенсивность / „= 

К!ь будет меняться по двум при- 
чинам: во-первых, -с удалением Солн- 
ца начнет падать Г.. во-вторых, ста- 
нет возрастать коэффициент усиления 
линзы, так как угловой размер Солн- 


[* 
м с ростом ВЮ уменьшается, 
а коэффициент усиления соответствен- 
но растет (см. формулу (4)). Сейчас 


мы убедимся, что уменьшение [/. бу- 
дет в точности скомпенсировано ро- 
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стом А и интенсивность в фокусе ос- 
танется неизменной, как бы далеко 
ни удалялось наше светило! 

Сначала выразим /. через пол- 
ную мощность Р, которую излучает 
Солние по всем направлениям (рис. 3): 

Р 
=арЕ т 

Таким образом, /. убывает об- 
ратно пропорнионально В. С дру- 
гой стороны, в знаменателе формулы 

2 


4) стоит величина = ‘эн По- 
Ю? 


этому с ростом расстояния до Солнца 
коэффициент уснления линзы будет 
расти пропорционально ЁВ*, а про- 
изведение /.К, то есть интенсивность 
в фокусе, останется неизменным: 


Р а? 
1.=15К == «ор "оо == 
41 ПР 


Р ‚ а К? Р а? 
РП. 





Но средн звезд есть очень много 
таких, которые подобны нашему Солн- 
цу по своим размерам и излучаемой 
мощности. Значит, все они будут соз- 
давать в фокусе линзы одинаковую с 
Солнцем интенсивность, при которой 
легко загорается бумага и обуглнва- 
ется дерево? Чувствуется, что здесь 
что-то не в порядке: с одной стороны, 
формула как будто бы правильная, а 
с другой стороны, зажечь бумагу от 
света звезды все равно не удается! 

Прежде всего на ум приходит 
такое объяснение: бумага не загора- 
ется, наверное, потому, что хотя ин- 
тенсивность в фокусе остается ненз- 
менной, но при удалении источника 
уменьшается размер изображения. 
Прогревается очеиь малая площадь, н 
тепло все время отводится к соседним 
более холодным частям бумаги. Дей- 
ствительно, площадь фокального пят- 
на, куда поступает энергия излучения, 
убывает по мере удаления источника 


обратно пропорционально В?: $р= 
2 


г 
= иг? др 0 = пр рр. В то же вре- 


1$ 
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мя граница пятна Ё (через нее про- 
нсходит отвод тепла) убывает обрат- 
но пропорционально Е = 2 7гГр = 


==2} 2. Таким образом, с росгом 


В нагрев бумаги уменьшается быстрее, 
чем ее охлаждение, и в фокусе - ус- 
танавлнвается более низкая  темпе- 
ратура. 

Объяснение вполне правдоподоб- 
ное, и формула как будто бы спасе- 
на. Давайте, кстати, определим, че- 
му будет равен размер изображения, 
когда Солнце удалится хотя бы до 
ближайшей звезды, то есть на рас- 
стояние Ю-=4.10' км. Для линзы, 
которую мы уже выбиралн в каче- 
стве примера, с фокусным расстоя- 
ннем {[=10 см, радиус пятна 


ГР= Ге => 1,75-10-? см. Изображение 


Солица сократилось до размеров од- 
ной молекулы! После этого расчета 
тот факт, что бумага не загорается 
от света звезд, представляется уже 
вполне естественным. Но тут нас 
поджидает новая неприятность. Раз- 
мер изображения оказался пример- 
но в 250 раз меньше, чем длина вол- 
ны видимого света (^=4,5-10-° см). 
Это совершенно недопустимо! Ведь 
для того чтобы волна существовала, 
требуется какое-то  мниимальное 
пространство, охватывающее хотя бы 
несколько длин волн. В противном 
случае волна там просто «не помес- 
тится». 

Означает ли это, что в нашем 
примере «нарушилась» волновая при- 
рода света? Мли, быть может, по 
каким-то причинам линза никогда не 
создает изображения, меньшего чем 
длина волны? 


3. Все дело в том, что свет — это 
волна (вторая правильная формула 
для коэффициента усиления линзы) 


Справедливо, конечно, второе пред- 
положение, и причина, ограничиваю- 
щая беспредельное уменьшение изо- 
бражения, в настоящее время хорошо 
известна — это дифракиня света. 





Рис. 4. 


Нам предстоит снова вывести фор- 
мулу для коэффициента усиления 
линзы, но уже с учетом дифракции. 
Взгляните на рисунок 4. Здесь на- 
рнсован пучок параллельных лучей, 
пришедших от очень далекого источ- 
ника. Лучи преломляются в стекле 
такнм образом, что после прохожде- 
ния через линзу все они сходятся в 
одной точке — фокусе. Тот же про- 
цесс фокусировки можно объяснить 
н иначе, рассматривая не пересече- 
нне лучей, а взаимодействие волн, 
распространяющихся от каждой точ- 
ки апертуры лнизы. Наши рассужде- 
ния основываются на так называемом 
принциие Гюйгенса. Согласно это- 
му принципу каждая точка про- 
странства, в котором распространя- 
ется волна, сама становится источ- 
ником вторичных волн. Эти волны 
расходятся от апертуры во все сто- 
роны. Попадают они и в фокус лин- 
зы. Точка Ё (фокус линзы) отлича- 
ется от всех других точек прострён- 
ства тем, что фазы волн, идущих от 
любого места на апертуре — от кра- 
ев, от середины и т. д., — совпадают 
друг с другом. Сиифазность волн в 
точке Ё достигается специально по- 
добранной формой стекла. В этом, 
собственно, ни заключается фокуси- 
ровка: при сложении колебаний с 
совпадающими фазами они взаимно 
усиливаются, н интенсивность волны 
в точке Ё оказывается нанболыней. 

Может показаться, что волновое 
объяснение ничуть не лучше луче- 
вого, разве что более длинное и ме- 
нее понятное. Но сейчас мы убедим- 
ся, что оно имеет очень важное пре- 
нмущество. Давайте немного  сме- 
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стимся из фокуса в направлении, 
нерпендинкулярном оси линзы: це- 
рейдем из Евр” (см. рис. 4). Что 
произойдет при этом с интенсивностью? 

Согласно геометрической оптике 
ответ таков: через точку Р”’ лучи не 
проходят, поэтому при смешении из 
Е в ГР. интенсивность упадет до 
нуля, каким бы малым ни был от- 
резок ЕЁ”. 

Совсем иначе обстоит дело, ког- 
да мы рассматриваем взанмодействие 
волн. Если смешение ЕР’ мало, то 
фазы волн, идущих от разных точек 
апертуры, «чуть-чуть» сдвинутся от- 
носительно друг друга. Интенсив- 
ность при этом несколько уменьщит- 
ся, но спад интенсивности произой- 
дет постепенно, плавно. 

Вычислим величину смещения ЕР”. 
при котором волны, идущие от край- 
них точек апертуры, окажутся в 
противофазе. Это будет означать, что 
волны станут гасить друг друга в 
интенсивность сильно упадет. Дли- 
ну отрезка ЕР’, при которой разность 
хода лучей АР’н ВЕ’ составит по- 
ловнну длины световой волны, мож- 
но принять за радиус фокального 
нятна гк (такому смещению как раз 
соответствует фазовый сдвиг 180°). 

Итак, мы имеем условие: 


АЕ’—ВР’= >. (5) 
Рассмогрим прямоугольные треуголь- 
никн АСР’ и ВСЕ’. На основании 
теоремы Пифагора 

(АР) = (АС)? + (СЕ’)?, 
(ВГ’ = СР +106), 


илн, пользуясь нашими старыми обо- 
значениями: 

Ре = а + г + В, 

(ВЁ”)* = (а — гк ЕР. 
Вычтем из первого равенства второе 
н воспользуемся формулой для раз- 
ности квадратов, тогда получим: 
(АБ’— ВР(АР' + ВГ') = 40г-. При 
малых смещениях ЕЁ’ сумму отрез- 


ков АР’ -|-ВЁЕ’ можно приближенно 
заменить на 2АР. Если, к тому 
же, фокусное расстояние { велико 
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но сравнению с радиусом линзы а, то 
АЕ мало отличается от фокусного 
расстояния, то есть 2АЁРяы2}. 
После этих упрощений нскомая 
разность хода АЁ’—ВЕ”’ может быть 
записана так: 
р г 4агг 2агр 
АЕР'’—ВЕ — АР’ ВЕ" о . 


Согласно условию (5) ее надо при- 
равнять А/2, н мы получим формулу 
для радиуса фокального пятна: 


= — 
ГЕ 4а 


Ввиду приближенного вывода эту 
формулу следует рассматривать лишь 


как оценку радиуса по порядку ве-. 


личины. Поэтому не имеет смысла 
оставлять в ней численный коэффи- 
цнент, а лучше переписать ее в сле- 
дующем виде: 


ее. (6) 


Чтобы наглядно представить себе 
полученный результат, взгляните на 
рисунок 5. На нем изображено обыч- 
ное построение лучей, пересекающих- 
ся после преломления в линзе, но 
каждый луч симметрично «размыва- 
ется» на угол +80.. Пучки лучей, 
пересекаясь в фокальной плоскости, 
создают изображение в виде кружка 


с раднусом 
ге ® а. (7) 


Если при построении выбрать угол 0, 
равным А/а, то мы как раз получим 
формулу (6). Угол 0.==^Аа называют 
углом дифракционного размытня. 

Теперь самая трудная часть вы- 
числений осталась позади. Определив 
площадь фокального пятна н восполь- 
зовавшись соотношением (3), получим 
новую формулу для коэффициента 
усиления линзы: 

а* 


Ка -а (8) 
{мы добавили индекс «4», чтобы не 
забыть, что формула выведена с уче- 
том дифракнин). 
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Рис. 5. 


4. Со звездамн все в порядке, Но новая 
формула не годится для Солнца! 


Вернемся снова к нашему мысленно- 
му эксперименту с удалением Солн- 
ца на межзвездные расстояния. По- 
смотрим, как будет изменяться фо- 
кальная интенсивность, если восполь- 
зоваться новой формулой для коэф- 
фициента усиления. Так же каки 
раньше, {[„=!оКа, но, в отличие от 
первой формулы, величина Каз не 
зависит от расстояния до источника 
(см. формулу (8)). Поэтому интенсив- 
ность в фокусе будет уменьшаться 
вместе с [., то есть обратно пропор- 
цнонально квадрату расстояния. Ска- 
занное подтверждается соответствую- 
щей формулой 


Р а* 
1. = Ка 27 Члр: ‘Зара - 


Ясно, что при очень больших В ин- 
тенсивность станет в конце коицов 
исчезающе малой, какой бы мощностью 
излучения Р ни обладал источник. 
В этом и заключается объяснение, 
почему не загорается бумага в фоку- 
се линзы от света звезд. 

Вторая неприятность — беспре- 
дельное сокращение раднуса фокаль- 
ного пятна — теперь также устра- 
нена. Действительно, согласно фор- 
муле (6) радиус фокального пятна 
никогда не может стать меньше дли- 
ны волны (дробь Ра всегда больше 
единицы). Поэтому беспокоиться о 
том, что волна «не поместится» В 
фокусе линзы, уже не приходится. 

Итак, новый расчет свободен от 
тех противоречий, которые мы об- 
наружили раньше, пока не учитывали 





дифракции света. На этом можно бы 
н закончить нашу статью, сделав 
вывод, что волновая теорня оказа- 
лась более правильной, чем геометри- 
ческая оптика. Но прежде чем по- 
ставить точку, давайте еще раз оце- 
ним интенсивность сфокусированного 
солнечного излучения, то есть посмот- 
рим, к каким результатам приводит 
волновая теория В том случае, когда 
мы успешно обходились и без нее. 

Линзу возьмем ту же самую (а= 
=2 см, }=10 см), но воспользуемся 
новой формулой для коэффициента 
уснления. В формулу (8) входит 
длина волны света А. Ее можно счи- 
тать равной 4500А =4,5.10-° см. 


Тогда Кл = — = => 8.107. Далее, 


вспомнив, что /,20,14 вп/см?, най- 
дем искомую интенсивность: /,= 
=/оКи21,1-10? вт/см? =11 Мвпи/см?. 

Получнлась колоссальная  велн- 
чина, почти в 200 000 раз превышаю- 
\цая результаты нашего старого рас- 
чета, который хорошо согласуется с 
экспериментом ! 

Согласнтесь, что окончить статью 
на этом месте никак нельзя. Оказы- 
вается,  дифракционная формула 
тоже преподнесла нам «сюрприз», 
и необходимо разобраться, в чем 
тут дело. 


5. Почему две правильные формулы 
приводят к разным результатам? 


Получается, что формула (4) для коэф- 
фициента усиления, выведенпая на 
основе геометрической оптнки, хо- 
рошо описывает фокусировку излу- 
чения Солнца, но не годится для 


И 
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звезд. Дифракционная формула (8) 
правильно описывает фокуснровку све- 
та звезд, но приводит к неверным ре- 
зультатам для Солнца. Разгадка «па- 
радокса» заключается в том, что, 
пользуясь той или иной физической 
формулой, совершенно — недостаточ- 
но правильно запомнить нли записать 
ее. Обязательно (подчеркиваем — 
обязательно!) надо знать условия ее 
применимости. Это относится не толь- 
ко к рассматриваемым формулам, 
но н ко всем без исключения физиче- 
ским законам. 

Как же сформулировать условия 
применимости в данном случае? 
Анализируя выводы лучевой н диф- 
ракционной формул, можно заметить, 


что разница между нимн возникла 
при расчете радиуса фокального 
пятна. 


Перепишем формулы для опре- 
деления г, еще раз. напомнив, как 
они выводились. 

1} «Солнечная» формула: г = {© . 
При выводе рассматривался источ- 
ник с угловым размером 9,, дифрак- 
ционное размытие не учитывалось, 
то есть 9,=0. 

2) «Звездная» формула: Гк=]).. 
При выводе учитывалось дифракцион- 


ное размытие лучей на угол 9 = —-, 


угловой размер источника считался 
нисчезающе малым (параллельные лу- 
чи), то есть 0,0. 

На самом деле, конечно, дифрак- 
ция света существует всегда, а «то- 
чечных» источников, строго говоря, 
в природе ие бывает. Поэтому нуж- 
но было бы учесть одновременно н 
то, и другое. Тогда радиус фокаль- 
ного пятна определялся бы по фор- 
муле 

пе] 0 28. 


Как получается это соотношение, 
легко понять из рисунка 6. Здесь 
повторено построение, выполненное 
на рисунке 2 (источник конечных 
угловых размеров 0,), но учитыва- 
ется дифракция света (размытие лу- 
чей па угол 0.). 
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Теперь понятно, когда примени- 
ма формула (4), а когда (8). Если 
угловой размер источника велик по 
сравненню с дифракционным размы- 
тнем (9. > 60,), дифракцию можно 
не учитывать. Это условие ирнмени- 
мости (4). Если, наоборот, угловые 
размеры источника малы (9,<6,), 
дифракцию надо учитывать обяза- 
тельно, а источник можно считать 
«точечным». При этнх условиях спра- 
ведлива формула (8). 

Итак, все дело в том, в каком со- 
отношении находятся углы @ои 0... 
Давайте проверим это на нашем 
старом примере с Солнцем. Угловой 
размер исто-ника мы уже знаем (9, 
—4,7-10-3 рад), а угол дифракции 


_^. 2,25.10-° рад.  Выполня- 


В, = 
ется неравенство @,>0., то есть 
выполняется условие применимости 


формулы (4). Если же Солнце «уда- 
ляется» до ближайшей звезды (ЮВ = 
—4.10'3 км), его угловой размер 
сокращается до 1,75.10-° рад. Угол 
дифракции при этом сохраняет ста- 
рое значение, и справедливо обрат- 
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вательно, для звезд выполняется ус- 
ловие применимости формулы (8). Вот 
почему получились неправильные ре- 
зультаты, когда формула (4) приме- 
нялась для звезд, а (8) — для Солнца. 
В этих случаях мы пользовались фор- 
мулами вне области их применимо- 
сти, что совершенно недопустимо. 
Итак, все противоречия устране- 
ны, и статью можно заканчивать. 
Мы сделаем это, сформулировав три 
задачи, обращенные к читателю. 


1. Вернемся снова к мысленному экспе- 
римеиту с удалением Солнца на звездные рас- 
стояния (Ю=-4.10'3 км). Чему станет равна 
интенсивность сфокусированного солнечного 
света в этом случае? Параметры линзы оста- 
ются прежними (а-= 2 см, {=10 см). 

2. Выведите формулу для расчета коэф- 
фицисита усилення линзы при любых соот- 
иошениях между углами 69, и 8.4. 

3. Мы иашли, что интенсивность солнеч. 
ного излучения в фокусе линзы радиуса 
а = 2 см с фокусным расстоянием {= 10 см 
составляет 250 вт/см?. 

Каким должен быть радиус линзы, чтобы 
после фокусировки интенсивность излучения 
звезды, находящейся иа. расстоянин В = 

4.1013 км, была того же порядка, напри- 
мер, 100 вт/см?? Считать, что соотношение 
между фокусным расстоянием линзы и ее 
ралнусом остается ивеизменным, а звезда 
имеет те же параметры, что и Солнце. 





ное неравенство @., <0,. Следо- 
140], [80], 2. Обозначим через О 
Задачи а тЫ центр окружности, описан- 
ной вокруг треугольника 
наших сор АВС. через Н — точку пе- 
А = 1; ресечеимя высот, через О, — 
ы центр винсакной окружности 
читателеи ГАО | ВОр и через О› — центр окруж- 
6 —- -|- ностн. касающейся стороны 
п г. р 
в Ь ВС и продолжений сторон 
1. Докажите следующие сов = ор. АВ ин АС. Доказать. что 
соотношения между элемен. тов. 28; если [0.0] =|ОН|, то 
Г треугольника (А, В и одии из углов треугольника 
— вершины треугольника; | авен 60°, а если |0О.О| = 
О — центр вписанного кру- в) 5= эх ы еее! 


га; а, В, У— углы с вер- 
шииами А, Ви С соответ- 


^^ 
=|О.Н|, то либо А=60°, 


СВЕН ВЕ Ний < АОР зна -- либо величина одного Е 
сторон, противолежащих — -- |Во? т В -- | СО[? тт); углов В, С равна 120 
соответстненно углам ©. В. 3. Построить прямо- 
ы В ыы ке > дор. Угольный треугольник с 
а МА о даниой  гипотенузой,  сто- 


высот, опущенных на сторо- 
ны а, би с, соответственно 


НО вена 


илн на их продолжения; 
$ — площадь треугольника 
АВС): 
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(г. Выру Эстонской ССР) 


[СОР авь)"*. 
У. Алла 


роны которого образуют гео- 
метрическую прогрессию. 


Н. В. 
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Лаборатория «Кванта» | 
] 


С. Соскин КАПИЛЛЯРНЫЕ 
ВОЛНЫ 
В СТРУЕ 


На 1Х Городской конференции юных физиков 
города Кнева (апрель 1975 года) ученик 
8 класса средней школы № 145 Станислав Со- 
скин сделал доклад на тему «Велиы в струе 
прм наличин преград». 

В докладе рассказывалось об опытах, про- 
водимых со струей воды нли какой-нибудь 
другой жидкостн. 

Эти опыты, очень простые и наглядные, ие 
требующие никакого специального оборудо- 
вания, дают возможность познакомиться 
< довольно сложным физическим явлени- 
ем — возмикновением капиллярных волн иа 
поверхнасти жидкости. 

Здесь мы публикуем (с некоторыми сокра- 
щеннями) текст этого доклада. 





Если присмотреться винмательно, то 
даже в струйке воды можно увидеть 


много интересных явлений. Попы- 
таемся описать и объяснить одно 
ИЗ НИХ. 

Под тонкую водопроводную 


струю подставим пластинку (илн даже 
просто палеш) на расстоянии 1—7 см 
от крана (где поток еще можно счи- 
тать ламинарным). Тотчас же часть 
струн над пластинкой станет похо- 
жей на гармошку (рис. 1). Что же 
произошло? | 
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Причина всему — поверхностное 
натяжение в жидкости. Из-за него 
струя оказывается как бы обтянутой 
пленкой (подобной резиновой труб- 
ке или натянутой струне). Под влия- 
нием случайных внешних воздействий 
эта пленка деформируется, н в ней 
начинаются колебания. Колебания 
распространяются по поверхности, и 
в струе возникают поверхностные вол- 
ны, называемые капиллярными вол- 
нами. Механизм их образования ка- 
чественно объяснить несложно. 

Пусть поверхность жидкости в не- 
котором месте случайно изогнулась, 
например, стала вогнутой (рис. 2, а). 
Давление в жидкости под вогнутой 
поверхностью, благодаря силам по- 
зерхиостиого натяжения, меныше, чем 
в соседних областях, где поверхность 
осталась плоской. Под действием раз- 
ности давлений жидкость из сосед- 
них участков начнет приливать под 
вогнутую поверхность, пока поверх- 
ность сиова не станет плоской. Но 
движение жидкости не прекратится 
и будет продолжаться по инерции. 
Поэтому поверхность станет выпук- 
лой, давление под ней возрастет, 
н жидкость будет вытекать из-под 
нее (рис. 2, 6) н т. д. Такие колеба- 
ния в жидкости естественно вызовут 
аналогичные колебания в соседних 
участках, то есть возникнет волна. 

Вообще говоря, поверхностные 
волны возникают и под действием 
силы тяжести. Но при малых амплн- 
тудах колебаний и малых длинах волн 
основную роль играют силы поверх- 
ностного натяжения. Волны в этсм 
случае и называют капиллярнымн. 

Можно непосредственно на опыте 
убедиться в том, что в струе при на- 
личин преграды возникают именно 
поверхностные волны. Слегка коснем- 
ся острием иголки только поверхно- 
сти струи — гармошка получается 
точно такая же, как при внесении 
преграды по всему сечению струн 
{рнс. 3). 

Проделав несколько опытов, мож- 
но вывести и некоторые количествен- 
ные закономерности. Теоретнческий 
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Рис. 1. 


расчет показывает, что скорость рас- 
пространения капиллярных волн за- 
висит от свойств жидкости (коэф- 
фициента поверхностного натяжения 
и плотности) н от длины волны. 
Причем скорость увеличивается 
с уменьшением длины волны. Прове- 
рнм это экспериментально. 








Рис. 3. 


Длину волны А можно измерить 
непосредственно линейкой. А как оп- 
ределить скорость и распространения 
волны? 

Воспользуемся тем фактом, что 
гармошка, возникающая иа поверх- 
ности струи, неподвижна. Но волна 
ведь должна двигаться?! И волна дей- 
ствительно бежит, но; бежит отно- 
сительно движущейся воды. А покоя- 
щийся наблюдатель виднт гармошку 
неподвижной потому, что скорость 
распространения волны равна скоро- 
стн течения воды по абсолютной Ее- 
личине и протнвоположна ей тю на- 
правлению. 

Таким образом, нам достаточно 
найти скорость течения воды в струе, 
а это совсем просто. 


А, см 
0.6 
0,5 
0,4 
0.3 
0,2 
0,1 
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Объем И воды, вытекающей из 


крана за время {, равен 


У = 59 = 2, 


где $ — площадь сечения струи, @ — 
днаметр этого сечения, и — скорость 
вытекания воды, равная скорости рас- 
пространения волны. Отсюда 


__4у 
— лаз ^ 


Объем воды можно измерить с по- 
мощью мензурки, диаметр струи — 
линейкой, а время — секундомером. 

Полученный нами эксперименталь- 
но график зависимости между Ани 
показан на рисунке 4. 

Может возникнуть вопрос — поче- 
му мы видим гармошку? Амилитуды 
капиллярных волн очень малы (по- 
рядка десятых и даже сотых долей 
миллиметра), поэтому непосредствен- 
но различить выпуклости н внадины 
на поверхности струи невозможно. 
Однако эти неровности по отношению 
к падающему на них свету ведут себя 
подобно’ выпуклым и вогиутым лин- 
зам (собирают и рассеивают свет). 
Фактически мы видим чередующиеся 
светлые и темные полосы соответ- 
ственно в сечениях выпуклостей н 
впадин. 

Заметим, что опыты можно про- 
водить, используя самые разные пре- 
грады: пластмассовую,  металличе- 
скую или бумажную пластинки и да- 
же просто водяную поверхность. Уп- 
ругие свойства материала преград 
различиы, но скорость и длина волны 
в струе воды во всех случаях одни 
и те же. 

В заключение предлагаем вам не- 
сколько экспериментальных заданий. 


Упражнения 

1. Исследовать гармошки в струях не 
только воды, но и других жндкостей. 

2. Получить и исследовать гармошку 
в горизонтальной струе. 

3. Исследовать гармошки в струях с раз- 
личным напором. 
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Математический кружок 


9. Белага АЛГЕБРА = 
ДРЕВНЯЯ 
И СОВРЕМЕННАЯ 


Вы уже прочлн статьи А. Колмогорева «Груп- 
ны преобразований» и Л. Садовского и М. Ар- 
шинова «Группы», в которых вводятся по- 
нятня бинарной операции и группы. Чтобы 
привыкнуть к этим новым для вас понятиям, 
надо разобрать несколько прнмеров «с ка- 
рандашом в руке». В этом вам н поможет по- 
мещаемая ниже статья. В ией рассказывается 
об умножении слов, самосовмещений пра- 
вильных многогранников, узлов и подстамо- 
вок. о применении абстрактиой теорни к ре- 
шению конкретных задач. Вннмательный и 
терпелнвый читатель сможет самостоятельно 
вывести много замечательных свойств опе- 
раций над этими сбъектами, разбирая усло- 
вня и отыскивая решения задач (они служат 
продолженнем основного текста). Наиболее 
нитересные и, как правило, при этом доволь- 
ио трудные задачн отмечены звездочкой. 


|. ВСЕ ПРОЧЕЕ — ДЕЛО РУК 
ЧЕЛОВЕЧЕСКИХ... 


У первобытных племен названия чи- 
сел были неотделимы от названия пе- 
речисляемых предметов. Не «два» или 
«три», а лишь «две реки» или «три 
воина». С появлением отвлеченного 
понятия о числе родилась математика. 
Возможно, поэтому выдающийся не- 
мецкий математик Леопольд Кроне- 
кер произнес когда-то свою столь же 
парадоксальную, сколь и знаменитую 
фразу: «Целое число создал господь 


бог, все прочее — дело рук челове- 
ческих». 
Потребовалось несколько тыся- 


челетий, чтобы человечество научи- 
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лось представлять решения задач в 
виде формул. Потом в этих формулах 
вместо чисел появились буквы. Но- 
вая «буквенная» арифметика стала 
называться алгеброй. А затем алгеб- 
раическая символика и алгебранчес- 
кие действия были распространены на 
самые разнообразные объекты неариф- 
метической природы — подстановки, 
матрицы, геометрические преобразова- 
ния и др., а числовая прямая (нли 
комплексная плоскость) оказалась 
всего лишь одной из многих, очень 
многнх алгебраических структур, 
изучаемых в новой алгебре. 


|. О «ВЕЩАХ», КОТОРЫЕ 
МОЖНО «ПЕРЕМНОЖАТЬ», 

А ИНОГДА И ДЕЛИТЬ, ХОТЯ ОНИ 
И НЕ ЧИСЛА 


К тому, что числа можно складывать, 
умножать, вычитать и делить, нас 
приучают очень рано. Удивительно — 
и к этому тоже нужно привыкать, — 
что «складывать» (или умножать») 
можно и «вещи» не числовой природы. 


Пример первый: слова 


Алфавитом будем называть  лю- 
бую совокупность символов. Мы огра- 
ничимся конечными алфавитами (в ал- 
гебре и математической логике поль- 


зуются и бесконечными). Вот два 
примера алфавитов: 

А,. Алфавит, состоящий — из 
двух греческих букв: а и В. 

А,. Арифметический алфавит: 
цифры от 0 до 9, символы арифмети- 
ческих действий, знак равенства и 


круглые скобки: 


{0:1:2.84.5.618.9. 
2 =: О ‘ ),(}. 

Словом над алфавитом А мы будем 
называть любую конечную последова- 
тельность символов из А. Вот ири- 
меры слов над двумя описанными вы- 
ше алфавитами (чтобы отделить за- 
пись слова от окружающего текста, 


мы «упаковываем» его в угловые 
скобки): 
(А,): СааВ>, саВаВаВ>, <>; 
(А.): 1976), <2-2=4), 
‹—)-) : (3)>. 


Слово может быть и «пустым», 
то есть вовсе не содержать символов 
(последнее «слово» в первом примере), 
такое слово обозначают буквой А: 

—=<.>. Множество слов над дан- 
ным алфавитом А обозначим через 
С (А). Его элементы, то есть слова, 
мы будем обозначать малыми латин- 
скими буквами (они не прииадлежат 
алфавитам, которые нам здесь прихо- 
дится рассматривать). 

Произведением, или композицией, 
двух слов а и В из С (А) мы будем 
называть слово с (и писать: с = а ® 
® 65), полученное  приписыванием к 
слову а справа от него слова Ь. Вот 
примеры композиции слов: 


(А): а =: (а>, В = ‹аВу, 
с = а ® Ь == (ааВу; 
(А): а= <2 +2), в=‹=4», 
с=а®ь= {2+2 = 4%. 


Пустое слово не содержит снмво- 
лов, поэтому а @ А =АФфа-=а для 
любого слова а из С (А), то есть 
пустое слово А при перемножении 
слов ведет себя как единица при 
перемножении чисел. 

Если продолжить поиски сходства 
н различий между умножением слов 
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И умножением чисел, то можно заме- 
тить, что операция «ФФ» ассоциативна: 


я бс=а® {6 д, 
поэтому имеет смысл запнсьа ® 6 ® с. 


Задача 1. Для любого слова а из 
С (А) определим его неотрицательные стенс- 
ни. положив а‘— А, а1- а, ча? -ифФа, вообще 
2"+1-=аФа". Докажите, что для любых целых 
кеотрицательных чисел выполняется равен. 


ство 


ат Фа” ат+й . 


Справедливость последнего  ра- 
венства позволяет нам сокращать за- 
пись некоторых слов: вместо а = 
— <аворВВааая» мы можем  на- 
нисать а = 3 ® {В ® аз 
или, допуская некоторую вольность 
записи, а = {93683 >. Но менять 
порядок букв в слове, вообще гово- 
ря, нельзя, потому что операция «@» 
может быть не коммутативной, то есть 


а @ФЬ может не совпадать с 6 @а. 
Задача 2. а} Над каким алфавитом 

операция «©@» коммутативна, То ссть для 

любых слов @ и Ь будет а ® Б-ЬФа? 

6}* Как должны быть устросиы два сло- 
взан 6 над алфавитом А, содержащим два 
или более симнолов, чтобы композиция этих 
слов не зависела от их пюрядка? 


Пример второй: самосовмещенкя 


Как известно, конеруэнтность (рань- 
ше говорили «равенство») фигур и тел 
в геометрии устанавливается переме- 
щеннем: если существует перемеще- 
ние плоскости (или пространства), 
при котором одна фигура отобра- 
жается на другую, то эти фигуры 
конеруэнтны. Перемещение, при ко- 
тором некоторая фигура отображает- 
ся. на себя, будем называть ее само- 
совмещением. 

Для куба, например, иайдется 
всего 48 различных самосовмещений. 
Действительно, закрасим одну грань 
куба и отметим направление на одном 
из ребер, ограннчивающих эту грань 
(рис. 1). Тогда самосовмещение куба 
определяется тем, в какую грань 
куба — отображается окрашениая 
грань, в какое ребро этой гранн пере- 
ходит отмеченное ребро и в какой 
конец этого ребра направлена стрел- 
ка (по этим данным однозначно опре- 
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Рис. |. 


Рис. 2. 


деляется положение куба). У куба 
б граней, у каждой грани 4 ребра, 
у каждого ребра 2 конца, —нтого 
6 х4х 2 = 48 способов. 
Произведение с == ао В самосовме- 
щений а и Ь правильного многогран- 
ника А определяется как обычная 
композиция перемещений: сначала 
выполняется 6, а затем а *). Проверь- 
те, что (ас6)ос = ас(бсс) для любых 
трех самосовмещеннй а, В, с из мно- 
жества Г (А) всех самосовмещений 
тела /^ ({ассоциативность; сравните 
с описанием группы на с. 8 и аксио- 


мой ПГ группы там же). 

Задача 3. Докажите, что последова- 
тельное выполнение двух поворотов куба: 
сначала вокруг оси АВ (рис. 2) на угол 90°, 
а затем вокруг оси СО на угол 1207, — мож- 
но записать одним поворотом вокруг оси ЕЕ 
на 180°, что и ` является  произведе- 
нием двух первых поворотов. Зависит ли это 
произведение от порядка выполнения пово- 
ротов? 


*) Такой порядок записи удобен тем, что 
образ (2°6)(М) точки М при отображении 
а будет а(ЫМ)). 


ТЕТРАЭДР ОКТАЭДР 
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Рнс. 3. 


Задача 4. Докажите, что существует 
всего четыре различиых самосовмещения 
прямоугольника в пространстве (рис. 3): 
тождественное ©, поворот а вокруг АВ, 


$ — вкруг СБ. с — вокруг ЕР, причем 
а? = 62 = = 6, азф= фа = с, бес= 
=себ==а, — @5с= ат В, 

Последние равенства задачи 4 


можио записать в виде следующей 





таблицы умножения: 
[3 е а ь [ 
е е Ге ь с 
а а е с ь 
ь ь Г 2 а 
с с Ь а ге 
Очевидно, что всякому самосов- 


мещению а фигуры или тела А соот- 
ветствует едииственное «обратное» 
а-'. возвращающее тело в начальное 
положение (а может и совпадать 
с а, как в задаче 4). При этом, если 
а-' обратно а, то а обратно а: 


ага =а а =е. 


ИКОСАЭДР 





простонваша к 
ностоправша и 
№ ЗЕМ 1 
баз абтовюи/ \7 


Рис. 5. 


Теперь можно определить любую це- 


лую степень а* самосовмещения а: 
20 =а, @ =а, а = аа, ... 
а” ов", ат = ат". 


Легко проверить, что а*-ай = а*+: 
для любого а из Г (А) и любых це- 


лых Ё и [; в частности, аб и а-* 
взаимно обратиы. (Сравните с опи- 
саннем группы на с. 8 и аксио- 
мой ПЦ.) 

Задача 5. Найдиге все самосовмеще- 
ния правильного тетразадра, октаэдра и нко- 
саэдра (рис. 4). Какие из них удовлетворяют 
равенству а? = е? Равенству а? =- 2? Равен- 
стзу а* = 2? Составьте таблицу умпожения 

‚Для самосовмещений тетраэдра и куба. 


Задача 6. Докажите, что любое само- 
совмещение икосаэдра можно получить зум- 
можениями» из некоторых лвух поворотов 
(на 72”) вокруг двух соседиих вершин; точ- 
нее, езли обозначить эти повороты буквами 
а, 6. то любое самосовчешение икосаэдра 
можно записать в винде произведения несколь- 
ких самосовмещений, каждое нз которых есть 
либо а. либо В. 


Пример третнй: подстановки 


Генетика, как, вероятно, известно 
читателю, началась с гороха. Теория 
групп началась с нодстановок — 
нменно они были первым «нечисло- 
вым» объектом и ниструментом новой 
алгебры для Жозефа-Луи Лагранжа, 
Паоло Руффини и Эвариста Галуа. 

Основное свойство подстановки 
— переставлять, менять местами чис- 
ла илн буквы из некоторой последо- 
вательности. На рнсунке 5 изображе- 
ны подстановки букв в словах-ана- 
граммах, меняющие смысл этих слов; 
рядом записаны обычные «двухэтаж- 
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то р ое 
4261583 


ные» числовые 
новок. 

О подстановках рассказано в статье 
«Грунпы», мы лишь напомним, что 
две подстановки 6, а одного и того же 
набора элементов, выполненные одна 
за другой, дают третью подстановку 
с = аз6, называемую нх произведе- 
нием. Рисунок 6 иллюстрирует это 
краткое определение. Множество всех 
подстановок набора (1, 2, 3, ..., п} об- 
разует группу, которая называется 
*чсимметрической группой степени п» 
н обозначается через 5. Эта группа 
содержит п! подстановок. 

Задача Т. Пусть а — искоторая под- 


сгановка. Докажите, что если # — нанмень- 
шисе целое положительное число, для которого 
ай =, то мз равеиства о — г следует, что А 
делит {[. Далее докажите, что Ё делит п! 
н не превосходит числа 3”/3*). 
Задача 8*. Докажите. 
подстановка из 5) может быть 
последовательным выполнением 


записи этих подста- 


что любая 
получена 
некоторого 





*) Эта задача уже предлагалась читате- 
лям «Кванта» (см. «Квант». 1975, № И, 
№355, а также «Квант», 1976. № 8, с. 39). 


У |\Х 


УХ | 






ооо ® о оюоз оз @® 

+23 48 а 
Ю = 

23451/ \21453/ \14532 

Рис. 6. 
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в) 


х 
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Пример четвертый и последний: узлы 


Узел — это замкнутая пространствен- 
ная кривая, не имеющая точек само- 
пересечения. Узлы изучают в тополо- 
гии, но алгебранческие методы играют 
при этом решающую роль как в опи- 
сании отдельных узлов, так и в изу- 
ченни множества У всех узлов. Мы 
рассмотрим здесь свойства компози- 
нин узлов. Определение композиции 
ставь двух узлов а и 6 ясно 
из риеуика 7. 

Задача 9. Докажите, что комнозн- 
ция — ассоциативная и коммутативная (что 
несколько неожидамио) операция. Какой 
узел играет прин этом роль еднницы? 

Можно доказать еще три замеца- 
тельных свойства операиин компози- 
цни УЗЛОВ. 

а) Любой «неединичный» (то есть 
не развязываемый без разрывов) узел 
необратим. Иными словами: нельзя 
развязать узел, завязав рядом с ним 
другой; или еще иначе: узлы можно 
умножать, но не делить друг на 
друга. 
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6) Существуют «простые» узлы — 
их нельзя представить в виде произ- 
ведения двух других узлов, каждый 
из которых отличен от «единичного» 
(так, узлы а, Ь на рисунке 7 и т, п 
на рисунке 8 — простые). 

в) Любой узел либо сам является 
простым, либо есть композиция про- 
стых. причем такое представление 
единственно. Какое поразительное 
сходство со свойствами целых чисел! 
(Подробпо об узлах рассказано в 
«Кванте», 1975, № 7). 


Что увидел алгебраист в наших 
примерах 


Алгебраист подобен топографу — он 
смотрит на математические объекты 
«с высоты птичьего полета» и замечает 
и исследует лишь самые общие связн 
и закономерностн. Зало и результаты 
его имеют наиболее общий и универ- 
сальный характер. (Неизбежны, ко- 
нечно, и потерн — так топографу не- 
доступна красота ландшафтов страны, 


‚карту которой он составляет по аэро- 


фотоснимкам.) 

То общее, что сближает столь не- 
похожие «вещи», как слова, узлы, 
подстановки и самосовмещения, мо- 
жет быть выражено на языке опреде- 
лений и аксиом, сформулированных 
в статье «Группы» (см. с. 7—8). В каж- 
дом из этих примеров возникает мио- 
жество, на котором задана бинарная 
операция. Не всегда эта операция 
нмеет обратную, но во всех примерах 
эта операция ассоцнативна. Множе- 
ство с ассоциативной бинарной опе- 
рацией (аксиома ПП группы) назы- 
вается полугруппой. Как видите, су- 
ществование единицы и обратимость 
элементов {аксиомы Ри И груипы) 
в полугруппе не предполагается. 

Все рассмотрениые нами приме- 
ры — полугруппы, а самосовмещения 
н подстановки образуют даже груп- 
пы —в них выполняются н аксио- 
мы ни ИП. 

Хорошо знакомые читателю множе- 
ство М всех натуральных чисел с оне- 
рацией умножения, множество всех 


целых неотрицательных чисел с опе- 
рацией сложения — также полугруп- 
пы, но не группы. Заметим, что в этих 
двух примерах единица полугруппы 
существует (1 в первом случае, 0 
во втором) и единственна. Впрочем, 
это не случайно — можно доказать, 
что если в полугруппе существует 
единица, то она единственна: если 
а-е, — е+а-а я аье. = е.* 
жа =а для любого элемента а из 
полугруппы, то, в частности, е, * 
ве. =е и в *е, = е., так что 
е! = ё-. 


Задача 10. Образует ли полугруппу 

а} множество натуральных нечетных чи- 
сел с операцией умножения; 

6) множество неотрицательных четных 
целых чисел с операцией сложения? 


111. СНОВА О ГРУППАХ 


Ранее прн решенин задач нам по- 
стоянно приходилось пользоваться 
‚ специальными свойствами  рассмат- 
риваемых объектов: тем, что слова 
состоят из букв, подстановки меняют 
местами, узлы развязываются и т. п. 
Методы абстрактной алгебры тем и 
сильны, что избавляют нас от необ- 
ходимости вникать в свойства тех 
«вещей», которые фигурируют в на- 
шнх операциях. 

Теперь мы покажем, как легко 
н изящно могут быть получены мно- 
гие свойства наших «вещей» с по- 
мощью одних только аксиом 1— ПП. 


Порядок элемента группы 


Для произвольного элемента а грун- 
пы С можно определить любую его 
целую степень: а* = е, а! = а, а? 
=а*а, ..., @^+1 = о+а^, а" (0об- 
ратный элемент), а? = а1+а^\, ... 
... 47-1 — а, ай. При этом вы- 
полняются равенства а** а’ = а*+1, 
(а*)! = ай. 

Определение. Группу (по- 
лугруппу), число элементов которой 
конечно, называют конечной группой 
(полугруппой). 
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Теорема (о порядке эле- 
мента конечной группы). Пусть @ — 
конечная группа и а — произволь- 
ный элемент из С. Тогда найдется 
такое натуральное число №, что все 
элементы а’ =, а, ..., ай* попарно 


различны, ай =е, и если @ =, 
то К делит {. Число К называют 
порядком элемента а. 


Доказательство. Рассмотрим по- 
следовательность степеней элемента а (232): 
20 га, 47, 23, ..., 99, ... 
Групиа О конечна, поэтому в этой (бесконеч- 
ной} последовательности найдутся два равных 
элемента: а’= ай (0-=р< 9). Тогда а9-Р 
29 а-Р--аР» а Р-ев, то есть существует 
но крайней мере одно такое натуральное 
число #=9—р. что а! = е. Пусть Ё — наи- 
меньшее число среди всех таких г, тогда ра. 
венство пР- а9 (057 0} может выполпяться 
только при 4—р2 и поэтому все элементы 
е, а, а", __., ай? попарно различиы. Нам 
осталось доказать, чго если а’=ле, то & делит 
{. Пусть г — остаток от деления { на 2, то есть 
1-—-#-$1-г (0<г«А). тогда ай-е, ай5-е, так 
что из а!==е следует. что а а-`й5= ай; = 


= 0’ = в, откуда г = 0. 
Читатель, решивший задачу 7, 
возможно, разочарован нашим «аб- 


страктным» варнантом ее решения. 
«Но уж доказательство делимости п! 
на Х (см. задачу 7) наверняка потре- 
бует использования особых свойств 
подстановок!» — мог бы воскликнуть 
заинтересованный чнтатель,— и был 
бы неправ. 


Теорема (Жозеф-Луи Лаг- 
ранж). Порядок № любого элемента 
конечной группы С делит число г (() 
элементов этой группы. 

Число г (С) называют порядком 
конечной группы С. 

Вот другие удобные формулиров- 
ки теоремы Лагранжа. 

а) В конечной группе С порядка г 
Эля любого злемента а справедливо 
равенстео а’ = е. 

6) Порядок конечной груплы 09е- 
лится на наименышее общее кратное 
порядков ее элементов. 


Теперь для решення второй частн 
задачи 7 достаточно заметить, что 
порядок группы $„ равен л!. 
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Вокруг теоремы Лагранжа 


Не приводя доказательства теоремы 
Лагранжа (его можно найти в учеб- 
никах по теории групп), проиллю- 
стрируем на примерах, как «работает» 
эта теорема. 

Иллюстрация 1 (алге- 
бранческая). Если в конечной груп- 
пе С найдется элемент 2, порядок А 
которого разен порядку г (6) труппы 
С, то любой элемент а низ С; ив. 
некоторой степенью в: а = в” (0= 
<т=<й—1). Такая группа С ЗОНЕ 
ся циклической; она всегда коммута- 
тивна. 

Примером циклической группы яв- 
ляется группа самосовмещений пра- 
вильного л-угольника (см. с. 9), в 
ней элемент д, «порождающий» всю 
группу,— поворот на угол 360°/т. 

Задача И. Докажите, что в цикличе- 
ской группе число решений уравнения х”=е 
равно наибольшему обивну делителю чисел 
пи г(С). 

Задача \19*. ДбиитЕ. что если 
порядок г (@) конечной группы С — простое 
число, то группа С — циклическая. 

Иллюстрация 2 (геомет- 
рическая). Порядок группы Г (Д) 
самосовмещений додекаэдра Д (груп- 
пы симметрин додекаэдра) делится 
на 30. Этот факт можно вывести из 
теоремы Лагранжа без всяких под- 
счетов — просто из существования 
трех типов самосовмещений додека- 
эдра (см. рис. 9): поворотов вокруг 
вершины «на одну грань» (на 120°), 
поворотов вокруг середины ребра на 
180° и поворотов вокруг центра грани 
на 72°. Порядки этих элементов из 
группы Г (Д). очевидно, равны 3, 2 
н 5 соответственно, поэтому порядок 
группы Г (Д) делится на 3-2.5 = 30 

Иллюстрация 3 (арифме- 
тическая). Задачи на делимость чисел 
часто очень красивы; попробуйте, на- 
пример, доказать, что числа 7°—1, 
118—1, 138—1, . 179—1, 19—41, 
23:—1, 29*—1 делятся на 30. После 
того как вы найдете решенне, вам 
будет прнятно узнать, что этот 
факт — одно из следствий теоремы 
Лагранжа. 
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Рис. 3. \ 


Обозначим через Ф (т) множество 
натуральных чисел, меньших тн 
взаимно простых с ле. Введем на мно- 
жестве Ф (т) операцню «=» умноже- 
ния по модулю т: а * В равно остат- 
ку от деления обычного произведения 
а-6 чисел а и Ь на т (например, еслн 
т = 30, то 7„17 = 29, так как 
7-17 = 119 = 3.30 + 29). 

Задача 13. Докажите, что Ф (т) 
образует абелеву группу, то есть 

а) азь принадлежит Ф (т), 
4+6 6за: 

6) чнсло 1 всегда принадлежит Ф (т), 
наз 1=а для любого а пз Ф (т); 

в) для любого а из Ф (т) найдется такое 


в. что аб |. 

Итак, Ф (т) — группа. Обозна- 
чим через ф (т) ее порядок, тогда 
для любого а из Ф (т) будет а $") =1 
(теорема Лагранжа во второй форму- 
лировке!). Здесь возведение в сте- 
пень ф (т) производится в группе 
Ф(т), а для обычных степеней целых 
чисел это означает, что &%(”) дает 
прн деленин на т остаток 1, то есть 
что @$)— | делится на п. Если 
т = 30, тоФ (т) = {1, ТИ, 13, 17, 
19, 23, 29}. ф (т) = 8, и мы сразу 
получаем, что числа 71, 118—1, 
делятся на 30. 


причем 


Темы для размышлений 


О словах. Построим по алфавиту А 
алфавит А символов и «антисимволов?: если 
в А входит символ а, то в Я входят вина. 


Условимся, что после образовання слова над 


алфавитом А в нем «аннигилируют» (удаляют- 
ся) все соседние пары «символ — антисимволх 
(например: (аб сс фа» -» Саба» — <вау). 

Задача 14. Докажите, что результат 
полной «аннигиляции» не зависит от порядка 
«аннигиляцииь отдельных пар «символ - 
антисимвол?. 

Условимся комлозицией ч*» двух слов 
{в которых уже нег пар снывол - антисим- 
вол) над алфавитом А считать результат пол- 
ной «аинигиляции» обычной композиция этих 
слов. 

Задача 15 *. „Докажите, что множе- 


ство слов алфавита А с операцией че» есть 
грулпа. 

О самосовмещениях 
становках. 

Задача 16. Дан треугольиик. Надо 
построить тетраэдр, все грани которого кон- 
груэнтны этому треугольнику. 

а) Для каких треугольников это возможно? 

6) Найдите группу самосовмещений та- 
кого тетраэдра. 

Задача 17. Выше мы доказали, чть 
число самосовмещений куба, то есть порядок 
группы симметрии куба Г (К), равен 48. 
Попытайтесь аналогичным образом подсчи- 
тать порядок группы Г (Д) самосовмещеннй 
додекаэдра. 

Задача 18. Постройте таблицу умно- 
ження для группы самосовмещений правиль- 
ного пятиугольника. 

Самосовмешения кубз разбиваются на два 
класса: те, которые могут быть выполнены 
непрерывным движеннем куба в простраистве 
{повороты), будем называть их Озижениями, 
н-те, которые двнжением в пространстве не 
выполняются {отражения}. Множество дви- 
жений куба с операцией композицин переме- 
щеннй образует группу, в ней 24 элемента. 

Задача 19. Опишите все элементы 
этой группы, то есть укажите оси и углы всех 
поворотов, входящих в эту группу. 

Читатель, возможно, заметил, что группа 
$. содержит столько же элементов (24), 
сколько и группа движений куба. Более 


ин под- 


Ссветуем купить 
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того, оказывается, что эти две гругпы из0- 
морфны (06 этом понятни рассказано в статье 
«Группы»: каждому движению куба можно 
сопоставить подетановку из 5. так, что 
композиции Овижений отвечает произведение 
соответствующих этим движениям подста. 
новок. 

Задача 20*. Установите нзоморфизм 
между групной движений куба н группой 
5. указав 4 геометрических объекта в кубе 
таких, чго произвольная их подстаиовка 
задает единственное движение куба (и, наобо- 
рот, каждому движению куба отвечает под- 
становка этих объектов). 

Пусть а — подстановка последователь- 
ности (1, 2. 3, ..., пл). Назовем орбитой числа 
р относительно подстановки а множество 
чисел, на. месте которых может оказаться р 
прн действии подстановки @ или ее степеней 
{а?, а3, ...). 

Задача 21. Докажите, что множество 
{ 1, 2, 3, ....п| разбивается на орбиты, внут 
ри каждой из которых любое число перево- 
дится на место любого другого под действием 
подстановки @ или ее степеней. 

Задача 22. Докажите, что порядок 
подстановки (как элемента группы $ и) равен 
нанменьшему общему кратному длин ее ор- 
бнт. 

Очевчдно, что всякая подстановка пол- 
ностью определяется своими орбитамн и по- 
рядком герехода от элемента к элементу знут- 
ри орбиты. Например, подстановка 

а (1 432657 
4316527 
полностью восстанавливается 


писи: 
(143) (265) (7), 


а = 
если условиться, что из двух соседних эле- 
ментов одюй орбиты левый переводится 
подстачовкой а в правый. 

Задача 23 Как, зная «орбитальнуюз 
запись подстановки а. построигь обратную 
к ней подсгановку а- 

Задача 24*. Опишите все пары под- 
становок а и $, удовлетворяющнх равенству 
а — фэп. 


по такой за-_ 


Барабой В. А., Кн- 
ричинский Б.Р. Ядер- 
ные излучения и жизнь. 
Серня «Проблемы современ- 
ной науки и технического 
прогресса». Ц 77 к. 


Бермант М. А. ндр. 


Математические модели и 
планирование — образования. 
Ц. 34 к. 


Гольданский В. И., 
Поликанов С. М. Тяже- 
лее урана. Ц. 10 к. 


Гуревич В. 3. Энер- 
сия невидимого света. Ц. 50 к. 
Дадаян В. С. Мате- 
матика в экономике, Ц, 8 к. 
Почтарев В. И. Маг- 
нетизм Земли и космического 
пространства. Ц. 24 к. 
Соминский М С. 


Солнечная — электроэнергич. 
Полипроводники и солнце. 
Ц. 35 к. 


Физики сегодня и завт- 
ра. Прогнозы науки. Ц. Гр 
73 к 


Творцы физической оп. 
тики. Сбориик статей, Серия 
«Из истории мировой куль- 
туры». Ц. Гр. Ик. 

Для получения книг 
почтой заказы направляйте 
ло адресу: 117464, Москва. 
Мичуринский проспект, 12, 
магазин № 3 «Книга — поч- 
той» «Академкнига». 
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Решения задач из этого но- 
мера можно посылать ие гпозд- 
нее { лекабря 1976 г. по ад- 
ресу: 113035, Москва, М-35, 
Б. Ордынка, 2116, журнал 
«Квант». После адреса на 
конверте напишите, решення 
каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кван- 
та», М406, М407» или 
«...Ф418» . Решения за- 
дач по каждому из предме- 
тов (математике н физнке), 
а также новые задачн прось- 
ба присылать в отдельных 
конвертах. Задачи из раз- 
ных номеров журнала гри- 
сылайте также в разных кон- 
вертах. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получнте результа- 
ты ваших решеннй). Условия 
оригинальных задач. прел- 
лагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземпля- 
рах вместе сваиинми решения- 
мн этих задач (ма конверте 
нометьте: «Задачник «Кван- 
та», мовая задача по физн- 
ке» или «... новая задача 
по математике» ). После фор- 
мулировки залачи мы обычно 
указывзем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
не все эти задачи публн- 


куются внервые. Наиболее 
трудные задачи отмечены 
звезлочкой. 
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задачник 
кванта 
Г) 


Задачи 


М406—М410; Ф418—Ф422 


№406. Окружность радиуса КЮ разделена точками 
А,, А,, Аз. А. на четыре равные дуги. Докажите, 
что сумма четвертых степеней расстояннй от про- 
извольной точки окружности М до точек А» не за- 
висит от положения точки М, причем 
А.М А.М НАМ НА .Ме=24Ю*. 
Ю. Бабенко 


М407. Даны два натуральных числа п и т, п>т. 
Докажите, что п можно представить в виде суммы 
двух натуральных чисел, одно из которых — дели- 
тель числа т, а другое не имеет с т ни одного об- 


его делителя, кроме единнцы. 
С. Конягин 


№М408. Из 30 конгруэнтных прямоугольников со- 
ставлен прямоугольник, подобный исходным. Ка- 
ким может быть отношенне длин сторон этого пря- 
моугольника? 

П. Панков 


М409. В строчку подряд написано 1000 чисел. 
Под ней пишется вторая строчка чисел по следую- 
щему правилу: под каждым числом А первой строч- 
кн выписывается натуральное число, указываю- 
щее, сколько раз А встречается в первой строчке. 
Из второй строчки таким же образом получается 
третья: под каждым числом В второй строчки вы- 
писывается натуральное число, указывающее, 
сколько раз В встречается во второй строчке. За- 
тем из третьей строчки так же строится четвертая, 
нз четвертой пятая и так далее. 

а) Докажите, что некоторая строчка совпадает со 
следующей. 

6}* Более того, докажите, что 11-я строчка сов- 
падает с 12-й. 

в)* Приведите пример такой первоначальной 
строчки, для которой 10-я строчка не совпадает 
с 11-й. 

М. Серов 


МАЮ. На сфере радиуса | проведена окружность 
большого круга, которую мы будем называть эк- 
ватором. Нам будет удобно использовать и другие 





географические термнны: полюс, меридиан, парал- 
лель. 
а) Зададим на этой сфере функцию [, ставящую 
в соответствие каждой точке сферы квадрат расстоя- 
ния от этой точки до плоскости экватора. Проверь- 
те, что эта фунция обладает следующим свойством: 
если Му, М» М» — концы трех 
взаимно перпендикулярных радицсов (*) 
сферы, то [АМ ,) 4-1 М.) РСМ) = 1. 

Во всех следующих пунктах { — произволь- 
ная неотрицательная функция на сфере, кото- 
рая обращается в 0 во всех точках экватора н об- 
ладает свойством {+). 

6)* Пусть М и М — точки одного меридиана, 
расположенные между северным полюсом и эква- 
тором. Докажите, что если точка М далыше от 
плоскости экватора, чем точка М, то { (М) =} (№). 

в)* Пусть М и № — произвольные точки сферы. 
Докажите, что если точка М дальше от плоскостн 
экватора, чем №, то (М) = (№). 

г)* Докажите, что функция {[ совпадает с функ- 
цией, описанной в пункте а). 

А. Лодкин 


Ф418. Сложенные вместе смоченные оконные стекла 
практически невозможно отделить друг от друга, 
пытаясь оторвать одно стекло от другого. Почему? 


$419. В некоторой галактике обнаружена снсте- 
ма планет, аналогичная нашей Солнечной системе. 
Средние плотности планет и Солнца в этой системе 
в два раза меныие средних плотностей планет и 
Солнца в нашей системе, а размеры всех небесных 
тел — в три раза меньше размеров соответствую- 
щих тел в нашей системе. Сколько земных суток 
длится год на обнаруженном аналоге Земли? 


$420. На кронштейне АСВОЕ из 6 невесомых 
жесткнх стержней одинаковой длины, соединен- 
ных шарнирно (рис. 1), в точке С подвешен груз 
массы 11. Растянут илн сжат стержень АВ? Найтн 
снлу упругости в этом стержне. 

Б. Биуховцев 


$421. Тонкостенный цилиндр радиуса К раскрутили 
до угловой скорости ® и поставили в угол (рис. 2). 
Коэффициент трения скольжения между стенками 
угла и цилиндром равен Ё. Определить, сколько 
оборотов сделает цилиндр до остановки. 


$422. Половина сферического конденсатора запол- 
нена диэлектриком с диэлектрической проницаемос- 
ТЬЮ # (рис. 3). Найти отношение плотностей заря- 
дов на верхней и нижней половинах конденсатора и 
его емкость. 


куапетесте.ги 


№М365* ). и) Сумма нескольких 
чисел равна единице. Может 
ли сумма их кубов быть боль- 
ше единицы? 

6) Тот ме вопрос Оля чисел, 
каждое из которых мечыше 
единицы. 

8) Может ли случиться, что 


ряд а, - а. -г аз --... смо 
дится, а ряд 3 3 аз - а3-- 


- .-. — нет? 
(Напомним, что’ ряд ху 
ха -- хз- называется 


сходящимся. если последово- 
тельность чисел Зи = ху-= 
| 

и Ха ... 


дел. } 


- хи имеет пре: 





Рис. [- 
№366. Можно ли распо- 
дожить на плоскости не- 


сколько треугольников так, 
чтобы две вершины каждого 
из них лежали на сторонах 
(но не в вершинах} Оругих 
тренгольников? 


№367. Может ли произ- 
ведение а) трех 6) четырех 
последовательных натураль- 
ных чисел равняться некото- 
рой степени некоторого ма- 
турального числа (квадрату, 
кубу ит д.р? 


*} Задача М364 решена в 
татье Л. Беве «Минигеомет- 

», см. «Квант», 1976, №6. 
с. И. 
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Решения задач 


М365—М370; ФЗ73—Ф377 


Отвег па все три вопроса —- утверантельный. Приведем 
примеры, ноказывающие, что так случиться может. 
а} Два числа: Ви —-. 


6} Восемь чисел: 45.45, — НЮ, — ИЮ,.... = НЮ 
6 штук | 
Их сумма равна |. а сумма кубов равна 2. (1. )3--6- (№, о)3-= 
1,018... На той же ндее — брать положительные числа н 
добавлять к ним отрицательные числа — в большем коли- 
честве. но величиной поменьше, — основан н следующий 
пример. 
в) Составим ряд 


О о) О р + 
(Мое... 


следующим образом: следом за суммой 1 + (—№,) г ( —№,) 
поставим 23 =: 8 сумм И, -:- (—-И и) Е (—5 3). затем 3% -= 97 
сумм Ма-Е (Ма) + (-1)...., И? сумм (а) -- (—Мы) + 
+ (—\„л)}, и так лалее. Этот ряд сходится и сумма его рав- 
на нулю, поскольку сумма А!’ первых его членов, где з (1 - 
+ 28 + 33- - ПЗ) < М3 11-+ 28+ 33-2... (л- 
-+- 1)3}, не больше 1 и +, )(именно, она либо нуль, либо И{пат), 
либо (л+и. Соответствующий же ему ряд из кубов расхо- 





днтся. Действительно, сумма я? сумм (М) ( —№, п) 
= (1 м) = 3/:и3 равна %/,, так что сумма первых 3 (Е -+ 
-|- 23 + 13) членов ряда равна 37) ,. 


Разумеется, если в условии задачи все числа предпола- 
тать положительными, то ответы на все три вопроса будут от- 
рицательными. 

Н. Васильев 


Ф 


В условии задачн не оговорено, что треугольники не должны 
пересекаться, н некоторые наши читатели решали задачу, 
считая пересечение возможным (в этом случае решение выгля- 
дит, разумеется, совсем просто). Для  непересекающихся 
треугольников ответ на вопрос задачи остается положитель- 
ным: на рисунке | показано, как требуемым образом можно 
расположнть на плоскости 6 треугольников. 


Ф 


а) Допустим. что & (#- 1) (8-2}=и", п> 1. Число &-|- | взаимно 
просто с числамн Ён #2; поэтому &--1-=т”, 4 (8-2 2)-= 
=: #?-- 28--[" (это — следствие Основной теоремы арифметыки 
о единственности разложения натуральных чнсел на простые 
множители). Тогда (&-- = 12 2#- |— т", то есть (т2)й.— 
— М = | — противоречие:  (а” — 6") = (а — Ва" + 
ат... М-ЦУЕ.  Значиг,  произвеление трех 
последовательных натуральных чисел не может быть сте- 
пенью натурального числа. 

6) Докажем, что ин в этом случае ответ отрицательный. 
Предположим противное: допустим, что для иекоторого # 
МЕ П- 2 З=тим. 


В. Колосов 


Куап.тссте.ги 


Идея рассуждения будет такой же, как в задаче а): мы скон- 
струнруем два близких чнсла, каждое из которых должно быть 
п-й степенью. и придем к противоречию. Рассмотрим отдель- 
но случаи л=2 иль 3. 

1. п=2. Имеем (#*-|- ЗВ) (Е? 1- ЗЕ-Г 2)== и?. Обозначив #*-- 
-- ЗЕ-- | через у. получим равенство у? — | = и?, невоз- 
можное для натуральных ии у. 

. ло 3. Заметим, что либо число 2 -|- |, либо В 2 
взаимно просто с остальными тремя числами. 

1) Пусть число # -- | взаимно просто с &, Е + 2 и Ё-- 3. 
Тогда в решение пункта а)) & = ий, Е :(е. -- 2) (& + 3)= 

= И Нмеем = т? — |, я В = 

= ми -- 2: значит (т — ие -- бля + 2) == тза — 
ЗЕ 202" — т" —2 = м, Поскольку т 2 ин п>зЗ, 
Эт" — т! —2> 0, то сесть М> (т3)й, или [> т. 
С другой стороны, (113 -- 17 > тз"-- лтз"-3 >> тзи 
-- 2т2" > тзЯ -- 2т?й — т —2= М, откуда [< т -Е. 
Итак, должно быть п? <{< 3 - |, что невозможно для 
натуральных ши 4. 

2) Если же число &-- 2 взанмно просто с #, +1 н 
А -- 3, то тогда Ё-- 2 = т", а (т (Е 3) = М, или 
(п" — 2)(т7 — Пи" В =, тоесть {й = п — 2т2" 
— т -- 2 < па, поскольку 2т*й -- т? — 2> Опри наших 
тип. Таким образом. {< м8. 

Сравним теперь { н 1? — |. Для этого замегим следую- 
щее. Так как л:З > 4, имеем 737-3>> 4731-6; и Зл — бол, 
поскольку л > 3. Отсюда НЫ > Зав - мя. Оненим 


теперь разность между (тз)" н (т? — 1)”: (т) — (т 18 = 
== т3Зй-3 > тзп-в (11 Я В - А т37-9 {тё и 2718 = [9] ... 
„м8 — 1 3тзи-8 — 3Зтзй-в > 2т3м-3 -- 


и тя > 2т т" — 2 = (тзй — М. 

Отсюда (т3з — 1)" <", то есть м? — Е <1< 3 — не 
может быть, поскольку т и { — натуральные. 

Полученное противоречие и доказывает наше предполо. 
жение: произведение четырех последовательных натураль- 
ных чисел не может равняться степени натурального числа. 


Я. Фачииман. 


ь 


№368. Докажите, что  Пространственную фигуру, о которой идет речь в задаче, 
пересечение трех прямых пересеченне трех цилиндров —- ДОВОЛЬНО трудно себе пред- 
круговых цилиндров радиу- ставить. Но в этом и нет необходимости: задача ренгется 
са | оси которых попарно очень просто, если перевестн ее на язык алгебры — — восполь- 
езаимно перпендикулярны зоваться методом координат. 
(но не обязательно пере- Выберем систему координат так: построим ИЕН 
секаются), содержится в не- — параллелепигед, трн ребра которого идут по осям цилиндров 
котором шаре радиусау 3/2 (аля этого нужно через ось кажлого цилиндра провести две 
плоскости, параялельные осям двух другнх цилиндров); на- 
чало коордннат поместим в центре этого параллелепипеда, 
а оси направим параллельно его ребрам (рис. 2). Тогда если 
точка (х, у. г) принадлежит внутренности цилиидров. для нее 
выполнены неравенства 
ка ие 
(2 — а и)" 1 

24. 26 м 2 — дамы ребер построенного параллелепипеда). 

ожив этн неравенства, для внутренних точек (х, у, 2) 
пересечення ипилинлров получим 


мии ето У, 
то есть х?-- у 2"-< 3/,. что и требовалось доказать. 





Рис. 2. | Н. Васильев 
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№369. Дан  остроуголь- 
ный треугольник АВС. О— 
точка пересечения его вы- 
сот. в — окружность с цент- 
ром О, лежащая внитри это- 
го треугольника. Постройте 
треугольник А\В\Сь описан- 
ный около окружности ® и 
вписанный в треугольник 
ЛВС (так, что АВС], 


ВЕАС}, С.ЕАВУ. 





№М370. Пусть а, 6, < — 
тройка положительных чи- 
сел. Образуем из них новую 
тройки: 
п-—В], |6 — к |8], 
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НФ их г. 
Введем такие обозначения: АВО = АСО = а =9° —А; 
^^ 


—^, ю^ = ых 
ВАО = ВСО В = 90° — В. САО = СВО = у == 90°— 
—С. Допустим, что точка В, такова, что угол между каса- 
тельной В,С,, проведенной из нее к окружности ‚и прямой. 
В.О равен В (рис. 3). Провелем касательную к ® из точки 
С, _[С,А,|- Покажем, что тогда В,А, — тоже касательная, 


^ 
то есть что С,В.А,-= 2. Рассмотрим четырехугольник 
АС,ОВт. Вокруг него можно описать окружность, поскольку 


7х ^^ 
С.А0=С,В,0 = В. Из того, что четырехугольннк АС:ОВ, 
вписанный, следует равенство углов ОДВ, и ОС.В‚, именно: 
= 


—\ = `` 
ОАВ, = ОС,В, = +. Отсюда В.С\А:=2у. Аналогично дока- 
зывается, что и вокруг четырехугольннка С,ВА.О можно 


> “> 
описать окружность: ОС,А, = ОВА,-=\. Из этого в свою 
—“\ 
очередь следует равенство углов СВО и С.А: С.В = 


=” 
= СА 9 =. 
Фассмотрим теперь четырехугольник В.ОД,С. Докажем, 
что н вокруг него можно описать окружность. В самом деле, 


их ^^ ^^ 
ВОЛ, = 21 — (ВОС, С.ОА,) = я - В 2%, так что 


их Роль 
ВОЛ. -- С = 2% ЕВ =а. Следовательно, — Углы 
ОВ.А,н ОСА, равны как вгисанные и опирающиеся на одну 


> — „© 
и ту же хорлу ОЛ: ОВ. А, -= ОСА, = В, так что С.В. А, = 
^^ 


= 2В. Аналогично доказывается, что и С,А.В, = 9%, то есть 
В.А; в самом деле касательная (а треугольник А.В. Су ис- 
комый). 

Осталось только построить такую точку В,‚,из которой бы 
окружность 2 была видна под углом 2В. Допустим, что ка- 
сательная В,С,; уже есть. Провелем радиус окружности @ 
в точку касания. Если величина раднуса г. то длина отрезка 
В:О равна ИзтВ. Следовательно, точку В, мы можем полу- 
чить как результат пересечения стороны АС треугольника 
АВС с окружностью с центром в точке О раднуса гёт В. 

Каждой точке В, пересечения этой окружности с [АС] 
(таких точек может быть две, одна или ни одной) соответст- 
вует искомый треугольник А,В.С,- 

Итак, мы выяснили, как построить треугольник А ‚8 1Сь. 
у которого углы А,, В,. С, соответственно равны 2%, 2В 
и 2%. Оказывается. что других решений у нашей задачи нет. 
В самом деле, покажем, что из вершины В искомого треуголь- 
ника А,В,С, окружность в видна под углом 2В. 


^^ 
Пусть ВЕ АС], и пусть, папример, С’В”О<В (С’В’--ка- 
сательная К 0}. Проведем окружность через точкн А, С’нО 


„\ 
(рис. 4): тогда точка В’ лежит вне этой окружности н В'С’0О< 
< (убедитесь в этом самостоятельно). Если А’1ВС] и 


„^^ 
С’А’ — касательная К в, то тогда В`С”А’«<2. Аизлогично, 


—^ 
С'А’В’ < 9“, так что сумма углов в предноложительно су- 
щшествующем треугольнике 2’В”С” (с вершиной В” ие такон, 
как В) меньше 20 -- 28 | 2у = л — противоречие. Случай, 
когда С’В’О > В. разбирается аналогично. 


Д. Нэаак 


а) Докажем, что в этом случае в последовательности троек 
число Ф обязательно встретится. Обозначим максимальное 
число в первой тройке (а, 6, с) через т. Ясно, что максималь- 
ное число в каждой следующей тройке по крайней мере на 


затем из этой тройки по то- 
му же правилу следующую 
и г. 9. Обязательно ли сре- 
ди полученных таким обра- 
зом чисел встретится 0. если 
исходные числа а) целые; 
6) действительные? 


ФЗ73. Два бильярдных шо- 
ри. один из которых нер- 
воначально покоится. испы- 
тывают упругое — «косое» 
столкновение. „Линия, про- 
ходящая через центры ши- 
ров при столкновении. со- 
ставаяет угол 60° с направ- 
лением первоначального дви- 
жения налетающего шара. 
Во время столкновения ша- 
ры деформируются, и часть 
кинетической эмерени налс- 
тающего шара переходит в 
потенциальную энереню ун- 
ругой деформации шаров, 
которая при разлете шаров 
ановь переходит в кинетиче- 
скую энергию. Определить 
максимальную часть знереци 
шаров, переходящую в знер- 
еню упругой деформации в 
процессе удара. Шары счи- 
тать абсолютно гладкими. 





Рис. 5. 


Куап тссте.ги 


1 меныне, чем в предыдущей. зак что максимальное число во 
второй тройке не больше и-—1. в третьей — не больше п:—9, 
н так далее. Долго так нродолжаться не может: не далее как 
в м-й тройке максимальное число окажется равиым нулю. 

6) Приведем пример, показывающий, что 0 может не встре- 
титься нн в одной из троек. Пачнем с тройки (%, А, 71), где 
^ выбрано так, что числа в следующей тройке 

А, м, | 
нропорциональны чнслам первой тройки. Поскольку А? — 
—^ = 1.0. — = м, МА = 902+ В. 
для этого возьмем А равным положительному корню урав- 
нения А+ 2 = А" то есть & = (1+ 5/2. При’ этом л-я 
тройка будет такой: 2 — |, АА И”-Ь 230. — 
—1"-1 (это легко проверить с помощью индукции), так 
что ни одно из чисел не будет равно 0. 

Интересный, но более трудный вопрос: какие еще тройки 
чисел (а, $, с) обладают тем свойством, что в возникающей из 
них последовательности не будет нулей? Погробуйте в нем 
разобраться. Не менее ннтересна аналогичная задача о пре- 
образованиях четверок чисел 


(а. 6. с, 4) > Ш — 6]. [6-е |, 6], 14-— |}. 
И. Васильев 
® 
Обозначим через \о начальную скорость первого (налетак - 
щего) шара, а через у; и у. — скорости первого н второго иаа- 
ров в момент их максимальной деформации. Согласно закону 
сохранения энергии 


2 .2 2 
то то и | 
и р Ва 


где т — масса каждого шара, П — максимальное значение 
потенциальной энергин упругой деформации шаров. 
Введем систему координат ХОУ ин найдем проекиин ско- 
ростей у; н у, на соответствующие оси координат. Ось ОХ 
направим по лнини, соединяю:щей центры шаров при ударе 
{рис. 5). В этом направленни между шарами происходит обыч- 
ный лобовой упругий удар. Поскольку система шаров изо- 
лирована, проскиня импульса системы на ось ОХ сохраня- 
ется. В начальный момент эта проекция равна т40с05 54. 
В тот момент, когда деформации шаров максимальны, проек - 
ции их скоростей на ось ОХ одинаковы: и; — #2, — 9х. 
Нз закопа сохранения импульса ь 
ти 0с0$ 9 == Зи, 
или 
Г = —ф 0 = 5 66059. 
х \ 
Так как шары абсолютно гладкие, взаимодействия их но 


оси ОУ ие пронсходит. Проекция скорости первого шара на 
эту ось не нзменяется: 


и; — 85; = бот ©. 
а проекция скоростн второго шара осгается равной нулю: 
и — 9. 
„0 


Таким образом, закон сохранения энергии можпо запн- 
сать так: 
2 т [9 о 
тиб _ [ ый 1 


2 2 


а ва 
т (> + % 


5-4, 











нли 


2 2 2 2 «гла 
КВ 1 с0575 ти Ух 


иисо пт ы "6 





п. 
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ФЗ74. На дне стакана с во- 
дой лежат несколько запаян- 
ных с одного конца и запол- 
ненных воздихом капилляр- 
ных трубок. Диаметр трибок 
4=0,2 мм, высота уровня 
воды в стакане й= © см. 
При кипении воды у откры- 
тых концов трубок обра- 
зиются пузырьки пара. Чему 
равна температура воды на 
9не стакана. если атмосфер- 
ное давление равно 103 м/м? 
Коэффициент поверхностно- 
го натяжения воды принять 
равным 57 дин/см. Считать. 
что давление насьиценных 
ларов воды вблизи 100°С 
возрастает на 27 мм рт. ст. 
при повышении температуры 
на 1°. 


ФЗ75. На горизонтальной 
поверхности лежат два 
бруска с массами ту и то, 
соединенных —недеформиро- 
ванной пружиной. Какую 
нанменымую горизонтальную 
снлу Р нужно приложить к 
одному из брусков, чтобы 
сдвинулся и второй брусок? 
Коэффициент трения брус- 
ков о поверхность равен в. 
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Куап. тссте.ги 


Отсюда найдем долю кинетической энергии налетающего шара, 
перешедшую в потенциальную энергию упругой деформации: 


П соя 1 


Ф 


Пузырек пара отрывается от трубки в тот момент, когда давле- 
ние насыщенного пара ри Внутрн пузырька равно внешнему 
давлению р на пузырек. Это внешнее давление складывается 
из атмосферного давления ро, из гнидростатического давления 
рай и из лобавочного давления 26/7, обусловленного поверх- 
ностным натяжением жидкости. Здесь ро = 18 н/м?, р = 
= 103 кг/м? — плотность воды, — © = 57 дин/ем — коэф- 
фициент нюверхностного натяжения воды и г — радиус крни- 
визны поверхностн жидкости у трубки. В момент отрыва 
пузырька. г равно радиусу трубки, то есть г == (4/2. 
Такнм образом, 
а Ри = ро-+ ряй -Р 40/4. 

Давление рн отличается от давлення насыщенного пара прн 
1007С, равного ре. на величниу 


Ар — ри — ро = рей -- 40/4 => 6 мм рт. ст. 
Следовательно, температура { воды у дна стакана 


16 
Г = 100 + 7 С = 100,6°С . 


Н. Слободецкий 


® 


Ясно. что второй брусок придет в движение в тот момент, ког- 
да сила упругости пружины Рупр по абсолютной величине 
станет равной максимальному значению снлы трения покоя 
№ (рис. 6). Рассмотрим первый брусок и выясним, как 
при его движении меняется сила упругости пружины. Этот 
брусок начнет двигаться, если Ё > ицлия. При движении 
бруска на него кроме силы Р и силы трения пл, & действует 
еше сила упругости (см. рис. 6}, увеличивающаяся по абсо- 
лютной величине по мере удаления бруска от начального по- 
ложения. Поэтому ускорение бруска будет уменьшаться, н 
в тот момент, когла Р — ит, & — Руир=0, оно станет равным 
нулю. Затем ускорение изменит знак и будет направлено про- 
тив скорости бруска. Скорость бруска начнет уменьшаться, 
в какой-то момент она обратится в нуль, затем брусок будет 
двигаться влево (если, конечно, второй брусок покоится). 

Очевидно, что деформация пружины, а значит, н сила уп- 
ругости максимальны тогда. когда скорость бруска равна 
нулю. И если в этот момент сила упругости будет равна 
(точнее, немного больше) максимальной силе треиня покоя 
между вторым бруском и поверхностью: 


Рупр.шах = Втэ&, 
второй брусок придет в движение. Найдем РГупр-тах. 


Е 
23 ати 
э-выеыю ею = 
ит.в ит 
Рис. 6. 


$376. Песочные часы дио- 
метра Я вставлены в за- 
паянную и заполненную во- 
дой стеклянную трубку диа- 
метра О(Р=4)}. В началь- 
ный момент часы находятся 
внизу трубки. При перевора- 
чивании трубки часы на не- 
которое время остаются ввер- 
ху трубки. затем медленно 
опускаются вниз. Найть вре- 
ия. в- течение которого часы 
находятся вверху  трибки, 
если высота часов (Фа), 
их масса М, массе неходя- 
щегося в часах песка т и 
коэффициент трения часов о 
стенки трубки равен К. Вре- 
мя пересыпания песка из 
верхнего в нижний отсеки 
часов равно т. 


т) 





Рис. 7. 


Куап.тссте.ги 


Поскольку кинетическая энергия брусков в рассматри- 
ваемый момент равна нулю, работа сил Ё н ци, за все время 
движения первого бруска вправо будет равна изменению 
потенцнальной энергин пружины: 

Е] 
„+ 
Атых 


——- 


2 = (Р— нт,ю) хтах- 


Здесь А — жесткость пружины, хщах — максимальное удли- 
нение пружнны. Отсюда 


Рупр-тах = @хшах == 2(Р — дтьв). 
Следовательно, второй брусок сдвинется, если 
2(Р — пла) = итьй, 
нли } 
Е = дит, г т»). 
Г. Коткин 


Ф 


При переворачиванни часов их цеитр тяжести — точка С 
на рнсунке 7 — находится выше точки О. в которой прни- 
ложена выталкивающая архнмедова сила, н Часы оказыва- 
ются «перекошениными». При этом на часы со стороны стенок 
трубки лействуот силы реакцни №; н №, и силы трения 
Рто: и Ртр»- По мере просыпания песка силы М, и М, умень- 
шаются по абсолютной велнчние. В тот момент, когда часы 
начинают скользить вниз, : 


Етра = Ман Бур, = АМ. 


Так как в горизонтальном направлении часы не перемещают- 
ся, то №, = №, = №. Следовательно, 
— г 
тр, Ето. — АМ. 
Обозначим через { время от момента перепорачивания 
трубки до того момента, когда часы начали скользить относн- 


{ 
телью трубки. За это время ввиз просыпалась х == -; часть 


песка. Найдем положение цеитра тяжести часов в момент 
времени {. При этом учтем, что внизу находится х-я часть 
песка, а пверху (1--х)-я- Если вся высота песка Г, то винзу 
находится столбик песка высотой х] с массой хт, а вверху — 
столбик высотой (1—х){ с массой (1—х\т. Для простоты бу- 
дем. считать эти столбики Иилиндрическими. Тогда нетрудно 
по обычным правилам найти положенне центра тяжести часов: 

ОС = 


т Р ] 
па И 1 


Полагая, что [= Й/4 (как показано на рисунке 7), получим 


тА Я 
ОС = ЗЕ (2х2 — 6х В- (!) 


Тсперь запишем условия равновсеня часов. Во-первых, 
ясно, что тру НЕА: „ —^ Ев = (М + тв, откуда 


ты = Рар, = 7 М--т)Е—Ры= М +т- ру, 


и 
м (М-т— Г), (2) 


где р — плотность воды и И — объем часов. 
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ФЗ77. Если смотреть при- 
щиурившись на — далекие 
яркие лампы, то обычно вид- 
ны вертикальные или слегка 
наклоненные столбы света. 
идущие вниз и вверх от лам- 
. пы. Объясните это явление. 
Придумойте и поставьте 
опыты Оля того. чтобы про- 
верить ваше объяснение. 
Подсказка. Поверх- 
ность роговицы не бывает 
сухой. Она всегда покрыта 
слоем слезной жидкости. 


а) 


Рис. 8. 





Куапетесите.ги 


Кроме того, №, -ОА .соз(а-- В) М, -ОВ -с0$ (2-2 ВЕЕТ, х 
ХОА. ца-! В)= Ртр›-ОВ-зи(а-- В) —- (М тё-ОС-зта.. (3} 


Так как 4^=0) и угол % мал, то 


ОА.-соз (х -|- В) = ОА-со5 В = 1:2, ОА-зт (© - В) = 
— ОВ. (© -- В) и ОС-ут а = ОС ща = 06-0 —а!. 


В результате из равенства (3) получаем 
р—& 
М =(Мтта-=-0С р 
Подставляя сюда выражения дяя № (из равенства (2)) и для 
ОС (равенство (1)) и решая полученное уравнение относитель- 
но х, найдем 


х = 8—7 24) и = хт = (8—7 + 20), 


__ 4 (М т— у) 
ще ‘=> ия - 
Н. Слободецкий 


Ф® 


«Вдоль краев века слезная жидкость образует пебольшой 
мениск, в котором преломляются световые лучи. Как пока- 
зано на рисунке 8, а, лучи преломляются у верхнего века тзк. 
что кажутся идущими снизу. и источник света получает обра- 
щенный кинзу «ХВОСТ». Подобным же образом у нижнего века 
возникает световой «хвост», направленный вверх. Появле- 
ние этнх «Хвостов» можно хорошо проследить, если, закрыв 
один глаз, медленио прикрывать другой, илн поднимать н 
опускать голову, держа полузакрытыми оба глаза. Лучи 
появляются в тот самый момент, когда веко начинает закры- 
вать зрачок, что легко заметить близорукому человеку, так 
как источник света, который представляется ему расплывча- 
тым кругом, в этот момент частично затмевается. 

Лучи не вполне параллельны, даже если смотреть толь- 
ко одним глазом. Взгляните в упор на нсточник света, а затем 
поверните голову чуть вправо и скоснте глаза так, чтобы сно- 
ва увидеть этот источник. Теперь лучи направлены наклон- 
но (рис. 8. 6). Причнна, по-видимому, состонт в том, что края 
век, там, гле они пересекают зрачок, уже не горнзонтальны, 
и кажлый пучок лучей располагается под прямым углом 
к краю века. Виднмые направления лучей согласуются с этим 
объяснением. Теперь можно понять, почему лучи не парал- 
дельны, если смотреть прямо перед собой: кривизна век ска- 
зывается даже прн малой ширине зрачка (рис. 8, в). Закройте 
пальцем правый край зрачка, н расположенные слева лучи 
исчезнут.» 

Из книги М. Миннарта «Свет и цвет в природеъ 


Куап.тссте.ги 


По страницам школьных учебников 


А. Земаяков ОСТОРОЖНО = 
МАКСИМУМ ! 





Эта заметка адресовани старшеклассникам, 
в частности — десятиклассинкам, в ® классе 
учившимся по учебинку «Алгебра и начала 
анализа 9» (под редакцией А. Н. Колмо- 
горова). Ннже мы ссылаемся именио на этот 
учебник (изд. 1-е или 2-е), обозиачая его [Х. 


Числовую функцию }: х-—] (х) мож- 
но задавать многими способамн, в том 
числе и графиком на координатной 
плоскости Оху. Конечно, нарисовать 
график у = }(х) — «нелвком» — при 
всех значениях хЕР(р — как пра- 
вило, невозможно (скажем, еслн 
р (К = В, то есть функния {[ всюду 
определена). Обычно рисуют часть 
графика, отмечая его характер- 


ные точки (см. ниже), и так, 
чтобы было понятно, каково по- 
ведение функции {и как найтн ее 
значения при произвольных значе- 
ниях аргумента хе04). 

Функции, описывающие различ- 
ные процессы и зависимости реаль- 
ного мира, в большинстве хвоем яв- 
ляются непрерывными. Точное опре- 
деление  иепрерывности функции 
х—[(х) в точке х=асм. в 1Х, 
п. 38. Графиками всюду непре- 
рывных функций являются мепре- 
рывные кривые (это поясмение, ио 
отнюдь не определение непрерыв- 
ности !). 
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К характерным точкам графиков 
функций в первую очередь относятся 
точки экстремумов. На- 
помним, что точка х, из области оп- 
ределения О (р функции х—[@) 
называется точкой максимума этой 
функинн. если для всех х- хо из 
некоторой окрестности (промежутка 
%.-— 8, Хо -+ 5[} точки х, выполнено 
неравенство | (х) < [ (хо): аналогич- 
но определяются точки минимума 
(см. 1Х, п. 55). Точкам максимума 
и миннмума (точкам экстремума) на 
графике непрерывной функции соот- 
ветствуют «горки» н «впадины». На- 
пример, функция /, график которой 
нзображен на рисунке 1, имеет одну 


точку минимума х, п одну точку 
максимума х., (предполагается, что 


на промежутках |-—00, х,| и [х., 
{+00 функция {|  убывает— 
«как показано на графике»). 

Теперь мы предлагаем вам поду- 
мать над следующими вопросами. Не 
торопитесь: свои ответы подкрепите 
графиками или доказательствами. 

Вопрос 1. Существует ли 
вс$юду определенная и непрерывная 
функция, у котороп: 

а) было бы ровно две точки макси- 
мума х; и ху и ровно одна точка мини- 
мума хь, расположенные, как на ри- 
сунке 2, а? 

6) было бы ровно две точки мини- 
мума х, их. и не было бы больше 
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тах тп тах 
о и жж 

Хх, х, Хх, х 

кии има 
до. 
Рис. 2. 
(яи максимума, ни минимума) — 
рис. 8. 6? 
Вопрос 2. Существует ли 

функция: 


а} всюду определенная и непрерыв- 
ная, имеющая бесконечно много экс- 
тремумов (максимумов и минимумов}? 

6) определенная и непрерывная 
на отрезке (например. на (0, \\, 
имеющая бесконечно много экстрему- 
м08 (на этом отрезке)? 

8) всюду (на всей числовог: прямой) 
определенная и непрерывная, причем 
имеющая на отрезке [0, [| бесконечно 
много точек экстремума? 

Ответы на вопросы и комментарии 





ни одной точки экстремума к ним см. на следующей странице. 
2. Решите уравнения эс, [АО] = 4 [АВ] 1 [СБ], 
Задачи (уг — число. записанное пиф. С @а) разбита двумя пря- 
замн инт п): мыми иа три конгруэнтные 
наших } о аа ) трапеция так. что угол меж- 
ы ь г ; ду прямыми разбиения ра- 
читателеи 6) хи == уху 2): вен углу м Известно, 

и что а 4/2. 

- 8) ХХ = х (2х)х: 3) Докажите, что н 


1. Доклжите, что числа 
а) 217 -- 2—1; 
6) 2:2 — 23—|в 
в) 213—211 | 


— составные. 3. 
. В. Федотов 
(г. Ленинград) 
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ту ху зи. 


ИН. Михалкович 
{Минская обл.) 


ь > 412. 

6) Можно ли гранецию 
со сторонами а = Ю, 6 == 6, 
с = 17, 4 = 12 разбить ука- 
занным снособом? 


Неравнобедренная 
трапеция АВСР со сторонами 
[АВ| = а, [ВС] = 5]СЫ] = 


С. Азлецкий 
(г. Рязань) 


Ответ и комментарий к вопросу 1 


а) Такая функиия, конечно, суще- 
ствует — см. рисунки Заи 3,6 
(на рис. 3, 6 изображен график мно- 
гочлена у = х* — х? — подтвердите 
это исследованием с помощью ироиз- 
водной). 

6) Оказывается, и такая функция 
существует! Соответствующие  гра- 
фики изображены на рисунках 4, @ 
ни 4, 6: между точками минимума х, 
нх, этих функций расположена «пло- 
ская горка» — участок графика над 
отрезком (а, а;|, на котором фуцк- 
ция постоянна. Конечно, хо- 
чется считать эту горку состоящей 
целиком из точек максимума. Однако 
точки хо |а,. аз! не подходят под 
наше определение максимума — 
«строгого» максимума ({(х) < Ё.) 


Рис. 3. 
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для точек х 5 ху в окрестности (хо). 
Зато они являются точками нестро- 
гого максимума: для точек х в некото- 
рой окрестности точки х, выполнено 
нестрогое неравенство } (х) = 
< [(^%). Интуитивно ясно, что меж- 
ду двумя точками минимума иепре- 
рывная функция должна иметь точ- 
ку максимума — между двумя впа- 
динамн должна быть хотя бы одна 
горка! Это действительно так, но 
максимум может оказаться нестро- 
ГИм. 

Понятие нестрогого экстремума 
(максимума или мниимума) удобно, 
но несколько «двусмысленно»: точки 
интервала |а,, а,[| на рисунках 4, а 
и 4, 6 с нолным правом можно счи- 
тать и точками нестрогого минимума! 
Еще пример: функция, график кото- 
рой изображен на рисунке 5, а, не 





Рис. 4. 
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нмеет строгих экстремумов, но точ- 
ка х, является для нее точкой це- 
строгого максимума, х, — точкой ие- 
строгого минимума, а все ТОЧКИ Хх,» 
интервала постоянства |х., х.| яв- 
ляются одновременно точкамн не- 
строгого максимума и пестрогого мн- 
нимума. Проапализируйте подобным 
образом  функини у= х—|-- 
ии ни = м И 
(их графики изображены на рис. 5, 6 
и 5, в соответственно — проверьте!). 


\\так, наряду со школьными понятиями 
максимума и минимума в магсматике прния- 
ты н понятия нестрогих максимума и минн- 
мума — более общие, «несколько двусмыс- 
ленные» (см. вьзне), но нногда удобные при 
формулировке теорем. В качестве примера 
приведем следующее утверждение; 

Если функция } определена и непрерывна 
ни отрезке |а. 6]. причем примимает в его 
концах одинаковые значения, тоесть | (а) -- 
== } (6). то существует точки м |, 6 |, 


в 


и х, 


=. 
ПЕ 
> 


№ 


ы 


у=[х-11*|х*Л 


#2 





Рис. 5. 


К(а) = Г} 
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в которой фулкция | имозт максимум или 
миннаиум (взможуо. негтрэгие). 

Рисунок 6 (а, 6, в) излюсгрируег эгу 
теорему. причем указанные на рисунке мак- 
симумы в минимумы являются строгими. 

Вопрос 3. Верло ли сформулированное 
утверждение, если максимумы и минимумы 
считать толька строгими? 

В учебниках магематического анализа для 
вузов максимумы и мнвимумы принято пони- 
магь в несгрогом смысле — ио причине. 
указанной выше. В средней школе же в ог- 
новном прихадится иметь дезо с такимн функ- 
цнямн, у которых минимумы и максимумы 
только строгне. К этому классу функций. 
и частности, относятся многочлены и дробно- 
рациональные функции. Заметим, например, 
что график на рисунке 4. б не можег быть 
графиком никакого миогочнаена (в отличие 
от графнка на рисунке 3, 6) — нопробуйе 
это доказать! 


Ответ на вопрос 2 


а) Такие функции существуют — на- 
пример, «иила» на рисунке 7, а, или 








синусонда — график у п х 
(рис. 7.6). 
6) Оказывается, такие функции 


тоже существуют. Точки экстремума 
могут «сгущаться» так, что на от- 
резке 10, 1| их помещается бесконеч- 
но много. Например, на рисунке 8, а 
в точках х, = Ша при четном йа — 
минимумы, при нечетном — макен- 
мумы. Однако график 8, а не опре- 
деляет значения функции прин х = 0. 
Можно взять } 0) = 0 или } 0) с, 
но такая функция не будет непрерыв- 
ной в точке х = 0: значение } (х) 
не стремится к { (0) при х— 0. Что- 
бы получить непрерывную функцию, 
можно сделать так, чтобы значення 
фуикцин в точках экстремума х,„ 


стремились к нулю при п —» со, как 
на рисунке 8, 6. Если загем продол- 











Ан 


И 4 = 
| = Хх 
^ и 
и 


из 
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жить график. как показано на этом 
рисунке, то мы получим всюду опре- 
деленную и непрерывную функцию, 
нмеющую бесконечно много экстре- 
мумов на отрезке |0, 1| — ответ на 
вопрос 2,в). 

Графики, аналогичные изображен- 
ным на рисунках 8, а и 8, 6, конечно, 


можно задать и формулами: иро- 
верьте. например. что таковы гра- 


фики функций 


). 


; 


[1 


дуг $1 _ ( при О хх 


| Хе пры х = 0, 
у ы х 
О нри х = 0. 


Не следует думать, что функиии, 
о которых говорится в вопросе 2 — 
это какие-то «исключения». С подоб- 
ными функциями приходится встре- 
чаться при изучении различного рода 
колебательных процессов в физике. 

В заключение предложим вам еще 
один вопрос. Очевидно, если функция 
х — {(х) возрастает слева от точки 
Хо, ТО есть в некотором промежутке 
х.— 6, хь |, н убывает справа от этой 
точки — в промежутке [х,. х, - 61, 
то х. — точка максимума функции { 
(поясните!). 

Вопрос 4. Верно ли обратное: 
если всюди непрерывная функция { име- 
ет в точке х = х, максимум, то слева 
от точки хо, она возрастает, а спра- 
ва от хо — убывает? 
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Я. Суконник 
П. Горнитейн 


Во всяком треугольнике АВС сто- 
роны ВС] =а, СА| =, АВ] = 


ЕС и углы САВ =А. АВС = В. 


— 5 
ВСА = С связаны следующими важ- 
нымн соотношениями. 

Теорема косинусов *). 
Квадрат произвольной стороны ра- 
вен квадрату другой стороны паюс 
квадрат третьей стороны минус 40- 
военное произведение этих сторон на 
косинус угла между ними. то есть 


= — 9 св А, 
0 = (2 + а" — 9са соз В, 
С = 0-4 В — 206.605 С. 


Теорема сннусов. Про- 
извольная сторона равна произведе- 
нию диаметра описанной окружности 
на синус противолежащего угла, то 
есть 











а = 2 зтА, В = 29 51 В, 
с = 2Ю зп С, 
или, в более употребимой форме, 
за ыы в —2ю 
этА т В 5тС 


Но если бы вам предложили поль- 
зоваться лишь одной из этих двух 
теорем, а вторую отбросить, какую 
бы вы оставнли? Из теоремы сннусов 
можго вывести теорему косинусов, 
а из теоремы косинусов — теорему 
синусов (правда, без коэффициента 
пропорциональностн 2Ю`’— как в 
школьном учебнике). Но теорема сн- 





*) О теореме косинусов см. - статью 
Э. Г. Готмана «Теорема косивусов н се 
следствия» («Квант», 1972, № 7). 
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Наш выбор — 
теорема 
синусов! 
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Практнкум абитурнента 





нусов позволяет выражение, 
родное относительно сторон а, 
треугольника, заменить новым вы- 
ражением, содержащим линь триго- 
нометрические функции. А поскольку 
эти функции в средней школе доста- 
точно хорошо изучены, дальнейшее 
решение задачи не вызовет затрудне- 
ний. Итак, наш выбор — теорема си- 
нусов! 

Теперь перейдем к примерам. 

Задача |1 (теорема Птолемея). 
Доказать, что для всякого четырех- 
угольника АВСО. вписанного в круг, 
справедливо соотношение 


[АВ1- СВЕ + 1ВС|. ФА = 
ВО |- МС! 


Поскольку все этн шесть отрезков 
являются хордами одной и той же 
окружности, то, выбрав удачно опи- 
рающиеся на ннх вписанные углы, 
мы вираве ожидать от применения 
теоремы синусов простого рациональ- 


ОДНО- 
0215 


„ного решения. Действительно, обо- 


значнив ВАБ =А, АВС = В, САБ == 
=а (рис. 1), получим 


ВЯоы Яо, ИВ = м 
По теореме синусов 
[АВ | = 2Ю $т (А + В, 
|ВС | = 2Ю $1 (А — а), 
[СР | = 2К зта, 
А | = 28 чп (В — <), 
ВР | = 26 зш А, 
МС| = 28 1 В; 


следовательно, 


|АВ|. СР| в ВС: РА | = 
= 48° |9 (4 а — 51 а + 
4 т (А — а). $Н {В —@)| = 
= 28 [с0з (А +В — 2=) — 
— с05 (А ие В) + с0$ (А — — 
— с8 (Я +В — 2%) | = 
== 4 ЮЗ ‚Я т В = 
—= (2Ю $т А)-(2Ю зп В) = 
= ВОТ 


Нанболее естественным выглядит 
применение теоремы синусов в тех 
случаях, когда в задаче идет речь о 
сторонах, противолежащих углах и 
радиусе окружности, описанной око- 
ло треугольника. 

Задача 2 (МГУ. — мехмат, 
1961). Дан треугольник, основание 
которого равно а, а угол при вершине 
«. Построена окружность,  прохо- 
дящая через центр вписанноео в этот 
треугольник круга и концы основа- 
ния. Найти её радицс. 

Пусть О (рис. 2) — центр виисан- 
ного круга. Тогда 


^ ^ ^^ 
ВОС = 180° —ОВС—ОСВ 

В я 

— © Зе © ПИ 

= 180 2 9 = 
Поскольку треугольник ВОС вин- 
сан в искомый круг, но теореме си- 
нусов найдем радиус этого круга: 


|18С | 
Ю = до 


2;т 806 


о ОИ, [© 
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й а 


2 (90° +3) 





[1 
2605 -=” 


Задача 3 (МГУ, физфак, 
1962: УрГУ, физфак, 1973). В равно- 
бедренном треугольнике угол при ос- 
новании равен о. Высота, опущенная 
на основание. больше радиуса вписан- 
ного круга на т. Определить основа- 
ние трецеольника и радиус олисан- 
ного круга 

Пусть вновь О — центр вписан- 
ного круга (рис. 3). Тогда 


[АО | = |1АБ|— Юбу=&, — г = м, 
—^ =“. 
АОС = 90° +. АбО=-- 
Позтому, применив теорему синусов 


дважды (для треугольников АВС и 





АОС). получим 
А 
ВС | ЛАС эт ы 
| |= | |. т В 
—^ ^ 
=|А0| зн __ = ы 
. зт Або 
= 2тсо5 я. 
^ 
р = АСЕ | АО | 59 АОС _ 
РЕП 


25н ‚ СО. 5 В 
2. \ 


т эт ( 90° -|- —^) 


а ь 
25 у зта 


Задача 4. Около круга опикан 
четырехугольник АВСО, диагонали ко- 
А 
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торого пересекаются в точке Е. Ра- 
диусы окружностей, описанных около 
треугольникоз АЕВ. ВЕС и СЕШО, 
соответственно равны К., К. и Ю.. 
Найти радиус К окружности, опи- 
санной около треугольника АЕР. 

Четырехугольник АВСО {рис. 4) 
описан около круга, поэтому выпол- 
няется равенство 


83| -- 6 = 86 О |. 
Кроме того. 
: ыы ох 
зш АЕВ = зш ВЕС = 
—^ 
= ый СЕ р = з3т РЕАЛ. 
Поэтому 
[АВ | Ср 
— а 
ут АЕВ $1 СЕР 
18] АВ] 
ый 2х > В _ 
нЕ ВЕС $ ДЕД 


Тенерь шю теореме синусов получим 
К, +-Ю. =А, + Ю. откуда 


К =, —ю. +В, 


Иногда в задачах бывает необ- 
ходимо перейти от данного известного 
отношения сторон нлн отрезков к 
соотношению между углами треуголь- 
ника. И это удобнее всего делать с 
помощью теоремы синусов. 

Задача 5 ЛГУ, химфак, 
1973}. В равнобедренном  трецголь- 
нике АВС (|АВ | = |ВС\) проведена 
медиана АР. Найти угол ВАР. если 
угол при вершине В равен“. 

Из треугольника АВО (рис. 5). 
в котором |АВ| = 2180 |, следует 


В 
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Задача 6. В данный правиль- 
ный треугольник вписан второй пра- 
вильный треугольник, причем отно- 
шение их площадей равно 3. Доказать, 
что стороны вписанного треугольника 
перпендикулярны — соответствующим 
сторонам данного треугольника. 

Легко доказать (докажите!). что 
[АР | равно |В80 | (рис. 6). Теперь из 
подобия треугольников АВС и РЕР 
из в синусов имеем 








8 Зале  _ ГАВТ 
З-/ ЗАДВЕЕ Гог | 
_ ТАРАЕТЕВЕ _ 1851 ЕВГ _ 
ТРОЕ | ГЕ Г +ТРЕ| = 
^ ^^ 
ЫШ ВЕР. зи ВБР — 
` зтРВЕ  «тОВЕ 
—^ —^ 
_ ви! (1207 — ВБЕ | + ви: ВОЕ 
Е зи 00° “= 


= 2 оз (60° — ВОР). 
ь бы из „^^ 
с05(60°—ВОР) = >>, ВОР =90° 


(тогда |1РО| 1 [8С]) или ВБЕ = 
30°. (тогда [РО АВ. 
А 
Е 
р 
Е 
с © р Р 
Рис. 6. 


Задача 7 (МГУ, мехмат, 
1972). В треугольнике АВС цгол С — 
тупой; биссектриса ВЕ угла В делит 
спороку АС на отрезки АЕ и ЕС 
длины Зм и 2 м. Известно, что точ- 
ка К, лежащая на продолжении сто- 
роны ВС за вершину С, является 
центром окружности, проходящей че- 
рез точки С, Е и точку пересечения 
биссектрисы цела В с биссектрисой 
угла АСК. Определить расстояние 
от точки Е до стороны АВ. 


Очевидно, что искомое расстояние 
ЕН (рис. 7) будет найдено, если ста- 


нет известным зи А” Но сначала 
найдем зависимость между углами 
треугольника АВС. Пусть Р — точка 
нересечения биссектрис углов В и 


АСК. Проведем хорду ЕЁ. тогда 
ЕБС = ЕЕС. по 
ЕВС. РеВ—ВВе- 1 Абв 
_ В _ 08° О-В _А 
см ак 


^^ — 
ЕЕС = 90° — ЕСЕ = 
== 90° —(180°— С) =б—90°, 





поэтому 
А =С—90°, С =90°+ А. 
2 2 
По теореме синусов ин свойству 


биссектрисы из треугольника АВС 


А 
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Бывают случая, когда в задаче 
появляется произведение нескольких 
отношений отрезков. М здесь приме- 
нение теоремы. синусов приводит к 
простому решению. 


Задача 8 (МГУ, эконом. фак., 
1975). Дан треугольник АВС, при- 
чем | АВ|=| АС] и А=80°. Внут- 
ри треугольника АВС взята точка 

5 
нто МВС -=30°, а 


мСВ = 10°. Найти угол АМС. 


М такая, 


— 
Обозначим искомый угол АМС 
через х (рис. 8). Очевидно, что 


АВМ — 20°. АСМ 40°. СМВ- 


= 140°, и тогда АМВ— 220°—х. Со- 


гласно условию и по теореме сину- 
сов из треугольников АМВ и АМС 


Рис. 9. 
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имеем 
| АВ| Ав| ТАМ | 
1 = - = 

= ТАС! “1 АМ|` ТАС! 
5т (220°—х) 5140 РИ 

ых 51 20° °5тх ^^ 
_ 2 т (х— 20°}. соз 20° 

Я х —- 
т (х — 20°} зт (х — 60°) 

ИВ зтх , 


зтх— эп (х — 60°) =зт (х — 20°), 
2 п 30° - 30°) = зт (х —20°). 
с0$ (х —: .30°) = с0$ (110°—х), 





х= АМС 70°. 


Задача 9. В выпуклом четы- 


рехугольнике АВС даны углы: 
ВАС = 15°, СВО = 90°, БСА -- 30°, 


АБВ = 75°. Найти угол между ди- 


агоналями. 

Обозначим АЕБ через х (рис. 9). 
Тогда АВЕ = 5, ВСЕ = 90°— хе: 
СБЕ=х—30°, АЕ = 105°—х, и из 


треугольников АЕВ, ВЕС, СЕР и 
ОБА по теореме синусов имеем 





| АЕ] _ эм (х— 15°)  |ВЕ\ 

ВЕ] ^^ — п 15 — СЕТ” 
_ $ {90° —х} 1 С! Е & чй (х-- 30°} 
—__ 519%° ›' |БЕ| эм 302 





1ОЕ в: а (105° —х)} 
ГАЕТ 511755 ° 


Перемножая почленно записанные 
равенства, после сокращения одина- 
ковых сомножителей получим 
яп (х — 15°) -5т (90° — хх 

Х зп (х — 30°) -51(105° — х) = 

== < 15° -5т 90° -5т 30°. 75°, 
12 чп (х — 15°) - мп (05° — Фр х 
х 2 п (х — 30°) чп (90° —х)] = 
= 2 $ 15°-с0$ 15°, 


1с0$ (2х — 120°) — соз 90°] х 
х [с05@х — 120°)—со$ 60°] =. 


50 


куапетесите.ги 


2 со? (2х — 120) — 
— с0$ (2х — 120) —1 =0, 
откуда искомый угол равен 60°. 


Упражнения 

1 (МГУ, ВМК, 197!). В окружностн 
радиуса Ю проведены две хорды: АВ и АС. 
На хорде АВ или на ее продолжении за точ- 
ку В взята точка М, расстояние от которой 
до прямой АС равио длиие хорды АС. Ана- 
логично на хорде АС или на ее продолжении 
за гочку С взята точка №, расстоямие от 
которой до прямой АВ равно длиие хорды 
АВ. Найти длину отрезка ММ. 

2 (НГУ, мехмат, 1969). Доказать, что 
среди всех треугольников с данным осиова- 
нием и данным углом при вершине наиболь- 
ший периметр имеет равиобедренный тре- 
угольник. 

3 (МФТИ, 1970}. В треугольнике АВС 
внешний угол при вершине А в три раза 
больше угла В. а стороны АВ. ВС, АС {в 
указаином порядке) образуют арифмстиче- 
скую прогрессню. Найти углы треугольника 
АВС. 

4 (МИИТ, 1972). В прямоугольном тре- 
угольнике даны острый угол © и расстояние 
а от вершины другого острого угла до центра 
вписанного круга. Определить площадь тре- 
угольпиха. 

$ (МГУ, географ. фак.. 1969). Прямая 
проходит через вершину В равиобедренного 
треугольника АВС. пересекая его осиование 
АС в точке О. Известно, что 


их |} —^“ 
АВО =-5 АБС н | АО |[ОС| = 3:4. 


Острый нли тупой угол АВС? 
6 (МГУ, бнофак, 1968). В круг вписан 
равнобедрениый треугольник АВС, в кото- 
—^ 


ром АВ} ВС] и АВС — а. Из вершины А 
проведсиа биссектриса угла ВАС, пересехаю- 
щая сторону ВС в точке О. а окружность — 
в точке Е. Вершина В соединена отрезком 
прямой с точкой Е. Найти отношение площа- 
дей треугольников АВЕ н ВЫЕ. 


7 МГУ, геолог. фак., 1975)._ В ромбе 
АВСР со стороной (+5) см и 


^^ 
острым углом ВАР = 60° расположена ок- 
пужность. вписаниая в треугольник АВО. 
Из точки С к окружности проведена каса- 
тельная, перссекаюшая сторону АВ в точке 
Е. Найти длину отрезка АЁ. 

8. В круг винсан четырехугольник 
АВСР. Через точку Е пересечения диагоиа- 
лей проведен отрезок ЕЯ (ЁР лежит на АВ, 
Н — на СО). Доказать. что 


| ВЕ | 





Рецензим, библмографыя 


- 


Новое 
© гравитации 


Силы тяготения принычпы 
и вездесущи. Но паука 
еще не сумела отнетить па 
многие вопросы, связанные 
с природой эгих сил. 

Почему все тела всегда 
только притягиваются друг 
к другу? Почему нельзя 
отгородиться от действия 
сил притяжения, создать не 
пропускающий их экран? Ка- 
кона природа невидимых 
«пружинок», которые при- 
тягивают даже очень  дале- 
кие тела? Существуюг ли так 
называемые гравигационные 
волны, которые А. Эйн- 
штейн теоретически предека- 
зал еше полвека тому назад? 
Как выглядят змерные ды- 
ры» — удивительные ззвезд- 
ные трупы» © совершични не- 
обычнымн  спойствами? 

Наука упорно атакует 
эту крепость, расширяя и 
углубляя иаши  представле- 
ния о природе тяготения и 
строении Вселенной. Совер- 
шенствустся теория.  сча- 
вятся удивительные — эксис- 
рименты. шаг за шагом иа- 
капливаются знания об этой 
интереснейшей — физической 
проблеме. Рассказ юб этих 
достижениях содержится в 
небольшой  научно-популяр- 
ной брошюре профессора 
Я. А. Смородинского «Тяго- 
чение». выпущенной — изда- 
тельством. «Знание» в конце 
1975 года *}. 





*) Я. А. Смороднис- 
кий. Тяготение. М.. «Зна- 
ние». 1975. Тнраж 53 300 экз.. 
64 с.. цена Ш к 


В первой половине бро- 
пиоры автор приводит основ- 
ные сведения из области об- 
щей тсории отпосительностн 
и описываетрял классических 
экспериментов по проверке 
этой теории. Вторая  поло- 
нина брошюры поснящена 
самым современным пробле- 
мам теорни гравигацнни. 

Автор рассказывает в 
ней © понсках гравитапиоп- 
ных воли, недостоверное 
сообщение о регистрации ко- 
торых было сделано амерн- 
канским физиком Вебером 
нссколько лег тому назад. 
Таательная проверка этого 
сообщения в нескольких зру- 
гих лабораториях (в том чис- 
лен в лаборатории профессо- 
ра В. Б. Брагииского в Мос- 
Ковском государственном 
упиверситете) не подтверди- 
ла этого открытия. Таким 
образом, гравитационные 
нолны по-прежнему  оста- 
ются загадочным объектом 
сопременной физикн. 

Формула закона всемир- 
ного  тигоземия содержит 
наряду © массами аритнги- 
вающихся тел и расстоянием 
между пими еше и гравнита- 
циониую постоянную $. До 
недавних пор физики счига- 
ла эту величину такой же ие- 
измененной, как и величину 
скорости света в пустоте, за- 
ряда электрона или постоян- 
ной Плаика. Но сравиигель- 
но недазно знаменитый анг- 
лийский физик-теоретик 
Й. Дирак выдвинул гипотезу 


о том, что величина гравита- - 


пнонлой постоянной умень- 
шается с течением нремени 
примерно на 0,5-10-"© свое- 
го вкачення за год. В начале 
1975 года были получены 
первые — экспериментальные 
подтверждения этого очень 
странного обстоятельства. 

В брошюре рассказано н 
о недавних прямых эксперн- 
ментах по измерению пред- 
сказанного общей теорией 
относительности так назы- 
ваемого «красного  смеше- 
ния» спектральных линий у 
снета. нспущенного очень 
массивмыми звездами. Ока- 
залось. что’ для проверки 
этого предсказания с не- 
обычайно высокой стененью 
точности достаточно  срав- 


нить энергию квантов гам- 
ма-излучения, иснускаемого 
нскусственио-радиоактивным 
железом, на поверхности 
Земли и на высоте 20 м над 
Землею! Теория предсказы- 
вает, что зиергия этих 
гамма-квантов будет отли- 
чаться на величину порядка 
2.10-1*. Именно такое раз. 
личие и было обнаружено в 
опытах америкапских физн- 
ков Паупза и Ребка. 

В другом эксперименте при 
номрщи необычайно точных 
атомных часов. размещен- 
ных на двух пассажирских 
самолетах, одии из которых 
легел с запада на восток, а 
другой — в  противополож- 
иом направлении, удалось 
измерить  предсказываемое 
общей теорией относитель- 
ности изменение хода ча- 
сов на миллиардные доли 
секунды. 

Брошюра — заканчивается 
описанием различных  тео- 
ретических моделей «черных 
дыр» и рассказом о понсках 
этих удивительных астроно- 


мнчсских объектов. Силы 
тяготения  вблизн них нпа- 
столько велики, что испу- 


щенный ими свег пе может 
удалигься за пределы близ- 
ких окрестностей этих тел. 
Казалось бы, мы принципи- 
ально лишены возможности 
узнать о существовании та- 
ких объектов. Но выясни- 
лось. что если черная дыра 
образует днойную систему 
вмосте с какой-либо обычной 
звездой, то по некоторым осо- 
бенностям спектра излуче- 
ния этой звезды можно уста- 
новитгь н пазичие связанной 
с ней черной дыры. Первым 
кандидатом на роль черной 
дыры оказалась звезда Х1 
в созвездин Лебедя. 

Автор рассказывает также 
© гинотетических  врашаю- 
щихся черных дырах и еще 
более уднентельных объек- 
тах — «черных .бездиах», гра- 
Витационные поля которых 
могут разрынать звезды, со- 
вершать катастрофические 
разрушения ин высвобож- 
дать при этом невероятные 
количества энергии. 


В. „Лешковцев 
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Информация 


ХХУ Олимпиада 
по физике 
в Польше 


В Физической олимпнале могут принимать 
участие все ученики носледних двух классов 
средних школ любого тина, а также ианболее 
способные ученики более младших классов. 
Олимпиада проходит в 4 этапа — вступи- 

зльный, 1, Ши ИЕ туры. Все задания олим- 
пмады разрабатываются Главным олнмпий- 
скнм комитетом. 

Участие во вступительном и в 1 турах — 
заочное, аво Ши ИТ турах — очное. Каждый 
участинк решает задания вступительного и 
Г туров дома и может пользоваться любыми 
книгами и пособиями. Учитель может по- 
могать учеинку разъяснениями, пе ведущими, 
однако, непосредственно к решению задачи. 
Не обязательно решать все задачи, посколь- 
ку на И! тур допускаются те, кто участвовал 
во вступительном туре и набрал достаточное 
количество баллов в 1 туре. Решения вступи- 
тельного задзния каждого ученика проверяег 
его учитель в соответствии с собственными 
критериями оценок. Начиная с Т тура, ре- 
шения проверяются централизованно и онс- 
ииваются по 19-баллыюй шкале — от 0 до 
10 баллов па каждую задачу. В эксперимеи- 
тальных задачах отдельно оцениваются тео- 
ретнческая и экспериментальпая части (та- 
ким образом, за одну задачу можно набрать 
в общей сложности 20 баллов). Задания | ту- 
ра проверяются чделами Охружных олим- 
пийских комитетов, которые составяяют спи- 
ски участников, допущенных ко И туру. 
Сореннования 1! тура (очного) проходят 


Рис. 1. Рис. 2. 
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в тех городах, в которых работаюг Окружные 
олимпийские комитеты. Участники, наибл- 
лее удачию выступившие па окружных со: 
ревиоваииях. приглашаются па 1 (Юэще- 
польский) гур, который проходиг в Вар- 
шане. 

Все участники ИТ тура (независимо от 
результатов своих высгуплений на этом туре) 
освобождаются от экзаменов по физике на 
аттестаг зрелости и при поступлении в вузы 
(где нместся вступительный экзамен по фи- 
зике). 

Победители Физической олимпиады осво. 
божлаются от всех всгупительпых экзаменов 
при носгуплении на факультеты точных паук 
университетов, в полигехиические вузы и в 

эенно-техническую академию. 

Ниже приводятся несколько теоретнче- 
ских и экспериментальных задач ХХ\У Фи- 
зической олимпиады в Полыие. 


Теоретические задачи 


Задача 1 (вступигельчое задание). Вы- 
брагь либо дагь и крагко обосаовать пра- 
вильный отвег: 

}) Тонкая оболочка в виде эллипсоида 
вращения разрезала па две части по окруж- 
ности (пупктирная лниня на рисунке |) ин 
из полосги выкачал воздух. Сила Р, необ- 
ходимая для разъединения частей, пронор- 
цнональна: а) бэльшой полуоси; 6) малой 


вС) 


Рис. 3. 


полуоси: в) паощади поверхности эллипсои- 
да; г) квадрату большой полуоси; д) киад- 


рату малой полуоси; ©)  произведелию 
большой н малой полуосей; ж)} объему эл- 
липсоида. 


2} К поверхности влектрически не заря- 
женной жидкости (папример, воды} подно- 
сится точечный положительный заряд. Ио- 
верхность жидкости искринляется так, как 
показано на рисунке 2, а. Еслн вместо ноло- 
жительного заряда поднести к жидкости 
отрицательный заряд, то поверхность жид- 
кости примет форму: а) такую же; 6) пока- 
занную -на рисунке 2, 6. 

3) На рисунке 3 приведена фотогрария 
следа частицы, оставленного ® камере Вуль- 
сона, помещенной в магнитное поле с индук- 
цней В. Эта частица двигалась в плоскости 
рисунка. Какнм по знаку был се электричс- 
ский заряд? 

4) Даны две индукционные катушки 
Ён Е... Положения катушех н направления 
их обмоток указаны на рисунке 4. Первона- 
чально через кагушку [,› ток ие течет, в то 
время как через катушку Ё, ирогекаег ток / 
в направлении, обозиаченном стрелкой. Если 
равомкнуть ключ К. то по цепи катушки 
{.. потечет ток в направлелии, обозначенном 
стрелкой: а) Г; 6) 2. 

5) В два касающиеся друг друга шарика 
ударяет третий шарик, скорость которого 
равна 7 см/сек. Массы всех шариков одина- 
ковы. Шарики гладкие, и их центры лежат 
на одной прямой. После удара скорости ша- 
риков оказались соответственно равными 
#1 —6 сле/сек, 0,— Зсм/сек. в, 2 см/еек. 
Был ли удар шариков упругим? Нреднола- 
гается, что шарики не вращаются ни перед 
ударом, ин после него. 

5) По горизонтальной новерхности двн- 
жутся без трения два одинаковых диска 
(рис. 5). Зная линейные и угловые скорости 
дисков, размеры ® иг (< В}, а также счи- 
тая столкповсние дисков упругим. можно ли 
однозначно определить  скоросги дисков 
после удара? 

7) Имеются две одинаково — изготон- 
ленные катушки (рис. 6). Около одной из 
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них находигся сверхпроводящая инть, обо- 
значзиная пуактипной дицией. Если иклю- 
чить кагушки в цепь н измеригь их индуктив- 
ности, то оказалось бы, что  ивдуктин- 
ность правой катушки: а) больше; й} рав- 


на; в) меньше индуктивности левой ка- 
тушки. 
Задача 2 (1! тур). Между обклад- 


камн илоского коидсасатора размерами 2 ах 
<ах24 (4 а} вставлены две дизлектри- 
ческне пластины размерами и`а-4 с ди- 
электрическими пропицаемостнми &, м к 
и одна диэлектрическая иластина размерами 
2ахазчас днэлектрической проницаемостью 
#з (рис. 7). Между пластинами вложета очень 
тоикая., длинная, изолированиая проводя- 
щая лента ширины а. Вычислить емкость 
этой системы в зависимости от перимегра х. 
Вычисяить силу Ё. вхогивающдую (или вы- 
таякиваю:щую)} ленту в конденсатор. если к 
его обкладкам подсоединен исгочник постоян- 
ного напряжения (. Слелать набросок гра- 
фика Е (х). Нэдсчигать нанбольшее зпначе- 
ние силы АР, приняз #, 10, #2, = 1. 
и!'4- 109 и /—=3000 в. Какой будет сила Ё, 
сли, заридив коядезсаюр ло напряжения 
И. отключить его от источника и лишь после 
этого ввести в изго ленту? 


Задача 341 тур). И жесстяы следую- 
щиг эксперименгальные данные: 1) угловой 
днаметр & Солнца. наблюдаемого с Земли, 
составлягг 32’; 2) солнечная постоянная $, 
равная лучисгой эчергии. проходящей за 
| сгк через | см? поверхности, перпендикуляр- 
ной прямой Земля — Сэянце н удаленной от 
Солица па расстояние между Землей и Солн - 
цем, составляет 5$—0,135 дж.см-?-сек-!; 
3) постоянная а Стефана — Бэльцмала рапиа 
о 5.67 . 0-1? дж. см-*.- сж-! . град-®; 
4) Солние излучаег практическитак же, 
как абсолюю черное тело. Пользуясь указан- 
ными  зазными, вычислить а)  темпера- 


туру поверхности Земли. полагая, что 
температура ие меняется со временем и чго 
Земля является телом абсолютио черным и 
абсолютво теплопроводным (это последнее 
предположение означаст, что температура 





Рис. 4. 


Рис. 5. 


Рис. 6 
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Рис. 7. Рис. 8. 
всех точек поверхности Земли одна и та же); 
6) температуру поверхностных слоен Солица. 

Указание. Полная энергия, излучаемая 
в течение | сек с | см? новерхпости абсолют- 
но черного тела, согласно закону Стефана — 
Больцмана равна 9Т*, где Т — абсолютная 
температура тела. 

Задача 4 (И тур). Два мыльных 
пузыря, прежде чем соединиться в один, часто 
образуют промежуточный сдвоенный пузырь 
с внутренией перепоикой (рис, 8). а) Зная 
зеличины г; И г», Вычислить радиус кривиз- 
ны г, з пленки, разделяющей пузыри. 6) Пред- 
положим, что г,==г}=г. Какие радиусы 
Куин К» имели пузыри, прежде чем образо- 
вали промежуточный пузырь? Каким будет 
радиус нузыря К после того, как лопиет 
разделяющая пленка? 

Предполагается, что избыточное давле- 
ние виутри пузыря зависит исключительно 
от поверхностного натяжения мыльной плен- 
ки, раднуса пузыря и числовых постоянных. 
Сверх того, считается, что избыточное дав- 
ление в пузырях намного меньше внешнего 
атмосферного давления, в силу чего суммар- 
ный объем газа в пузырях не изменяется. 

Указание. Объем шарового сегмента с 
размерами 4 и К (рис. 9 равен 


1 
2 (2 — ЗА?а + 43. 


Задача 5$ (111 тур). Над обширной 
горизонтальной равниной с самолета распы- 
лили жидкое бесцветное вещество, уничтожаю- 
щее насекомых. Коэффициенты преломления 
для крайних областей видимого спектра 
равны: лхр= 1,460 (для красиого цвета) и 
Пх-= 1,470 (для фиолетового цвета). До того 
как капельки жидкости попали на землю, 
иад равниной наблюдалась радуга, обуслов- 
ленная наличием этих капелек в воздухе. 
Вычислить угловые радиусы красной и фио- 
летовой дуг радуги. а ограничение 
ина угловую высоту Солица над горизонтом 
вытекает из того только факта, что радуга 
вообще наблюдалась? Принимается, что Солн- 
це является точечным очень отдаленным от 
Земли источником света. 

Указание. Показать, что различным дли- 
нам воли отвечают различные экстремальные 
значения угла, под которым лыч выходит 
из капельки после одпократного внутреннего 


$4 


Рис. 9. 


отражения. Далее показать, что максимум 
нитенсивности даниого цвета соответствует 
экстремальному значению упомянутого вы: 
ще угла. Эффектов, вызванных многократиы- 
ми отражениями лучей в капельках, можно 
не учитывать, 


Экспериментальн ые задачи 


Задача 1! (вступительное задание). 

а) Располагая высоким сосудом, по- 
плавком, сделанным из пробирки, в которую 
насыпано немного дроби и которая закупо- 
рена, водой, испытуемым маслом, линейкой, 
миллиметровкой, определить отношение плот- 
ности масла к плотности воды. Описать и 
обосновать метод измерения. Оценить ошиб- 
ку результата. 

6) В литровую колбу влить около 160 мл 
жндкого стекла и примерио 600 мл воды. 
После тщательного перемешивания бросить в 
раствор небольшие кристаллики белильной 
извести, медного купороса, азотиокислого 
серебра и других имеющихся в вашем распо- 
ряжении солей. Описать и объяснить на- 
блюдаемые явления. 

Указание. Ознакомиться 
осмоса. | 

Задача 2 (1 тур). Имея в распоряже- 
нии посеребренный изиутри шарик раднуса 
Ю®, сосуд с матовыми стенками, наполненный 
водой. гирьку с ииткой, линейку, металлн- 
ческий стержень иа штативе, определить 
коэффициент преломления света иа границе 
воды и воздуха (ие обязательно использовать 
все перечисленные приспособления). 


с явлением 


Перевеяи и подготовили публикацию 
Ф. Варпаховский и „Л. Максимюк 
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Лингвистика + 
математика 


В воскресенье 21 ноября 1976 года в 10 часов 
утра в злании гуманитарных факультетов 
МГУ па Ленииских горах состоится исрвый 
тур очередной ХИТ Олимпиады по языкове- 
дению н математике. В Олиминаде могут 
принять участнс все желающие. 

Лингвистика н математика! Откуда та- 
кое сочетание? (Современная лингвистика 
стремится к логической отчетливости н стро- 
гости изложения, свойственным точным нау- 
кам, в первую очередь — математике. Имен- 
но поэтому математические диспиплипы за- 
пимают большое место в учебных программах 
Отделения структурной и прикладной линг- 
вистики филологического факультета МГУ. 
Математика дает лингвистам не только и 
не столько коикретные результаты и теоре- 
мы, сколько строгий и формальный стиль 
мышления. 

Ниже приводится две задачи, прелла- 
гавиииеся на прежних Олимпиадах. Предме- 
та «лингвистика» ист в школьной программе. 
Поэтому условия предлагаемых задач со- 
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держаг нее сведения, необходимые для их 
решения. Решение должно быть получено 
путем точных логических рассуждений. Кро- 
ме того, при решзнии вам придется в явной 
форме сделать ряд допущений об устройстве 
естественных языков. 


Задача 1 
Даны три грузинские фразы: 


7х (тьд5Фо дот во дао эОЪБьво 
2 дуобо эФЬБьвой (тьдьфо Ззорто 
2 (до д Ь5бьд ] вой фо 33047] д0 


Две из них переводятся на русский язык 
как «хороший друг красивых сыновей» и 
«хорошие сыновья красивых друзей». 

Определите перевод каждой грузии- 
ской фразы. 


Задача 2 


Одии тантянии, будучи в Москве просз- 
дом, попросил определить, что означают 
таитянские слова Ги е. Для этого он пред- 
ложил иесколько фраз с переводом па 
русский язык. 

Листок, на котором былн написаны фра- 
зы. размок под дождем (см. рисунок). Может 
быть. вам удастся восстановить огсутствую- 
щие строчки и выполнить просьбу таитяннина? 
М. Алексеев, 
В. Беликов, 
О. Богуславская 


Селово= ме 


| 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Мастер спорта Седов, кандидат в 
мастера Чернов и перворазрядник Ры- 
жов встретились в клубе перед нача- 
лом турнира. 

— Обратите внимание, — заметил 
черноволосый,— один из нас седой, 
другой рыжий, а третий черноволо- 
сый. Но ви у кого цвет волос це соот- 
ветствует фамилии. Забавно, не прав- 
да ли? 

— Ты прав, — подтвердил мастер. 

Какого иветаволосы у кандидата 
в мастера? “ 

2. Золотой призер школьного чем- 
пионата по футболу набрал 7 очков, 
серебряный — 5, броизовый — 3. 
Сколько очков набрала команда, за- 
нявшая последнее место? Сколько 
команд участвовало в чемпионате? 
(За выигрыш дается 2 очка, за ни- 
чью — 1, за‘ поражение — 0; если 
две комаиды набрали одинаковое ко- 
личество очков, то места определяют- 
ся по разности забитых и пропущен- 
вых мячей. ) 

3. На пятв фишках проставлено 
по одной цифре: 0, 2, 4, 6, 8. Отберите 
из этих фишек четыре и расположите 
их в ряд так, чтобы получившееся 
четырехзначное число было квадра- 
том некоторого целого числа. 

4. Как вы думаете, будет ли в 
ракете, в которой все тела находятся 
в состоянии невесомости, ‘гореть 
свечка? 


Рис. Э. Назарова 
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А. Дейнега Логические 
задачи 
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и неравенства 


Сделав уроки, пятнклассник Володя 
занялся решением логической задачи 
№ 1291 из учебного пособия «Мате- 
матика, 5» (М., 1976), заданной 
на дом на математическом кружке. 
Вот она. 

В соревновании по бегу участвовали 
три бегуна: Авдеев, Васильев и Семе- 
нов. Перед забегом один зритель ска- 
зал, что первым придет Авдеев, вто- 
рой — что Семенов не будет послед- 
ним, а третий — что Васильев не 
придет первым. После забега оказа- 
лось, что один зритель цгадал, а два 
других ошиблись. Как закончились 
соревнования? 

Шло время, а Володя так и не 
мог решить задачу. Наконец он об- 
ратился за помощью к своей старшей 
сестре Наташе. 

— Думай сам! — сказала сестра, 
занимаясь своим делом. 

— Так я же все время думаю... 
пожалуйста... я же ие часто к тебе 
обращаюсь... 

— Ну ладно,— согласилась На- 
таша.— Только, давай, решим эту 
задачу с помощью неравенств. Хо- 
рошо? 

— Я не против, только как это — 
неравенств? Учитель так не показы- 
вал, мы решали логическн...— Уди- 
вился Володя. 

— Ну и что же? А мы решим ио- 
своему. Сначала обозначим место, 
занятое Авдеевым, через а, Василье- 
вым — через Ь, Семеновым — через с. 
Бегунов было трое, поэтому каждый 
из них мог занять |, 2 или 3 место. 





Значит, а, ВБ н с могут быть равны 
лишь 1, 2 или 3. Подумай, как это 
записать в виде неравенств? Между 
какими натуральными числами на- 
ходится а? 6? (> 

Володя подумал и записал: | = 
а=3, |< З, 123. 

— Правильно, — сказала — сест- 
ра. А теперь попробуем записать 
условия задачи с помощью величин а, 
р ис. В задаче сказано «первым при- 
дет Авдеев», поэтому а = |1. Дальше 
«Семенов не будет последним», зна- 
чнт, он может занять | или 2 место, 
поэтому. как ты сам уже догады- 
ваеиься, запишемс = | или с =2. 
Как это выразить с помощью нера- 
венств? 

— Я понял, сказал Володя.— 
Надо записать так: | с 52. Тогда 
н предложение «Васильев не придет 
первым» запишется аналогично: 2 = 
== 3. 

— Очень хорошо. Давай все, что 
мы получили, выпишем вместе: 


{р а-- 1, 
(15-2, (*) 
(ИО 2<6<3. 


Такую запись будем называть «систе- 
мой». Но эта система еще не все вы- 
ражает в задаче. Например, нами 
еще не использовано то, что «один 
зритель угадал, а два других ошиб- 
лись». Как эти данные записать с по- 
мощью неравенств? 

— Неравенств?... ума не прило- 
жу... 


$ 





Слова 
«ошибся» выражают противоположные 
логические «действия», онн отрипают 
друг друга- 
«угадал» — «НЕошибся» 
«ошибся» — «НЕугадал». 


— Смотри. «угадал и 


Как видиин», эго делается с помощью 
частины НЕ. 
Что касается нашей задачи, то да- 


вай составим таблину: 


Нротивоположное 
выска лывлиие 


Прямое 
высказывание 





А не равно В (АВ; 

АВ или АВ) 
Ане больше В (А=В) 
А не меныше В (АВ) 


А ранно В(А- В) 


А больше В(АЗВ) 
А мелыше В (АВ) 


Прямое писказывание 


Противоположное 
высказыванне 


— Используя эту таблицу, — про- 
должала' Наташа,— можно перевести 
на язык неравенств фразу «один из 
трех зрителей угадал занятое бегуном 
место а два других ошиблись». 
Попробуй это сделать сам. 

С таким заданием Володя снра- 
вился, приводим его записи. 


Если Ё зритель угадал, а И и 
„ИЕ ошиблись (см. систему (*)): 
№ =1|, 
с =3, 
[ь = | 
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Если П зритель угадал, аТи ИП 
ошиблись: 


2<%<9<3, 


13 са, 
=. 


Если ИТ зритель угадал, а и П 
оиняблись: 


2=а=3, 


3. 
2 <Ь=3. 


— Все верно, — сказала сестра.— 
Теперь смотри: первая система не 
ГОДИТСЯ... 

— Да, это видно сразу: в ней 
а = 1иф = Е но Авдеев и Васильев 
не могли занять одинаковые места. 
А вторая... из нее следует, что © = 1, 
с = 2, а = 3. Она годится! Посмот- 
рим теперь третью... кто же занял 
первое место? Никто? Значит, 
н третья система не годится. 

Итак,— провозгласил Володя, — 
соревнования закончились со следую- 
щим результатом: Васильев занял 
первое место, Семенов — второе, Ав- 
деев — третье. 

— Ну, а теперь реши еще одну 
задачу, — сказала Наташа, достав ка- 
кую-то книгу *). 

Аня; Варя и Клава ходили на де- 
монстранцию. Одна из них была в 


*) И. Я. Депман, Рассказы о старой 
н новой алгебре, Л., 1967, с. 122. 





красном платье, другая — в белом, 
третья — в синем. На вопрос, какое 
на каждой девушке было платье, они 
дали ответ: Аня была в красном, 
Варя — не в красном, Клава — не в 
синем. В этом ответе одно из трех 
утверждений — верное, два — невер- 


ные. В каком платье была каждая 
из девушек? 
— И тоже с помощью  нера- 


венств? — спросил Володя. 

— Конечно* — ответила сестра. 

— А я не знаю, что больше — 
синее, красное или белое,— возму- 
тился Володя,— и вообще это совсем 
другая задача, ничем не похожая 
на предыдущую. 

— Хорошю, я тебе немного помо- 
гу,— сказала Наташа.— Давай за- 
нумеруем цвета. Красный цвет пусть 
будет первым, белый — вторым, а си- 
ний — третьим. 

— А... Тогда я, наверное, смогу 
реннть задачу, —- чуть помедлив про- 
нзнес Володя.— Я обозначу через 
а — цвет платья Ани, через 6 — 
цвет платья Вари и через с — нвет 
платья Клавы. Теперь запииу усло- 
вня задачи с помощью неравенств 


а=|, 
2—3, 
1 с=2, 

— Смотри, Наташа! Да ведь полу- 
чилась та же самая система! И точно 
так же нужно рассмотреть три слу- 
чая, в которых одно утверждение вер- 
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но, а два других неверны. Значит, 
я, не решая задачи, могу сразу ска- 


зать, что а -=3, = ас=: 2. 
Аня была в синем платье, Варя в 
красном. а Клава в белом! 

— Совершенно верно,— ответила 
сестра.— Здесь проявилось, навер- 
ное, самое важное достоинство мате- 
матики: совершенно разные задачи, 
записанные има ее языке, могут стать 
одной и той же задачей. Таким обра- 
зом, решив одну из инх, мы получаем 
решение ‘и остальных задач. Когда 
подрастешь, увидишь, что нередко 
различные задачи из физики, химии, 
экономики, биологии часто оказы- 
ваются одной и той же математиче- 
ской задачей. 

Ну, а теперь уже без моей помощи 
реши еще две задачи. 


1. Написав контрольную работу по ма- 
тематике, сестры сообщили родителям: 

Света. На этот раз я валисала на 5». 

Люда. — Я написала не на «3». 

Ира. — Я написала не на ©5». 

После проверки работ оказалось, что 
сестры получили разные положительные 
оценки и из трех высказываний сестер одио 
верное, остальные — ошибочны. Какие оцсн- 
кн получили за контрольную Света, 
Люда и Нра? 

2. Три брата имеют звания капитана, 
старшины сержанта. Из трех утверждений 
«Алексей — старшина», "Владимир — не 
старшина», «Семен — не сержант» лишь од- 
но — верное. Какие воинские звания у 
братьев? 


$7 
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Б. Кордемский Сч итайте 
обдуманно 


(Диалог двух друзей) 


Петя. 
находить 


Мне правится считать, 
числовые значения алге- 
бранческих выражений, выполнять 
арифметические действия — делай 
действия по правилам в том поряд- 
ке, как указано, да только старай- 
ся не иросчитаться. 

Коля. Я тоже люблю считать, 
но не хочу низводить себя до уровня 
арифмометра. Если надо произвести 
подряд несколько действий, то за- 
тратив минуту для обдумывания воз- 
можных унрощений, я экономлю 
5 минут, а может быть и болыше. 

Пример 1. Вычислить сумму 


73 +76 466 +- 68 + 75 + 67 + 78, 


Петя. Складываю единины; 3 
-|- 6-66-88 + э-+7т-8 43. 
Пишу 3 единицы, а 4 десятка иприбав: 
ляю к остальвым десяткам... 

Коля. Ая бы действовал иначе. 
Замечаю, что все 7 слагаемых близки 
к числу 70, вот н надо 70 умножить 
на 7, да учесть избытки и недостатки: 
70-743 16—4—2+5—3 

-8 490 + 13 

Пример 2. Вычислить 


т 


Петя. Теперь и мне хочется по- 
искать более рапиопальный путь. 
У чикел 72 и 30 есть общий множн- 


503. 


, 2 
тель 6, следовательно, (= 
можно вынести за скобку, н тогда 
о 290100 
( 13 ) У 9“ 36. 


бо 





Оказывается, 


даже я в 
«в уме» справиться с такими вычис- 
лСвиями. 

Пример 3. Разделить 28 902 


силах 


| 
на т 


Коля. Удобно применить такой 
способ: прибавить к данному числу 


одну треть его и результат разделить 
2 4 


8 30 — 
6 +). поэтому 28 902: 


на 10, — ведь 1:75. 





:7 р (28 902 1-9 634) : 10 =3853,6. 
Гример 4. Найти а* -- аб - 
1. 6", если а > 236, В = 164. 
Петя. Сумма а в = 400. 
Это — удачно. Такое чнсло легко воз- 
водить в квадрат. Значит, пребразую 
данное выражение к виду: (а -! 6) — 
— аб, и тенерь 400? — 236.164 - 
Слоп. Я, кажется, в самом деле стал 
наблюдательным. Вижу, что и про- 
изведение 236-164 вычислить нетруд- 
но. Действительно, 236.164 =: (200 
— 36)-(200 — 36) 200 — 36°. 
Окончательно — получаю 4002 — 
— 200: -- 36 600.200 -|- 36* = 
- 120 000 + 1296 = 121296. 
Коля. Ну раз так, то я решу 
тебе один пример, а ты объясни, 
почему так получается. 
Пример 5. Вычислит 58°. 
Решаю. 58 — 25 = 33, 8? == 64. 
Приписываю 64 к 33, получаю 3364. 
Или так: 25 + 8 = 33, 8: = 64; от- 
вет: 3364. Когда еще можно так вы- 
числять квадраты целых чисел? 


Ответы, указання, решения 





\ статье «В фокусе линзы» 


1. Митенсивиасть в фокусе лиизы 
1" Ток. 
Интенсивность № до фокуснронки убывает 
обратно пропорционально квадрату расстоя- 


ния до источиика. Поэтому при удалении 
Солица на звездное расстоянне А она 
булет равна 
{ Ю, \2 
ав =ЁЬ |) у 


где Го 0,14 вт см? — интенеиниость излу- 
чения на расстояния, равном радиусу орби- 
ты Земли ЮВ, !.5-1©И м. Подставна К 
-4-10 м. найдем 
ив 2. Ю- вии см?. 

Угловой размер Солвца при удаления нл 
расстоянве Ю-— 4.10% м умешыцается до 
О.== 1,75 - Ю-8 рад (раднус Солниа гы 7 - 10#м). 
Считая, что длина полны излучения Аж 
24.5 10-3 см. найдем значение угла дифрак- 
цноннога размытия: у=-72.25.1-3рад. 

Таким образом. 9, < в. н следовательно, 
для коэффиниента усиления следует пользо- 
ваться днфракиионной формулой 

В. 
= хх 5» т 28. НО". 
#7 А: 
Окончательный — результат: 
Т:-(ь. Кей вт смт. 


2. Радиус  фиокальютго  нятна равен 


пе [бо = бы [6 +). 


Площадь фокального пятна Эры 
ъа 
На № " к 
= лир и лЙ [°, - к - Так как 
` 


$ й 
К = к (5а = ла" — нлощадь апертуры) ‚то 
в общем случае 


а? 





Ка — = 
2(9, -- =) 


3. Цвтенсийвост, излучения звезды до 
фокусиронки Ган =я 2-10-@ втусм? (см. зала- 
чу 1). Следовательно. для получения в фо- 
кальном нятие нитенсивностн Ё р = 100 вт/смт 
коэффициент усклеция лиизы должез быть 
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равен 
Те й 
= - 
ов 


Поскольку раднус линзы (а следовательно, 
н соотношение между @› и 0.:) не известен, 
для коэффициента усиления следует пользо- 
ваться общей формулой (см. задачу 2} 
} а° 
К 2: } 2. `э 
Ё (6, + Е 


Полставив в эту формулу известные величи- 


ны (= 6.2, 0. = 2508 рабь № 





= 4,5-10-3 см), получим 
1 
5.1083 = =. 
5 
оо) 


Отсюда найлем ралнус линзы: 


= 143 м. 


К статье «Осторожно — максимум!» 


Опшет ни чопрос 3. Сформулированнае 
утверждение, если понимать максимумы и 
минимумы только в строгом смысле, ис- 
верно — пример см. на рис. [| (соответ. 
ствукющая функния не имсет строгих экстре- 
мумюв)- Самый же простой опровергакиций 
пример — функния, постоянная на отрезке 
4, БИ у 

Ответ на вопрос 4. Сформулированное 
утперждение неверие. График соответ- 
ствующей функции изображен на рисунке 2 
(точки эксуремумов сгуцимотся к точке мак- 
симума хо). 


К статье «Нлш выбор — теорема синусов?» 


|. [ МХ1-=2ю. Указаиие. —Дока- 
зать. что треугольник ААА подобен треу- 
гольнику АВС, н рассмотрель треугольники 
мом ИМО] АМ] ин АВС. 






Ф 
1 
} 
| 
| 
1 
| 
1 








3 


2 =2 агссо$ Кн 


Я се 
3. В — агссо$ д 


А=л— 3 агссо$ 4 Указание. Из ус- 


ловия следует, что 2| ВС | = | АВ] + | АС], 
нли но теореме синусов 25138 = чп 28 4+ 
+ ян В. 





1 [23 
4. 5 == а" 005 я-сщ вт Указа - 


ние. По теореме синусов из трехгольника 
ВОС (С — верниша прямого у О — центр 


впнсанного круга, [| ВО | =а, ВОС = 90° + 
-- &/2) определить катст ВС. Затем по ка- 
тету н противолежащему углу пайти пло- 
щадь. ° 

5- Угол АВС — тупой. У казание. 

—^. 

1ОС1 _ 1061 |821 _ АВС 
|951 — ТВОТ" А] —988Я Пот 
ореме синусов. 


в ЗААЛВЕ _ 
5 о м 
ВВРЕ за (6 — | 


занне. Занисать отношение нлощадей 


. 


эт? (45 м 


|“) 
я 





5 


Ука- 





-|: 


ЗдАВЕ 1АЕ|] [АЕ]! |ВЕ] 


5дврЕ 1 РЕГ” | ВЕ] `]ОЕ] 


и с помощью теоремы синусов перейти к 
ыы синусов противолежащих углов. 

7. | ЛЕ] —2 см. Указание. Ириме- 
нигь неорему синусов к греугольнику АСЕ. 


К статье «Логические задачи н неравенства» 


1. Снета — 3. Люда — 4. Ира — 
2. Алексей — сержант, В Нм — 
старшина, Семен — капитан, 
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К задачам 
(см. с. 42) 
1. а) 2-21 =(2'—1) (21-4 25--1); 
6 28—25 1= (28-1) (28—2—1); 
в) 219—244 1==(28 НИ) (29—25 1). 
2. в) х=3, У=2, 2=7; 6) х=2. у=7; 
в) х—=|; г) х=2, у=7, 2=6. 
3. 6) Нельзя. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 


(см. «Квант» А 9) 

1. 64 001=7-41.223 (все эти числа про- 
стые). В классе не может быть 223 ученика. 
ноэтому в классе 4] ученик, и они вноснли 
но 2 руб. 23 кон. 

2. 8 орехов. 

3. Воспользовавшись правилом рычага, 
вайдем, что свободный конец рычага нридет- 
ся переместитьна 1,2 - 10" м {для сравнения: 
расстояние ог Земли до Солинаяы 1,5. ЮИ м). 

4. Выпалн 352 страницы (176 листов). 
Указание. Число. выпавших страниц 
должно быть четным. 

5. Числа вида р*, где р — простое число. 
Указание. Если р — простой делитель 
числа х, то ин х/р — делитель числа х; из 
равенства х/р-=р лолучаем х=р*. 


К залачам 
(см. «Квант» № 9, с. 65) 
о . 5а на 
ь твет: 1-5) казанис. 


Продолжить боковые стороны трапецин до 
пересечения и воспользоваться  подобнем 
полученных треугольников. 

2: № № 


4. Ответ: 8 30’. Указание. 
Легко пайти отношение |АС]; [АВ], оо 
равно РЁ: 2. 


« Арифметический ребус» 
(см. «Квант» № 9, 3-я с. обл.) 


347815126 
== 47845126 
82087525 
ТИТ 
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Риколиси не возвращаются 


Куапетесите.ги 


Дорогой читатель! 


Для улучшения работы журнала нам очень важно знать Ваше 
мнение о публикуемых в журнале материалах, о том, насколько 
журнал учитывает в своей работе Ваши стремления и интересы. 
Просим Вас ответить на вопросы анкеты кратко, подчеркнуть от- 
вет, с которым Вы согласны, заполнить пропуски. Мы, конечно, 
будем очень Вам благодарны также за все развернутые советы и 
пожелания, которыми Вы хотели бы дополнить нашу анкету. Чтобы 
мы могли оперативно использовать Ваши советы, просим прислать 
нам заполненную анкету возможно быстрее, желательно сразу же 
по получении. 

Пишите нам по адресу: 113035, Москва, М-35, Б. Ордынка, 
21/16, «Квант», «Анкета». 


———— д ————-—ы—- 


Ваша фамилия, имя и отчество. 


Возраст, класс или профессия и специальность. 


Место жительства и школа. 


Являетесь ли Вы подписчиком «Кванта»: 
а) 1 год; 6] 2 года; в] 3 года; г] более 3-х лет! 


Ваше отношение к журналу в целом: 
а] нравится; 6] не очень; в] не нравится. 


Что Вам в нашем журнале больше нравится: 
а) математика; 6] физика; в) одинаково — математика м фн- 
зика; г) не нравится ни математика, ни физика} 


По мере того как Вы читаете наш журнал, стала лм для Вас 
более интересной: 


а) математика; 6] физика! 


8. Справляетесь ли Вы с задачами из раздела «Задачник 
«Кванта»: 


а} часто; 6] не очень; в] не справляетесь} 
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9. Понятны ли Вам решения «Задачника «Кванта»: 
а) да; 6] не очень; в} не понятны! 


10. Интересны ли Вам статьи, помещенные 8 «Кванте» в 1976 г./1 
Еслм да, назовите несколько таких статей: 


а) по математике; 6] по физике. 


11. Доступны ли Вам статьи, публикуемые в «Кванте»: 
а] по математике; 6} по физике! 


12. Какие конкретные статьи по математике или физике Вы хо- 
тепи бы видеть в нашем журнале, какие темы для статей Вы хоте- 
ли бы нам предложить! 


13. Какие материалы Вам более интересны: 


а] общие статьи; 6] статьи из раздела «Математический кру- 
жок»; в] статьи из раздепа «Практикум абитуриента»; г] ста- 
тьи из раздела «Лаборатория «Кванта»; д] «Квант» для млад- 
ших школьников»; е) исторические статьи! 


44. Какие новые разделы журнапа Вы хотели бы видеть в бу- 
дущем1 








15. Прорабатываете ли Вы материалы «Кванта» индивидуально 
или вместе с другими любителями математики и физики! 


16. Нравится ли Вам оформление журнала: 
а) да; 6] не очень; в] не нравится! 


17. Каким бы Вы хотели видеть журнап в 1977 году} 
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КЛЯКСЫ И ВЫЦИНАНЬКИ 


Во всем мире известны кружевные польские 
«выцинанькн» (одноцоетные н многоцветные вы- 
резкн). которые используются и в качестве укра- 
шений ннтерьеров, н как мотнвы для художнн- 
ков в графике и в текстильной промышленностн. 
Наверное. ше менее нззестны во всем мире 
кляксы, которые до появления шариковых ручек 
вызывалн огорчения у многнх школьников, пнса- 
ей и делопроизводителей. 

опробуеы подойти к вопросу о кляксах н вы: 
цинаньках математически. 
И изображенная здесь выцинанька, и клякса на 
первой странице обложки симметричны — с этим. 
вилнмо. согласится каждый. А какая из ннх 
«более сныметрична»? Нельзя лн описать это 
понятие количественно. Овести «ыеру симыетрич- 
нссти» фигуры? 
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Клякса получилась тах. на лист бумаги по. 
брызгали черннл, сложили лист вдвое, а затем 
разогнули. Линня сгиба — ось симметрии кляксы. 
прн отражении в этой оси клякса перейдет 
в себя. 

Сходным образом получилась выцинанька, толь- 
ко лист бумаги согиулн несколько раз, выре- 
зали из полученного «пирога» кусок. а затем 
развернули лист. Позтому выцинанька перейдет 
в себя при отраженнн в любой лнинн сгнба листа 
бумагн. 

Оказывается, именно множеством таких линий 
сгнба н описывается степень сныметричности 
фигуры. 


Подробно об этом рассказывается в статьях ив 
с. 2—2. 
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А. Дозоров 
Электрические 
мультиполи 


Потенциал электростатического поля, 
создаваемого точечным зарядом в ка- 
кой-нибудь точке окружающего про- 
странства, обратно пропорционален 
расстоянию от заряда до этой точки 
(смотри приложение в конце статьи). 
Казалось бы, что и любое множество 
зарядов, сосредоточенных в некото- 
рой областн, вдали от этой областн 
будет создавать потенциал, обратно 
пропорциональный расстоянию. Од- 
нако такое заключение в общем слу- 
чае неверно. Оказывается, что, рас- 
полагая заряды в определенном по- 
рядке, можно получить потенциал, 
обратно пропорциональный любой це- 
лой степени расстояння. 

Для того чтобы убедиться в этом 
необычном свойстве, нам потребует- 
ся лишь одно математическое утверж- 
дение: если величина |х| меньше 
еднницы, то справедливо соотноше- 
ние 





ея. .. (1) 


Это — хорошо знакомое вам выраже- 
нне суммы бесконечно убывающей 
геометрической прогрессни. 
Перейдем к рассмотрению различ- 
ных систем электрических зарядов. 
На расстоянни г от точечного заряда 9 
величина потенциала ф, создаваемого 
этим зарядом, обратно пропорцио- 


й 
нальна расстоянию: =”. Коэф- 
фициент пропорциональности А зави- 


2 
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сит от выбора системы единиц. В СИ 
1 
Е: Нам будет удобнее вы- 


брать снстему единиц, в которой 
Е = 1 (Система СГСЭ). Кроме того, 
будем считать, что все заряды нахо- 
дятся в вакууме, то есть г = 1. 
Рассмотрим, например, три за- 
ряда, расположенные на одной пря- 





мой на некотором расстоянии друг 
от друга (рис. 1). Пусть АВ =а, 
АС = 6, а величины зарядов рав- 


ны 9, ли тд, где пи т — некото- 
рые числа. Найдем потенциал в точ- 
кер, лежащей на продолженин отрез- 
ка АС на расстоянии г от точки А 
и находящейся достаточно далеко от 
всех трех зарядов. Математически 
последнее условие можно записать 
в видег >» а - 6. Согласно принципу 
суперпозиции электрических полей 
потенциал ф в точке Р равен алге- 
бранческой сумме потенциалов полей, 
создаваемых каждым зарядом: 
Ч 19 т9 


т 


9, п.м 
ты а " Г. 
г 


Е 


Г 








Так как нас интересует лишь случай 
гра-ь, то можно воспользовать- 
ся соотношением (1). При этом полу- 
чим 


2 
$ = + (1+ ++ 


3 


а [ 6? 
В. нии + 


3 
+=+.. ны 
ть ы 5 
И ие ка 
3+ 763 
че +. 


Из этого выражения видно, что для 
болыших расстояний г абсолютная 
величина каждого последующего сла- 
гаемого значительно меньше, чем пре- 
дыдущего, если только числитель пре 
дыдущего слагаемого не равен нулю. 
Например, если сумма зарядов не 


равна нулю (9 + пд + тд=2 0), то 
основную роль в формуле (2) будет 
нграть первое слагаемое, и потен- 
циал поля системы зарядов будет об- 
ратно пропорционален первой степе- 
ни расстояния. Если сумма зарядов 
равна нулю (система в целом ней- 
тральна), то основную роль играет 
второе слагаемое: потенцнал обратно 
пропорционален квадрату расстояния 
от зарядов до точки наблюдения. 
Но можно выбрать н такое располо- 
жение зарядов, при котором и первое, 
н второе слагаемые будут равны нулю. 
Из формулы (2} видно, что для этого 
необходимо выполнение двух усло- 
вий: 

(За) 


9 (па | ть) = 0. (36) 
Условие (За) говорит о том, что пол- 
ный заряд системы равен нулю, то 
есть заряды не могут быть одного зна- 
ка. Сокращая в (За) и (36) произ- 
вольный заряд д, получим два урав- 
нення с четырьмя параметрами пл, 
т, а, Ь. Это означает, что можно 
выбрать бесконечное число вариантов 
расположения и величин зарядов, 
удовлетворяющих уравнениям (3). 
Выберем два параметра, например 
характеризующие расположение за- 
рядов, по своему желанию. Пусть 
Ь = 2а, то есть АВ = ВС. В этом 
случае из уравнений (За) и (36) 
получим п = —2, т=1, то есть 
в точке А (см. рис. 1) находится за- 
ряд 4, в точке В — заряд —294, 
а в точке С — заряд 4, АВ = ВС = 
= 4. Такая система зарядов на боль- 
ших расстояниях создает поле, по- 
тенциал которого (см. формулу (2)) 


+19 + та=о0 
н 


2 422 640243 
м о 


Основную роль играет здесь первое 
слагаемое, то есть потенциал обрат- 
но пропорционален третьей степени 
расстояния. 

Если потребовать, чтобы наряду 
с условиями (За) и (36) выполнялось 
также условие 


`па? + ть? = 0, (Зв) 
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Рис. 1. 


то, как это следует из формулы (2), 
потенциал будет пропорционален 7 *. 
Однако система уравнений (За)—(Зв) 
не имеет решений. Действительно, ум- 
ножим уравнение (36) на а. и сравним 
полученное уравнение с (3в). Полу- 
чим а = В, после чего (36) превра- 
щается в уравненне п + т = 0, а 
(За) приводит к противоречию 1 = 0 
(если только 9520, а случай 9 =0 
ие представляет физического интере- 
са). Аналогичный результат мы полу- 
чим и для всех остальных членов в 
формуле (2). 

Таким образом, три заряда, изо- 
браженные на рисунке |, могут в за- 
висимости от их величин и взаимного 
расположения создавать на больших 
расстояниях поля, потенциалы кото- 
рых будут пропорциональны 1/7, \/7? 
или 1/73. 

Аналогичным образом можно рас- 
смотреть поле любой системы заря- 
дов. Кроме того, можно указать изящ- 
ный метод построения системы заря- 
дов, создающих на больших расстоя- 
ниях. поле с потенциалом 

С 
в = Ее ` 4 
где п — целое число, С„ — некото- 
рая постоянная, зависящая от вели- 
чин зарядов и нх взаимного располо- 
жения. Система зарядов. создающая 


‚ поле с потенциалом (4), называется 


электрическим мультиполем лп-го по- 
рядка или 2"-полем. Простейший слу- 
чай п = 0 — мультиполь нулевого 
порядка — соответствует точечному 
заряду. В общем случае мультиполь 
п-го порядка содержит 2” зарядов. 
Так вот, если имеется мультиполь 
п-го порядка (2”-поль), то из него 
легко построить мультиполь 
(п + 1 го порядка. Для этого нужно 


3 


к прежнему 2”-полю добавить такой 
же 2"-поль, но только симметрично 
сдвинутый на некоторое расстояние и 
к тому же с противоположными по 
знаку зарядами. Получится система, 
состоящая, как принято говорить, 
из двух противоположных 2”-полей. 
Эта новая система образует мульти“ 
поль (п -- 1)-го порядка (2”+1-поль). 

Рассмотрим несколько примеров. 

Точечный заряд —9 — мульти- 
поль нулевого порядка. Образуем 
из него мультнполь первого порядка 
(2-поль), который принято называть 
диполем. Сдвинем точечный заряд — 4 
на расстояние [ и изменим знак за- 
ряда. При этом получим диполь, изо- 
браженный на рисунке 2. Его при- 
нято характеризовать так называе- 
мым дипольным моментом @ = 91; 
вектор |! направлен от отрицатель- 
ного заряда к положительному, а его 
длина равна расстоянию между за- 
рядами. 

Вычислим потенциал ф‚, создавае- 
мый полем диполя в удаленной точ- 
ке р, лежащей на продолжении лни- 
нии, соединяющей заряды (АД = 
У Й: 





ТЕ 9 Я 1_\ 
О т г 


г, 


Применяя соотношение (1), получим 


главную часть потенцнала, создавае- 
мого диполем: 
9 а 
Фви = у = 12. (5) 


Если точка наблюдения не лежит 
на линии, соединяющей заряды, то 
ее положение можно охарактеризо- 
вать двумя координатами: расстоя- 
нием до одного из зарядов и, напри- 
мер, углом между дипольным момен- 


=® 
2”. с 
Р.^ 
р. 

са В еб 
9— - 
4 19 р 
Рис. 2. 
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Рис. 3 


том и радиусом-вектором, прозеден- 
ным от положительного*) заряда в 
точку наблюдения. 

На рисунке 2 точка С характеризует- 
ся координатами р = ВС н углом 0. 
В этом случае расчет потенциала не- 
сколько усложняется. Приведем лишь 
результат: * 


4 соз 9 
и 6? 





- (5а) 


Чтобы из диполя — мультиполя 
первого порядка — образовать муль- 
типоль второго порядка (2?-поль, ча- 
ще его называют квадруполем), на- 
до к прежиему диполю добавить та- 
кой же диполь, смещенный на не- 
которое расстояние н изменить в нем 
знаки зарядов’ на противоположные. 
Сделаем это так, как показано на 
рисунке 3, а: сместим диполь на ве- 
личину его-длнны [. (Смещение мож- 
но выполнить и на меньшее расстоя- 
ние. В этом случае расчеты будут 
несколько длиннее.) 

Если заряды мультиполя распо- 
ложены на одной оси, то мультиполь 
называют аксиальным. На рисун- 
ке 3, б изображен аксиальный квад- 
руполь, получающийся из системы 
зарядов рисунка 3, а, а на рисун- 
ке 3, в общий случай квадруполя — 
заряды равной величины и противс- 
положных знаков симметрично рас- 
положены в вершинах параллело- 
грамма. Потенциал квадруполя ф., 





*) В силу того, что г»{1, результат не 
измеинтся, если радиус-вектор провести от 
отрицательного заряда. 


Рис. 4. 


согласно формуле (4), должен быть 
пропорционален 1/°. Следователь- 
но, в разложении (1) достаточно 
учесть члены суммы лишь до х”. 

Определим коэффициент пропор- 
циональности С, для  аксиального 
хвадруполя, изображенного на рн- 
сунке 3,6. Расчет выполним для 
удаленной точки О, лежащей на осн 
квадруполя: 


4 (—28) 9 
РЕ г.—1 Е > 





9 { г 
= у -2 (++ =) + 
21 41] 29 
г (ее. 


Образуем теперь  мультиполь 
третьего порядка, называемый обыч- 


но октуполем, так как в общем слу- 


чае в него входит 8 одинаковых по 


велнчнне зарядов. Для этого до- 
полним  аксиальный — кзадруполь 
(рис. 3,6) симметричным аксиаль- 


ным квадруполем так, как показано 
на рисунке 4, а. При этом получим 
аксиальный октуполь (рнс. 4, 6). 
В общем случае из квадруполя 
(рис. 3, в) получается октуполь, изо- 
браженный на рисунке 4, 8, заряды 
которого расположены в вершинах 
параллелепипеда. Потенциал элек- 
тростатического поля октуполя фФ., 
согласно формуле (4), должен быть 
пропорционален 1/*. Определим по- 
тенциал, создаваемый полем акси- 
ального октуполя в точке О: 
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св 


{ — 39) 39 (—ч) 
ре ь 


РИ ВР 6-31 = 


в, №3 
аж + 


. 22 472 813 
+3 (1+7 += +=) - 
3 9 27 6913 
(+++) и 


Аналогичным образом вычисля- 
ются поля мультиполей более высо- 
ких порядков. 

Вдали от любой системы электри- 
ческих зарядов поле этой системы 
можно представить как результат сло- 
ження полей мультиполей различ- 
ных порядков. Чем выше порядок 
мультнполя, соответствующего рас- 
сматриваемой системе зарядов, тем 
в целом нейтральнее система, тем 
быстрее уменьшается поле при уда- 
ленин от зарядов. 

Мы рассмотрели потенциалы элек- 
тростатнческих полей, создаваемых 
аксиальными мультиполями на их 
оси. Вычисление потенциала в про- 
извольной точке пространства про- 
изводится таким же образом, но рас- 
четы становятся более громоздкими. 
Если известен вид потенциала муль- 
типоля ф’ = С,/г"Н, то однозначно 
определяется значение напряженно- 
сти электрического поля Ё, а следо- 
вательно, и силы Ё = 9Е, действую- 
щей со стороны мультиполя на за- 
ряд 9 (смотри $ 76 в учебном посо- 
бии «Физика-9»). Если п = 0 (что 
верко для любого мультиполя), то 


| 
Ея (6) 
Опуская математические подроб- 
ностн, рассмотрим картины силовых 
линий диполя и аксиального квадру- 
поля, представленные на рисун- 
ках 5, ан 5, 6. На рисунке 5, а изо- 
бражено поле диполя. Полная на- 
пряженность электрического поля Е 
в каждой точке получается путем гео- 
метрического сложения поля положи- 
тельного заряда Е, с полем отрица- 
тельного заряда Е_: Е= Е, +Е_. 


5 





Ркс. 5. 


На рисунке этн векторы показаны 
в одной из точек пространства. Ана- 
логичная картина изображена на ри- 
сунке 5, 6 для аксиального квадру- 
поля. В каждой точке пространства 
полное поле Е есть результат сум- 
мирования трех векторов: двух век- 
торов напряженности Е, полей, со- 
зданных положительными  заряда- 
мн, и одного вектора напряженности 
Е_ поля, созданного отрицательным 
зарядом, величина которого равна 
сумме положительных — зарядов. 
Полная картина распределения сило- 
вых линий электрического поля в 
пространстве для диполя и квадру- 
поля получится, если рисунки 5 вра- 
щать вокруг соответствующих осей 
симметрии. 

Кроме электрических можно рас- 
сматривать также ны магнитные 
мультиполн — системы, состоящие 
из магнитов нли замкнутых токов. 
Единственное отличие состоит в том, 
что отдельные магнитные заряды 
до сих пор не обнаружены, поэтому 
рассмотрение надо начинать сразу 
с магнитного диполя. На рнсунке 5, в 
показаны линии нндукцин магнит- 
ного диполя, образованного круго- 
вым током /, плоскость которого 
перпендикулярна плоскостн рисун- 
ка. На больших расстояниях от дн- 
полей рисунки 5, а и 5, в имеют одн- 
наковый вид. 

Сходство магнитного диполя с 
электрическим можно проиллюстри- 
ровать еще одним примером. Маг- 
нитная стрелка компаса — магнит- 
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ный диполь — ориентируется вдоль 
линий магнитной индукции. Анало- 
гично в электрическом поле ведет 
себя н электрический диполь: он 
также устанавливается вдоль сило- 
вых линий, то есть является свое- 
образным «электрическим компасом» 
(рис. 6). 

Примерами электрических муль- 
типолей могут служить атомы н мо- 
лекулы. Если при образованин моле- 
кулы в. результате перераспределе- 
ния электронов между атомами цен- 
тры распределения положительных и 
отрицательных зарядов в ней не сов- 
падают, то молекула обладает соб- 
ственным дипольным моментом и на- 
зывается полярной. Молекулы соля- 
ной кислоты и воды — полярные 
(рис. 7). Если в молекуле положн- 
тельные и отрицательные заряды 
раздвинуты на расстояние порядка 
радиуса атома водорода (= 0,5 х 
х 10-* см), то дипольный момент мо- 
лекулы должен быть порядка 4 = 
= е{ *), то есть 4 ^ 2.4.107 см х 
х ед. заряда СГСЭ. По порядку ве- 
личины это согласуется с опытными 
данными, приведеиными на рисун- 
ке 7. Если же молекула состоит из 
одинаковых атомов 'О., Н,», ©1.), 
то электроны, образно говоря, «не 
знают», какой атом выбрать и распо- 
лагаются в молекуле более равномер- 
но, что приводит к нулевому значе- 





*) Зарях электрона е == 4,8. 10-19 ед. за- 
ряда СГСЭ. Е 





Рис. 6. 


нию дипольного момента молекулы. 
Такие молекулы называют неполяр- 
ными. На рисунке 7 показана линей- 
ная молекула углекислого газа СО,, 
являющаяся — неполярной. — Даже 
«внешний вид» этой молекулы натал- 
кивает на предположенне, что пере- 
распределение электронов ‹ между 
атомами должно образовать из нее 
аксиальный квадруполь (сравните с 
рнсунком 3, 6), а электрическое поле, 
создаваемое молекулой углекнсло- 
го газа, должно иметь вид, представ- 
ленный на рисунке 5, 6. 

Более сложное распределение ато- 
мов и электронов в молекулах при- 
водит К образованию мультнполей 
высших порядков. 


Приложение. Вычисление потенциала 
электрического поля, созданного 
точечным зарядом 


В учебном пособии «Физнка-9» формулы 
для потенциала поля, созданного точечным 
зарядом, приведены без вывода (смотри фор- 
мулы (8.28) и (8.29) на стр. 144). Приведем 
простой вывод этих формул для вакуума. 

Если точечиый заряд д находится в точ- 
ке О (рис. 8), то потенциал ф созданного нм 
поля в точке М на расстояини г от заряда 9 
равен работе А, которую совершнло бы 
электрическое поле при перемещении еди- 
ничного положнтельного заряда из точки № 
в бесконечно удгленную точку, в которой 
ф=0. Так как работа перемещения не за- 
висит от формы траектории, по которой пе- 
ремещается заряд, будем считать, что еди- 
ничный заряд перемещается вдоль снловой 
линин. 

Подсчитаем, чему же равна эта работа? 
Для этого разобъем весь путь, пройденный 
единичиым положительным зарядом, на очень 
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4=10`'смхедзар. сгсэ @=0 








—>м 
`®) 
_ + 
С | С 
4=18- 10 смх 
== о Хед. зар. СГСЭ 
| о 
+ + 
Н Н 
а} 6} 


Рис. Т. 


малые участки ММ, М.М№., М.М: и т.д. 
(см. рис. 8). На каждом из этих участков 
вычислим работу перемещення единнчиого 
заряда. Сумма этих работ и равна потен- 
циалу поля в точке М по отношению к бес- 
коиечности- 

Вычислим работу А, перемещения еди- 
ничисго заряда из точки № в точку М,, от- 
стоящую от А ина очень малое расстояние 
(’, —^). Как показано в учебном пособии 
«Физика-% (см. формулу (8.20)), в однород- 
ном электрическом поле нзпряжеиностью ЕЁ 
работа по перемещению едииичиого заряда 
численно равна 


А=Е(, — 7). (1) 


Поле точечного заряда, конечно, не является 
однородным. Его напряженность в точке № 


орады } Ч 
равиа Ем = 2, ав точке №:Ем, = 2: 
Какое же значение Е мы должны подставить 
в формулу (1)? Очевидно, надо прииять та- 
кое значение напряжениости поля. которое 
было бы средним между этнми двумя зна- 


чениями. Так как г н Г, мало отличаются 
друг от друга, то вместо г? и р в выражениях 
для напряженностей Ем иЁ № МОЖНО ВЗЯТЬ 
пронзведение гл,, которое немного больше, 
чем ГГ. и немного меньше, чем = ага. 


Тогда можио считать, что на всем протяже- 
ний участка ^№^№, напряженность поля оп- 
ределяется формулой 


$ 
Екм, = т 





При этом работа А, будет чнесленно равна 


9 
а и, —), 
нли 
9 $ 
А. =-—- а т 


Точно так же можно вычислить работу пере- 
мещения единичиого заряда из точки М; в 


7 


=-— 

| г. 
о 

} Г 1 | — 
Е. 

| г т 

| | 1 1 | 

19 р р [ | 
ТО Е РН  Е ЗЕРЧАЫ 
Рис. 8. 


точку №.. находящуюся на расстоянии г» 
от источника поля: 
9 4 


А 


Ра г ° 


Работа перемещения едниичного заряда 
из точки М в точку № равна сумме найдеи- 
ных двух работ: 

ы 9 9 9 
А, + А. == — == —- = 


МА т Га 


Повторив эти рассуждения, мы получим, 
что работа перемещения единичного заряда 
из той же точки М в точку Лу, отстоящую от 
источника поля иа расстояние гу. численно 
равна 


> 


4 
А+ А+ ЕЕ 


Таким образом, работа перемещения еди- 
ничного заряда из одной точки поля точеч- 
ного заряда 9 в любую другую точку завнсит 
только от расстояний этих точек до заряда 
9. Работа же перемещения единичиого по- 
ложительиого заряда из точки М в бескоиеч- 
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ность может быть иайдена так: 


РЕ 122 
ди = И 
Но 
а, 
7. =0. 
Следовательно, 
9 
А = Ф —= р 


В случае, если диэлектрическая проницае- 
мость среды отличиа от единицы, 


$ — = - 


Для тех, кто знаком хотя бы с интеграла- 
ми от простейших фуикций, вывод этой 
формулы становится намного более простым: 


са 4 
ф= рая 1=-^ Е 
г 


Так как в СИ напряженность поля точечного 


заряда 9 равна ЕЁ = то потеи- 


4 Лео ег? * 
цнал, рассчитанный аналогичным методом, 
будет равен 
9 
а Пер РГ ° 


Упражнения 


1. Нарисуйте аксиальный квадруполь, 
состоящий из четырех зарядов, и вычислите 
потенциал иа оси в удаленной точке. 

2. Нарисуйте зксиальный мультнполь 
четвертого порядка и найдите потенциал на 
оси. 





Приложение подготовлено редакцией 








2. Доказать неравенст- где ау 0; 
Задачи наших с 
на о с =. 
читателей а (= +-5-)- 8 < 
1. Доказать, чо из + Ус@— 9 >| —=х Е 
любого множества 10” на- ре. <Ув+ае+а+ 
ни - а, ть х Уз ‚ где 0<%с<а, е< + У@—э (6—о= 
оставшиеся разбить на подз «5; =2'И аб, где 0<с<а, 
миожества по 3 числа в каж- к 1 
дом так, что сумма чисел в 6) Х_, @на.. ат] "= с<5. 
каждом подмиожестве даст 
при делении иа 3 остаток 0 
ри 1. = [П)--, @у+ С. Берколайко 
А. Верховод {<. Котово 
(г. Алма-Ата) Ча +... ав), Старооскольского р-на) 


Л. Цинман 
«Парадокс 
исследователя» 


При доказательстве утверждений ме- 
тодом математической индукции ино- 
гда возникает необычная ситуация. 
Проиллюстрируем ее на двух приме- 
рах. 


Пример 1 


Докажем методом математической ин- 
дукции, что для всех натуральных п 
справедливо следующее утверждение: 
сумма кубов первых п натуральных 
чисел есть квадрат некоторого нату- 
рального числа. 

Обозначим это утверждение через 
А (п). Доказательства методом мате- 
матической индукции проводятся, как 
известно, в два этапа. 

а} Базис индукции: А (1). 
Убеждаемся в справедливости А (1): 
Е 

6) Индукционный шаг 
А (®)-А (Е + !). Предположим, 
что для некоторого натурального чис- 
ла К справедливо утверждение А (2), 
и докажем, что тогда справедливо 
и А (#1). Итак, пусть нашлось 
такое натуральное число р, для ко- 
торого 


в+2+... + 2 = р". (1) 


Докажем, что тогда существует такое 
натуральное число 4, для которого 


а. 
(Е + 13 = 93. (2) 


Из (2) и (1) следует, что нам надо до- 
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казать существование такого 4, для 
которого 
ЕЕ. (3) 


Но как это можно было бы доказать? 
Естественного пути доказательства не 
ВИДНО. 

Итак, попытка доказать наше ут- 
верждение непосредственным при- 
менением метода математической ин- 
дукции натолкнулась на трудности 
при проведении нндукционного шага. 

Вернемся снова к рассмотрению 
А (п) и проверим его справедливость 
для нескольких начальных значе- 
НИЙ Л: 

13=]2; 

13-2: =33; 

1323-33 =6*; 
13--23--33-- 43 =107; 
13--23-- 33-43-53 —152. 


Присмотревшись к этим равен- 
ствам, приходим к гипотезе: для всех 
натуральных п справедливо утверж- 
дение: сумма кубов первых п нату- 
ральных чисел есть квадрат натураль- 
ного числа, равного сумме этих чисел. 

Обозначим это утверждение через 
В (п). Конечно, В (п) несет в себе 
больше информации, чем А (п), н по- 
тому его естественно считать более 
сильным утверждением.  Доказав 
В (п), мы получим справедливость 
А (п) в качестве очевидного след- 
ствия. 

Попробуем теперь применить ме- 
тод математической индукции к до- 
казательству усиленного утвержде- 
ния. 

а) Справедливость В (1} фактиче- 
ски уже установлена: 

13 = 19. 

6) Допустим, что для некоторого 
натурального числа А справедливо 
В (В): 


2... + #8 = 
=(+2+.. +0. (4) 


Докажем, что тогда справедливо и 
ВЕ]: 


в 2... ++ 13 = 
= (1+2+... НАЖЕ+И: (5) 


Используя равенство (4), можно све- 
сти доказательство равенства (5) к 
доказательству равенства 


(И =. АА 
+1 *—Ч@+2+... +%)*. (6) 


Преобразуем правую часть равен- 
ства (6): 


(2+... 4+4 1*—@+ 
Е Е!) ]? 
риа и [ИЕ | 


ЕНОЕР 
=“ = (+ 1)?. 


Итак, равенство (6} установлено. Тем 
самым для всех п доказано В (п), 
а значит, и А (п). 


Пример 2 *) 


Однажды учитель задал ученикам на 
дом такую задачу: доказать, поль- 
зуясь методом математической ин- 
дукции, что для любого натураль- 
ного числа л верно неравенство А (м); 


1.3-5.... -@— |) РЕ. 
2.4-6.....-2л ИУ» 


Коля В., садясь дома за доказатель- 
ство этого неравенства, случайно пе- 
реписал условие неравенства с ошиб- 
кой, добавив в знаменателе 1. Таким 
образом, он принялся за доказатель- 


ство более сильного — неравенства 
В (п): 
1.3.5-_..`@л-— | 1 . 
2.4.6... ..2п ИЕ 


Вот его доказательство. 

а) Убеждаемся в справедливости 
В (1: 

а 
‚< у: 

6) Покажем, что из справедливо- 
сти В (Е) для некоторого натураль- 
ного К 

1-3.5-...-@8—0 1 

2.4.6... .-28 ТЕН (7) 


следует справедливость этого нера- 


*) «Квант». 1970, №7, с. 37 и № 12, 
с. 58. 
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венства и для +1 
1.3.5... ..@ 8 ПО 
2.4.6... .-28.2Е- 2) 
1 
— 8 
ур  ® 


Для этого достаточно показать спра- 
ведливость неравенства!‘Цалученного 
почленным делением неравенства (8) 
на неравенство (7): 


28-1 УЕ 
2+2 ^ УЕ--2 - 


После равносильных преобразований 
получаем очевидное — неравенство: 
ЗЕ +2>0. Итак, В (п) доказано 
для любого натурального п. 

В школе Колю вызвалн к доске 
для доказательства домашнего нера- 
венства А (пл). Только теперь он уви- 
дел, что доказывал дома неравенство, 
более сильное, чем требуемое. Конеч- 
но, он мог воспроизвести на доске 
доказательство неравенства В (нп), а 
справедливость А (п) получить затем 
в качестве очевидного следствия. Но 
Коля решил применить свой способ 
доказательства прямо к А (п). 

а) Убеждаемся, что А (1) спра- 
ведливо: 


1 
о 


6) Покажем, что из справедливо- 
сти А (А) для некоторого натураль- 
ного А 


1.3-5... 2—1. 1 
2.4.6... ..28 УЕ 


следует справедливость этого нера 
венства и для Ё + 1: 


1.3.5... ..@Ё-— ПОЕТ) 
2.4.6... .-28.(28+2) 
1 
ЕТ 
Для этого достаточно доказать, что 
ЗЕ-1 УЕ 


ры “Ут. 


Но неравенство, (9) равносильно не- 
верному неравенству К + 1< 0. 


Получился абсурд. Более сильное 
неравенство оказалось и более лег- 
ким для доказательства. 


«Парадокс исследователя» 


Итак, в.юбрих. примерах при исполь- 
зовании метода математической ин- 
дукции мы столкнулись ‘с тем, что 
приходится доказывать утверждение 
более сильное, чем это нужно на са- 
мом деле. 

Эту необычную ситуацию изве- 
стный американский математик 
Д. Пойа в своей популярной книге 
«Как решать задачу» назвал «туеп- 
(ог’5 рага@ох» («парадокс исследовате- 
ля» или «парадокс изобретателя»). 

Возникает вопрос: действи- 
тельно ли существуют такие нарадок- 
сальные ситуации? Быть может, в 
обоих приведенных примерах, нотру- 
дившись еще немного, мы бы нашли 
доказательство иитересующего нас 
хтверждения, ие прибегая к рас- 
смотрению более сильного утверж- 
дения? 

Конечно, прежде чем искать ответ 
на этот вопрос. нужно более точио 


описать, в чем заключается парадок- 
сальность ситуации. 
Предлагается такое оипреде- 


ление: два утверждения А (л) 
и В (п) назовем парадоксальной па- 
рой, если они удовлетворяют слелую- 
щим условиям: 

}. А (л} является очевидным слел- 
ствием В (п): 

2.А(1). В(1). В = В+ 
могут быть зоказаны без использова- 
ния метода математической индук- 
ции; 

3. АМ ЗАЧ 
казать без использования 
тола. 

Теперь поставленный вопрос мож- 
но сформулировать так: существуют 
ли парадоксальные пары? 

Действительно, пусть два утверж- 
дения А (п) и В (п) составляют пара- 
доксальную пару и нам требуется до- 
казать справедливость утверждения 


нельзя до- 
этого ме- 
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А (1) для всякого п. Если мы поиро- 
буем применить метод математиче- 
ской индукцин непосредственно к 
А (п), то наткнемся на трудности: 
при проведении индукционного шага 
нам предстоит по крайней мере еще 
раз обратиться к этому методу (см. 
пункт 3 определения). В то же время, 
прибегнув к помощи В (п), мы быстро 
достигнем цели: сначала методом ма- 
тематической нндукции устанавли- 
ваем справедливость В (п} (см. 
пункт 2 определения), а затем из 
В (*) выводим А (п) (см. пункт 1 
определения). 

Итак, существуют ли парадоксаль- 
ные пары? 


Что такое доказательство? 


Давайте теперь подумаем, можем ли 
мы в принципе про какую-нибудь 
пару конкретных утверждений А (п), 
В (п) доказать, что они образуют 
парадоксальную пару. Главную трул- 
ность представляет нункт 3 определе- 
ния. Каким образом можно было бы 
убедиться, что для некоторого ут- 
верждення не существует 
доказательства, обладающе- 
го требуемым свойством? Чтобы уста- 
новить, что доказательства 
не существует, по-видимому, надо 
знать, что такое доказательство. 
Нельзя же показать, что «нет того, 
не знаю чего». 

Итак. что же такое «доказатель- 
ство»? И тут нам неожиданно прихо- 
дится констатировать, что мы этого 
не знаем, что у. нас нет никакого оп- 
ределения для этого важнейшего по- 
нятия. В математике, строящейся в 
том виде, к которому мы привыкли, 
с понятием доказательства оперируют 
на иитуитивном уровне: доказатель- 
ство — это рассуждение. которое 
убеждает. Пока математикам прихо- 
длилось решать только вопросы тина, 
является ли то или иное предъявлен- 
ное рассуждение доказательством, 
этого интуитивного уровия хватало. 
Однако его принципиально не хвата- 
ет. когла надо доказать, что иекото- 
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рого доказательства 
ствует 


не 
вообще. 

Здесь искушенный читатель, возможно, 
зэхочет возразить Позвольте. скажет он, 
а как же, например. удается показать, что 
некоторая геометрическая задача па построе- 
ние не может быть решена с помощью цир- 
куля н линейки? В чем же разница? 

А разница в том, что в задачах на по- 
строение речь идет не о построениях вообще. 
а о построениях только с помощью цирку- 
ля и аннейки Таким образом, мы точно 
формулируем средства. которые собираем- 
ся использовать для решения А в таком 
случае появляется возможность как-то оу 
сать класс задач. которые решаются этими 
срелствами Поэтому, когла нам предлага- 
ют конкретную задачу на построение. мы 
можем Попытаться установить, прннадле- 
жит онз этому классу или нет 


На рубеже ХХ и ХХ веков был 
предложен такой способ построемия 
математики, который позволял опре- 
делить понятие доказательства впол- 
не точно. Различные разделы матема- 
тики строятся при этом способе в внде 
формальных систем. 

Здесь мы не будем пытаться точ- 
но объяснить, что такое формальная 
система. Скажем только, что в фор- 
мальных системах содержательные ма- 
тематические утверждення  записы- 
ваются в виде формул, которые 
строятся но точным правилам. Форму- 
ла называется доказуемой, если она 
может быть выведена из аксиом (ак- 
сномы — это заранее фиксированные 
исходные формулы) за конечное чис- 
ло шагов с помощью фиксированных 
заранее правил вывода. Это и есть уно- 
мянутое уточнение понятия доказа- 
тельства. 

Изучением формальных систем за- 
нимается математическая логика *}. В 
этой статье не место писать о ней. 
Подчеркнем только, что решение во- 


еуще- 


*} Школьнику. желающему иознакомнть- 
ся © масматической логнкой, мы рекомен- 


луем кинен Р Р Столла «Множества 
Люгнка \ксноматические теорни» (М. «Про- 
свещение». 1958). Э Мендельсона 


«Введение в математическую логику» (М, 
«Наука». 1971] нП С Новикова «Эле- 
менты математической логики» (М. «Наука», 
1973} 
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проса о парадоксальных парах, а так- 
же многих других более важных 
воиросов (например, о непротиворе- 
чивости того или иного раздела ма- 
тематики или о независимости неко- 
торой аксиомы) зачастую возможно 
лишь после предварительной форма- 
лизации. 


Теорема 


В рамках арифметики натуральных 
чисел, заданной в виде формальной 
системы, можно ответить на постав- 
ленный выше вопрос. Существует не- 
сколько — по существу, равносиль- 
ных — формальных арифметических 
систем. Пусть $ — одна из этих 
енстем. Автором статьи получен сле- 
дующий результат. 

Теорема. В системе $ имеют - 
сч парадоксальные пары 

В пункте 1 определения парадоксальной 
пары требуется. чтобы А (1) было очевидным 
следствием В (п) Понягие очевидного слел- 
ствия, естественио, тоже требует уточнения 
В локазательстве сформулированной  тес- 
ремы некоторая конкретная конъюнк- 


ция 8 {7) образует парадоксальную пару 
с любым ес членом 


Конъюнкция нескольких утверждений 
соотлетствует сложно-сочиненному пред- 
ложению, составленному нз этих утвержде- 
ний с номощью союза «и» Таким образом, 
конъюнкция нескольких утверждений спра- 
ведлива тогда н только тогда, когла справед- 
ливо каждое из этих утверждений Поэтому 
сстественио счнгать, что каждый член конъ- 
юнкции является ее очевидным следствием 


Сформулированная теорема пока- 
зывает, что в формальной арифме- 
тической системе действительно мож- 
но столкнуться с «парадоксом иссле- 
дователя». Это надо учитывать и при 


содержательных рассуждениях, нс- 
пользующих метод математической 
индукиии. 


Я. Смородинский 


Сверхтяжелые 
элементы — 
открытие 

или ошибка? 


В середине июня 1976 года в газетах 
разных стран появились сообщения о 
том, что группа американских ученых, 
в которую входили физики, Химики 
и геологи, обнаружила в микроско- 
пических кристаллах монацита сле- 
ды сверхтяжелых элементов, которые 
должны стоять в таблице Менделеева 
на 116, 124 и 126 местах! Корреспон- 
денты ссылались на выступление По- 
ля Дирака, одного из создателей кван- 
товой механики, во время научной 
конференции. 5 нюля в американском 
журнале «Рпузса| Ке\зем 1еНегз» 
появилась научная статья об этом 
открытни. 

Но можно ли верить сразу этому со- 
общению? Ведь безуспешные поиски 
сверхтяжелых элементов ведутся дав- 
но, и надо очень тщательно проверить 
всевозможные интерпретации получен- 
ных результатов, чтобы наступила 
полная уверенность в подлинности 
открытия. 

История, которая разворачивается 
сейчас на наших глазах, очень хорошо 
нллюстрирует, как трудно доказать 
достоверность научного открытия, ко- 
торое сделано на самой границе чувст- 
вительности современной физической 
аппаратуры. 

Пройлет еще некоторое время, пока 
можно будет окончательно ответить 
на вопрос «открытие или ошибка?». 
Сейчас же мы можем лишь расска- 
зать о том, в чем состоит сама про- 


куапетесте.ги 


блема и что позволило эксперимента- 
торам заподозрить существование 
новых элементов в их образцах по- 
роды. 


Конец таблицы Менделеева 


В таблице Менделеева в клетке под 
номером 92 стоит последний элемент, 
который можно найти в природе — 
уран. 

Физики получили в лабораториях 
много новых элементов — список их 
теперь простирается более чем на 
10 клеток дальше урана. Элементы 
93 (нептуний) и 94 (плутоний), ко- 
торые получаются из урана после 
захвата нейтрона и последующего 
В-распада, были получены в первые 
годы развития атомной энергетики. 
Последующие элементы получались 
либо после многократных захватов 
нейтронов образцами, помещенными 
в атомные реакторы, либо при бомбар- 
дировке тяжелых элементов более 
легкими ядрами при помощи уско- 
рителей. Физикн надеются, что в бли- 
жайшие годы можно будет даже посмо- 
треть, что произойдет, когда столкнут- 
ся два ядра урана. 

Почему же обрывается таблица 
Менделеева? В тяжелых ядрах слии- 
ком велик электрический заряд, в них 
слишком много протонов. Электри- 
ческие силы отталкивания так ве- 
лики, что ядро самопроизвольно де- 
лится. Конечно, между всеми части- 
цами ядра действуют ядерные силы, 
которые удерживают их от разлета, 
но все же у ядер с большим числом 
протонов электрическое отталкивание 
оказывается сильнее. 


«Магические числа» 


Давно было обнаружено, что когда 
число нейтронов или протонов в ядре 
оказывается равным одному из так 
называемых «магических» чисел, на- 
пример, 20, 56, 82, то такие ядра ока- 
зываются более устойчивыми, чем их 
соседи, Из теоретических соображе- 
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ний следовало, что «магическими» 
должны быть и числа 14 и 196. По- 
этому некоторые ученые считали воз- 
можным существование очень устой- 
чивых ядер с такими зарядами, не- 
смотря на то, что ядра с меньшими за- 
рядами распадаются очень быстро. 

Конечно, устойчивость таких ядер 
не абсолютная, как, например, у ядер 
железа или золота. Но если физикам 
повезет и время жизни таких ядер 
окажется порядка миллиарда лет, 
их можно даже поискать в природе, 
например, в каких-нибудь старых ми- 
нералах. 

Но как они могли бы туда попасть? 

Наши взгляды на происхождение 
элементов связаны с представлением 
о постепенном возникновении все бо- 
лее и более тяжелых элементов в ре- 
зультате захвата нейтронов. Такие 
процессы происходили на раннем эта- 
пе развития Вселенной и, может быть, 
происходят и сейчас в ядрах галак- 
тик н в недрах звезд. Но последова- 
тельный захват нейтронов не может 
превратить ядро урана в сверхтяжелое 
ядро с зарядом 114 или 126 — таким 
путем нельзя перескочить через об- 
ласть элементов с норядковыми но- 
мерами 100—110, нельзя навести мост 
между «материком» обычных ядер и 
«островом стабильности». Если, тем 
не менее, ядра с острова стабильности 
будут обнаружены, то вопрос о том, 
как возник такой остров, станет 
весьма актуальным. 


Эксперимент 


Именно поэтому существование сверх- 
тяжелых элементов в природе встре- 
чает скептическое отношение со сто- 
роны многих ученых. Однако, никто 
не может доказать, что их в природе 
нет. Нужны опыты. 

В опытах, о которых говорилось 
вначале, сверхтяжелые элементы ис- 
кали в очень старых образцах слю- 
ды, содержащих включения микро- 
кристаллов монацита. В этих микро- 
кристаллах находились ядра радноак- 
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тивных тория и урана. Альфа-час- 
тицы, вылетающие из этих ядер, за- 
стревали в слюде, создавая сфери- 
ческие гало (темные сферы), проходя- 
щие через места, гле они нанесли ато- 
мам слюды наибольшие повреждения. 
Некоторые гало имели радиус боль- 
ший, чем обычно, что указывало на 
вылет альфа-частиц большой энергии 
{ло 14 миллионов электрон-вольт). 
В этих местах и были предприняты 
понски новых элементов. 

В циклотроне создавался очень 
тонкий пучок протонов с энергией 
4,7—5,7 миллионов электрон-вольт, 
диаметром — 30 мкм. Этим пучком 
обстреливалось место, где надеялись 
обнаружить атомы — сверхтяжелых 
элементов — центр гало. Протоны 
должны выбивать из внутренних обо- 
лочек этих атомов электроны. При 
этом на освободившиеся места пере: 
ходили бы электроны более дальних 
от ядра слоев, излучая рентгеиовские 
лучи. Зная энергию рентгеновских 
лучей, можно было вычислить заряд 
ядра. 

Полученные таким путем  рент- 
геновские лучи указывали на при- 
сутствие в образцах элементов 116*) 
и 126 (и менее четко 124). Но интен- 
сивность рентгеновских лучей была 
крайне невелика, и необходимы новые 
еще более точные опыты, «которые 
должны подтвердить или опроверг- 
нуть указание на сверхтяжелые эле- 
менты» (это цитата из статьи). 

Если считать интерпретацию опы- 
тов правильной, то можно оценить, 
что в образцах находилось несколько 
сот  инкограммов (1 ле = 10"? 2) 
сверхтяжелых элементов. И тогда мы 
скоро узнаем о свойствах этих новых 
элементов. 


*) А не 114, как это предсказывали 740 - 
регики 


В. Ярмоленко 
Складывание 
фигур 


Будем рассматривать плоские фигуры, 
ограниченные замкнутой линией, не 
имеющей самопересечений. 

В этой статье конгруэнтные фигу- 
ры ото ждествляются (не 
различаются), т. е. множество фигур, 
конгруэнтных данной фигуре, счита- 
ется одной фигурой. Для классов 
конгруэнтных между собой фигур 
можно было бы ввести какой-нибудь 
новый термин, например назвать та- 
кие классы «абстрактными фигурами». 
Однако, поскольку в статье будут рас- 
сматриваться только «абстрактные фи- 


гуры», мы будем их называть просто- 


фигирами. Обозначим множество рас- 
сматриваемых фигур через Г. Таким 
образом, в Г входит ровно один тре- 
угольник со сторонами 3, 4 и 5 (ведь 
все такие треугольники конгруэнтны!), 
ровно один круг радиуса 17 и т. д. 

Если фигура А имеет ось симмет- 
рии, то эта ось разбивает фигуру на 
две конгруэнтные части. Назовем каж- 
дую из этих частей результатом скла- 
дывания фигуры А (по рассматривае- 
мой оси). Результат складывания мо- 
жет в свою очередь иметь ось симмет- 
рии. Таким образом, исходная фигура 
может, вообще говоря, допускать мно- 
гократное складывание. 

Существуют фигуры, допускающие 
бесконечное складывание. Такими фи- 
гурами являются, например, круг, 
сектор круга, круговая трапеция (фи- 
гура, ограничеиная дугами концентри- 
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ческих окружностей и соответствую - 
щими отрезками радиусов), равно- 
бедренный прямоугольный треуголь- 
ник и прямоугольник. Впрочем, слово 
«например» является в предыдущей 
фразе излишним: можно доказать, 
что других фигур, допускающих: бес- 
конечное складывание, в Г нет (бес- 
конечная полоса, ограниченная парал- 
лельными прямыми, не входит в Г!). 

Обозначим через АУ множество 
всех фигур, либо конгруэнтных фи- 
гуре А, либо получающихся из фи- 
гуры А в результате одного или не- 
скольких складываний. 

Если фигура А не имеет оси сим- 
метрии, то множество АУ состоит 
только из самой фигуры А. 

Если А — круг, то А? состоит из 
самого круга А и его секторов с цент- 


ральными углами (п=1, 2, 


Пе 

сли А — ромб, не являющийся 
квадратом, то А? состоит из четырех 
фигур. На рисунке | изображено это 
множество; стрелками указан порядок 
складывания. Результаты склады- 
вания фигур В и Р совпадают. За- 
меним каждую из фигур множества 
А“ точкой, обозначенной той же бук- 
вой, что и сама фигура. Точку, со- 
ответствующую фигуре, соединим от- 
резком с точкой, соответствующей 
результату складывания этой фигуры, 
причем первую точку поместим выше 
второй. На рисунке 2 изображена 
полученная диаграмма. 

Подобную диаграмму складывания 
можно построить для любой фигуры. 
Диаграмма складывания делает на- 
глядной «степень симметричности» фи- 
гуры. 

На рисунке 3 изображены фигу- 
ра А и ее диаграмма складывания. 
В результате складывания фигуры А 
могут быть получены две неконгру- 
энтные фигуры В и К; поэтому на 
диаграмме складывания из точки А 
исходят два отрезка. В результате 
складывания неконгруэнтных фигур 
Си получается фигура ВР; поэтому 
на диаграмме складывания отрезки 


д 
9" 
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Рис. 2. 


Рис. 1 
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(&. 
‘ 
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а) 
0) 
8) 
В, 
в, 
Рис. 7. #7 9) е) Рис, 5. 
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из точек Си РЁ входят в точку О. 
На рисунке 4 изображены еще одна 
фигура А иее днаграмма складывания. 
Поставим теперь обратную задачу: 
дана диаграмма (вроде тех, которые 
изображены на рисунках 2—4; мы 
не уточняем понятия Диаграммы}; най- 
ти фигуру, днаграммой складывания 
которой будет данная днаграмма. 

Для решения таких задач полезно 
ввести понятие раскладывания: на- 
зовем фигуру А результатом роас- 
кладывания фигуры В по прямой [, 
если фигура В является результатом 
складывания фигуры А по этой пря- 
МОЙ. 

Построение фигуры А по диа! рам- 
ме рисунка 3 можио осуществить рас- 
кладываннем прямоугольного тре- 
угольника Ё с острым углом 22,5° 
последовательно по соответствующим 
прямым в фигуры Л, О, С, В, А. Фи- 
гуру А из треугольника Ё можно по- 
лучить еще двумя «цепочками рас- 
кладываний» (см. диаграмму). 

Для диаграммы, изображенной на 
рисунке 5, аналогичная задача ре- 
шается следующим образом (сделайте 
чертеж!). Возьмем в качестве В. разно- 
сторонний выпуклый четырехуголь- 


ник ММРО, у которого М=—^ 


р 1. 
с ды. О ‹ х 
5. <-;; разложим его по 
следовательно 71 раз по прямым с, > 
>ММ, со, ....ст, проходящим через М, 
вфигуры В, В., ..., Ви; фигура В„= 
= С, — выпуклый многоугольник с 
центром симметрии М, протнвополож- 
ные стороны которого параллельны. 
Разложим теперь С, последовательно 
пл раз по параллельным прямым а, | 
1 са, ао, .... а, в фигуры С., Су 
...„Сл+а. В многоугольнике С‚+1-=Ву 
фиксируем такие соседние стороны 
Ь 1, что Г с; разложим его по- 
следовательно & — 1 раз по парал- 
лельным прямым 6, > А, 6., ..., вл 
(такне прямые найдутся, так как сто- 
рона [ многоугольника ОР, парал- 
лельна его противоположной  сто- 
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роне) в фигуры ДР., д. ..., к. Мно- 
гоугольник Р, = А — искомый. 

Для каждой конкретной «обратной 
задачи» трудность состоит в нахожде- 
нии начальной фигуры для раскла 
дывания. 





Задачи 


1! Докажите, что треугольник только 
тогда допускает бесконечное складывание, 
когда он — равнобедренный прямоуголь- 
ный 

2 Докажите, что четырехугольник толь- 
ко тогда допускает бесконечное складыва- 
ние. когда он — прямоугольинк 


3 Докажите, что многоугольник толь- 
ко тогда допускает бесконечное складывание, 
когда он — треугольник илн четырехуголь- 
ник (Указание При л1>4 всякое 
складывание л-угольиика приводит к много- 
угольинку с меньшим числом сторон } 


3 Постройте дизграммы складывания 
круга. сектора круга, круговой трапеции 
ин равнобедренного прямоугольного  тре- 
угольника 

5 Постройте диаграмму складывания 
прямоугольника, ссли отношение длин его 
сторон а) равно 2 (1=0. |, 2, 3, ). 
6) не-равно 27 

6 Постройте  лизграммы складывания 
фигур. изображенных на рисунке 6 

7 Докажите. что любой треугольник 
допускает бесконечное раскладывание 

8 Найдите фигуры, диаграммы склады- 
вания которых нмеют вид, указанный на ри- 
сунках 7 и 8 
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Лаборатория «Квантаю 


АВТОМАТИЧЕСКИЙ 


В. Мапер, 


Н. Назаров СИФОН 





С работой сифона — простейшего 
устройства для перекачки жидкос- 
тей — вы познакомились еще в шес- 
том классе. Рассказывают, что зна- 
менитый американский физик Роберт 
Вуд еще мальчишкой начинал свои 
увлекательные эксперименты именно 
с сифона. 

«Вокруг лужи было возвышение 
болыше чем на фут, и все хорошо 
знали, что вода не течет в гору. Роб 
положил шланг на землю, велел од- 
ному нз мальчиков заткнуть конец 
пальцем, а сам начал наливать воду 
в другой, пока весь шланг не напол- 
нился. Уже тогда, по природе сво- 
ре 


< 





ей — демонстратор, Роб взял этот 
конец н вместо того, чтобы просто 
положить его на землю. перскинул 
шланг через высокий забор, который 
отделял дорогу от канавы. Вода ио- 
текла через сифон. Это, вероятно, 
была первая публичная научная по- 
беда Вуда» *). 

Обычный сифон настолько прост, 
что, казал-сь бы, не нуждается в 
усовершенствованиях. Однако его не- 
достатком является  иеобходимость 
удалять воздух из колен сифона перед 





*) В. Сибрук. 
«Физматгиз», 1960. 


Роберт Вуд. М.. 
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Рис. 2. 


тем, как он начиет работать. Просто 
поразительна нзобретательность че- 
ловсческого ума, который, уяснив 
для себя суть этого недостатка. сумел 


устранить его примитивнейшими сред- 


ствами ! 

Мы расскажем вам об автоматн- 
ческом сифоне *). Стеклянную трубку 
длиной около 60 см и внутренним 
днамстром 3—4 мм над пламенем изог- 
ните так, чтобы образовались два 
колена, одно из которых имеет длину 
порядка 25 см (рис. 1). В этом колене 





*) Автоматический  сифюи  илобрегси 
С. Д. Платоновым и описан в журнале «За- 
водская лаборатория», № 6 (том 4), 1935. 
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на расстоянии 33—35 мм от его конца 
ребром надфиля (смоченного водой) 
аккуратно проинлите неболыное от- 
верстие (/). Площадь его должна быть 
не более 0,5—1 мм?. В стеике шарика 
для пинг-понга ишлом проколите от- 
верстне и круглым надфнлем расшин- 
ряйте его до тех пор, пока стеклянная 
грубка не будет с трением входнть в 
него. Проденьте трубку в сделанное 
отверстие так, чтобы се коне уперся 
в днаметрально противоположную 
точку стенки шарика. При этом от- 
верстие в стеклянной трубке должно 
оказаться внутри шарнка вблизи его 
поверхности {ем. рис. №). Соединение 
стеклянной трубки с шариком должно 
быть герметичным. Если вы немного 
ошиблись н сделали отверстие в ша- 
рике слишком большюго диаметра, 
место соединения обмажьте пластнли- 
ном. В шарике вблизи конца трубкн, 
упирающегося в его стенку, проко- 
лите еше одно отверстие (2). Его пер- 
воначальный диаметр должен быть 
примерно равен 1 мм. 

Быстро опустите колено сифона с 
шариком па его конце в стакан с во- 
дой. Почти сразу в этом колене появ- 
ляется поднимающийся вверх столб 
воды, разделенный нузырьками воз- 
духа. Он доходит до места перегиба 
сифона. опускается по второму коле- 
ну вниз (рис. 2) испустя небольшое 
время из отверстия второго колена 
начинает бить сплошная струя! 


Если опыт не получается, нужно 
просто тщательно отладить прибор. 
Работа автоматического снфона зави- 
сит от правильного подбора площа- 
дей отверстий в стеклянной трубке 
и тмарике. Неудачное расположение 
стеклянной трубки относительно ша- 
рика вли недостаточная герметичность 
соединення шарика с трубкой также 
могут привести к плохой работе сн- 
фона. Диаметр отверстия в шарике 
можно постепенно увеличивать над- 
филем, добиваясь наилучших резуль- 
татов. После наладки прибора шарик 
можно приклеить к стеклянной труб- 
ке клеем БФ-2. 


Как работает автоматический сн- 
фон? Обратимся снова к рисунку 1. 
Когда шарик опускают в стакан с 
водой, вода начинает заходить внутрь 
его через отверстие 2. Одновременно 
вода поднимается и по стеклянной 
трубке, попадая в нее через открытый 
конец трубки. Скорость подъема воды 
в трубке больше, чем в шарике. Столб 
воды, поднявшийся по трубке до от- 
верстия [1 в ее стенке, как бы пере- 
крывает его. По мере заполнения ша- 
рика водой давление воздуха в ша- 
рике увеличивается. В какой-то мо- 
мент в отверстие / трубки зпротал- 
кивается» маленький воздушный 
пузырек. Он отсекает небольшой стол- 
бик воды и поднимаетего вверх. Под- 
нимающаяся по трубке вода вновь 
перекрывает отверстие /[, и снова сжа- 
тый воздух проталкивается в внде пу- 
зырька в это отверстие и отсекает но- 
вую порцию воды. Таким образом, вко- 
лене трубки с шариком образуется воз- 
душно-водяной столб, средняя плот- 
ность которого меньше плотности во- 
ды. Под действием гидростатического 
давления этот столб поднимается до 
перегиба трубки, спускается по вто- 
рому колену и, когда шарик пол- 
ностью заполнится водой, «вытяги- 
вает» за собой сплошной поток воды. 
Сифон начинает работать. 


Упражнения 


1. Экспериментально покажите, что 
в шарик вода должна затекать медленнее, 
чем в стеклянную трубку. Объясните, поче- 
му так происходит. 

2. Чтобы убедиться в правильности объ- 
язснения принципа действня автоматического 
сифона, замените непрозрачный шарик не- 
большим стеклянным пузырьком с рези- 
новой пробкой. В целом все устройство с 
пузырьком должно быть точно таким же, как 
и при использовании шарика. Стеклянную 
трубку воткиите в пузырек через отверстие 
в резиновой пробке. „Прозрачные стеики 
пузырька позволят вам наблюдать процесс 
образования  возлушно-водяного столба в 
стеклянной трубке. 

3. Выясните. зависнт ли высота подъема 
воздушио-водяного столба от глубины по- 
гружения в воду колена сифона с шариком. 

3. Изготовьте автоматнческий снфон, за- 
менив стеклянную трубку резнновой. 
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Задачи 
наших 
читателей 


1 На плоскости на пря- 
мой р задан отрезок АВ длн- 
ны /. Бго можно перемещать 
по плоскости, но так, чтобы: 

) в любой момент он 
был  параллелен прямой р: 

2) траекторин точек А 
н В не пересекалнсь; 

3) в конечном  положе- 
нии отрезок снова попал на 
прямую р. 

Насколько далеко мо- 
жет сместиться по пря- 
мой р этот отрезок? 


В. Измайлов 
{2. Тюмень) 


_ 2. Решить уравнения 


(уг — число. записанное 
цифрами х, у, 2ит п.): 


а) (х+у+- 23 ху: 
6) уу и = хуги; 
в) (хи) == хух; 


ху 


(+=) - 


И. Михалкович 
{Минская обл.) 


3. а. Ь. с — действитель- 
ные положительные числа. 
а) Доказать, что 


а--ы {с 
(а6с) з = асс. 


6) а<ь<с. Дока- 
зать. что 


абс < ав оеса <аабсс. 


Р. Шейнцвит 
{г. Кнев) 
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Математическия кружок 


ТЕОРЕМЫ 
ЧЕВЫ 
И МЕНЕЛАЯ 


Гсометрня начинается с треугольника. Взяв 
школьный учебник по геометрин, мы увиднм, 
зто первые содержательные теоремы каса- 
ются именно треугольника. Все аредыду- 
щее — лишь аксномы, определення нли про- 
стеншие из ннх следствня. На заре своего 
возникновения планиметрия по существу 
н была «геометрией треугольника». 


«Геометрия треугольннка» может гордиться 
теоремамн, носящими имена Эйлера, Торнчел- 
ли, Лейбница. На рубеже Х!Х—ХХ веков 
благодаря большому количеству работ но- 
священных треугольннку, образовали даже 
целый раздел нланнметрии, названный «Но- 
вой геомстрией треугольинка». Многне из 
этих работ сейчас выглялят малоинтересными, 
несовершеннымн; используемая в них терми- 


нология полузабыта н встречается разве 
что в энциклопедиях. Однако некоторые 
теоремы «Иовой теометрии» продолжают 
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жить и по сей лень. О двух таких теоремах 
Чевы и Менеслая — рассказывается в этой 
статье *). 

Теоремы Чевы и Менелая можно назвагь 
«двойственными»  теоремами: онн похоже 
формулируются (причем кажлая теорема вы- 
ступает как бы в двух обличьях) и локазы- 
ваются. онн Взаимозаменяемы при решенин 
задач. Тепремы Чевы и Менелая оказываются 
особенно полезнымн в тех случаях, когда 
нужно «выяснить отношения» между точ- 
ками н прямыми. — например. доказать, 
что какис-то трн прямые пересекаются в 
одной точке, три точки лежат на одмой 
прямой н т. п. 





*) Жслающих познакомиться с - геомет- 
рией треугольника более подробно мы отсы- 
лаем к книге С. Н. Зетеля «Новая гео- 
метрия треугольника» (М№., Учпедгиз, 1962). 


Что вы знаете о медианах, высо- 
тах, биссектрисах треугольника? На- 
верное, каждый из вас, подумав, смо- 
жет доказать, что, например, бис- 
сектрисы треугояьника пересекаются 
в одной точке, и высоты — тоже, и 
медианы (теоремы о биссектрисах и 
медианах треугольника, конечно же, 
есть в школьных учебниках по гео- 
метрии)... Однако доказательства 
этих теорем не так-то уж просты. 
Оказывается, любое из этих утверж- 
дений легко получить, если знать... 
теорему Чевы. 


Обозначения я формулировки теорем 


Нам понадобятся векторы; мы будем 
обозначать их, как обычно: либо ма- 
ленькими латинскими буквами со 


стрелочкой сверху: а, 6, а. ..., либо 


двумя большими буквами со стрелоч- 
кой: АВ, АА, ит. Д. 


2е, Ь) между двумя векторами анЬ 
мы будем понимать угол, на который 


Под углом 


> 


нужно повернуть вектор а в поло- 
жительном направлении (против хода 
часовой стрелки) до совпадения с на- 


ея 
правленнем вектора 6 (рис. 1). По- 
ложим для определенности, что 0= 


=-(а, < 2л*). Из этого определения 
и свойств функцни у = зтох сразу 
следует, что 

$ =2 (а, В) = — п > (Ь, а). 

Рассмотрим два  треугольцика: 
АВС (обозначим его через А) н 
А,В.С:, вершины А’, Вуи С, кото- 
рого лежат на прямых ВС, АСи АВ 


соответственно; обозначим треуголь- 
ник А,8.С, через А,. Легко видеть, 


*) Наше спгеделение угла между век- 

торами несколько отлично от школьного. 

— - 

Поэтому мы н ввелн обозмачение 2 (а, 6) 
=> ^^ - 

(а не (а, 5)). Благодаря такому определению 

угла, как это будет видно из дальнейшего, 

удастся доказать ряд довольно нзящных 
утверждений. 
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что векторы АС, и С.В коллинеарны; 
точно так же коллинеарны и векторы 
ВА, А С и СВ» В, А. Введем для 
коллинеарных векторов АВ и СБ 


величину [ равную отношению 
С. ’ 


длин векторов АВи СО, взятую со 


знаком «--», если векторы АВ и 1972) 

сонаправлены, и со знаком «—» в про- 

тивном случае. Определим теперь для 

и А н А, величину 
(А, А,): 


А СВ 
В (А, ад - [184 [54 . 28. (1) 
С.В А.С В. А 
Пусть далее ® — тройка векторов 
а, Бис, коллинеарных векторам ВС Я 
АС и АВ (сторонам треугольннка 
АВС), 
Ь и с, коллинеарных векторам АА,, 
ВВ, и Сб. Определим для ® и о, 
величину В* (%, ®1): 


В* (©, в!) = эт 3 (Ъ.2,) 


®; — тройка векторов _@ь, 


> С 


мп 2 ( а, с, 


та (с. а, } . эта (а, ь.) (2) 


= 


яп 3 (5. а, 
Лемма. 
Е (А, 4,) = В* {, в). (3) 


т (с, 5 


© 


2} 


Рис. 1. 
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В 
а 
А, 
ы 
ржа, 
В, 
С, 8 
1 


Рис. 2. 


Доказательство. Сначала про- 
верим, что Ю и Ю* одного знака. Легко убе- 
диться, что нзменение направления Одного 


-. > -- >- 


из векторов а, 6, с, а,, 6,, с, ме изменит 
величины В (©, ®,;), поэтому можно выбрать 
направление каждого из них определенным 
ор например, можно счнтать векторы 


> - с > 


а, $. с. ал, В,. с, совпадающими по направ- 
— —_р $ — 
АА,,. 


ленню с векторами ВС, СА, АВ, 
В этом случае каждая 


ВВен СС, (фис. 2}. 
нз трех дробей, входящих в выражение 
Ю(А, А1), имеет тот же зиак, что и соответс- 
твующая дробь, входящая в выраженне 
Ю* (®, @,:). Например, дроби 


- я зп ; (6. Е). 
С.В т = (а, с,) 
будут положительны, если точка С, рас- 
положена между точками А и В, и отрицатель- 
ны в противоположном случае (рис. Зи 2). 
Осталось доказать, что | Ю (А, А,) | = 
= |Ю*(®. ©,) |. Имеем 








—> 
26 | Здвев.. _ 
С.В 5 авсс, 
1 АСТ: 1СС, 1. [581 246.6) | _ 
у 1ВС|- 1 СС + [9 2 (а.5) 1 
АС] 150.248, 21| 
= Ж1В(| ° . >. - ‚ 
53 (а, с.) | 
> > 
| | АВ |501 (с а, | 
Е |, ИГ ам 
А.С, | 246.201. 
—> 
[Ее _ Вет. та, Ь,) | 
[и ь 
В, А ще. 1511 2 (с, 5.) | 
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В 
а 
С, 
а 
А — 
г С 
Рис. 3. 
Перемножая эти три равенства, получим, 


что | (А, А) 1=|* (©, ©,) [. Лемма дока- 


зана. 

В лальнейшем нам понадобится 
равенство, непосредственно вытекаю- 
щее из определения К* м 61): 


" 
В* (©, 6,) = рю, ©) ") : (4) 


Сформулируем теперь теоремы Чевы 

и Менелая. : 
Теорема Чевы. Для того 
чтобы прямые АА,, ВВ: и СС, пере- 
секались в одной точке, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось ра- 


венство 

К (А, А,) = 1, (5) 
или эквивалентное ему равенство 

Ю* (в, в) = 1. (5') 


Теорема Менелая. . Для 
того чтобы точки А, В:, С, лежали 
на одной прямой, необходимо и доста- 


точно, чтобы выполнялось равенство 
В (А, А) =— 1, (6) 
или эквивалентное ему — равенство 
Ю* (®, ®,) = —1.. (6’) 


Доказательство теоремы Чевы 


Необходимость. Пусть пря- 
мые АА,, ВВ., СС, пересекаются 
в одной точке. Докажем, что выпол- 
няются условия (5) и (5'). 





*) Выражение Д*(6,, ©) получается из 
выражения В* (0, ®,) взаимной заменой 
-® = 


векторов аи а,, 


> > > 


ы 
фнё,, сис, 


В 
С А, 
А В, С 
Рис. 4а. 
Заметим, что если прямые АД,, 
ВВ, и СС, пересекаются в одной 


точке, то либо все три точки А,, В, и 
С, лежат на сторонах треугольника 
АВС, либо же одна из точек лежит 
на стороне треугольника, а две дру- 
гне — на продолжениях  соответст- 
вующих сторон. В первом случае все 
дроби, входящие в выражение 
В (А, А,), положительны, а во вто- 
ром случае одна из трех дробей, вхо- 
дящих в Р (А, 4,), положительна, а 
две другие — отрицательны, так что 
снова выражение К (А, А,) (а следо- 
вательно, и Ю* (®, в) — см. лемму) 
больше нуля. Докажем теперь, что 
1 А* (®, ®) |=1 (так как 
В* (и, ®1) > 0, из этого будет следо- 
вать, что Ю* (®, ©} равно единице). 
Обозначим-точку пересечения прямых 
АА,, ВВ, и СС, через О (рис. 4а). 
Применяя теорему синусов, получим 


[ша (5.2)| _ [РА 
[ево | роет 
[т (2.а,) | _ 1281 
Ее | т 
| _ 1861 
т "ВВГ: 


| < [22 


Перемножая эти равенства, видим, 
что | А* (©, ®.)|-=1. Тем самым не- 
обходимость доказана. 

Достаточность. Доказатель- 
ство достаточности проведем методом 


куапетестели 





Рис. 46. 


«от противного». Допустим, что 
КА, А,) (=ЮВ(, в)) =1, но прямые 
АА,, ВВ, и СС, не проходят через 
одну точку (рис. 46). Обозначим точ- 
ку пересечения прямых АА, и ВВ, 


через Р,, а через С, — точку пересе- 
чения прямых АВ и СЬ,. Посколь- 


ку прямые АД,, ВВ, и СС, пересе- 
каются в одной точке, 


— -— —— 
те 4- ее 
св | [с] | вА 

Но по условию 

— =— 
АС, | ВА, | 


Я.С 





БЕ 
СВ, 
— ЕЕ, 
АС 
откуда = Ас, | 
С+В св | 
точка С., и точка С, лежат на пря- 
мой АВ, из этого следует, что точ- 
ки С; и С: совпадают. Теорема Че- 
вы доказана. 


в 


—=$. { “^^ 
В, А 





. Так как ни 


Доказательство теоремы Менелая 


Необходимость. Известно, 
что точки А,, Ви С, лежат на одной 
прямой. Нужно доказать равенства 
(6) и (6'). 

Снова заметим, что если точки Ау, 
В, иС, лежат на одной прямой, то 
либо все они находятся на продолже- 
ниях ВС, АС и АВ сторон треуголь- 
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А В, С 
Рикс. 5. 


ника АВС, либо же две из точек А, 
В., С, находятся на соответствую- 
щих им сторонах, а третья — на про- 
должении. В обоих случаях выраже- 
ние А (А, А,) будет отрицательным 
(убедитесь в этом). Докажем теперь, 
что если точки А‚, В,, С, — на од- 
ной прямой, то |К (А, 4,) |=1 
(поскольку К (А, А,) < 0, из этого 
будет следовать, что К (А, 4,1) = 
=— 

Проведем через точку В прямую, 
параллельную АС, и обозначим точ- 
ку ее пересечения с прямой В,А,С, 
через О (рис. 5). 

Используя подобие, легко получим 





—— —® 
| СА, | |В, С] | ВС. | |851 
=—| = в. |— | -ТАВГ. 
А.В. Вы] СА 1АВ | 
Добавив очевидное равенство 
Глв, | _ | Ав. | и перемножив все три 
“| | р р 
Гв.с| |в,с 
равенства, получим, что 
| А (А,4,} | =1. Необходимость 


условий теоремы Менелая доказана. 

Доказательство достаточности ус- 
ловий (6) и (6’) теоремы — Менелая 
проводится аналогично доказательст- 
ву достаточности условий (5) и (5') 
теоремы Чевы. 


Несколько следствий 


Введение в формулировки теорем 
Чевы и Менелая двух эквивалентных 
условий (5) и (5’), (6) и (6'’) сделано 
не только для облегчения доказа- 
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тельства этих теорем. В одних зада- 
чах оказывается удобным использо- 
вать одно из условий, в других — 
другое. Убедитесь в этом, попробовав 
самостоятельно доказать следующее 
утверждение. 


Утверждение 1. Если три 
прямые, проходящие через вершины 
треугольника, пересекаются в одной 
точке, то и прямые, им симметрич- 
ные относительно — соответствую- 
щих биссектрис треугольника, также 
пересекаются в одной точке. Если же 
эти три прямые пересекают противо- 
положные стороны треугольника в 
трех точках, расположенных на одной 
прямой, то и прямые, им симметрич- 
ные относительно соответствующих 
биссектрис, также пересекают  про- 
тивоположные стороны — треуголь- 
ника в трех точках, расположенных 
на одной прямой. 

Если мы вспомним про равенство 
{4), то легко докажем 


Утверждение 2. Если три 
прямые, проходящие через вершины 
А, ВиС треугольника АВС парал- 
лельно сторонам В.С, А.С; и 
А.В, треугольника А:В.Са, „пересе- 
каются в одной точке, то и прямые, 
проходящие через вершины А’, В и 
С, треугольника А,В.С, параллель- 
но сторонам ВС, АС и АВ треуголь- 
ника АВС, также пересекаются в 
одной точке. Если же первые три 
прямые пересекают — соответствую- 
щие стороны треугольника АВС в 
трех точках, — расположенных на 
одной прямой, то то же самое имеет 
место и для прямых, проходящих че- 
рез вершины треугольника А. В.С: 
параллельно ВС, АС и АВ (рис. 6, 7). 

Докажите самостоятельно также 


Утверждение 3. Если пря- 
мые, проходящие через вершины А, 
Ви С треугольника АВС перпен- 
дикулярно сторонам ВС, А.С, и 
А,;В, треугольника А.В:Са, пере- 
секаются в одной точке, то и перпен- 
дикуляры, опущенные из вершин 
А,, В. и С, треугольника А.В.С,: на 
прямые ВС, АС и АВ, также 


пересекаются в одной тоцке. 
Если же первая тройка прямых пе- 
ресекает соответствующие сторо- 
ны треугольника АВС в трех точках, 
расположенных на одной прямой, то и 
прямые, проходящие через вершины 
треугольника А,В.С, — перпендику- 
лярно ‘сторонам треугольника АВС, 
пересекают. соответствующие сторо- 
ны треугольника А,В:С. в трех точ- 
ках, расположенных на одной пря- 
мой (рис. 8, 9). 

Приведем еще два примера ис- 
пользования теорем Чевы и Менелая. 

Утверждение 4 (теорема 
Паскаля). Пусть А., А. А, Аз, 
А; и А, — точки, расположенные на 
одной окружности. Тогда точки пе- 
ресечения Сы А.А, и А.А., 
А Аз и А; Аз, А-Аз и АзвА, лежат 
на одной прямой. 


Доказательство. Обозначим 
точки пересечения прямых, о которых гово- 
рится в условии, буквами К, Ё и М со- 
ответственно. Будем считать, что прямые 
А.А., АзА: и А,Аз не пересекаются в од- 
ной точке; тогда они образуют треугольник — 


обозначим его АВС, где А — точка пере- 
сечения прямых А.А.и А, Ав. В — прямых 
А.А. и А.А, н, наконец, С — прямых 


АзАа и 4, Аа. 
Составим следующую таблицу: 





Буквы, стоящие в каждой строке и каж- 
дом столбие этой таблицы, соответствуют 
точкам. расположенным на одной прямой. 

Поскольку точки К, Ази А, лежат на 
одной прямой и на сторонах Е ВС и СА 
треугольннка АВС. должно выполияться 
условие (6). а именно: 


— — —- 

АК ВА. || САь 
—.. = =. 
Же | 








КВ Аз А 
{7} 
Аналогично 
—— 
АА, ВМ. 
Е № г. (8) 
А,В ме 
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В 
. 9 
А 
С 
А, 
В, С 
Рис. 6 
В 
А С 





Рис. 7. 
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—» —— — 
Гал. | | вл, | [СЁ 
Мэ (9 
| А.В А,С ГА 

Поскольку точки А;, Аз, Ави Аб ле- 
жат нз одной окружности и точка А — 


точка пересечения прямых А.А. и А, Аз, 
то |АА,|. АА, [= |АА, |. [ААе |. Опре- 


делим для ПИРЫ векторов АЛ: н 








АА) величину [АА:. `АА,. равную произ- 





ведению длин векторов ЖИ и АА ;, взятому 


со знаком «т», если векторы АЙр и АА; 
сойаправлены, и со знаком «-—», если они 
направлены противоположно. Тогда поедед- 
С кее равеиство в новых обозначениях мы мо- 
жем переписать так: 


[АА, ь АА. = [ААь . Аль} — 
= (АЙ А - ЛЬА}- (10) 


Аналогично 
{ВА - ВА. }— (А.В. АзВ}, (11) 
{СА, - СА }= Аг. АС}. (12) 
): Перемножая равенства (7) — (9} с учетом 
Рнс. 5 : равенств (10 — (12) н того, что, согласно 
м — — 
оипределенню, промо ЗА ВА = 
„> -— 
А.С А;С 





— —> 
= ЕВАь- ВА ‚ Получаем | Е | х 
беде КВ 


ВМ СЬ 
хр. р} = — 1, что по теореме 
МС | ГА 


Менелая н означает принадлежность точек 
К, Би М одной прямой. 

Случай, когда прямые А,А., АзА; и 
АьА, пересекаются в одной точке (н тем 
самым ие образуют треугольника АВС), 
разберите самостоятельно. 








На рисунках 10—12 изображены 
три различных случая расположения 
В, точек А,,..., Аз. Ими, конечно, не 

исчерпываются все возможности. 
И в заключение — еще одно след- 

ствие. 

Утверждение 5. Пусть из 
хх точки А, взятой вне окружности, про- 
ведены две касательные АМ и АМ к 
А С окружности и две секущие, и пусть 
р Р и О— точки пересечения окруж- 
Рис. 9. ности с первой секущей, а точки К 
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ц [. — со второй. Тогда прямые РК, 
ОТ. и ММ пересекаются в одной точке. 

Доказительство (рнс. 13). 
Применим теорему Чевы к треугольнику 
КЕМ. Заметим. что прямые РК, ОБ и МХ 
пересекутсй в одной точке, если выполняется 
равенство 


А 2 ея = 
ме СМА За КО п МКР 


^^ * “^ р ^^ 

эм АМК зп ОЁМ зп РКЁЕ 
Все углы. фигурнрующие в последнем 
выражении, — винсанные в данную окруж- 


ность; синусы этих углов пропорциональ- 
ны длинам стягиваемых имн хорд (так, 


например, $1 ЕММ = `2к › ге В — ра- 


днус окружности). Поэтому равеиство (13) 
эквивалентно такому равенству: 
м. ТОР МР, 
УК 19М| |РЕГ т 








Покажем, что (13’) в самом деле выпол- 
няется. Мз подобия треугольинков АМР 
1РМ1 ГАМ | 


РМО ^ 1АЧТ ° 
Из подобия треугольников АРЁЬ н АОК 


кот _ 14 


н АМО получаем 








ТР — 1АЁ|, и, наконец, из подобия 
Ем 
треугольников АА иАХК кг = 
Г АЁ| 


= . Перемножая последние три ра- 
АМ] Р ы ри Р 


венства, получаем (13). 

Замечание. Из утверждения 5 сле- 
дует, что с помощью одной лннейки через 
данную точку вне окружностн можно иро- 
вести касательную. Способ построения По- 
казан на рисунке 14. 


Задачи 
1. Докажите, что: а) биссектрисы внеш- 
ннх углов треугольника пересекают прямые, 


„Г 





Рис. 10. 


Рис. 11. 


Рис. 





14. 
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на которых лежат противоположные сторо- 
ны, в трех точках, расположенных на одной 
прямой; 6) касательные к окружностн, опи- 
санной около треугольника, проведенные в 
вершинах треугольника, пересекают прямые, 
иа которых лежат протнвоположные стороны 
треугольника, в трех точках, принадлежз- 
щнх одной прямой, 

2. На сторонах ДВ, ВС и СА треуголь- 
ника АВС взяты точкн С}, А,и В, так, что 
прямые АА,, ВВ; и СС, пересекаются в од- 


—^ 
иой точке. Докажнте, что еслн СА.В, 90°, 
то А.В, — биссектриса угла АА.С. 

3. Докажите, что перпендикуляры. вос- 
ставленные к биссектрисам треугольника 
в их серединах, пересекают стороны треуголь- 
ника (или продолжения сторон), на которые 
опущены соответствующие этим перпендику- 
лярам бнссектрисы, в трех точках, лежащих 
на одной прямой. 


4. Окружность пересекает сторону АВ 
треугольника АВС в точках С, и С., сторо- 
ну ВС — в точках Ауи Аз, сторону СА — 
в точках В; и В.. Докажите, что если пря- 
мые АА,, ВВ, и СС, пересекаются в одной 
точке, то и прямые АА,, ВВ», СС, также 
пересекаются в одной точке. 


$. Даны три непересекаюшнеся окруж- 
ности, Для каждой пары окружностей оп- 
ределена точка пересечения общнх внешних 
н точка пересечения общих внутреиних ка- 
сательных.  Докажнте, что получившиеся 
шесть точек расположены на трех прямых, 
по три точкн на каждой. 


$. На сторонах АВ, ВС и СА треуголь- 
ника АВС взяты точки С‚, А; н В,. Пусть 
С; — точка пересечення прямых АВ вн А.В, 
Аз — точка пересечения прямых ВС н В,С,, 
В. — точка пересечения прямых АСн А,С,. 
Докажнте, что еслн прямые АД,, ВВ. СС, 
пересекаются в одиой точке, то точкн А,, 
В. С, лежат на одной прямой. 


Куапетесите.ги 


7. Прямая пересекает стороны АВ, ВС 
и продолженне стороны АС треугольника АВС 
в точках О. Е и Р. Докажите, чтр середины 
отрезков РС, АЕ и ВЕ лежат на одной 
прямой. 

8. В выпуклом четырехугольннке АВСО: 


^^ —^ ^ ^^ 
АБВ=26°, ВСр=51°, ВСА=13°. АСР= 


—^ 
==73°. Найднте АВЬ. 

9. На стороне АС треугольника АВС 
взята точка А, а на медиане ВО — точка Р 
так, что площадь треугольника ВРС равна 
площади треугольника АРК. 

Определите геометрическое место точек 
пересечення прямых АР н ВК. 

10. Дан треугольник АВС. Определим 
точки А‚, В, н С, следующим образом. 
Точка А, — это середина хорды, высекземой 
на стороне ВС окружиостью, касающейся 
сторон ВА н СА треугольника АВС. Анало- 
гично В, — середина хорды, высекаемой на 
стороне АС окружностью, касающейся сто- 
рон АВ и СВ. а С, — середина хорды, вы- 
секаемой на стороне АВ окружностью, ка- 
сающейся сторон АС и ВС. Дугам всех 
трех окружностей, находящимся внутри тре- 
угольннка, соответствуют равные централь- 
ные углы. Докажите, что прямые АД), ВВ,, 
СС: пересекаются в Одной точке. 

11. На ребрах АВ, ВС, СО и БА тет- 
раэдра АВСР взяты соответственно точкн 
К. [., М. М. Докажите, что для того чтобы 
фигура КЁММ являлась плоским четырех- 
угольником, необходимо и достаточио вы- 
полиения следующего условия: 


[АК ]-| ВЕ]. СМ. ОМ | — 
=|К |-1ЕС}. МР |- |МА |- 


12. Через вершины А и В четырехуголь- 
ника АВСР проведена окружность. Прямые 
АР н ВС вторично пересекают окружность 
в точках Кн [., а прямые АСн ВО — в точ- 
ках Мн №. Докажите, что прямые КЁ, ММ 
и СД пересекаются в одной точке или па- 
раллельны. 





Как устроено 
атомное ядро 


В 1937 году сотрудник мн- 
нистерства нностраиных дел 
Великобритании  полковинк 
Дж. Мур-Брабазон обра- 
тнлся в редакцию  англий- 
ского журнала  «Мабиге» 
{«Природа») с просьбой 
рассказать о некоторых не- 
понятных ему особенностях 
строення атомного ядра. От- 
вечал полковнику профессор 
Андраде, известный физик, 
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автор многих популярных 
книг и статей. Эту любопыт- 
ную перепнску мы решили 
довестн до сведения наших 
читателей. Перевод н под- 
готовка публикации выпол- 
нены В. Березнным. 


Вот что пнсал Мур-Бра- 
базон в своем письме: 

«Взялся бы хоть один 
из ученых-популяризаторов 
Объяснить, как преодолеть 
возникающие у любнтелей 
физики трудностн в понима- 
нии современной картины 
строения атома. Мы знаем, 
что она очень приблнзнтель- 


на. Нам известно, что бил- 
лиардный шар в качестве мо- 
дели атома неприемлем. Не- 
давкие эксперименты по бом- 
бардировке атома позволили 
построить общую огрублен- 
ную схему. Гейзенберг, с 
его принципом веопределен- 
ности, внушает сомнения в ее 
правильностнв. Но вам не 
хотелось бы, чтобы объясне- 
ння опирались на квантовую 
механику; мы бы рассмат- 
ривали такие объяснения как 
«недружествсииое дейстзие». 


(Продолжение см. с. 42) 


Куап тссте.ги 






Головоломки 


Фишки на поле 






На игровом поле, состоящем из 
25 клегок н 2 перегородок (ем. 
рисунок), стоят 20 фишек: 0 
красных ин 10 зеленых. ‘ 

За один ход можно пере- 
двинуть любую фишку на лю- 
бую свободную клетку во сво- 
бодным клеткам. 

Какое наименьшее колнче- 
ство ходов надо сделать, чтобы 
поменять местами красные н зе- 
леные фишки? 
















Звезда из домино 






Расположите все 28 косточек 
домино в виде семиконечной 
звезды (но четыре костяшки на 
каждом луче). но гак. чтобы: 

И в центр выходили кости 
с 0.1.2, 3.4.5.6 очкамн; 

2} на концах лучей также 
были все очки от 0 до 6; 

3) в каждом луче косточки 
укладывались согласио прави- 
лам игры в домино: О к0, | к1 
итд. 

4} суммы очков на косточ- 
ках домино во всех лучах были 
одинаковы. 
































Циферблат 


На окружности нарисованы №. 
12 кружков.  тринаднатый А 
в нентре. Некоторые кружки [и 
соединены линвями, па крайних ‘Г 


кружках стоят 12 фишек с чис- у и 
лами от Ё до 12 (см. рисунок. | 
Наша пель: передвирая по одной |) 
фишке на свободный кружок р 
но линиям, поставнть каждую №, 
них а кружок с ее номером. \11 
Задача нмеет решение, состоя- а 
щее из 49 ходов (перемешений). 
А может, вы найдете более ко- м, 
вот кое? 
Л. Мочшлв 







Решения задач из этого иоме- 
ра можно присылать не позл- 
нее 31 декабря 1976г. по 
адресу: 113035, Москва, М-35 
Б. Ордынка, 21/16, редакция 
журнала «Квант». После 
адреса на конверте напишите, 
решения каких задач вы по- 
сылаете, например: «Задач- 
ннк «Кванта», М4» или 
«...Ф423». Решеиня задач 
по каждому из предметов 
{математике и физике), а 
также новые задачн просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачн из разных 
номеров журнала прнсылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложите коиверт 
с напнсанным на нем адре- 
сом (в этом конверте вы 
получите результаты провер- 
ки ваших решений). Условня 
оригинальных задач, пред- 
лагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземпля- 
рах вместе с вашимн реще- 
ннями этих задач (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта». иовая задача по 
физнке» или <... иовая зада- 
ча по математике» ). 

Наиболее трудные задачи от- 
мечены звездочкой. 
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Куапитесте.ги 


задачник 
вванта 


Задачи 
М411—М415; Ф423—Ф427 


М411. Три отрезка с концами на сторонах тре- 
угольника, параллельные его сторонам, про- 
ходят через одну точку и имеют одинаковую дли- 
ну х (рис. 1). Найдите х, если длины сторон 
треугольника равны а, Б, с. 

А. Ягубьянц 


М412. В городе на каждую площадь выходит 
не менее трех улиц. На всех улицах введено 
одностороннее движение так, что с любой пло- 
щадн можно проехать на любую другую. Дока- 
жите, что можно запретить движение по одной 
из улиц (на участке между двумя площадями) 
так, что по-прежнему с любой площади можно 
будет проехать на любую другую. 

А. Гольдберг 


М413. Для каких положительных чисел а верно 
следующее утверждение: для любой функции [, 
определенной на отрезке [0,1], непрерывной в 
каждой точке этого отрезка и такой, что } (0) = 
=. [(1) = 0, уравнение [{(х + а) —[ (*х) =0 
нмеет решение? 

а) Выясните сначала этот вопрос для случая 
а = 1/2. 

6) Докажите, что для а = Ил, 
туральное число, 
ние верно. 

в) Докажите, что для остальных 
тельных а оно не верно. 

При решении этой задачи может пригодиться 
такое свойство непрерывных функций: если 
функция & определена на отрезке {а, 6], непре- 
рывна в каждой точке этого отрезка и на концах 
его принимает значения разных знаков, то меж- 
дуаи ® найдется точка с, в которой & (с) = 0. 

И. Яглом 


где п — на- 
сформулированное утвержде- 


положи- 


М414. а) Из пяти треугольников, отсекаемых от 
данного выпуклого пятиугольника, площади че- 
тырех равны $, площадь пятого — 3$/2. Най- 
дите площадь х пятиугольника. 


Куап тссте.ги 


6}* Докажите, что если $,. $., 5..5. 55 — 
площади пятя этих треугольников, а х — пло- 
щадь пятнугольника, то 

 — (5, + З, + +5. $ х-+ 

| (5:5, ЕН 553 ть $354 на 5.5. р $551) 0. 


А. Тихомиров 


№415. Какое наибольшее число королей можно 
расставить на торической шахматной доске 
п Хх п, чтобы они не билн друг друга? Ториче- 
ская шахматная доска получается из обычной 
размером п х п, у которой верхняя и нижняя 
горизонтали, а также левая и правая вертикали 
считаются склеенными. На торической доске 
с каждого поля король может пойти на восемь 


соседних полей (рис. 2). 
А. Фитер 


Ф423. Масса воздушного шара вместе с волоча- 
щимся за ним канатом равна М (рис. 3). Дей- 
ствующая на шар архнмедова выталкивающая 
сила равна Ё, коэффициент трения каната о 
землю и. Сила сопротивления воздуха, дейст- 
вующая на воздушный шар, пропорциональна 
скорости шара относительно воздуха Е; = 
— — ау. Найти скорость шара относительно 
земли, ссли дует горизонтальный ветер со ско- 
ростью и. 





А. Грубачев 


Ф424. Для того чтобы лампочку, рассчитанную 
на напряжение сети 1108, включить в сеть 
с напряжением 2208, можно воспользоваться 
Ди реостатом, который может быть включен по 





|= схемам а и б (рис. 4). Найти к. п. д. каждой из 
ом схем. Сопротивление лампочки 1000 ом, а рео- 
ны стата 2000 ом. 
а: 


ниниюнининиинит  " Ф425. В пространство между пластинами неза- 


ряженного плоского конденсатора вносится 
Рис. 3. металлическая пластина, имеющая заряд О. 
Между пластиной ин обкладками конденсатора 
при этом остаются зазоры 1; и [.. Площади всех 
пластин одинаковы н равны $. Определить раз- 
ность потенциалов между обкладками конденса- 
тора. 
Ф426. В дымовой завесе из непрозрачных ча- 
стиц радиуса г, = 5 мкм при содержании массы 
вещества т= 0,04 г в кубометре воздуха даль- 
ность видимости составляет {[, = 50 м. Сколько 
вещества в кубометре воздуха распыляется дру- 


а) 6) гим источником завесы, который создает частицы 
раднуса г, = 10 мкм, если видимость сокраща- 
Рис. 4. ется до |, = 20 м? 
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№М371. В каждой клетке шах- 
жмотной доски написано 
целое число от 1 90 64, 
причем в разных клетках — 
разные числа. За один во- 
прое ложно, указав любую 
совокупность полей, узнать 
совокупность — (множество) 
чисел. стоящих на этих 
полях. За какое наимень- 
шее число вопросов можно 


узнать число в каждой клет- 
ке? 





Куап тссте.ги 


$427. Две катушки с числами витков п, = 1925 
ил, = 1000 намотаны на торондальный ферро- 
магнитный сердечник днаметром а4=5 см н 
площадью поперечного сечения $ = 1 см?. По 
первой катушке течет постоянный ток | а, вто- 
рая катушка подключена к гальванометру. При 
размыкании цепи первой катушки через гальва- 
нометр проходит заряд 10-3 к. Полное сопротив- 
ление цепи второй катушки 100 ом. Определить 
магнитную проницаемость матернала, из кото- 
рого сделан сердечник. 


Решения задач 
М№371—М375; ФЗ78—Ф382 


Докажем, что накменьиюе необходимое число вопросов — 6. 
Для этого, во-первых, покажем, что за 6 вопросов можно уз- 
чать все числа, н, во-вторых, докажем, что за меньшее число 
вонросов этого сделать нельзя. Но сначала разберемся в фор- 
мулировке задачи. 

Задавая одни вопрос, мы указываем некоторое множество 
А полей н узнаем, какие из чисел от 1 до 64 записаны на по- 
лях из множества А, а какие -—- на остальных полях (мно- 


жество дополнительных полей обозначим через А). Таким об- 
разом, каждый вопрос — это некоторое разбиение доскн на 
два множества А н А. Мы должны задать несколько вопросов 
(А. Ар), М». Аз), ---, (Аа, Ад) так, чтобы по ним однозначно 
определить, какое число записано па каждом поле, то есть 
так, чтобы для любых двух разных полей обязательно из- 


шлось такое разбиение (А;. Л; из наших 4, которое раз- 
деляет эти два поля: одно нз полей принадлежит А;, 
а другое — А;. Иначе говоря, нужно, чтобы пересечение лю- 
бых 4 множеств, #2@ из которых — А; или А; — содержало 
не более одного поля. При этом число вопросов 9 должно 
быть возможно меньше. 

+. Пример шюсти разбиений, позволяющнх узиать все 
числа, показан на рисунке | (множества А;, которые мы нред- 
лагаем спросить, — розовые, А | — белые; { = 1, 2,..:, 6). 
В том, что нам план правилен, убедиться иструдно: за три 
первых вопроса мы узнаем множество чисел, записанных в 
каждой строке, за три последних — в каждом столбие, поэ- 
тому в результате мы угадасм число в каждой клетке. (Здесь 
пересечение любой совокупности шести подмножеств. ге 
из которых — А; или А; — содержит ровио один элемент!) 

П. Докажем, что за 5 вопросов все числа определить 


нельзя. Пусть первый вопрос — (А, А). Тогда в одном из 


множеств А,;, А; (можно считать, что в А; — ведь они совер- 
шенно равиоправны) не менее 32 полей. Пусть второй вопрос — 


(А., А). Эгот вопрос разделяет множество А, па два: А, [| 


ПА.нвнА, ПА. причем в одном из них (можно считать, что 
в А, ПА.) не менее 16 полей. И, наконец, после пятого 
вопроса останегся множество А; Г] А. ПА, ПА. П А, из 
днух или более «иеразличимых» полей. Ясно, что узнать, как 
расставлены числа в этом множестве по заданным вопросам 
мы пе сможем. 





Рис. 2. 


№МЗ72. Дан’ треугояьник 
АВС. Доказать, что усло- 


^ 
вие АСВзё120° необходимо 


и достаточно, итобы для 
любой точки Р плоскости 
выпоанялось неравенство 
ГА. + |ВРГ- |1СР|1 = 
АС! - [ВС 
С 
в 
д& 
Рис. 3 





Рис. 5. 
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Куап. тссте.ги 


Заметим в заключение, что хотя шахматная доска и помогла 
нам описать пример из шести разбиений, на самом деле она 
в этой задаче ни при чем. Как получился пример на рисунке 1, 
можно объяснить с помощью двоичной системы счисления. 
Если все поля занумеровать по порядку двончными числами 
от 000000 до ИИ! (28 как раз равно 64 — вот чем хороша 
доска). как показано на рисунке 2, м отнести к миожеству А} 


те номера, у которых Г-я цифра 0 (ак А; — те, у которых 1), 
то получнтся наш пример. Приведенных соображений доста- 
точно, чтобы решнть задачу в общем виде — для любого ко- 
личества ^ полей (расположенных как угодно —- для опре- 
деленностн, в ряд), на которых иаписана любая перестановка 
чнсел от | до №. Если 29-1< М№< 29, то все числа можно уз- 
нать за 9 вопросов, и нельзя -— зад — 1. 

О подобном использовании двоичной снстемы для мате- 
матических фокусов рассказывалось неоднократно в «Кванте» 
для младших школьников (см. «Квант», 1976, № 0, с. 67, 
статья А. Бендукидзе «О двоичной системе счисления» н № 7, 
с. 55, статья А. Орлова «Цоиск предмета»). 


Ф 

В связн с этой задачей естественно возникает такая. 
Пусть АВС — данный треугольник. Дая какой точки плос- 
^ости сумма ее расстояний до вершин А, Ви С наименьшая? 
Решим эту задачу. Наиболее интересный ответ получается 

рр 

для того случая, когда все углы А, В, С треугольника меинь- 
ше 120° (рис. 3). 


(Т?) Искомая точка Т — та, для которой АТВ = ВТС = 


—^ 
== СТА = 120°. Точка Т пазывается сточкой Торичелли» 
треугольника АВС. Красивое доказательство теоремы 
ТТ использует такую лемму |1: пусть А,В.С, — равно- 
сторонний треугольник с длиной высоты В; тогда сумма рас- 
стояниц до прямых АВ, В.Суи С.А, от любой точки Р, 
лежащей внутри или на контуре треугольника, равна в, а от 
точки Р, лежащей вне треугольника, — болыше В. 

Для доказательства леммы | лостаточно вместо суммы рас- 
стояннй от Р до прямых рассмотреть сумму площадей тре- 
угольников А,РВ,, В.РС,, С,РА, и сравнить её с плошадью 
треугольчика А,В.С, (рис. 4). 

Чтобы показать (ТТ). проведем через точки А, Ви С пря- 
мые, перпенднкулярные соответственно отрезкам ТА, ТВ н 
ТС. Получим равносторонинй треугольник А.В.С, (рис. 5}. 
Для любой точкн Р сумма расстояний от Р до точек А. ВиС 
не меныше, чем сумма расстояний от Р до прямых В:С\, 
СА, кА,В,, — ведь наклопиая не короче перпендикуляра, — 
а последния сумма по лемме | рапна высоте й треугольннка 
А,В,С,. Таким образом, |АР|-- | ВР|-+ | СР] =, а 
в точке Т сумма |АТ| -- |ВТ| -+ 1СЛ| равна В. 

Теперь нзучим другой случай. Ро 

{Т2) Если в треугольнике АВС один из углов — пусть С — 
болыие 10°, то искомая точка — сама эта вершина С, то есть 
АР — 1ВР| -- [СР] >= “С -- |В(] для всех Р. 

Последуем прежним путем. 


Лемма 2. Пусть А,В.С; — равнобедренный тре- 


^^ ^^ 

угольник с углами А, = В, >60? при основании, й — данцна 
высоты, опущенной на его 6 ксвую сторону; тогда сумма рас- 
стояний 90 прямых А.В,. В.С, и С.А, от любой точки Р, 
дежощей на отрезке А.В,, равна В, а для всех дригих точек Р 
плоскости — больше В. 

При доказательстве леммы 2 нужно учесть, что боковая 
сторона |А,С\| = |В,Си данннее основання |А,В.|. 

Чтобы доказать (12), проведем через токи А, В и С пря- 
мые, перпенднкулярные огрезкам СА, СВ н биссектрнсе угла 
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Рис. 6. хе 


М373. а) Все натиуральчые 
числа (записанные в деся- 
тичной системе) разбиты 
на два класса. Покажите, 
что любую бесконечную де- 
сятичную дробь можно раз- 
резать на такие конечные 
куски. чтобы все они. кроме, 
быть может. первого куска, 
принадлежали одному классу. 

6) Га же задача, но на- 
тирольные числа разбиты 
не на два, а на нескомько 
классов. 


1 1 1 
у————— 


у эофооофор ооо оф ФФ ооо ФоФФо 


И О оС Од 
СНЕ. “2 2 2 


Рис. 1. 
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АСВ (рис. 6). Получим равнобедренный треугольник А ‚В 1С., 
удовлетворяющий условням леммы 3. ще рассуждаем 
так же, как в доказательстве (11). 

Мы переходим, наконен, к самой задаче М372. Теперь для 
ее полного решения осталось сделать лишь небольшой ло- 
гический шаг. . 

В условии М372 требуется доказать два утверждения: 


—^ 
необходимость условня С > 120° и его достаточность для вы- 
полнения неравенства |АР|-+ | ВР| + |СР| = |АС| + 
-- 1 ВС | для любой точки Р плоскости. Достаточность 
мы только что доказали: это и есть теорема (Т2). Докажем 


—^ 
необходимость, то есть докажем, что если С < 12%, 
то существует Р = Р., для которой это неравенство неверно. 
Рассмотрим два случая. Если все углы в треугольнике АВС 
меньше 120°, то, согласно (Т!}, в качестве такой точки Ро 
можно взять точку Торнчелли ТГ. Если же однн из углов — 


^^. 
скажем А — больше или равен 120°. то в ролн точки Ро мо- 
жез выступить сама вершнна А (поскольку |ВС] > |АВ]). 


Ф 


Решение этой задачн требует только аэккуратных логических 
умозаключений для бесконечных множеств. Вот самый ха- 
рактерный пример: «Пусть Р —- какое-то свойство члена по- 
следовательности Хп. Тогда либо для всех чденов, начиная 
с некоторого, свойство Р {х»} выполнено, либо найдется бес- 
конечно много членов, Для которых Р (х») не выполнено». 
Рассуждения такого типа особенно часто встречаются в учеб- 
зиках по аназизу — прн изучении пределов и т. п. 

а) Конечные кускн последовательностн цифр (натуральные 
числа) будем называть словами (лля пас это действительно 
слова — в алфавите из «букв» 0, 1, ..., 9). Тогда либо для 
каждого знака нашей десятичной дробн (начиная с некоторого) 
есть слово первого класса, начннающееся с этого знака, ли - 
бо существует бесконечно много знаков таких, что все на- 
чинающиеся с ннх слова — не первого класса (то есть все — 
второго класса). 

Первый случай: мы можем (начиная с некоторого 
места) отрезать от нашей дроби последовательно одно слово 
первого класса за другим, то есть десятичную дробь удастся 
разрезать на слова первого класса (кроме, быть может, на- 
чального слова; рис. 7). 

Второй случай: отметим (на рисуике 7 — крас- 
ным) зизки нашей дроби, с которых начинаются слова лишь 
второго класса. Ясно, что слова, начннающиеся красными бук- 
вамн и идущне до следующей красной буквы, дают требуемое 
разрезание дроби на слова второго класса. 

6) Пусть слова разбиты на А классов. Мы докажем ин- 
дукцией по М утверждение задачи в несколько усиленном 
виде (как часто бывает, доказать больше оказывается легче *). 
А именио. мы докажем, что если дробь уже как-то (начиная 
< некоторого места по) разделена па куски — иазовем их 
слогами, — то можно ее разрезать (начнная с некоторого мес- 
та й,) на слова одного класса, не разрезая слогов, то есть так, 
что каждое слово бидет состоять из нескольких слогов. Вы легко 
проверите, что для № == 2 этот усиленный вариант доказы- 
вается точно так же, как прежний (роль «знаков» дроби иг- 
рают ие цнфры, а слоги). Но формально это н не нужио: ведь 





*) См. статью 


Л. Циимава «Парадокс исследова- 
теля», с. 9. 


Куап тссте.ги 


1 1 начать индукциню можно с № == 1, где все очевидио. Под сло- 
——^_ ^_^ вм мы понимаем ниже «слово из слогов». 
1 ооо ооо а аооев ое Шаг индукцни. Пусть для № — 1 классов утверж- 


денне доказано, а у нас их №. Пусть наша дробь разрезана на 
ПП Зоо оово вое фе ооо о® — СлОГН-(рис. 8). Тогда лнбо для каждого слога в дроби (на- 
ча о чиная с некоторого) найдется слово первого класса, начина- 
с фир ОВНА ИИ ющееся с этого слога, либо существует бесконечно много 
8516 слогов таких, что все начинающиеся с них слова — не пер- 
вого класса. Первый случай ясен. Во втором случае разрежем 
Рис. 8. всю дробь на куски, начинающиеся с «красных» слогов, и 
объявим этн более крупные куски слогами. Поскольку все 
слова, состоящие из таких укрупненных слогов, не первого 
класса, у нас теперь могут быть слова не более чем (№ — |) 
разных классов: и по предположенню индукцин мы можем 

разрезать нашу дробь требуемым образом. 

Приведенное здесь доказательство существования тре- 
буемого разрезания неконструктивно—не дается ннкакого об- 
шего способа постронть (скоиструировать} разрезанне для 
произвольных поавил, задающих полседовательность, и раз- 
биение слов На классы. 

Н. Васильев 


Ф 


№374. Пусть а. Би с— по- Мы приведем два решения, первое из которых — элгебраи- 
ложительные числа, а> си ческое, а второе — геометрическое. 


ь>е. Докажите веравен- 1. Положнм а = (1 -+ 2) с, в = (1+ В) с, где а, В >> 0. 
ство Тогда _Ус(@—9 + Ус(6— д) = с(Уа-+ УВ, Уаё = 


Уда-с)-+У 6—с) =Уа- = УИ -- а) (1 - В, инам нужно доказать, что Уа-- УВ< 
= Ууа +: а) (1 В). Напишем очевидное неравенство: 
(Кай — 02 > 0, или 2 Иов < 1+ ав, н прибавим к обены 
частям его по {< -+ Й). Получим 


о -- В -- 27а < 1+а-+ В + ав, 


то есть (Га + УВ)? < (Уй 9 (РВ), что и требова- 
лось. 


[1 
Равенство имеет место в случае, если @В = 1. то есть м = 


— ') [: == \)- }, или @—д(—до=о, откуда с = 
аё 

а-ь ‹ 

2. Составим четырехугольник АВСЛ из двух равнобел- 

реиных треугольников с равными по длине числу 2Ус ос. 

иованиями н с боковыми стороиами дянны аи У 5 соотвег- 

ственно (рис. 9). Поскольку длины высот, опущенных на ос- 


новання этих треугольников, равны Уа —си | — соо: 
ответственно, площадь  четырехугольннка АВС равна 


У (@—$-+ У {2 —9. С другой стороны, Злдвер = 
—^ а 

=2$Авр=?: 5 У? : УЪ эт (ВАБ) = ав, откуда и выве- 

кает требуемое неравенство. 











Рис. 9. 


—^ 
Равенство будет в случае $т(ВАР) = 1, то есть если 
д 


^^ 
ВАР = эр тогда АВ + АБ = |ВОр, или а = 


= ('Уа —с-+ УБ-—9?, озкуда =. 
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М375. Внутри выпуклого мно- 
гогранника объема | отмече- 
но 3. (2"—1) точки. 
Докажите, что из него 
можно вырезать выпиклый 
многогранник объема (1/2)”, 
не содержащий внутри себя 
ни одной отмеченной точки. 


$378. Пассажиры самолета 
не испытывают неприятных 
ощущений, если только их 
вес в полете не увеличивается 
более чем вд60е. Какое мак- 
снмальное ускорение в 2го- 
ризонтальном полете 9до- 
пускает зто условие? 


$379. Внешний диаметр 
стеклянной капиллярной 
трубки существенно  боль- 
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Подумайте, как доказать более общее неравенство 


Ун+ Ут < УЕ т-, 


где А, |, т, п — неотрицательные чнсла (наше неравенство 
получается отсюда прн # = т= с, [= а—с, п= 6 — д. 
А. Резников 


> 


Доказательство будем вести по нидукции. 

База индукнии. п = 1, то есть в выпуклом много- 
граннике объема 1 отмечено трн точки. Проведя через две 
нз этих точек плоскость. разбиваюшую наш многограиннк на 
два равных по объему многогранника, мы получнм. что в од- 
мом из них (объема 1/2) не окажется ни одной отмеченной 
точки. 

Шаг индукции. Допустим теперь, что для всех 
п = А утверждение задачи доказано, и докажем его для п == 
= #1 (мо вначале заметим, что если утверждение задачи 
справедливо для многогранника с м отмеченными точками, 
то оно тем более справедливо и для многогранника с меньшим 
чнслом отмеченных точек). Итак, сейчас у нас внутрн много- 


гранинка объема | отмечено 3 (21+1 — |) = 6:2 — 3 точ- 
ки. Проведем через две из них плоскость, разбивающую наш 
многогранник на два равновелнких многогранника. Посколь- 
ку теперь у нас осталось 6-2 — 3—-2==6-2^ — 6 чвнут- 
ренннх» отмеченных точек, в одном из этих многогранников 
(объема 1/2) окажется не более чем 3. 2* —3-= 3 (2% — 1) 
точки. По предположению индукции, из такого многограи- 
ннка мы можем вырезать  многограиннк объема 


| 1 \* Е #1 
ге) 1 ь 
точек, что н доказывает утверждение задачи. 

Внимание! Тот факт, что через две точкн, взятые 
внутри выпуклого многогранника, можно провести плоскость, 
деляшую многогранннк на два равновелнких, не так-то уж 
и очевиден. Подумайте, в чем тут дело, и попробуйте строго 


обосновать его. 


ие содержащий отмеченных 


Л. Типов 


х® 


На пассажира самолета, летящего с горизонтальным ускоре- 
нием а, со стороны кресла действуют две снлы` горизонталь- 
ная сила ла н вертнкальная сила —т я, компенснрующая силу 
тяжести. Такие же по абсолютной величине силы, но направ- 
ленные в противоположные стороны, действуют (по третьему 
закону Ныютона) со стороны пассажира на кресло. Абсолютная 
величина результирующей снлы, действующей на опору, т. е. 
вес пассажира, есть 


Р= Убю Ее. 


По условию задачи 
Р < 2т8. 


а= УЗа. 


Отсюда 


С. Козел 
Ф® 
Обозиачим через АО раднус канала капиллярной трубки 


(рис. 10). Рассмотрим ход такого луча АВ, который после 
преломления на внешней поверхности капилляра пойдет 


ие диаметри канала. Пока- 
затель преломления стекла 
п=4/3. Видимый через 6б0- 


ковую поверхность трубки 
диаметр канала 4’'=2,66 мм. 
Определить истинный диа- 
метр канала. 





$380. Найти период малых 
колебаний системы, изобра- 
женной на рисунке И. 
Стержни снитать неёвесо- 
мыми, их длины Ц и Ц. 
массы шаров ть и ту 
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параллельно оптической оси ОС. Очевидно, что именно этот 
луч определяет линейный размер &” изображения канала 
капиллярной трубки. 

Из рисунка 10 


где р — внешний днаметр трубки. По закону преломления 
яп В = пята и 4’ = Рпяпа. 
Из треугольника АОВ по теореме синусов получаем 


4/2 р; 
хта — эп (90° +В © ° 
Отсюда 
яп а Уп 9 
а — эт (90° + В—а) т со5 (В—@) — 


4’ 1 
п с0$(8— а ° 
Поскольку внешиий диаметр О трубки существенно больше 


диаметра 4 канала, угол а мал. Следовательно, мал н угол В, 
и разность В — а. Тогда с0$ (В — а) => Ё, и окончательно 


ая» Чт = 9 мм. 
Е. Кизнецов 


Ф 


Опнсанная в условии снстема представляет собой физический 
маятинк. Нахождение периода колебаний физического маят- 
ника — задача достаточно сложная. Дело в том, что период 
зависит от формы физического маятника, его конфигурации. 
Но для любого физического маятника можио подобрать такой 
математический маятиик, период колебаний которого булет 
равен пермоду колебаний даниого физического маятника. 
Так мы и поступим: подберем математический маятник, «экви- 
валентный» системе, изображенной на рисунке 11. 

Период малых колебаний математического маятиика з3- 
висит только от его длины. Так что нам достаточно найти дли- 
ну «эквивалентного» математического маятника — так на- 
зывасмую приведенную длину физического маятника. 

На рисунке 1! показано положение равиовесия нашей 
системы. При этом центр тяжести системы (точка М) находится 
на зертикали, проходящей через центр вращения 0; @ — 
радиус-вектор точки М относительно О. Пусть { — приведен- 
ная длина физического маятника. Если при колебаниях уг- 
ловые скорости в и ‹›' вращения векторов @ и [вокруг точки О 
одннаковы, то и периоды колебаний маятников одинаковы. 
Найдем ши ©’. 

Пусть ф — максимальный угол отклонения радиуса-век- 
тора @ от вертикали. Найдем угловую скорость точек системы 
в тот момент, когда радиус-вектор @ составляет угол @ с вер- 
тикалью. Потенциальная эиергия системы в момент макси- 
мального отклонения равца (рис. 12) 


По = (т, + тз) ву = (би + тз) ва (| — с0$ 9). 


(Потенциальиая энергия снстемы в положении равновесия 
принята равной нулю.) В момент отклонения на угол @ но- 
тенциальная энергия равиа 

По бт, м) №, = (т. + м 44 — 3 ©), 


а кинетическая эиергия равна 
т т.о? 
бое % 
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Рис. 11; 











Рис. 13 
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где о, = ФЁн 03 = ы«Ё: — линейные скорости шариков в этот 
момент. Согласио закону сохранения Энергии К, = П,— 


— Пь, т. е. 
пой т: 
5 +— 2 =(т, + та) #4 (со Ф—соз 0). 





откуда 





® = 204 ыыы. (<с0$Ф— со$ 0) (1) 
т — ты? ь 


Для математического маятника (точка массы р, подве- 
шеиная иа вити длиной {) потенциальная энергия в момент 
максимального отклонения па угол ф равна (рис. 13} 


По == 9! (1 — со$ Ф). 
При отклонеини на угол 0 — 
п = 081 (1 —<05 6), 


Я (0) (©) 
Ки о. 





Из закона сохранения энергия 


(«т 
2 


в&Г (1 — со$ 60) в = 2! (1 — с0$ $) 


иайдем %’: 
©’ = У с ф— 5950). (2) 


13 (1) и (2) видно, что если подобрать математический 
маятник такой длины /, чтобы 


2 тт. 
о ба 
5)! 8 т + той ? 


то колебания этого маятника будут синхронны колебаниям 
системы, изображенной ма рисунке 11. 
Итак, приведенная длина физического маятника равна 


ти + т 
— ат, + т. * 


Найдем теперь расстояние 4 от центра качаний О до центра 
тяжести системы. Пусть © — угол, который в положении рав- 
новесия образует стержень длипы {/, с вертикалью (рис. 14). 
Тогда тийг, = тояга, или 


(3) 


л 
пе, эта = т; В $т (= —а ) = т. 81 с0$ 4, 


откуда 
ть 





фа = о 
т ЕЕ 2.2 
а 1 ии + 245 ' 
- п 
9$ @ = — 
И 2: 22° 
Утий + м2 
Потеициальную энергию системы в положении равновесия 


мы приняли равной нулю. Эго означаег, что той» — тай, = 
= 0 (см. рис. 14), т. е. 


тля (4 — 1 соз а) + тив (4 — В па) = 0. 


ФЗ81. В устройстве для оп- 
ределения изотопного соста- 
ва  (масс-спектрографе) од- 
нозарядные — поны калия с 
атомными весами А =39 и 
А,=4) сначала ускоряются 
в Злектрическом поле, а 
затем попадают в однород- 
ное маенитное поле, пер- 
пендикулярное к направле- 
нию их движения (рис. 15). 
В процессе опыта из-за не- 
совершенства — аппаратуры 
ускоряющий потенциал ме- 
няется около среднего эна- 
чения Ио на величину Аи. 
С какой относительной точ- 


Аи 
ностью 
Чо 





нужно поддер- 


живать 
щего 
пучки 


значение ускоряю- 
потенциала, чтобы 
130топов каяця не 


перекрывались? 





Куап тссте.ги 


Из последнего равенства, подставив найденные выражения 
для ЯП @ и с0$ @, найдем 


Е оно 2,2 
>. Ути! + т>12 


т, {т 


Подставип это выражение для @ в формулу (3), найдем при- 
веденную длину физического маятника: 


И ++ т.!2 я 








ИГ НЕРВ 
ИтИ + т: 


Таким образом, период свободных 
равен 


колебаний системы 


ты У И. 
Е Е Ит?Р = т 


Т. Петрова 


Ф 


На движущуюси заряженную частицу в магнитном поле дей- 
ствует сила Лоренца, пернендикулярная скорости частицы 
и равная по абсолютной величине дуВ. Здесь 9 — заряд час- 
тицы, о — ее скорость, В — индукция магнитного поля. В од- 
нородном магнитном поле частица будет двигаться по окруж- 
ности, раднус В которой можно найти из второго закона 
Ньютона: 


из ти 
т-р’ = 958. и В 


где т — масса частицы. Если воспользоваться законом сох- 
ранения энергии 


ти? 
сариий: > 





то радиус траектории можно выразить через ускоряюший но- 
теициал и: 


р ти’ 1 ТА ит 
— ЗБ! В 9 ` 
Это соотнонецие показывает, что радиус траектории за- 
висит от произведения ит. При изменении ускоряющего по- 


тенциала раднус траектории каждого из пучков калия будет 
изменяться (см. рис. 15). Чтобы пучки номов не перекрыва- 





- лись, необходимо выполнение следующего условия: 


(но РТ Зыт, © (и, — Ан) ть, 


Или 


Ан Аи 
Е =. 
«+ т т «т. но "а, 
где т, и и. — массы ионов калня, пропорциональные этом- 





ным весам А; и А, соответственно. Отсюда 
Ли ры пи А,— А 


< Е =0.025 = 2,5%. 

но т.т, А, + А, ы 5% 
Заметим, что современная экспериментальная техника 

позволяет фиксировать ускоряющий потенциал с гораздо бо- 

лее высокой точностью (на несколько порядков). 

С. Козел 
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Ф382. Найты радиус наи- 
большей капли воды, которая 
может испариться, не по- 
глотив тепла извне. 


При испаренин капли без поглощеиня тепла нзвне необхо- 
димое для испарения количество теплоты @ получается за счет 
уменьшения поверхностной энергии капли Ир при уменьше- 
нии площади ее поверхности. 

Пусть радиус капли уменьшился на АК, тогда объем капли 
уменьшился на 


4 4 
ВУ = 5 лА — 5 л(®— АВ} = 


= 4л ЗАВ — 4лВ (АК) + л(АЮ)». 


При малом АА можно пренебречь вторым и третьим членами 
этого равенства по сравнению с первым членом, так что 
АУ = 4л ЮЗАЮ. 
Масса испарившейся при этом воды равна 
т = р&И = 4лрА?АЮ. 
Для ее испарения иеобходимо количество теплоты 
9 = 1т = 4лёЁрЮЗАЮ 
где [ = 2.26-108° ож/кг — удельная теплота парообразова- 
иия воды. Площадь поверхности капли уменьшилась на 
А$ -—= 4лЮ? — 4л (В — АЮ): = 8лКАЮ 
{членом, содержащим (А), мы преиебрегаем). поэтому по- 
верхностная энергия уменьшилась иа 
Ал = 8лКАЮц. 
где с = 7,2.10-* дж'м® — коэффициент поверхностного на- 
тяжения воды. 
Приравняем выражения для @ и АЦц: 
41 р8?АР =- 81 ВАВс. 
откуда 


2 
ны, МИ Г 58 — 10-8 
Ю = РУ 10-19 м = 10-8 см. 


Такая капля существовать ме может, так как мы получили, 
что К порядка межмолекулярных расстояний в воде. Следо- 
вательно. никакая капля не может испариться, не поглощая 
тепла извне. 

При решении задачи мы предполагали, что температура 
капли и, следовательно, ее внутреиняя энергия не изменяются. 
Это измеиение можио, в прниципе, учесть, но это ие изменит 
ответ. Действительно, удельная теплоемкость воды равна 
1 хал/г-град, а удельная теплота парсобразованиия 
539 кал!г-град. Следовательно, если температура капли ком- 
катная (20°С), то прин охлаждении ее до 0°С может испариться 


оримерно 5307 0,04 массы капли. Поэтому ясно, что учет 


изменения внутреимей энергии капли ие может изменить 
ответ. 


И. Слободецкий 





Как устроено 


атомное ядро 
{Начало см. с. 80) 


...Воображению  прихо- 
дится особенно тяжко, когда 
стараешься представить строе- 
ние ядра тяжелого атома. 
Как нам говорят, в ядре каж- 
дого атома присутствует ком- 
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лактиое образование из про- нам. Как можно представить 


тонов (число которых соот- 
ветствует числу электронов 
на орбитах вокруг ядра) и 
нейтронов (необходимых для 
объясиения существования 
протонов и других надобнос- 
тей). Однако протоны, буду- 
чи заряжены положительно, 
должны испытывать отвра- 
щение к себе подобным н 
избегать тесной близости с 
ними аналогично электро- 


нх  упакованными вместе? 

Ответ профессора Анд- 
раде не заставил себя ждать: 

«Полковник — Мур-Бра- 
базон, стараясь идти в ногу 
со временем, задает капи- 
тальные вопросы относитель- 
но таких современных фун- 
дамеитальных понятий физн- 
ки, как протон н нейтрон. 


(Продолжение см. с. 55) 


Куапетесите.ги 


В этом номере мы публикуем фамилны чи- 
тателей, приславших правильные решения 
задач М366—М375 и Ф373—Ф382 (жирные 
цифры после фамиянй — последние цифры 
номеров решенных задач). 


Математика 


Почти все читатели, приславшие нам решения 
задач М366, МЗ71, М374. успешио справились 
с этими задачами. Остальные задачн решили: 
Г. Аветисян (Акаран Арм. ССР) 2; А. Алек- 
сеев (Пермь) 7, 8, 5; Б. Аронов (Саратов}3Зз), 
6); К. Аршалян (Очамчира) 5: Г Атоян 
({Чаренцаван) 5; В. Батырев (Москва) 9; 
А. Бер (Ташкент) 7. 5; П. Билер (ПНР) 
7, 8, 0, 2. 5; И. Билецкий (Рогатии) 2; И. Бли- 
адзе (Тбилисн) 5; Б. Блок (Москва) 7. 8, 38а), 
5; О. Болтенков (Лнепропетровск) 5; А. Вар- 
ламов (Ленинград) 8; А. Воронков (Кемерово) 
8; И. Воронович (г. п. Сопощкин Гроднен- 
ской обл.) 7, 0, 5: И. Гандельсман (Лении- 
град) 5; А. Гатилов (Воронеж) 5; М. Гершен- 
горин (Харьков) 8. 0; Б. Гисин (Ленинград) 
За), 6), 5; Г. Гытельсон (Ленинград) За), 5; 
Е. Глезин (Ленинград) За), 6); Ю. Голембиов- 
ский (Ворошиловград} 7; И. Гонин (Томск) 
За); А. Грицик (Дрогичин) 7; С. Гришечкин 
(Москва) 2, За}, 6); В. Гроссман (Одесса) 0: 
С. Губанов (Ворошиловград) 2, 32}, 6), 5; 
3. Гизовский (Минск) 2; А. Ди3Зенко (Красно- 
дар) За); А. Дубровин (я. Березовка Киров- 
ской обл.) 7; В. Ерофеев (Ровосибирск) 2; 
А. Ефашкин (Оренбург) 8, 0; Н. Калика 
{Киев) 2, 3в); Ю. и Я. Камень (Диепропет- 
ровск) 8; А. Кирилов (Ленинград) 0, 2, 5; 
В. Книжник (Москва) 3а); Л. Корельштейн 
(Москва) За}. 6), 5; Н. Крайнюков (Куйбы- 
шев) 7; М. Кизнецов (Камышин) 5; Г. Кили- 
Кови ни 8; М. Кутернин (Алма-Ата) 
За); С. Лавренченко (Москва) 2, За}; Е. Лав- 
рова (Ленинград) 0; Р. Леманн (ГДР) 8; 
Я. Логвинович (с. Дивны Брестской обл.) 7; 
В. Любимов (Харьков) 7. 0, 2, За). 5; В. Мед- 
ведь (Молодечно) 0, 3а}, 6}; С. Мелихоз (До- 
нецк) 7, 9. 0; А. Морозов (Москва) 8; В. Мы- 
сик (Донецк) 9; М. Народицкий (Куйбышев) 
8, 2, За), 5; Е. Огиевецкий (Днепропетровск) 
2. 5: О. Окунев (Казань) 0: Д. Папуш (Харь- 
ков) 7; А. Петухов (Новокузнецк) 2; А. Но- 
дев (Н. Тагил) 5: С. Полыгалов (Пермь) 5; 
А. Радил (Кишинев) 7, 9, 0, 5; А. Розборов 
{Москва) За), 6); В. Решетов (Троник) 0, За); 
А. Родныков (Москва) 9%; А. Саблин (р. п. 
Хохольский Воронежской обл.) 8; Д. Само- 
щенко (Свердловск) 7; Э. Свылан (Рига) 7, 0; 
М. Селектор (Ленннград) 8. 0, За}, 6) 5; 
Н. Тренев (Москва) 8, 0, 5; В. Трофимов 
{Москва) За). 6); Э. Тиуркевич (Черновцы) 
7—0, 2. За). 5: В. Угриновский (Хмельник) 9; 
В. Фалько (Харьков) 5; И. Царьков {Москва} 
За). 6); А. Цуканов (Тарту) 2: Ю. Шмидт 
(Алма-Атинский табак-совхоз) 7; В. Шуми- 
108 (Череповец) За); „7. Энтин (Москва\ 
За}, 6); |3 Ясинский (Винница) 5. 


Куапетесите.ги 


Физика 


Почти все читатели, приславшие свои реше- 
ния, справнлись с задачами ФЗ78 и $381. 
Остальные задачи правильно решили: Х. Аб- 
дудлин (Алма-Ата) 3; Г. Айзин (Брест) 3, 4, 7; 
Е. Алексеев (Москва) 2; А. Алмазов (Пуш- 
кин) 5; В. Андреев (Ленинград) 3, 5. 7, ®, 0; 
С. Антонюк (Киев) 9; М. Бабаев (Баку) 3; 
А. Бабанин (Жданов) 4, 2; Ф. Багдасарян 
(Баку) 3, 9; А. Бойменов (Джетысай) 9; 
К. Балашов (д. Клишева Московской обл.) 9; 
С. Балашов (Москва) 4. 7, 9; 0. Барка- 
лов (п. Чериоголовка Московской обл.) 4; 
А. Бахиров (Ленинград) 2; В. Бегларян 
(Калинин) 9, 0; Г. Бежиашвили (Рустави) 0; 
Т. Бейко (Кнев) 4; А. Беликов (Москва) 
3. 4; Л. Беляева (Алма-Ата) 4; Г. Бетин 
(<. Счастливцево Херсонской + обл.) 4, 9; 
П. Билер (Вроцлав, ПНР) 0; О. Болтенков 
(Днепропетровск) 3; А. Бондарев (Львов) 
4, 0; В. Бондаренко (Тростянец Сумской 
обл.) 6, 7; О. Будиловский (Киев) 3, 5; 
В. Буртовой (Килия) 7. 9%, 0,2; М. Вар- 
диашвили (Тбилиси) 3; Б. Васиев (Самар- 
каня) 3, 4, 9; А. Вечер (Минск) 2; Б. Виногра- 
дова (Великие Луки) 5-—7, 9; Б. Гайфиуллин 
(Салават) 7; . Гарибашвили (Тбилиси) 3, 
4; В. Гаркавый (Лида) 5; В. Гармаш (За- 
порожье) 3-5; Ф. Гезаков (Тбилиси) 9; 
А. Гетман (Моздок) 3, 4, 7; Р. Гибадил- 
лин (Бугульма) 3, 4; Н. Гиззатиллин (д. Ста- 
рый Ашит ТАССР) 9: О. Годин (Симферополь) 
3, 9.0; Ю. Гончаров (Ставрополь) 9; А. Грай- 
фер (Запорожье) 4, 5; А. Грицук (Дрогичин) 
3; В. Гирьянов (Канаш) 5; С. Дваренас (Клай- 
педа) 3—5; К. Дежурко (д. Полторановичн 
Брестской обл.) 7; П. Демкин (Донецк) 3, 4; 
С. Дохоян (Ереван) 0; А. Дубровин (д. Бере- 
зовка Кировской обл.) 7; В. Житарь (Ки- 
шинев) 0: В. Жиков (Абаза) 4, 7; А. За- 
бродин (п. Черноголовка Московской обл.) 
3, 5. 0; М. Заржевский (Москва) 3; В. За- 
симчук (Киев) 4, 9; А. Захаров (Брест) 2; 
ИН. Ивашков (Челябинск) 4; И. Ильинский 
(Ленинград) 9; И. Ихсанов (р. п. Лапшево 
ТАССР} 9: В. Казаков (Омск) 2, 3. 5; А. Ка- 
раджев (Москва) 3; Р. Кашаева (Волжскнй) 9; 
В. Киреев (Саратов) 9; В. Кириаков (Тбили- 
си) 4; М. Кирсанов (Тула) 4, 2; И. Кирюшин 
(Ивано-Франковск) 2; Ю. Кленов (Целино- 
град) 3. 2; А. Козодой (Челябииск) 9; В. Ко- 
нотоп (Харьков) 3—5: К. Копейкин (Ленин- 
грал) 4-—7; С. Копыловский (п. Зиобь-Новго- 
ролское Сумской обл.) 3, 4; С. Кулагин 
(Москва) 9, С. Курдюков (Москва) 3, 0; 
Ю. Лебедин‘кий (Могилев) 3—5; А. Лебедь 
{Лнепропетровск) 3—5. 7; Р. Леманн (Петер- 
хаген, ГДР) 0; Ю. „Литвинович (по Ситница 
Брестской обл.) 7. 0; О. Лищенко (Киев) 
3—6. 9. 0. 2; В. Лобзин (Свердловск) 3, 9; 


{Окончание см. с. 80) 
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По страницам школьных учебников 


В. Гутенмахер, 
Б. Ивлев, 
Ж. Раббот 


Сложение 
гармонических 
колебаний 


В п. 80 $ 16 учебника «Алгебра и на- 
чала анализа 10» понятие гармони- 
ческого колебания вводится на при- 
мере движения шарика, прикреплен- 
ного к двум горизонтальным пружн- 
нам (рис. 1). О физических процес- 
сах, в которых естественно возникают 
гармонические колебания, мы здесь 
говорить не будем. — Наша цель — 
разобраться со сложением гармониче- 
скнх колебаний одинаковой частоты. 

Как мы уже отметили (рис. 1), 
гармоническое — колебание 
представить как колебание точки око- 
ло начала координат О вдоль оси 
Ох. График этого движения такой 
же, как у функции 


х (1) = А с0$(0Ё + $). 


Наибольшее отклонение точки 
х(В от точки О в процессе ко- 
лебания равно, разумеется, числу 
14] и называется — амплитудой 
колебания. Период колебания ра- 


вен Величина 


21а 
а. || называ- 
|6] 

ется частотой колебания. Началь- 
ное положение точки х (В (в момент 
времени {= 0) задается величи- 
ной А с05 $. 

Разумеется, одно н то же гармо- 
ническое колебание может быть зада- 
но различными формулами. 

На примере движения 
щихся точек поясним, 


колеблю- 
что означает 
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МОЖНО ° 


Куап. тссте.ги 


сложение двух гармонических коле- 
баний. Если одна точка х, © началь- 
ным положением на оси Ох А ,с0$ $, 
совершает колебание по закону 
х, (1) = А,со$(®,Ё + ф,), а другая 
точка х. с начальным положением 
А.со$ ф.— по — закону х. (В = 
—= А. (с0$ ®.Ё - ф.), то суммой этих 
колебаний будет колебание некоторой 


точки х с начальным положением 
А,с05 ф, + А, с03ф. — по закону 
х) = А,соеЦё + ФФ) + 
-- А, со$ (®.Ё-- $.). Оказывается, 


что если точки х, и х. колеблются 
с одинаковой частотой ю®, = ®. = 
— в, то суммой их будет также гар- 
моническое колебание той же часто- 
ты ®. Этот факт в п. 82 $ 16 учебника 
выводится из того, что сумма двух 
решений дифференциального уравне- 
ння и’ = — 9?у — снова решение 
этого уравнения (а все его решения 
имеют вид у = А с0$ («ЕЁ + 9). А 
нельзя ли получить этот результат 
как-нибудь попроще, не зная диффе- 
ренциальных уравнений? 

Можно попробовать складывать 
гармонические колебания графически. 
На рисунке 2 изображены графики 
двух функций с одинаковым пернодом: 


й д‘ л 
= 2со$ ЗЕ и и соз{ 21 + =] 
По этим двум графикам совсем це- 

# 
понятно, что их сумма у = 2 с0$ [ 2 - 


- 3 " к 2+ = будет гармони- 


ческим колебанием. Так что, как вн- 
дим, это не очень-то удобно. 


й Е 


ЕИНИ ЕЕ Е _ 
0 


х 
Е В ОВ 2. 
0 х{ё) х 

Рис. 1. 


В случае, когда ®, = ©, = ®, 
тораздо проще проиллюстрировать 
сложение гармонических колебаний 
с помошью их векторных диаграмм. 
Объясним, что это такое. 


Прежде всего условимся гармонн- 
ческое колебание записывать в виде 
А с0$(®1 -- $Ф), где А>0, о>0и 
фЕ КЮ, 2л1. К такому виду мы можем 
привести любое гармоническое коле- 
бание. Рассмотрим теперь некоторую 
систему координат ХОУ и возьмем ок- 
ружность радиуса А с центром О в на- 
чале координат (напомним, что А вы- 
брано положительным). — Предполо- 
жим, что по этой окружности против 
часовой стрелкн движется некото- 
рая точка Р(Л — ее положение за- 
висит от времени &, — так, что вектор 


сы 
ОР( вращается равномерно, про- 
ходя « радиан за единицу времени 
(« выбрано положительным). До- 
пустим, что в начальный момент 


времени (#-= 0) вектор ОР (0) со- 
ставляет с положительным направле- 
нием оси ОХ угол ф (ФЕ П0, 2л|), 
то есть, что координаты точки Р(0)— 
это (Асозф; А$1Ф). Тогда угол, 


который образует вектор ОР(В с по- 
ложительным направлением оси ОХ 
в момент времени 2, равен ®Ё-- Ф, 


так что координаты вектора ОР (1) — 
это (А с0$ (®Ё + $); А чт (®Ё + 9), 
и мы получаем, что проекция точки 
Р (1) на ось ОХ и проекция точки 
Р (1) на ось ОУ совершают гармони- 
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ческие колебания, имеющие одина- 
ковые амплитуды и частоты! Поэто- 
му гармоническое колебание точки, 
например, на оси ОХ, можно интер- 
претировать как колебание проекцин 


некоторого вектора ОР(й, равно- 
мерно вращающегося вокруг точки 
О, на ось ОХ. Начальное положе- 


ние вектора ОР(И, то есть ОР (0), 
определяет амплитуду колебания (она 


> 

равна длине вектора ОР (0)) и на- 

— ^^ > 
чальную фазу Ф = (ОР), ОХ); — 
нет только частоты. Вектор ОР (0) и 
называется векторной диаграммой 
гармонического колебания с ампли- 
тудой А и начальной фазой ф. 


^ - 
Задача 1. Нарисуйте векторные диа- 
граммы следующих гармонических колеба- 
ний: 


: 4: 
а) —3с0$ (1+3); бу Зее (2 +—): 
в) 3 (—2+-3-);0 4 оз 21 +3); 
А) Ззт (2 +3}; е) Зт (-=+3)- 


С помощью векторных диаграмм 
разобраться со сложением гармони- 
ческих колебаний уже легко. Нари- 
суем векторные диаграммы двух гар- 
монических колебаний (одинаковой 


частоты!): векторы ОР, и ©. 


(рис. 3). Тогда векторной диаграммой 
суммы этих колебаний будет вектор 


ОР = ОР, + ОР.. 


В самом деле, 


ух=2соз(2+ 3} 


Е „х=603(21 + Е) 
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Рис. 3. 


проекции векторов ОР, (1) нОР, (1 
на ось ОХ записываются так: 
Хх = Аз 0$ (ЕЁ -- Ф)), 


где А, = ЮРИ, = ФР. ОХ): 
2. — А, с05 (1 = ф2), 

—> —»> /^ —> 
где А, = | ОР, |, ф. = (ОР., ОХ). 
Проекция на ось ОХ их суммы 
ОР (1) = ОР, (8 + ОР, (4 равна 
х, -х», ТО есть А, соз (®ё + 


+ Ф:) + А, с0$ (<Ё + $.), так что 


вектор ОБ в самом деле является век- 
торной диаграммой для суммы наших 
гармонических колебаний. 

Заметим теперь, что вектор 


ОР (1) — диагональ  параллелограм- 
ма со сторонамн ОР, (В и ОР, (1 
(см. рис. 3). Поскольку векторы 


ОБ, (2 и ОБ, (2) вращаются с одина- 
ковой угловой скоростью, весь па- 
раллелограмм вращается как. жест- 
кая фигура. Поэтому и днагональ 
его вращается с той же угловой ско- 
ростью ®, так что проекция вектора 


ОР (1) на ось ОХ (абсцисса точки 
Р (1)) совершает гармоническое коле“ 
бание с той же частотой ®, что и про- 


екции векторов ОР, (8 и ОР, (Г) на 
ось ОХ (абсциссы точек Р, (би 
Р. (1). 

` Ясно, как вычислить амплитуду 
и начальную фазу этой суммы (ам- 
плитуда — это длина диагонали 
параллелограмма, а начальная фа- 
за — угол, который эта диагональ 
составляет с осью ОХ — см. задачу 
№ 260 на с. 59 учебника). 
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Задача 2. Изобразите векторные 
днаграммы суммы колебаний а) и 6), г) и 
е) из задачи | и найдите нх амплитуды и 
начальные фазы. 


С помощью векторных диаграмм 
можно доказать еще одно важное ут- 
верждение, именно, что всякое гармо- 
ническое колебание можно предста- 
вить формулой }|(1) = а с0$ ®ё — 
— фут «ё. Остановимся на этом 
подробнее. 

Пусть у нас есть гармоническое ко- 
лебание А с0$ («Ё -- $) с частотой 


® и пусть ОБ (0) = (А со$ Ф; 
А зт $) — его векторная диаграмма 


в системе координат ХОУ. Пусть й 


и ]— взаимно — перпендикулярные 
единичные векторы, задающие си- 
стему координат ХОУ (см. п. 70 
$ 14 учебника «Алгебра и начала ана- 


лиза, 9»). Тогда ОР (0) = А с0$ фл -- 
+ А зто: |. 
векторы Ё и ] равномерно и одновре- 


менно с вектором ОР (1 вращаются 
вокруг точки О с той же угловой ско- 


ростью .©, что н вектор ОР (9. Тогда 


Допустим теперь, что 


(0 = (сооБ эт ©й, 70 = 

= (С пой 05 ®й. А НЕ 
ку векторы 0Р(0, Е() и (д 
вращаются как жесткая фигура, 


н в начальный момент времени 


ОР (0) = а1 + ь.] (а = А с9$ $, 
$ = Ап), то в момент времени Ё 


х-я координата, то есть число 
А с0$ (®Ё -- $), вектора ОР (1 
будет равна сумме х-х координат 


векторов а4- (д и 6. -7 (0, то есть 


А с0$ («ЕЁ + $) = ас0$ ®Ё— 
— фу ®Ё = А (с0$ фс0$ ®Ё— 
— п фз ©д. 
Таким образом, мы представили 


гармоническое колебание А с0$ («ЕЁ 
-- $) в виде суммы двух также гармо- 
нических колебаний той же частоты 
® г асозюёин — 6 по (ведь график 
синуса — это сдвинутый по фазе на 


четверть периода график косинуса. 


Практикум абитуриента 


Г. Перевалов 


Графическое 
задание 


функции 


Летом этого года на вступительном 
устном экзамене по математике в 
одном из вузов между экзаменатором 
(Э) н абитуриентом (А) произошел 
следующий разговор. 

Э. Какие способы задания фуик- 
ции вы знаете? 

А. Существует три способа за- 
дания функции: аналитический, таб- 
личный и графический. 

Э. Приведите пример функции, за- 
данной графическим способом. 

А (после некоторой паузы). Это 
что, надо построить график функции? 
А какой функции? 

Э. Речь идет не о построении гра- 
фнка функции, заданной, например, 
с помощью формулы, а о самом зада- 
нии функции с помощью графика. 
Ведь вы только что сказали, что функ- 
ция может быть задана графически. 
Вот и требуется задать, определить 
какую-нибудь функцию графически. 

А ... (молчит). 

Э. Вспомните, что значит задать 
функцию. 

А. Чтобы задать функцию, надо 
взять два множества — множество Х 
н множество У— и указать такое 
соответствие между ними, при кото- 
ром каждому хЕХ ставится в 
соответствие один и только один 
элемент из множества У’. 

Э. Хорошо. А теперь возьмите 
координатную плоскость — на листе 
бумаги нарисуйте прямоугольную си- 
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стему координат и на каждой оси 
отметьте единицу измерения. Далее, 
на оси Ох возьмите какой-нибудь 
отрезок — это будет множество Х, 
а на оси Оу — другой отрезок — мно- 
жество У. Для определения функ- 
ции осталось только определить со- 
ответствие между этими множества- 
ми. Как это можно сделать? 

А. Соответствие можно задать с 
помощью формулы. 

Э. А графически как задать? Нас 
же интересует именно этот способ. 

А... (молчит). 

Не будем дальше приводить этот 
разговор. Поставленная задача ока- 
залась для абитуриента непосильной. 
Затруднення у абитуриентов вызы- 
вают и другие «графические» вопросы, 
т. е. вопросы, связанные с графиками 
функций — описание свойств функ- 
цин по ее графику (исследование 
фуикции), построение графиков функ- 
цнй путем преобразования данного 
графика и т. д. Обсуждение таких 
вопросов и является целью настоя- 
щей статьи. 


Некоторые напоминания 


Нам потребуются два знакомых вам 
определения. Напомним их и сделаем 
некоторые замечания. 

Первое возьмем из школьного 
учебника*). 

Определение 1. Соответ- 
ствие между множеством Х и множест- 
вом У, при котором каждому эле- 
менту множества Х соответствует 
один и только один элемент множест- 
ва У, называется функцией. Мно- 
жество ЛХ называется областью 
определения функции. 

Второе — из статьи А. Н. Кол- 
могорова **). 


*) Алгебра. Учебиое пособие для 6. клас- 
са средней школы, под редакцией А.Н. Мар- 
кушевича (М., «Просвещение», 1976, 
с. 69). 

**) А.Н. Колмогоров. Что такое 
трафик функции, «Квант», 1970, № 2. 
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Определение 2. Пусть на 
множестве Х задана функция и= 
=} (©). Графиком функции у =[(х) 
называется множество всех таких пар 
{х, и), что: 

1) первый элемент х пары (х, и) 
принадлежит области определения Х 
функции у= Г: 


2) второй элемент и пары (х, и) 
есть значение функции у=}(х) в 
точке х. ` 

Так, для функции | (х), заданной 
таблицей 





графиком будет множество 


Г; = Ца, 2), (6, 1), (в, 3), (г, 2), 
(д, 1), (е, 5}. 


Для функций с бесконечной об- 
ластью определения все пары (х, } (х)) 
выписать, естественно, нельзя. По- 
этому приходится описывать эти пары 
ииаче. Например, для функции у = 
= (х) = х?, хе Ю график состоит 
нз всевозможных пар действительных 
чисел вида (х, х?), т.е из всех пар 
(х, и), для которых выполнено усло- 
вие у = х?. Используя обозначения, 
принятые в теории множеств, опреде- 
ление графика функции у = х? мож- 
но записать в виде формулы 

р 

общее определение графика функ- 
ции у=р(х), хЕХ, можно запи- 
сать в виде следующей формулы: 

Гр = (©, у) 1хЕХ, и= ЁР®). 

алее мы ограничимся числовыми 
функциями. У числовых функций 
у = }(х) область определения состоит 
нз действительных Чисел, значения 
этих функций также являются дей- 
ствительными числами, а график со- 
стоит из всех пар (х, и) действитель- 
ных чисел х и у, для которых выпол- 
няется условие у = } (х). 

Напомним, что множество всех 
пар (х, и) действительных чисел хниу 
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называется числовой плоскостью и 
обозначается символом Ю?, а любое 
подмножество точек числовой пло- 
скости называется геометрической 
фигурой. — Геометрической фигурой 
будет, например, ось Ох, т. е. мно- 
жество точек 
{(х, у) 1х ЕК, у= 0]. 

График числовой функции у = 
= р(х) также будет фигурой число- 
вой плоскости В?. 

Точки ин геометрические фигуры 
числовой плоскостн (в частности, гра- 
фики числовых функций) можно на- 
глядно изображать на чертеже. Для 
этого строим  коордннатную пло- 
скость и на ней точкой с координата- 
ми х, у изображаем точку (х; и) 
чнсловой плоскости. 

Согласно определению 1 каждому 
элементу хе Х соответствует один 
и только один элемент у из множества 
У, поэтому множество Г; — график 
функции у = [(х) — не должно со- 
держать двух пар с общимн первыми 
элементами и различиыми вторыми, 
т. е. на графике числовой функции 
не должно быть двух точек с одина- 
ковымн абсциссами и различными ор- 
динатами. Этот факт сформулируем в 
виде теоремы. 

Теорема 1. Если множество 
Г; есть график числовой функции 
у = К(х), то каждая прямая, па- 
раллельная оси Оу, должна иметь 
не более одной общей точки с множе- 
ством Г. 

После этнх предварительных за- 
мечаний обратимся к поставленным 
в начале вопросам. 


Графический способ задания функции 


Возьмем на координатной плоскости 
точку (х; и). Будем считать, что точка 
(х; и) числу х — абсциссе точки — 
ставит в соответствие число у — ор- 
динату точкн. 

Теперь на координатной плоскости 
возьмем некоторое точечное множе- 
ство М, т.е. множество пар (х; и) 
действительных чисел хии. Множест- 
во всех абсцисс х точек (х; у ЕМ 





Рис. 1. 
обозначим через ЛХ = х множе- 
ство всех ординат у этих точек — 


через У = {5}. Будем считать, что 
множество М числу х 6 Х ставит в 
соответствие все те числа у 6 У. ко- 
торые являются  ординатами точек 
(х; у) ЕМ (т.е. точек, имеющих одну 
и ту же абсциссу, равную х). Тогда 
говорят, чго гпочечное множество М 
задиет соответствие | между мно- 
жествами Х и У. Само же множест- 
во М называют графиком соответ- 
ствия {. 

Наиример, на рисунке | множество 
М — окружность радиуса 5 се цеит- 
ром в начале координат. Эта окруж- 
ность задает соответствие между от- 
резком |-—5; 51| на оси Ох и отрезком 
1—5; 5] на оси Оу. Точке 3 на оси 
Ох соответствуют 4 и —4 на оси Оу, 
точке 5 на оси Ох — точка О па оси 
Оумт. д, к 

Когда соответствие /. заданное 
множеством М на координатной пло- 
скости. будет фуикцией? Чтобы от- 
ветить на этот воирос, обратимся к 
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определению функции. Из него сразу 
следует, что соответствие }, опреде- 
ляемое множеством М, будет фуцк- 
цней, если каждой абециссе х Е Х со- 
ответствут единственная 
ордината у ЕТ. Получаем теорему, 
обратную теореме 1. 

Теорема 2. Если точечное 
множество М на координатной плос- 
кости таково, что каждая прямая, 
параллельная осн Оу. пересекает его 
ме бодее чем в одной точке, то мно- 
жество М есть график некоторой 
финкции у= РО). 

Объединяя теоремы | и 2, 
чим следующую теорему. 

Теорема 3. Дая того чтобы 
множество М на координатной пло- 
скости являлось графиком некоторой 
функции (определяло функцию) не- 
обходимо ци достаточно. чтобы каж- 
дач прямая, параллельная оси Оу, пе- 
ресекала его не более одного раза 
(имела © М не более одной общей 
точки). 

Теперь мы видим, что множество 
М на рисунке 1 функцию не опреде- 
ляет — прямая,  нараллельная осн 
Оу и проходящая через точку (3,0), 
пересекает множество М в двух точ- 
ках; то же самое верно и для всех 
других точек интервала|--5; 51. 

А вот соответствие ] между мио- 
жествами Х = |1; 5| на оси Охи 
У = 11; 31] на осн Оу, определенное 
множеством М на рисунке 2, является 
функцией, —каждая прямая. парал- 
лельная оси Оу, пересекает множест- 
во Л не более чем в одпой точке. 


волу- 





Рис. 2. 
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Рис. 4. 


Заметим, что для данных множеств 
ХС (0), УС (Ой мож построить 
бесконечно много функций с областью 
определения Х, принимающих зна- 
чения в У. Так, на рисунке 3 каждая 
из трех кривых является графиком 
некоторой функции с областью опре- 
деления [а; 86| С (Ох), принимающей 
значения в |с; 41 С. (Оу, т.е. каж- 
дая из них опредедяех функцию гра- 
фически. 

Вот что иримерно следует знать 
абитуриенту по вопросу о графиче- 
ском заданин функции. 


Исследование функции 


Нусть функция у= /(^) задана 
своим графиком. Требуется псследо- 
вать ее. 

Это означает следующее. 

1- Найние область определения 
финкции. 

2. Нации множество значений 
функции; выяснить, чвачется ли 
функция ограниченной. 

3. Выяснить, имеет ли фуккция 
наибольшее н нанменышее значение. 

4. Определить, чваченся ли функ- 
ция четной (нечетной), периодиче- 
ской. 

5. Майти промежутки, на копн>- 
рых функция положительна,  отри- 
цетелони; — выченить. 29е функция 
обравцается в нуль. 

6. Нешпн промежутки возраста- 
ния, убывания. постоянства функ- 
ции. 


5% 
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у=Е(х} а 


У=/(х+а) 
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и= ()-на перснос графика функции иу=][(х) на а еднини 
вверх (но оси Оу) 
у = Ра) перенос графика фувкции у=}/(х) на а единиц 


влево (по оси Ох) 





У АР) >00) 


сжатие графика функции и =} (<) 


к оси Ох в от 


ношении 1/8 





у= — 15) 


отражение графика функцин 
по оси Ох 


у= [(х) относитель- 





у =: 1 (8х) (&>0) 


сжатие графика фуикцин у=/(х) к оси Оу в от- 


ношении | (1 '#) 








и= (хх отражение графика функцин у==}!(х) относитель- 
но оси Оу 
у= И | отражение относительно осн Ох частей графика 


функции у =} (х), лежащих ниже оси Ол 


Для такого исследования функ- 


цин требуются известные определе- 
ния: четной (нечетной) функции, 
возрастающей (убывающей) в проме- 


жутке функции, ограниченной функ- 
уни и так далее. Все эти определения 
обычно используются для исследо- 
вания функции, заданной формулой 
(аналитически), но они пригодны для 
исследования всякой числовой функ- 
ции, каким бы способом она ни зада- 
валась. Поэтому все определения бу- 
дут «работать» и для функций, задан- 
ных графически (Надо только учи- 
тывать, что каждое изображе- 
ние графика функции — скажем, 
карандашом на бумаге — приблизи- 
тельное и дает лишь общее представ- 
ление о функини, не позволяя точ - 
но онределить значение функцин в 





данной точке.) Рассмотрим один`при- 
мер. 

На рисунке 4 задана функция 
у= } ©). Исследуем ее по прнведен- 
ной схеме. 

1. Область определения функции 
Ё:Х = [-—1; 41 

2. Множество значений функции 
7: У = [--1; 21|. Функция } ограни- 
чена, так как для всех х ЕХ будет 
Ро | = 2. 

3 Наибольшее значение функция 
{ принимает в точке х == 4, } (4) = 2, 
нанмены! — в точке х == — |, 
О 

4 Функция /{ не является ни чет- 
ной, ни нечетной, так как ее область 
определения Х несимметрична отно- 
сительно начала координат {впрочем, 
этот вывод не изменится, если огра- 


а 
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Рис. 6. 


ничить область определения функции 
{ промежутком |—1; 1], так как 
ГП =-1. РИ) =0, и ГЕРЦ, 
КО==—7 (—1. Функция | ненерио- 
дическая, так как ее область опреде- 
ления ограничена. 

5. Функция {| положительна в 


Ти 13:4. 


| 
промежутках | — $ 


отрицательна в промежутках [—1; 
—-5| и 11; 31, В точках х= — 5, 


х = 1 их = 3 фуикаия обрацается 
в нуль. 

6. Функция /{ возрастает в про- 
межутках [-—1; О] и 12; 4[ и убы- 
вает в промежутке |0; 21. 

Так проводится исследование 
функции, по се графику. 


Построение графиков функций 
с помощью преобразования данного 
трафика 


Путем преобразования графика 
функции у = зтх вы в 10 классе 
получали графики функций у = 
= А ми(Ах — 0), ге А, к, 9— 
действительные числа. Точно так же 
путем преобразования графика фуик- 
ции у = Кх) можно строить графи- 
кн ряда других функций. Пусть 
фуикция у = Кх) задана своим сра- 
фиком. По этому графику абитуриент 
должен уметь строить графики сле- 
дующих функций: у = Дх) а, 
у = Их - а), у= В), у= КА), 
у = ||| (©, 8 — дюйствительные 
числа), а также графики функций, 
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Рис. 7. 
нолучающиеся при различных ком- 
бинациях этих преобразований  (ти- 


па у = &[(х ра’ иа т.я.}. Геомет- 
рические преобразования графика 
функции у = { (С), ири которых по- 
лучаются графики приведенных вы- 
ше функций, собраны в таблине 
(см. с. Би ри. Э. 


Описание способов построения 
графиков функций читатель может 
найти в пособиях по математикс, 
например: Г. В. Дорофеев, 
М К. Иотапов, м. Х. Ро- 
зов. Пособие по математике. М№М., 
«Наука», 1976. 


Упражнения 


|. Неследовать фувкцию 
данную графически (рис. 6). 

2. Дан график функцини у=Их) (рне. 7)- 
Посгронть графики функций: а) и=Нх)— 0; 


у=/(х).  в8- 


6) у=Их-?): в) у=—Кх); г) У=ЗИх) 
д) Ик © у ||) ж) ужАХ. 
3. Дана функция у=Е(х)- Построить 


прафикн функций. исречисленных в упраж- 
ненни 2. если: а) Кох? 6) К=Ют; 
в) Пот х; г) Нд. 





Завод-втуз 

при Московском 
автомобильном заводе 
им. И. А. Лихачева 


Завод-втуз при автозаводе им. И. А. Лихачева 
является новым типом высшего учебного зз- 
ведения, органически сочетающий в своей 
программе теоретическую и производствен- 
ную подготовку специалистов высшей ква- 
лификации. Институт готовит инженеров 
рля производствеиного объединения ЗИЛ, 
АЗЛК, НГПЗ и их фнлиалов, расположеи- 
ных в 15 городах Советского Союза. 

Завод-втуз при ЗиЛе имеет три факуль- 
тета: автомобильный, механико-технологиче- 
ский и вечерний. Автомобильный факультет 
готовит инженеров-механиков по проектн- 
рованию и исследованию автомобилей, авто- 
мобильных поршневых двигателей и автомо- 
бильных кузовов, причем подготовка инже- 
неров по специальности автомобильные ку- 
зова является единственной в Советском Сою- 
зе. К автомобильиому факультету относятся 
следующие специальностн. 

1. Автомобили и тракторы со специалн- 
зацией автомобильные кузова. 

2. Лвигатели внутреннего сгорания. 

3. Машины и технология обработки ме- 
таллов давлением. 

4. Машины и техиология сварочного 
пронзводства. 

5. Экономика н организация машино- 
строительной промышленностн. 

Механико-технологический 
готовит 
иостям. 

1. Металловедение, оборудование и тех- 
нология термической обработки металлов. 

2. Технология машиностроения, станки 
и инструменты со специализациями: 


а) технология машиностроения; 

6) инструментальное производство; 

в) ремонт и модернизация металлоре- 
жумего оборудования; 


Г) электрофизические и Электрохимиче- 
ские методы обработки металлов. 


3. Машнны и технология литейного про- 
изводства. 


факультет 
ниженеров-механииков по спеиналь- 
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4. Автоматизация и комплексная мехз- 
инзация машиностроения. 

Вечерннй факультет готовит инженеров- 
механиков по вышеперечислеиным специаль- 
ностям. 

Подготовка специалистов высшей ` ква- 
лификации осуществляется  высококвалифи- 
цированным профессорско-преподаватель- 
ским составом с привлечением ведущих спе- 
циалустов базовых предприятий. 

В институте имеется военная кафедра, 
где по окончании обучення юношам присваи- 
вается звание офицера. Все юноши получают 
права водителей-профессионалов. 

Студенты института пользуются всеми 
льготамн, установлениыми для студентов 
обычиых дневных вузов, а также льготами, 
представлениыми для рабочих таких круп- 
ных заводов как ЗиЛ, АЗЛК, 1-ГПЗ. 

За все время обучения студенты за про- 
работанное время ежемесячно получают 0.5 
месячной зарплаты, а за учебиое время — 
0,5 месячной стипендии, повышенной на 15% 
ло сравнению сс стилендией студеитов обыч- 
ных диевных вузов. 

В чем же состоит особеимость подготовки 
инженеров по системе «завод-вту3э? 

На 1-м курсе дневных факультетов ин- 
ститута заиятия проводятся как в обычных 
ииститутах. Начиная со 2-го курса обучение 
производится попеременно с отрывом и без от- 
рыва от производственной деятельиости © ие- 
дельным чередованием, т. е. на учебной не- 
деле студенты занимаются в аулиториях ин- 
ститута, на следующей рабочей неделе сту- 
деиты работают на базовых заводах (ЗиЛ, 
АЗЛК, 1-ГПЗ), участвуя в выпуске осиовной 
продукини предприятий. Учебным планом 
института в разделе производственной под- 
готовки предусмотрено, что на втором н 
третьем курсах студенты работают на рабочих 
местах в качестве рабочих в зависимости от 
выбраиной специальности (слесари - сбор- 
щики, слесари-ремонтникк, станочникн, 
штамповщики и т. д.). Начиная с четвертого 
курса студенты переводятся на инженерно- 
технические должности, где они выполияют 
функцив техников, инженеров (технологов, 
исследователей, конструкторов, испытателей) 
или функции — административио-линейного 
персонала (мастер ами пронзводственных 
участков, отделений). 

На старших курсах под руководством вы- 
сококвалифицироваиных преподавателей 
профилирующих кафедр ниститута студенты 
проводят самостоятельные научно-исследова- 
тельские работы, связаиные с решением задач, 
стоящих перед базовыми заводами. 

Программа общетеоретической подготов- 
ки ниженеров, несмотря на участие в произ- 
водствемиом процессе базовых заводов, пре- 
дусматривает изучение  общетеоретических 
дисциплии в объеме. эквивалентиом объему 
в обычном высшем техническом учебном за- 
ведении. Программа же инженерной подго- 
товки по выбранной специальности несколько 
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сокращена, что оправдывается тем, что сту- 
денты часть специальных знаний получают 
непосредственно на производстве. 

Инженерам-выпускникам  завода-втуза, 
хорошо изучившим за время обучения ор- 
гаиизацию и экономику производства  зна- 
чительно легче сразу же включиться в ритм 
работы производства и активно участвовать 
5 выполиении плановых задаинй предприя- 
ТИЯ- 
` Как показала практика, иаши инженеры- 
выпускиикн успешно работаю на базовых 
предприятиях и их филиалах, становятся 
подлинными руководителями производства, 
активно решающими задачи научио-техниче- 
ского прогрёсса. 

Так, хотя в этом году завод-втуз выпус- 
тил только свой десятый выпуск, среди его 
питомцев есть директора заводов, заместителя 
директоров. главные механики заводов, за- 
местители главиых ниженеров, начальинке 
отделов и частей. Только иа ЗиЛе более 10 це- 
хов возглавляют выпускники завода-втуза. 

Студенты завода-втуза имеют возмож- 
ность приинмать активное участие в спортив- 
ной жизни одного из крупнейших спортивных 
клубов страны «Торпедо» ЗиЛ, спортивных 
клубах «Москвич» и «Подшипник». 

На заводе-втузе ежегодио проводится 
широкая вузовская Спартакиада, привлекаю- 
щая к себе практически всех студеитов 1—\ 
курсов. Студенты соревнуются и на зимней 
Спартакиаде ЗиЛа, где показывают отличные 
результаты. Во втузе работают секцин во- 
лейбола, баскетбола, футбола, гаидбола, лыж- 
ного спорта, легкой атлетики. Все студеиты 
обучаются плаванию. Студеиты, занимающие- 
ся спортом, регулярно соревиуются с коман- 
дами вузов н производствеииых коллективов 
Москвы и других городов. Большая группа 
студентов входит в состав сборных команд 
базовых заводов, МГС ин ЦС ДСО «Труд». 
В заводе-втузе обучается ряд студентов, 
входящих в сбориые комаиды СССР по от- 
дельиым видам спорта. 

Студенты завода-втуза $ 
составе сбориой комаиды ССС 
скнх нграх в Монреале. 

На дневное отделение института приин- 
маются лица, работающие на базовых заво- 
дах (ЗиЛ, АЗЛК, [-ГИЗ}, школьники г. Моск- 
вы, направленные на обучение этими завода- 
ми, и иногородние абитуриенты, направлен- 
ные администрацией филиалов базовых заво- 
дов. Студеитам, направлеиным на учебу филн- 
злом базовых заводов объедимения Авто-ЗиЛ, 
АЗЛК, а также с КАМАЗа, представляется 
благоустроенное общежитие. 

оступающие на 1-й курс завода-втуза 
при ЗиЛе сдают вступительные коикурсные 
экзамены в объеме программы средней школы 
по следующим предметам: математика (пись- 
менно и устис), физика (письмеино} и сочи- 
неинве. 

Вступительные экзамены принимаются 
в трн срока: июль (на вечерние и дневные 


частвовали В 
в олимпий- 
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факультеты), август (на дневные факультеты) 
н сентябрь (на вечериие факультеты). 

Ниже мы приводим варианты вступи- 
тельных экзаменов по математике ин физике 
1976 года. 


Математика 


Вариант | 

1. Комус, высота которого Н и раднус 
основания К, укреплен в отвесном положении 
вершиной вниз. В комус иалнта вода до вы- 
соты Я и вложен железный шар радиуса 
г, погрузившийся в нее полностью. На какой 
высоте будет уровень воды? 

2. Решить неравенство 


Юз (х? — 4х + 3)>1. 


3. Решить уравиение 
1 -+ 2 соз 2х - 2 со$ 4х - 2 со$ 6х == 0. 


Вариант 2 

1. В правильную треугольную пнрамиду 
впнсан шар. Найти радиус шара, если длина 
стороны основания пирамиды равна [и вы- 
сота пирамиды равна А, 

2. Решить уравиение. 


4+ 5-4 — Бу =е. 


3. Решить уравненне 
5 ал 2х -- энах - с0$х = 1. 


Физика 


1. С крутого берега рекн высотой А=20 м 
бросают горизонтально камень со скоростью 
и, =15 м/сек. Через какое время камень до- 
стигнет воды? С какой скоростью он упадет 
в воду? Ускорение свободного падения прни- 
нять &= Ю м/бек*. 

2. К концам нитн, перекинутой через 
меподвижный блок, подвешены два груза: 
слева массой т,=90 г, справа — массой 


т.-120 г. Определить натяжение нити. 
Принять @=1Ю м/сек“. 
3. Диск вращается в горизонтальной 


плоскости, делая п=30 об/мин. На расстоя- 
нии Г—20 см от оси вращения лежит тело. 
Каким должеи быть коэффициент трения, 
чтобы тело не было сброшено с диска? 

4. Снаряд массой л.-=10 хг, летящий 
горизонтально со скоростью 1,==500 м/сек, 
попадает в вагон с песком массой та 10% кг 
Н застревает в нем. Какова будет скорость 
вагона, если до попадания снаряда он двн- 
галсея со скоростью и»=36 км/час в том же 
направлении, что и снаряд? 

5. Стальной резец массой 121=400 г 
нагрели до температуры #.=:800°С и погру- 
зили для закалки в воду. Объем воды 10 л, 
температура {,— 20°С. До какой температуры 
охладится резец? Удельная теплоемкость 
воды св — 4,19. [03 дж/(кг.град), стали сст = 
= 460 джИкг-град). Ответ округлить до це- 
лого числа. 


6. С какой скоростью свинцовая пуля 
должна удариться о преграду, чтобы распла- 
внться? Считать, что при ударе 50% выде- 
лившегося количества теплоты идет на на- 
гревание пули. Начальная температура пулн 
212°С. Удельная теплоемкость свиица ссв= 
= 130 ЭжХкг.град), удельная теплота плав- 
ления свинца А = 0,25. 10$ дж/кг, темпера- 
тура плавления свинца {пл = 327°С. 

7. Поверхностная плотность электри- 
ческого заряда иа проводящем шаре д = 
— 8,85. 10-7 к/м?. Напряженность электри- 
ческого поля на расстоянии г-=2 м от поверх- 
ности шара Е=3,6. 10% н/к. Определить ра- 
диус шара. 

8. В электрическом поле, образоваином 
зарядом 9=-—2.-Ю-7 к, перемещают заряд 
9: = 10-® х из точки, находящейся иа расстоя- 
КИЙ г,-—=0,3 м от первого заряда, в точку 
на расстоянии г.==!,5 м от него. Какова 
необходимая для этого работа? 

9. Какое количество электричества прой- 
дет по проводнику сопротивлеинем В = 10 од. 
за время {=20 сек, если к концам проводника 
приложено напряженне И=12 а? Какая ра- 
бота будет произведена при этом? 

10. При замыкаини элемента на сопротив- 
ление А, =4,5 ом ток в цепи {/,-=0,2 а, а при 
замыканни того же элемента на сопротивле- 
вне Ю.=10 ом ток в цепи /,=0,1 а. Найти 
э. д. с. элемента. 


куапетесите.ги 


11. Определить величину э. д. с., инду- 
цируемой в прямом проводнике, который пе- 
ремещается в однородном магнитном поле со 
скоростью 9=7 м/ек. Длина проводника 
{=0,4 м, магиитная иидукция поля В= 
—=0,9 мл, а направление вектора скорости 
составляет угол &=30° с направлеинем поля. 

12. Две свечи, поставленные рядом, 
освещают экран. Расстояние от свечей до 
экрана {— | м. Одну свечу погасили. На сколь- 
ко иадо приблизить экран, чтобы освещенноёть 
его осталась прежией? Ответ округлить до 
десятых долей. ` 

13. Собирающая лииза дает изображе- 
кие предмета, помещенного иа расстояиии 
$1=30 см, по другую сторону лиизы на рас- 
сТОЯмМИй 52-60 см. Чему равны фокусное рас- 
стояние Р линзы н ее оптическая сила О? 

1%. Показатель преломления вещества 
п=1,2. Определить длииу волиы света в ве- 
ществе, если частота света У=5. 1018 сек-1. 
Ответ дать в микрометрах. 

15. Найти энергию фотона для оранже- 
вых лучей с длиной волиы А=0,6 мкм. Ответ 
дать в электрон-вольтах. округлить его до 
целого числа. Постояиная Планка #= 6.63 х 
х 10-3 дж.сек; | в = 16. 0-1 дж. 


А. Буров, В. Ионов, 
В. Ляховский 





Как устроено 
атомное ядро 


(Начало ем. с. 80, 42) 


Он хочет объяснить их свойст- 
ва либо с помощью антропо- 
морфиых терминов «тесная 
близость», «испытывать от- 
вращение» и т. п., либо в 
терминах мехаинкн макро- 
скопических тел, к которой 
она нмеет весьма отдаленное 
отношение. 

...Для того чтобы вник- 
муть в суть явления, прихо- 
дится воспользоваться снс- 
темой правил, устамовлеи- 
ных в ходе изучения атом- 
ных н ядерных явлений, и 
принять «не поддающуюся 
здравому смыслу» трактов- 
ку квантовой теории в ее со- 
временной волновой форме. 
Далее я мог бы сказать пол- 
ковнику Мур-Брабазону, что 
так уж принято считать про- 
тон и нейтрон разными сос- 
тояниями одиой и той же 


частицы вещества. Я мог 
бы ввестн в рассмотрение ста- 
тистики Ферми н Бозе и при- 
вести правила, позволяющие 
определять структуру ядра, 
в частиостн устанавливать, 
содержит лин оно электроны. 
Все это, однако, требует вве- 
дения В рассмотрение многих 
сложных для понимания де- 
талей и может быть расцене- 


ио как попытка «пустить 
пыль в глаза». 
Закаичивалось письмо 


так: 

«Если полковник Мур- 
Брабазон все еще неудовлет- 
ворен, я напомию ему © 
ньютоновской эпохе. Разве 
пытался в то далекое время 
Ньютои привязывать (хотя 
бы мысленно} планеты пру- 
жниамн к Солицу иа том сс- 
новаинн, что тело ие может 
оказывать воздействие там, 
где его нет? 

...Не могу обещать, что 
все ученые разделяют мои 
взгляды, ио они найдут в 
инх такое, что могут оценить 
по достоинству. А теперь, 
может быть, в свою очередь 


полковник Мур-Брабазон 
проведет для мас обзор бри- 
танской внешней политики за 
последние десять лет? Оиа 
для меня столь же загадочна, 
как для него развитне ядер- 
ной мехаиики за тот же пе- 
риод.» 

Следующее письмо псл- 
ковника Мур-Брабазона явио 
свидетельствует о том, что 
ответ профессора Андраде 
на вопрос, касающийся строе- 
иия ядра, его не совсем удов- 
летворил. Однако, будучи 
человеком очень обязатель- 
ным. полковник выполнил 
ложелаине профессора и в 
свою очередь рассказал © 
внешней политике Велико- 
британии за истекшее деся- 
тилетие. В частности, в лись- 
ме говорилось: 

«Поскольку  приближа- 
ются рождествеиские празд- 
ники, подобная взаимовыруч- 
ка вполне  своевременна. 


(Окончание см. с 77) 


$5 


куапетесите.ги 





Х Всесоюзная 
олимпиада 
ШКОЛЬНИКОВ 





М. Смолянский, 
В. Стеценко, 
Е. Турецкий 


Олимпиада 
по математике 


Юбилейная Х Всесоюзная математи- 
ческая олимпиада проходила в Сред- 
ней Азии. 156 мальчиков и девочек 
съехались 14 апреля 1976 года в сто- 
лицу солнечного Таджикистана — 
город Душанбе для участня в этой 
олимпнаде. 

Математические олимпвады яро- 
водятся в нашей стране с середины 
тридиатых годов по ияицнативе из- 
вестного советского математика Бо- 
риса Николаевича Делоне. Первая 
такая олимпиада состоялась в 1934 го- 
ду в Ленинграде. С 1967 года ирово- 
дятся Всесоюзные олимпиады школь- 
ников, в которых принимают участие 
команды областей, краев, союзных 
республик. 

В 1974 году было утверждено но- 
вое положение о Всесоюзной олим- 
пиаде школьников, согласно которому 
олимниада проходит в пять этапов: 
школьные, районные (городские), об- 
ластные, республиканские олимпна- 
ды н, наконец, заключительный этап. 
По положенню в заключительном эта- 
пе олимпиады участвуют команды 
союзных республик, Москвы, Ленин- 
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града› Главного Политуправления 
Советской Армии и Военно-Морского 
флота и Министерства путей сообще- 
ния СССР, а также участннки заклю- 
чнтельного этапа предыдущей олим- 
пнады, занявшие [-—[Ё места. 
Численный состав команды опреде- 
ляется в соответствии с числом уча- 
щихся в республике: от РСФСР — 
48 человек, ог УССР — 12 человек, 
от БССР, Каз. ССР и Уз. ССР — по 
6 человек: остальные команды со- 
стоят из 3 человек. 

15 апреля 1976 года в актовом зале 
Республиканской музыкальной шко- 
лы-интерната состоялось открытие за- 
ключительного этапа.Х Всесоюзной 
математической олимпиады. На от- 
крытии присутствовали заместитель 
председателя Совета Министров Тад- 
жнкской ССР Р. Ю. Юсуфбеков, зав. 
отделом науки и учебных заведений 
ЦК КП Таджикистана Л. А. Абду- 
назаров, министр народного образо- 
вания республики Р. Д. Дадабаев, 
секретарь ЦК ЛКСМ Таджикистана 
Х. Абдуназаров. 

Открыл олимпиаду председатель 
Оргкомитета зам. министра народ- 
ного образования Таджикской ССР 
Н. 3. Волощук. С приветственным 


словом к участникам — обратился 
Р. Ю. Юсуфбеков. 
Заместитель председателя  Все- 


союзного Оргкомитета но проведению 
олимннады М. Н. Тамбеева огласила 
инсьмо министра просвешення СССР 


М. А. Прокофьева, в котором он позд- 
развил участников олимпиады с на- 
чалом состязаний и пожелал им успе- 
ХОВ. 


Юцые математики отправили при- 
ветственные телеграммы в Киев и 
Минск, в которых в этот же день от- 
крывались заключительные эгапы 
Всесоюзных олимииад химиков и фни- 
ЗИиКОВ. 


Следующий день, 16 апреля, был 
нервым днем состязаний. В них при- 
няли участие 41 учащийся восьмого 
класса, 50 — девятого класса и 65 — 
десятого класса. Интересно отметить, 
что два участника: Олег Окунев, 
десятиклассник из Казани, и Вилаят 
Гусейнов, десятиклассник из Нахи- 
чевани, приняли участие во Все- 
союзной олимлнаде в четвертый раз, 
по три раза приезжали на олимпиаду 
19 человек. 


Ученикам 8 и 9 классов было нред- 
ложено 4 задачи, учащимся десятых 
классов — иять задач (разбор не- 
которых задач приводится в статье 
Л. Лиманова; см. с. 60). 

Несколько слов о подборе прел- 
ложенных задач. Отбор задач для 
Всесоюзной олимпиады — это, по-ви- 
димому, один из самых трудных мо- 
ментов работы жюри. Не так-то про- 
сто придумать задачу, которая была 
бы новой для всех ребят, приехавших 
на заключительный тур. многие из 
которых учатся в специализирован- 
ных физматшколах, хорошо знакомы 
с популярной математической лите- 
ратурой, регулярно читают журнал 
«Квант». Кроме того, олимпиадная 
задача должна удовлетворять непре- 
менному условию: она не должна вы- 
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делять тех, кто больше знает, тех, кто 
лучшие «технически» оснащен, она 
должна выявить снособность анализа 
новой незнакомой ситуации, остроту 
логического мышлення, способность 
быстрой орнентацни. 

Стоит заметить, что при отборе 
задач жюри старалось удовлетворить 
еще одному важному требованию — 
занимательности предложенных за- 
дач. Прн этом за внешией занима- 
тельностью должны стоять какие-то 
серьезные математические факты, к 
открытию которых, возможно в про- 
стой ситуации. должны прийти уче- 
ники. Почти половина всех иредло- 
женных на Х олиминаде задач ‹о- 
ставлена студентом 3-го курса Лении- 
градского университета, членом жю- 
рн С. В. Фоминым. 

Итоги первого дня состязаний вид- 
вы из таблицы внизу (в ней ис- 
пользуются следующие обозначения: 
«--» — задача решена. «+» -— за- 
дача решена не полностью, но ее ре- 
шение продвинуто достаточно дале- 
ко, *«-Е» — задача не ренена, но име- 
ются некоторые продвижения в ре- 
ении, $— — задача не решена, 
«О» — задача не решалась вовсе). 

Во второй день состязаний, 18 ап- 
реля. был проведен интересный эксие- 
римент. Прообраз такого  экепери- 
мента был внервые проведен пять лет 
назад на Всесоюзной олимпиаде в 
Риге для десятого класса. Участин- 
кам каждого класса было предложено 
НО три сложных задачи, каждая из 
которых была разбита ина несколько 
пунктов, расноложенных в впорядке 
возрастания трудности. В предисло- 
вин к задачам отмечалось, что нол- 
ное ренение каждой из этих задач 
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представляет неболышое математи- 
ческое исследование и что жюри ре- 
комендует, чтобы в одной (максимум 
в двух) из них (по своему выбору) 
каждый участник продвинулся как 
можно дальше: Задачи эти были раз- 
ные по характеру с тем, чтобы каж- 
дый мог найти задачу по своему 
вкусу. Надо сказать, что подготовка 
таких задач — дело очень трудное, 
так как требуется составить задачи 
примерно одинакового уровня, до- 
статочно сложные и разнообразные по 
тематике. Жюри получило ряд ин- 
тересных работ, в которых было до- 
статочно полное продвиженне в ре- 
шении одной-двух задач. В целом жю- 
рн признало проведенный — эксперн- 
мент полезным и считает, что задачи 
такого исследовательского плана же- 
лательны не только на заключитель- 
ном туре олимпиады, но и на самых 
различных этапах работы со школь- 
никами. 

Проверка работ участников иро- 
ходила в комиссиях по классам. В об- 
суждении каждой работы участвовало 
сразу несколько членов жюри. Затем 
был организован разбор задач для 
участников олимпиады и руководи- 
телей команд. Участники имели воз- 
можность ознакомиться с результа- 
Тами проверки всех работ и в случае 
необходимости обжаловать решение 
жюрн. 

Все это потребовало большого на- 
пряжения от членов жюри, которым 
иногда приходилось работать до 3— 
4 часов утра. 

Напряженная работа участинков 
олиминады сменялась активным раз- 


нообразным отдыхом. Участинки 
олимниады совершил н ин гересные 
увлекательные экскурсии на завод 
холодильников «Памир», ма уни- 


кальную Нурекскую ГЭС, осмотрели 
высотную плотину, спустились в ма- 
шинный зал; с увлечением знакоми- 
лись с Гиссарской обсерваторией, 
Гиссарской крепостью, посетили 
ВДНХ и Республиканский краевед- 
ческий музей. Вся эта насыщенная 
программа перемежалась встречами 
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с новыми друзьями — учещимися 
душанбинских школ. Дружба. заро- 
дившаяся с первых дней олимпиады, 
получила свое иродолжение: ребята 
обменялись адресами, пишут письма, 
составляют планы встреч. 

В свободное время ребятам был 
прочитан цнкл интересных лекций: 
«Минимальные расстояния», «Раз- 
ные бесконечности», «Биллиарды», 
«Основы математической логики», 
«Задачи Московской математической 
олимпиады». 

Редакция журнала «Квант» прове- 
ла несколько, ставших уже тради- 
ционными, встреч со школьниками. 
Практически все «олимпийцы» явля- 
ются активными читателями нашего 
журнала. На этих встречах, прохо- 
дивших живо и интересно, школь- 
ники высказали ряд пожеланий, ко- 
торые редакция постарается учесть 
в своей работе. 


Мы с удовольствием хотели бы от- 
метить очень хорошую организацию 
олимпиады. И сама олимпиада, и 
досуг ребят былин организованы очень 
четко и интерссно. 


По итогам двух дней состязаний 
жюри Х Всесоюзной математической 
олимпиады постановило присудить 12 
первых, 25 вторых и 33 третьих пре- 
мии. Кроме того, решено отметить 
похвальнымн отзывами {1 степеиин 
29 участников, похвальными отзыва- 
ми [| степени 32 участника. 

Многне ребята получили призы, 
учрежденные разными организация- 
ми и предприятиями для участников 


заключительного этапа Всесоюзной 
олимпиады. 
Специальным  иризом журнала 


«Квант» награжден икольник 8 клас- 
са г. Москвы Виктор Гальперин. 


За отличные успехи в олимпиаде 
призами журнала «Квант» (подписка 
на 1977 год) награждены Самвел 
Абаджян, Павел Боровиков, Вяче- 
слав Кротов. Андрей Летчиков, 
Бидзнна Мидодашвили, Рустам 
Убайдуллаев, Алексей Фолин, Ольга 
Шарапова. 
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Олимпиада 
у математиков 


1. Победители олимпиады. 
получившие днпломы Г степе- 
ни, десятиклассиикн Н. Не- 
цветаев, С. Мироирв. Т. Хова- 
нова. Б. Соломякн Ю. Пасс. 
2. Победители олимпиады, 
награжденные дипломами 
1 стененн. восьмиклассникн 
Г. Мамедов. Л. Лисничук, 
С. Оревков. В. Бугаенко 
и В Гальперин. 

3, 4, 5, 6. Участники за- 
ключительного этапа олим- 
пиады за работой. 

7. Победители олимпиады, 
получившие дипломы 1 сте- 
пеня. девятиклассники 
В. Бальчитис и Г. Рыбников. 
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Я. Лиманов 


Задачи 
олимпиады 
по математике 


В 2вой статье разбираются четыре задачи 
заключительного гура Х Всесоюзной матема- 
тической оличмпнады, которые не вошли 
в «Задачник «Кванта». Решения задач, 
опубликованных в с«Задачнике», появятся 
в соотвегствующих номерах журнала в сле- 
дующем году. 


8 класс 


Ма стоде как-то лежат 50 правильно 
идущих часов. Докажите, что в искоторый 
момент сумма расстояний от центра стола 
до концов минутных стрелок окажется боль- 
ше суммы расстояний от ‘центра стола до 
центров часон. 


Рассмотрим треугольник с такими вер- 
пииями: центр стола О, коек ВОИ 
стрелки г-х часов в момент времени { — 'обоз- 
пачим его буквой А; — и конец минутной 
стрелки этих же часов через полчаса — точка 
В; (рис. 1). Ясно. что центр 2-х часов — точка 
0; — является основанием меднаны треуголь- 
ника А; ОВ;. проведенной из вериншны О. 
«Легко доказать. что в произвольном трс- 
угольиике удвоениая длина медианы меныие 
суммы длин заключакадих ее сторон {рис. 2.) 





Рис. 2 


Куап. тссте.ги 


Равенство же возможно лишиь в том случае, 


когаа А ОВ; = — Оцт. се. когда гочки Яги В; 
лежат на луче с вершиной в точке 0}. Но если 


у 
в любой момент времени А;ОВ; = 0, то ге 
часы стоят, что противоречит условию зада- 
чи, согласно которому все часы идут правиль- 
но. Поэтому найдегся момент времени [,, 


КОГДА А ОВ; 0 н2 100; |< [0А; |= ОВ; |. 
Для момента времени 1 будет выполнено 
неравенство 
2 у 90. -—... +100, а КЕ 
ОА, [+ .. Оль ЮВ, 
+ ОВ» |+ ... + | р. 


Из этого неравенства следуст, что либо в мо- 
9 времени 1 1[00,|+ 100, |= ан 
[ОО [< ОА, [- |ОА, и -г ОА на 
Е. же в момент времени 1 /» час — 00+ 
ЮО... + 100 | < 10В, |= 108. | + .. 
зо |. А именно это вам и требова- 
лос » доказать. 


9 класс 


2. Можно ли вершины куба занумеровать 
различвыми трехзначиыми числамн, состав- 
ленными из цифр Ги 2 так, чтобы помера лю- 
бых двух соседних вернин различались пе 
менее, чем в двух разрядах? 


Рассмотрим такую систему 
пачало координат — в верниие  пижиего 
основания куба. а положительные папран- 
ления коордниатных осей совпадают с иа- 
правлениями ребер куба, выхолящих из 
этой вершины (рис. 3). В этой системе коор- 
дниаты вершин куба имеют внд: (0, 0, 0); 
й. 0, 0). (0, №, 0). а. 1.0), (6, 0. 1. ©, 1 
(1.0. 1). (1.1. 1). причем только те вершины, 
у которых совпадают ровно лве коорди- 
наты. являются соседними. Поэтому вопрос 
задачи можно переформулировать так: су- 
чествует ли такое отображение множества 
вершин куба на себя, при котором все сосед- 
ние веришны куба персстоют быть сосед- 
ними? Такое отображение существует; как 
оно устроено, вндно из рисунка 4 (куб на 


координат: 


ы 


100,1) 





0 
Годо} 


(100) 


Рис. 3. 


У» 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


этом рисунке изображен несколько пеобыч- 
но - в ввле двух «конценгряческих» квадра- 
ТОВ с «ребрами». Симие стрелочки показы- 
ваюг, куда персхолят вернишы (на рисунке 
4 дне вершины остаются на месте). Постарпай- 
лесь выяепить, сколько ризавиных таких 
отображений существует. 


10 класс 


2. В правильном 197б-угольнике отме- 
чены серелиния всех сторон и середнны вссх 
лиатопалей. Какое наибольшее число отме- 
ченных точек лежит на одвой окружности? 

Ответ: 1976. Докажем это. Середиты 
всех днигоналей одинаковой длины # лежат 
на олной окружности, конпцентрической с ок- 
ружпостью, в когюрую виисаи и шк. 
Поскольку всего есть днагонилн 5 988 
различиых дяни (к еднагоналям» мы причис- 
аяем и стороны), вхе отмеченные точки лежат 
на 988 концентричеекзх окружностях, при- 
цем самая маленькая из них — радиуса 
водь (вырождается в точку — центр нашего 
многоугольника). Поэтому окружность ве 
из этого семейств может содержать не болыне 
1 3.0987 1975 огмечешиях гочек. поскольку 
две «полноцениыс» окружности пересек ются 
но лвум точкам, и Хх цах —- сме олуа оиепол- 
наценняя» окружность = точка, являющаяся 
центром мпогоугольинка. Окружность же 
из «копаеитрическогоь семейства, проходя- 
ая через середины сторой измиего 1976- 
угольники. содержиг 1976 отхечениых точек. 
В заключение отметим, что окружноеги. со- 
1975 


держащие ровно отменениых точек. 
существуют. Олиа па инх изображена на 
рисунке 5 эго окружноси, описанная 


вокруг правильного 1976-угольника, подоб- 
ного  исходнаму (©  коярфициентом 13}, 
у когорого одна вершина совпалает с верни- 
ной данцога миогоугольмика, а осталыняе 
1975 вершин о отмеченные: середины двух 
сторон н 1973 днагопалей. выхобниих из 
этой вершины. 





Куап. тссте.ги 





а} 5} 


Рис. 6. 


3. На квадратном листе бумаги нарнсо 
ваиы ни прямоугольинков ‹о сторонами. па 
раллельными сторонам листа. Никакие два 
из этих прямоугольников ие имеюг общих 
впутренних точек. Докажите, что если выре- 
зать эти прямоугольники, то количество 
кусков. па когорые распалается оставшаяся 
часть листа, ие больше #1 

Утверждение задачи легко вывести из 
такого захечаиия: сумма величии внентяих 
Уклон многоу гольии и. примыкающих к его 
внутренним углам, менымим л, не мельше 
2л. [Этот факт вы без груда докажете сами. } 
Из условия же ладачи сразу видно, что виеш- 
ние углы получаюнщияхея частей увляюзея лу- 
бо виутренними углами вырезанных прямо- 
угольников (рис. 6. а). либо же внепинями 
углами памето листа бумаги (рис. 6. 6}. 
т. е. сумма нсех внешних углов не превышает 
Эл ("+ №. Но это п означает, что получится 
не болаие (и + В кусков. Из доказательства 
видно, что есан получилось (и -Р 1) кусков. 
то чке эти кубки мапуклы. 
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Т. Петрова, 
УТ. Чернова 


Олимпиада 
по физике 


Заключительный тур Х Всесоюзной 
олимпиады по физике проходил в 
этом году в Минске — столице Бе- 
лорусской ССР. Его участниками 
были победители республиканских 
олимпиад, а также дипломанты пре- 
дыдушей — Всесоюзной олимпиады. 
Всего в Минск приехали 144 школь- 
ника: 42 восьмиклассника, 48 девяти- 
классников и 54 десятиклассника. 

15 апреля в Республиканской шко- 
ле-интернате по музыке и изобрази- 
тельному искусству состоялось тор- 
жественное открытие — заключитель- 
ного тура Х Всесоюзной олимпиады 
по физике. Успехов в предстоящей 
борьбе участникам пожелали: заме- 
ститель министра проевещения БССР 
Р. И. Сернов, председатель жюри 
олимпиады заведующий кафедрой 
ядерной физики Белорусского госу- 
дарственного университета профес- 
сор С. С. Шушкевич; приветствие ми- 
нистра просвещения СССР М. А. Про- 
кофьева зачнтал представитель Мини- 
стерства просвещения СССР 
М. В. Грабиленков. 

16 апреля проходил первый — 
теоретический — тур олимпиады. 
Как и всегда, восьмиклассникам были 
предложены 4 задачи, девятиклассни- 
кам и десятиклассникам — по 5 за- 
дач. На решение задач восьмиклас- 
сникам н девятиклассникам отводи- 
лось по 4 часа, десятиклассникам — 
5 часов. 
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17 апреля ребята отдыхали. А жю- 
ри проверяло работы. После проверки 
выяснилось, что наиболее трудной 
для восьмиклассников оказалась за- 
дача № 3 (ее решили только 2 чело- 
века), а самой легкой — задача № 1 
(тексты задач приведены в конце 
статьи). Из девятиклассников задачу 
№ 5 решили только 2 человека, и 
почти все успешно справились с зада- 
чей № 3. Среди десятиклассников 
наибольшие трудности вызвала зада- 
ча № 3 (ее довели до конца только 
4 человека), а задачу № 2 решили 
многие. 

18 апреля состоялся второй — 
экспериментальный — тур олимпиз- 
ды. Как и в прошлом году, задания 
экспериментального тура выполняли 
все участники олимпиады. Но, в от- 
личие от предыдущих олимпиад, на 
этот раз в каждом классе предлага- 
лось по 2 экспериментальных зада- 
чи. 

День 19 апреля для членов жюри 
был, пожалуй, самым сложным днем. 
Снова были просмотрены все работы 
теоретического тура, обсуждены ре- 
зультаты экспериментальных работ, 
и после тщательного анализа и взве- 
шивания названы имена лучших. 

20 апреля на торжественном за- 
крытии Х Всесоюзной олимпиады по 
физике ее участникам было объявлено 
решение жюри. Дипломы 1, Пи Ш 
степени получили 42 участника олим- 
пиады. Грамотами и спецпризами 
за успешное участие в олимпиаде бы- 
ли награждены 32 участника олим- 
пиады. Специальный приз — под- 
шивка журнала «Квант» за 1975 год 
с автографом главного редактора ака- 
демика И. К. Кикоина — получил 
Е. Пономарев (п. Черноголовка Мо- 
сковской обл.). Подпиской на журнал 
«Квант» на 1977 год награждены 
восьмиклассники: Д. Захаров (п. Па- 
латка Магаданской обл.), А. Дик 
(с. Лебединовка КиргССР)}, С. Канд- ° 
жа (с. Гура МолдССР), И. Вайсбурд 
(Томск), А. Спиридонова (Курган), 
С. Русанов (ст. Новопокровская Крас- 
нодарского кр.). 


Все, кто принимал участие в за- 
ключительном этапе Х Всесоюзной 
олимпиады по физике, надолго запом- 
нят дни, проведенные в Минске. 
Устроители олимпиады — сотруд- 
ники кафедры ядерной физики Бе- 
лорусского государственного уни- 
верситета им. В. И. Ленина — сдела- 
ли все, чтобы ее участники рабо- 
тали спокойно и организованно, а сво- 
бодное время проводили интересно. 

Огромное впечатление осталось 
у ребят от посещения Хатыни — ме- 
мориального комплекса, посвящен- 
ного памятн жертвам фашизма. На- 
стоящий «профессиональный» интерес 
вызвала у школьников экскурсия на 
атомный реактор Академии наук 
БССР. Очень интересной была встре- 
ча участников олимпиады с учеными, 
преподавателями университета и его 
студентами. Закончилась эта встре- 
ча веселой викториной. Чтобы от- 
ветить на вопросы викторины, надо 
было быть настоящим — эрудитом: 
знать историю и музыку, математику 
и ноэзию, уметь рисовать и пользо- 
ваться счетной машиной. 

В заключительный день олимпиады 
состоялся последний «бой» — коман- 
да Ленинграда вызвала на физбой 
команду Москвы. Началось состя- 
зание с конкурса капитанов. За корот- 
кое время капитаны должны были 
решить следующие задачи: 

1. При испарении жидкости мо- 
лекулы, покидающие жидкость, те- 
ряют часть своей энергии. Однако 
температуры жидкости и насыщен- 
ного пара над ней одинаковы. Как 
объяснить этот «парадокс»? 

2. Нарисовать (быстро!) графики 
зависимости кинстических энергий 
двух шариков, испытывающих упру- 
гое столкновение, от отношения их 
масс. 

3. Колесо раднуся г катится без 
проскальзывания по внутренней по- 
верхности обода колеса радиуса 4 г. 
Нарисовать (быстро!) траекторию 
точки колеса. 

Следующий этап физбоя прохо- 
дил по такому принципу: из задач, 
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предложенных «судьями» заранее 
всем участникам боя, каждая коман- 
да выбирала по одной и приводила 
свое решение, а вторая команда вы- 
ступала в качестве оппонента. Право 
первого выбора задачи получила ко- 
манда Ленинграда, победившая в 
конкурсе капитанов. Ленинградцы 
решали такую задачу: 

Упрощенно атом гелия можно 
представить как систему, в которой 
два электрона совершают колебания 
около общего центра — неподвижно- 
го ядра. Используя эту модель, по- 
пробуйте оценить приближенно ди- 
электрическую проницаемость жилд- 
кого гелия в постоянном электриче- 
ском поле, принимая во внимание, 
что гелий сильно поглощает ультра- 
фиолетовое излучение на длине вол- 
ны ^А=0,06 мкм; плотность жидкого 
гелия р==0,14 г/см®. 


Москвичи выбрали следующую 
задачу: 
Оценить максимальный размер 


дождевой капли, которая может от- 
скочить от земли как упругий ша- 
рик, не разлетаясь в брызги. 

А окончилось это состязание тем, 
что «болелыдики», которых, как 
всегда, было гораздо больше, чем 
самих участников боя, предложили 
командам «на скорость» решить та- 
кую задачу: 

Самолет, пролетев расстояние / 
по прямой АВ, попадает из пункта А 
в пункт В за время й. Затем он про- 
летает расстояние 2 по прямой ВС 
из пункта В в пункт С за время 6 
и возвращается в пункт А по прямой 
СА, пролетев расстояние #3 за время 
. Во время перелета дует ветер. 
скорость которого не меняется в те- 
чение всего перелета. Определить 
скорость ветра, если скорость само- 
лета относительно воздуха во время 
всего полета по абсолютной величи- 
не постоянна. 

По единому мнению судей победа 
в физбое со счетом 35 : 22 была при- 
суждена команде Ленинграда. 

Итак, 20 апреля закончилась Х 
Всесоюзная олимпиада школьннков 
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по физике. Но у десятиклассников — 
победителей олимпиады — впереди 
был еще один этап борьбы — Между- 
народная олимпиада. Она состоялась 
в июле этого года в столице Венгер- 
ской народной республики  Буда- 
неште. О ней мы расскажем в одном из 
ближайних вомеров нашего журнала. 

Ниже приводятся задачи, предла- 
гавшиеся ма экспериментальном туре 
Х Всесоюзной олнмииады по физике 
(все задачи теоретического тура и не- 
которые задачи физбоя вошли в «За- 
дачник «Кванта»; см. «Квант», 1976, 
№ 7. 8, 9). 


Экспериментальный тур 


Задачи для этого тура были подго- 
товлены преполавагелями и научны- 
ми сотрудниками кафедры ядерной 
физики и мирного использования 
ядерной энергии Белорусского госу- 
дарственного университета им. 
В. И. Ленина. 


8 класс 


т. С помошью источника постоянного 
тока, резисторов, амперметра и вольт- 
мега определить схему соединения 
н электрические параметры деталей, 
расположенных в коробочке. 
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2. Определить вес груза. используя 
штатив, неоднородный стержень, ди- 
намометр школьный, груз, вес кото- 
рого больше пределов измерения ди- 
намометра, вить, миллиметровую бу- 
магу. 


9 класс 


1. Измерить атмосферное давление. 
Оборудование: 1} стеклян- 
ные трубки, 2) резиновая трубка, 
3) пробка, 4) штатив, 5) линейка, 
6) стакан с водой. 

2. Определить емкости конденсато- 
ров. Оборудование; 1) кон- 
денсаторы — 2 шт.. 2) источник 
э. Д. С., 3) вольтметр, 4) соедннилель- 
ные проводники, 5) секуидомер, 6} эта- 
лонные сопротивления — 3 им. 


10 класс 


}. Определить, какие электрические 
детали находятся в коробочке и по 
какой схеме они соединены, исполь- 
зуя ампер-зольт-омметр. 

2. Определить коэффициент прелом- 
ления жидкости, находящейся в сла- 
каие. Можно использовать линейку, 
лампочку, батарейку и экран. | 


ФИ ки 


Советуем 
купить! 


Буховнцнев ББ. и 
др. Сборник задач но эае- 


ментарной физике (пособие 
АЛЯ самообразования). 
Ц. 72 к. 


Голомб С. В По 
янмино. Пер. с амга. Ц. 48 к 
Кантор И. Л.. Со. 


лодовииков А. С. 
Гилеркомпаексные чист. 
Ц. 22 к. 

Калини Р. А. Адаед- 
ра п заементарные  фучк- 
ции Ц. 73 к 
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Кошкии НИ. и 
НРиркевич №. Г. Сира- 
вочник по элементорной фи 
знки. Ц. 69 к. 

Ландау Л. Д., Ки- 
тайгородекий А.И. 
Филики ая всех. Ц. ТЕ к. 

Литавул Дж. Ма- 


иелинтическая — смесь. Пер. 
с англ. Ц. 37 к. 
Окстоби Дж. 


ри и категория. Пер. с англ. 
Ц. #8 к. 

Пойа 1. Мамемати- 
ка и привдоподибные риссуж- 
дения. Ц. Пр. т к. 

Ш аскольеская 
М. П.. Эльцин Н. А. 
Спурник избранных задач по 
физике. Ц. 30 к. 


Шклярекий Д.О 
и др. Геометранеские оцен- 
ки и задачи из комбинатор- 
ной  сеометрии. Ц. 87 к. 

Элдементарный — учебник 
финики (под ред Г.С. Лан - 
деберга), т. 3. Кольбя- 
иня. волны. Оптика. Строе- 
ние атома. Ц. Тр. 3 к. 

Эллиот Л., Уил- 
кокс У. Физики. Пер. с 
англ. |. Тр. 94 к. 


Заказы направляйте по 
алресу: 10303}. Москва, К-31, 
Петровка, 15, Магазин № 8 
«Техническая книга». Кии- 
ги будут выслаиы наложен- 
ным платежом. 





Олимпиада у физиков 


1. Председатель жюри олим- 
пнады ‘по физике профессор 
С. С. Шушкевич вручаст на- 
грады победителям. 

2. Победители  олимпналы, 
получившие дипломы | сте- 
пени: Е. Пономарев, О. Лн- 
щенко (оба — победнтели 
Конкурса «Кванта» ). Р. Ша- 
рипов и А. Сорокин. 

3. Ю. Мухарский, получив- 
ший диплом ГИ степени, ло- 
бедитель Коикурса «Кван- 
та». 

4. И. Гаврилов. награжлен- 
пый дипломом И степени: 
самый юный участник заклю- 
чительного тура олимпнады. 
5. Х. Аблуллин, получивший 
диплом И] степени; победн- 
тель Конкурса «Кванта». 
6. В. Булатов, награжденный 
дипломом || стенени и спец- 
призом за лучшее решение 
задач теоретического тура. 
7. Л. Черных. получившая 
диплом ТИ стененн н снец- 


ириз за лучшее выполнение 
экспериментального задання. 
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Победители 
Х Всесоюзной олимпиады 
ШКОЛЬНИКОВ 
по 9 классам — 
Математика Амброладзе А. (Тбилянси, ФМШ им. Ком» 
Дипломы 1 степени И Л. (Новосибирск, ФМШ № 165). 


по 8 классам получили 
Бугаенко В. (Киев› ФМШ № 145), 
Гальперин В. (Москва, с. ш. № 57), 
Лисничук Л. (Васильков, с. ш. № 1}, 
Мамедов Г. (Беку, с. ш. № 160}. 
Орезков С. (Москва, с. ш. № 57); 


по 9 классам — 


Бальчитис В. (Шяуляй, с. ш. № 5). 
Рыбников Г. (Москва. с. ш. № 42); 


по 10 классам — 


Миронов С. (Сафоново Смоленской обл., 
с. ш. №6) 

Нецветаев Н. (Ленинград, ФМШ 
Пасс Ю. {Ленииград, с. ш. № 121), 
Соломяк Б. (Ленинград. ФМШ № 45}, 
Хованова Т. (Москва, с. ш. №. 444). 


№ 45), 


Дипломы И степени 


по 8 классам получили 
Алексеев А. (Пермь, ©. ш. № ПП). 
Арафаилов С. (Лениногорск КазССР, с. ш. 
№ 14), 

Вялый М. (Еиакнево. с. н!. № 37), 
Костусяк В. (Запорожье, с. ш. № 28), 
Лысенок ИН. (п. Нароч Минской сбл., с. ш. 
№ 1). 

Ненащев А. (Ленияград, ФМШ № 45). 
Саблин А. (п. Хохольский Воронежской обл., 
с. ш. № 1). 

Скубовии Д. (Ленинград, ФМШ 


№ 45); 
Текко Я. {Вильянди, с. ш. № 1). 
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Аузиный А. (Рига, с. ш. № 1). 
Калика И. (Киев, ФМЩ № 145), 
Кодряну А. (Москва, с. ш. № 2), 
Ослон В. (Киев, с. ш. № 173), 
Сиденко С. (с. Александровка Одесской обл., 


с. ш. № |, 
ФМШ 


Флаасс Д. (Новосибирск, № 165): 


по 10 классам — 


Гончаров А. (Никополь, с. щ. № 13), 
„Любашенко В. (Киев, ФМШ № 145), 
Мельник А. (Новосибирск, ФМЩ № 165). 
Смирнов А. (Ленинград, ФМШ № 45), 
Трегиб С. {Ташкеит, с. ш. № 103), 
Финашин С. (Ленинград, ФМЩ № 45}, 
Хазанов С. (Куйбышев, с. ш. № 41), 

Царев С. (Великие Луки. с. ш. № И). 


Дипломы Ш степени 


по 8 классам получили 

Кротов А. (Иваново, с. ш. № 28), 
„Летчиков А. (Ижевск, с. ш. № 30), 

М идодиевили Б. (Тбилиси, ФМШ им. Кома- 
рева), 

Убайдуллаев Р. (Ташкент, с. ш. № 5), 
Фолин А. (Новосибнрск, с. ш. № 130). 
Шарапова О. (Ташкент, с. ш. № И); 


по 9 классам — 


Абаджян С. (Ереван, с. ш. № 1, 
Боровиков П. (Ангарск, с. ш. № 10}, 
Глезин Е. (Ленинград, с. ш. № 30}, 
Григорьеви И (Казань, с. ш. № 131, 
Конев-Барыии.иков Ю. (Москва, с. ш. № 91), 
Пиематилин Р. (Альметьевск, с. ш. № 16). 
Самини М. (Ленинград, с. ш. № 30), 
Спиваковский М. (Москва, с. ш. № 57, 
Ашиин С (Москва. ФМШ № 18): 

И/литисв Ю. (Москва, ФМШ № 18), 


по 19 классам — 

Белов А. {Свераловск, ©. ш. № 5). 

Буров Ю. (Москва, с. ш. № 2, 

Гриневии Г]. (Москва. с. ш. № 204), 
Гусейнов В. (Иахичевань, с. ш. № 3). 
Каепцыч А. (Ульяновск, с. ш. № 95}. 
Козлов В. (Москва. ФМШ № 18}, 
Красацскас Р. (Вильнюх, с. ш. № 1), 
„Лайдерман А. (Ленинград. с. ш. № 30), 
„Ландман Е. (Мотилев-Полольский, с. ш. 
№ 5). 

„Литвиненко Д. (Севастополь, ©. м. № 34), 
„Тукьяненко С. (Москва. ФМИ: № 18). 
Малыиев А. (Новосибирск. ФМШ № 165}, 
Медведь В. (Молодечно, с. ш. № 3), 

Панин И. (Ленинград, ФМЩ № 45}, 
Соркин Ю. (Москва, с. ш. № 2). 

Федоров В. (Москва ФМШ № 18}, 
Щербина М. (Харьков, с. ш. № 27), 


Физика 


Дипломы 1 степени 


по 8 классам получил 
Пономарев Е. (п. Черноголовка Московской 
обл, с. ш. № 82): 


по Эклассеам— 
Лищенко О. {Киев ФМШ № 145). 


Шарипов Р. { Каракуль Бухарской сбл., 
с. ш. № 18): 
По 10 классам — 


Сорокин А. (Киров, с. ш. № 22). 


Дипломы Ш степени 


по 8 классам получили 

Гаврилов И. {Москва, с. ш. № 19), 

Газда И. (п. Клевавь Ровенского р-на 
УССР, с. ш. № 1). 

Мичинский С. (Новосибирск, с. ш. № 126). 
Пиктрис Р. (Вильнюс. с. ш. № 22). 
Рылов С. (Москва, с. ш № 2): 
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по 9 классам — 

Моржаков А. (Новокузнецк, © ш. №1, 
Мошков И. (Ленииград, ФМШ № 45). 
Решетов В. (Рославль. с. ш. № 3), 
Трегльяченко К. (Киев, ФМШ № 145), 
Щукин В. (Ленинград, ФМ № 45}; 


по № классам — 


Булатов В. (Ленниграл, ФМШ № 45}, 
Голибенцев А. (Саратов, с. ш. № 13). 
Старшенко В. (Заперожие, с. ш № 2%. 


Дипломы 1 степени 


по 8 классам получили 

Вайсбурд И. (Томск, с. ш. № 6), 

Гаркавый В. (Лида, с. ш. № 1), 

Гербач А. (Дрезден (ГСВГ), с. ш. № 15}. 
Деражне А. (Киев, ФМШ № 145). 
Ковригин Д. (Ломоносов, с. ш. № |, 
Коробейниксв М. (Ашхабад, с. щ. 
Метлицкий В. (Калуга, с. ш. № 23), 
Нейман В. (Ленинград, ФМШ № 45); 


№7). 


по 9 классам — 

Гонопольский А. (Минск, с. ш. № 88). 
Грибов Б. (Воронеж, с. ш. № 66}, 
а Ю. (Чебоксары, школа-нитернат 


Михарскиа Ю. (Киев‚ ФМШ № 145), 
Налибоцкий Б. (Минск, с. ш. № 98), 
Хейделбере М. (Таллни, с. ш. № 1), 
Черных „Т. (Лида, с. ш. № |. 

Чистяков ПН. (Москва, с. ш. № 3). 
Шкаровский Ю. (с. Станишовка Киевской 
обл., с. ш. № }); 


по 0 классам — 


Абдуллин Х. (Алма-Ата, РФМШ), 
Будько С. (Витебск, с. м, № 9), 
Кривцин В. (Харьков, с. ш. № 277), 
Семенов А. (Москва, с. ш. № 179}, 
Тарасов В. (Ленинград. ФМШ № 45). 


Тетерин Ю. (Ленииград, с. ш. № 239}, 
Хамитов И. (Ленинград, ФМШ № 45}, 
Цыбуловский М. {Виниица, с. ш. № 17). 
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Альфия Сулейманова, уче- 
ница Дрожжановской сред- 
ней школы (село Старое 
Дрожжаное ТАССР)’ спра- 
шивает, можно ли создать 
так называемые сверхакку- 
муляторы, т. е. аккумулято- 
ры, основанные на явленин 
сверхироводимостн, и исполь- 
зовать нх как нсточники 
энергни. 


На эти вопросы мы попроси- 
ли ответить  комсультанта 
отдела физики нашего 
журнала А. Володина. 
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Спрашивайте — отвечаем 


Аккумуляторы энергин, работа которых  осно- 
вана на явлении сверхпроводимости, в настоя- 
щее время уже не фантастнка. В лабораториях 
научно-исследовательских институтов построены и 
изучаются подобные устройства, называемые сверх- 
проводящими накопителями энергии. В общих 
чертах такой накопитель представляет собой сверх- 
проводящую катушку, но которой течет незату- 
хающий ток. Энергия в нем запасена в виде энер- 
гий магнитного поля. В принципе это самый ком- 
пактный способ хранения энергин, поскольку в 
малом объеме, занимаемом интенсивным магнитным 
полем, может быть запасена очень большая энер- 
гия. Этого нельзя сказать про другие накопители 
энергии. Например, аккумулятор электрической 
энергии не может быть столь компактным, так как 
для электрического поля существует предельное 
значение напряженности, связанное с возможно- 
стью электрического пробоя. Для магнитного же 
поля ограничений, связанных с «пробоем», нет. 

Единственное принципиальное ограничение 
ПЛОТНОСТИ энергии, запасенной в магнитном поле, 
обусловлено давлением магнитного поля на ма- 
териал катушки. Такое давление возникает из-за 
взанмодействия тока в катушке с магнитным полем 
и растет пропорционально квадрату индукции 
магнитного поля. Превышение предельно допусти- 
мых механических нагрузок на катушку может 
привести к ее разрушению. 

Разработка прочных конструкций катушек пред- 
ставляет собой лишь одну из проблем, требующих 
своего решения для практического использования 
сверхпроволящих накопителей энергин. Другие 
проблемы связаны с поиском новых сверхпровол- 
ников с высокими критическими параметрами 
(т. е. большим незатухающим током и высокой тем- 
пературой перехода в нормальное, несверхпрово- 
дящее, состояние), с созданием эффективных крно- 
генных систем (ведь сверхпроводимость пока «ра- 
ботает» только при очень низких температурах, 
меньших — 250°С). Над решением этих проблем 
успешно работают ученые, и практическое исполь- 
зованне сверхпроводящнх аккумуляторов энер- 
гии — дело ближайшего будущего. 


Рецензни, библиография 


Чему равен 4? 


В ряле воссбвй по матема- 
тнке для поступающих н в 
некоторых других изданиях 
получила  распространеине 
трактовка решення одного 
типа уравнений, противоре- 
чащая принятому в школе 
определению. Мы считаем 
необхолимым — ирсдостеречь 
читателей от слишком — до- 
верчивого огиошения К оши- 


бочным утверждениям авто- 
ров этих книг. 
Рассмотрим уравнение 


№ 7.053 из «Сборника зглач 
по математике для конкурс- 
ных экзаменов ва втузы» 
под редакцией М. И. Ска- 
навн (М№., «Высшая школах, 
1973}: 


ст, 
И». и +". 015 = 
3, 
42, (1) 
В качестве корней 


уравнения в ответе 
дятея 











этого 
прнво- 
два значения: 


По-видимому, — составители 
«Сборпика» исходили из 
следующего решення: урав- 
нение (1} после ижложных 
преобразований, пспользую- 


щих свойства стеньней и 
корней. — переписывается в 
видс 





уни 
ГИ 2—3 78, (3) 


далее имеем 


их 
} ух -- $ 





= РА ь (4) 


откуда 








и 273. (5) 


изконец. приравняв — пока- 
зители степени, приходим 
к квалратному уравнению с 
корнями (2). 

Одиако указанное ре- 
шение нельзя считать нечер- 
нывающим, поскольку нЗ 
провеленных формальных 
вычислений еще совсем не 
нено, являются ли на самом 
деле  нзйленные значення 
(2) корнями исходного урав- 
нения {1}. Этот вопрос тре- 
бует специальной проверкн. 

Прежде чем такую про- 
верку осуществить, наном- 
ним. что в школьном курсе 
мателетаки при  опродезе- 


нии выражения т а (аршф- 
метического корня п-й сте- 
печи из числа а) четко 0ео- 
заривается. что п — на- 
тиуральние число, большее 
единицы (см. «Алгебра 8» 
н. 24). Таким образом. с 
точки зрения принятого в 
школе определения выраже- 


НИЯ 


уз. -Узв. Ух 


так же лишены смысла, коек 
и выражения 


} ==. РИ 
$. И (?. 
198. (—3), асмал. 
Поэтому число х 


1. не можег быть при- 
знано корием уравнения (1); 
его  подстановка в левую 
часть уравнения даст бес- 
емысленное выраженне 
н 0,125. Другими слова- 
мн. ответ (2) неверен; на 
самом деле уравнение (П 
имеег едниствеиный 
х 3. 

Откуда же возникает в 
приведенном решении по- 
сторонний корень? Дело 
в том, что уравнения (4 
и (5) пе равиосильны: вы- 


корень | 
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ражения 
! 


сы : 
ранах из 


таждес таенны относитель- 
но х только на множестве 
натуральных чисел. боль 
ших единицы. а потому 
перехол от уравнения {4} к 
уравнению (5) расширяет 
область допустнмых зна- 
чений переменной и, сле- 
довательно. может привести 
(и в случае уравнения (1) 


действителию  приволнт) к 
появлению посторонних 
корней. Может привести к 


появленню посторонних кор- 
ней и нерсхад, анзлагичиый 


переходу от уравнения (3) 
к уравнению (4): например, 
уравнения 


зн 95 


не равносильны, поскольку 
число х=!, является 
корнем второго уравнения, 
во не удовлетворяет  пер- 


1 а 
бессмысленно). 

Мы не ставни бы столь 
подробно останавливаться на 
этих пропискых  нстинах, 
если бы подобные “ошибки 
не встречались во многих 
книгах и пособиях для по- 
ступающих. Так, в уже упо- 
мяпутом выше «Сборнике 
задач»  нз-за невнимания К 
областям определеиня выра- 
жений (6) даны неверные от- 
вегы к следующим  уфав- 
нениям и системам  урав- 
нений: №№ 2.026, 2.159, 
2.160, 2.241. 2.261. 2.272, 
2.298, 7.001. 7.002. 7.005, 
7.008. 7.012. 7.019, 7.055, 
7.061, 7.065. 7.166, 7.219, 
7.258, 9.051, 9.052, 9.109, 
9.155. 9.241. 5.092. По той 
же причине ошибочны и отве- 


вому — (выражение 


ты к задачам №№ 277. 
285. 294, ЗИ, 36, ЗИ 
из «Сборника задач по эле- 
меитарной математике» 


Н. П. Антонова и др. (М.. 
«Наука», 1974), к задачам 
№№ 24 н 29 па стр. 95 кни- 
тн «Математика. Поступаю- 
щим в вузы» под редакцией 
А. И. Бородина (Киеп, «Ви- 
а школа», 1975). к задаче 
№ 436 нз «Пособия по ма 
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тематике для поступающих 
в вузы» Б И. Азександрова 
н др. (М., изд-во МГУ, 
1972), к задаче № 1.6 кни- 
ти «Зазачи яо элементарной 
математкке повышенной 
трудности» Е. Б. Ваховско- 
го и А. А. Рывкина (М... 
«Наука», 1971). к задаче 6 
на стр. 194, 195 «Пособия 
по математике для поступаю- 
щих в вузы» В. В. Зорина 
(М.. «Высшая школа». 1973). 
к задаче | па стр. 50—51 
книги «Ошибки в решенин 
конкурсных задач на всту- 
нительных экзаменах по 
математике» В. А. Тупико- 
ва (Минск, «Вышэйшая шко- 
ла», 1974). 

Список можно пролол- 
жать дальше еще долго. Че 
будем этого делать, но от- 
метим, что в него попадает 
и ряд методических книг 
для учителей: М. Г. Боро- 
дуля. «Показательные и ло 
гарифмические уравнения 
и неравенства» {М., «Просве- 
щение». 1968); Г. А. Ястре- 
бинский. «Уравнения и не- 
равенства, ‹одержащие па- 
раметры» (М. . «Просвещение», 
1972); С. Е. Ляпини др. 
«Сборник задач по элемеи- 


тарной математике» (М., 
«Просвещение», 1973). 

К сожалению, анало- 
гичные ошибки былин до- 


пущены и в ответах к зада- 


чам варизитов вступитель- * 


ных экзаменов различных 
вузов, которые публикова- 
лись в журнале «Квант» 
(см., например, 1972. № 3, 
с. 56; 1972, №7, с. 46; 
1974, № 7. с. 58; 1975, №7 
с. 57. 63). 
Сказанное 
наглялпо 


достаточно 
подгверждает из- 


вестный факт: формальное 
оперирование символами, 
без анализа их точного 


смысла н исследовапия за- 
кониостн проводимых пре. 
образований. неизбежно при- 
водит к ошибкам. 


А. Кужель. Т. Чикирисова 


70 





Поиски 
и открытия 
планет 


«Когда мы начинали работу 
нал книгой, нашим перво- 
начальпым желанием было 
рассказать читателю о том, 
как былн открыты самые 


далекие, невидимые пево- 
оруженным глазом большие 
планеты Солнечной  систе- 


мы — Уран, Нептун и Плу- 
тон... Но по мере работы 
над книгой мы все больше 
убеждались в том, что было 
бы песправедливо  огранн- 
читься рассказом об откры- 
тнях Урана, Нептука и 
Плутона, пе упомянув об 
открытин ряда других чле- 
нов Солнечной — системы. 
Разве открытия спутников 
Юпитера. Сатурна и других 
больших планет, ...обнару- 
жение кольца астероидов 
не украшают историю астро- 
номии? Наконец, вопрос о 
зом. существуют ли друтне, 
пока нензвестные небесные 
объекты. имеющие право 
называться членами нашей 
планетной системы, тоже 
не мог быть нами забыт..э 

Такое предисловие пред- 
послали авторы книги «По- 
нскн н открытия планет»”). 
Они поставили себе задачей 
популярно рассказать ши- 
рокому кругу читателей о 
событиях, связанных с от- 
крытием в Х1Х и ХХ веках 
неизвестных ранее — плаисл 
Солнечной системы, рас- 
крыв при этом роль событий, 
показав нх значимость для 
развития паших представ- 
лений о строении Солиечной 
системы. Читатель — этой 
хниги узнает не только об 
эволюции научных  пред- 





*) Е. Л. Гребени- 
ков, Ю. А. Рябов. Поиски 
и открытия иланет. М., «Нау- 
ка». 1975. 
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ставлений © строении Сол- 
нечной системы, но и о ве- 
лушей роли, которую при 
этом играла небесная меха- 
кинка, о выдающемся  вкла- 
де, виесенном в ее развитие 
трудами основкых действую- 
швх лиц в истории откры- 
тия Нептуна — Адамсом и 
Леверье. Читатель, интере- 
сующийся чисто математи- 
ческими проблемами работ 
Адамса и Леверье, не оста- 
вит без внимавия приложе- 
ния, в которых авторы дают 
в обработанном виде вычис- 
ления Адамса и Леверье, 
приведшие в конце концов к 
открытию Нептуна. Он по- 
знакомится н с тем, какой 
по истине гигантский труд 
был проделан Ловеллом и 
Томбо — соавторами от- 
крытия десятой планеты Сол- 
нечной системы — Плутона. 
Можно смело сказать, 
что подавляющее число чн- 
тателей, качав читать «[]о- 
иски и открытия планет», 
не оставят книгу, пока не 
прочтут ее до конца. И ие 
только потому, что сама ис- 
тория открытия новых пла- 
нет захватывающе интерес- 
на. Важкое зкачение книги 
заключается как раз в том, 
что она заставляет читателя 
задумываться 0б очень мно- 
гом: о путях и логике разви- 
тия науки, о роли в научном 
исследовании субъективных 
и объективных факторов, 
о том. как человеческие вза- 
нмоотношекия сказываются 
на судьбах открытий и уче- 
ных, и © многом другом. 
Эта книга рассчитана 
на самый широкий круг чи- 
тателей (начнная со школь- 
пиков старших классов), ид 
всех тех, кто интересуется 
историей науки вообще н ис- 
торией астрономии в част- 
ностн. 
Б. Гельфгат 


Новые книги 


В этом номере мы помеща- 
ем аннотации на кингн по 
математике и физике, выхо- 
дящине в [\ квартале 1976 го- 
да, представляющие интерес 
для наших читателей. 


Математика 


Издательство «Наука» 


1 Башмаков М. И. 


Уравнения ни неравенства 
(Библиотечка  физико-мате- 
матической школы).  зда- 


ние 2-е, перераб. Объем 5 л., 
тираж 200 000 экз., цепа 
Ык. 

Круг рассматриваемых 
в кииге вопросов намеренно 
ограничен — в ней разби- 
раются почти исключитель- 
но алгебранческие уравие- 
ния и перавепства и довольно 
мало места отводится инте- 
ресным и важным задачам на 
доказательство  меравенств. 
Сложной теории здесь нет, 
большая часть книжки со- 
стоит просто нз примеров. 
С другон стороны. хотя ве- 
ши, рассматриваемые — в 
книжке, в общем-то самые 
привычные, иногда привыч- 
ки приходится ломать и 
создавать новые. 

Ккижка носит ярко 
выраженный — «технический» 
характер. В ней много задач, 
требующих только хорошего 
владения школьным  мате- 
рналом, близки к конкурс- 
ным задачам при поступле- 
нив в пиститут. Примеры, 
показываемые в тексте, тре- 
буют вмшмательпого разбо- 


рз с караидашом в руке. 
Заканчивается книжка 
«Краткими итогами»; в ких 


собраны основные понятия и 


даются лесять полезных 
«Советов». 

„Книга рассчитана на 
школьников 9—1 классов. 


учителей и лиц,  самостоя- 
гельно занимающихся мате- 
матикой. 


2 Васильев Н` Б, 
Гутенмахер В. Л. 
Прямые и кривые (Библио- 
гечка физико-математической 
щколы).  Излаине 2-е. пе- 
рераб. Объем 6 л., тираж 
200 000 экз., цена Юк. 

Книга содержит около 
двухсот задач по элемен- 
тарной геометрии. Задачи 
разбиты на несколько цик- 
лов, которые включают как 
траднинонные темы: задачи 
на отыскание геометрических 
мест (множеств точек), за- 
дачи па замечательныг точки 
в треугольгике, залачи на 
построение. так и довольно 
трудные задачи на максимум 
и минимум, в том числе из 
условный экетремум, олим- 
пиадные задачи. В книге 
пемало поучительных задач, 
в которых требуется про- 
вести небольшие исследо- 
вания. 

Чнтатель познакомится 
с использовапием в геомет- 
рин метода координат 
ин теоретико-миожественкого 
языка (попятий пересечения 
н объединения  миожеств), 
преобразований. семейств 
линий уровкя функций на 
плоскости, кинематики. В 
сжатой форме рассказывает- 
ся об эллипсах, гиперболах, 
параболах, о некоторых кри- 
вых, возникающих при лви- 
жении фигур, и о свойствах 
касательных к этим кривым. 
В приложении к ккиге дает- 
ся сводка основных формул 
метода координат. 

Книга будет полезна уче- 
кикам 8&—10 классов, учи- 
телям, руководителям мате- 
матических кружков. 


л 
\› 
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3. Шклярский Д. О0., 
Ченцов Н.Н... Яг- 
лом И. М. Избранные 
задачи и теоремы  элемен- 
торной математики. Ариф- 
метика и алеебра (Библио- 
тека математического круж- 
ка). Нздание ‚5-е, перераб. 
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Объем 25 л., тираж 
100 000 экз.. цепа 93 к. 
Этот сборник задач — 
Т выпуск серии «Бнблиоте- 
ка математического круж- 


ка», изданный впервые в 
1950 году — составлен по 
материалам одного из ста- 
рейших кружков — круж- 


ка при Московском универ- 
ситете нм. М. В. Ломоносо- 
ва. В отличие от большин- 
сгва залачников, предназ- 
наченных для школьников, 
он не ставит своей целью 
углубить или закрепить 
знания читателя, получен- 
ные им в школе. Цель 
сборника — познакомить чи- 
тателя с рядом новых для 
него метолов и идей и при- 
вить вкус к самостоятель- 
ному математическому твор- 
честву. Поэтому в сборнике 
почти нет задач, для реше- 
кия которых достаточно 
только формального зна- 
ния школьного курса мате- 
матики. Мало также и изи- 
более привычных для уча- 
щихся типов задач «на сооб- 
разительность»: има искус- 
ственные методы решения 
уравнений н систем уравне- 
ний. ма построение. Зато 
сборкик содержит много за- 
дач с нестандартиыми фор- 
мулировками, требующих 
для своего решения новых 
подходов. 

"Наибольшее — внимание 
уделено тем разделам эле- 
ментарной математики, ко- 
торые находят продолжение 
в современных научных ис- 
слелованиях. Некоторые цик- 
лы задач в переработанном и 
приспособленном для школь- 
ников виде излагают вопро- 
сы, которые обычно относят 
к «высшей магематике» (эле- 
менты теории чисел и тео- 
рии вероятностей, разиост- 
ные  уравнеция н т. д.). 
Оглельные задачи взяты из 
сочинений классиков мате- 
матики и из статей, напеча- 
танных в серьезных матема- 
тнческих журналах. 

Хотя мастоящий сбор- 
ник и может показаться труд- 
ным читателю. привыкшему 
к стаидартным вадачам, мы 
уверены, что болышииство 
задач доступны для настой- 
чивого шдольинка. 
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Издательство 

« Просвещенне» 

4. Морозова ЕЛА, 
Петраков И. с. 
Скворцов В А Меж- 
дународные математические 


олимпиады. Нздание 4-е, 
перераб. и дополн. Объем 
15 л., тираж 150 000 экз, 
цена 55 к. 


Основным содержанием 
кииги являются тексты задач 
(с решениями или указания- 
ми) международных мате- 
матических  олимпнад. .По- 
мимо этого, в книге приве- 
дены  нанболее интересные 
задачи. присланные в жюри 
международных ‹ олимпиад, 
но не включенные в матерна- 
лы соревнований, а также 
некоторые задачи.  предла- 
гавииеся на национальных 
олимпнадах стран-участниц 
(Англии, Швеции, Югасла- 
вии, Венгрии.  Румыпни, 
ГАР. Болгарии. Чехослова- 
кий, ‚ Польшн, Советского 
Союза). Пятое издание книги 
дополнено материзлами по- 
следних пяти олимпиад — 
< ХИ по ХУ. 

Киига, безусловно, до- 

ставит  уловольствие всем 
учащимся старших клас- 
сов, любящим решать труд- 
ные задачи, и будет полезна 
руководителям — математиче- 
ских кружков. 
5. Лаптев Б.Л. .„7оба- 
чевский и 2е0 геометрия. 
Объем 5 л., тираж 80 000 экз., 
цена 15 к. 

В этой брошюре рас- 
сказывается © жизни ве- 
ликого русского ученого- 
Лобачевского и дается до- 
ступное изложение его гео 
метрических идей. В конце 
приводится обзор дальней- 
шего развития  нсевклило- 
вой гесметрин и совремси- 
ных применений геометрии 
Лобачевского в магематике 
н физике. 

Книга адресована уча- 
щимся 8—10 классов 


Физика 


Издательство «Наука» 


Е. Капица П. Л. 
Эксперимент, теория, прак- 
тика. Издание 2.е. Объем 
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25 л.. тираж 50000 эка., 
цена Ёр. 07к, 

Эта кинга представляет 
собой сборник статей и 
выступлений академики 
П. Л. Капицы. В чрезвычай- 
во живой и остроумнон фор- 
ме Капица рассказывает о 
своих встречах ин совмест- 
ных работах с выдающими- 
ся физиками вашего  вре- 
мени 

Ряд статей обращен 
непосредственно к молодежн. 


Кинга рассчитана на 
широкий круг читателей. 

2. М аэковецкий 
П. В. Слотри в корень! 
Издавис 3-е, исир. я до- 
полн. Объем 18 л., тираж 
380 000 экз., цепа 69к. 


В книге собраны орн- 
гикальные задачи по физн- 
ке н смежным с ней обла- 
стим науки (космонавтике, 
астрокомии и т. д.). 

Парадоксальность задач 
зачастую подчеркивается их 
юмористическим освещением 
н шуточными эпиграфамн 
(взятыми из афоризмов Козь- 
мы Пруткова). 

Ккига предназкачена 
для школьников старших 
классов и с успехом может 
быть использована в работе 
физических кружков. 


Издательство «Мир» 


3. Фейнман Р., Лей - 


гон Р.. Сэндсе М. 
Фопимановские лекции по 
физике. Перевод с англ. 


Вып. 1. Современиая паука 
о природе. Закопы мехаии: 
ки. Вып. П. Пространство, 
время. движение Мзлание 
2-е. Объем 25 д.. тираж 
100 000 экз.. цена Ер. 94 к. 
Куре физики  известно- 
го американского физика- 
теоретика Ричарда Фейнма 
на завоевал широкое меж- 
дупародное признанне. Пар- 
вое издание этого курса в 
9 выпусках вышло в Совет- 
ском Союзе семь лет назад 
в этом же издательстве. На- 
стоящее издание выйдет в 
течение 1976—1978 гг. 
Простота изложения, 
прекрасный н ясвый язык, 
отсутствие громоздких ма- 
тематических выкладок де- 
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лаки эти книги доступными 
для школьников сгарших 
классов. 

4. Эрдеи - Груз Т. 
Основы строения материи. 
Перевод с венг. Объём 25 л., 


тираж 50000 экз., цена 
Гр. 46. к. 
В нопулярной — форме 


автор рассматривает вопро- 
сы строения вещества: об- 
щне положения физикн мик- 
ромира; строение зтома, 
атомного ядра, молекулы; 
природу хнмических связей; 
структуру кристаллических 
н некристалличсских тел. 
Автор подробно останавли- 
вается на вопросах практи- 


ческого использования ре- 
зультатов исследований в 
облакти  мнкромнра. 
Атомиздат 


5. Арцимович П.А. 
Что каждый физик должен 
знать о плазме. Объем 8 л., 
тнраж 80 000 экз., цена 30 к. 

Эта кинга рассчитана на 
любознательного читателя, 
желающего — получить но- 
всйшую информацию о со- 
временной областн изуки — 
физике плазмы. 

Спачала плазма  инте- 
ресовала физиков как свое- 
образный проводник элект- 
рического тока. а также как 
источник света. Сейчас ее 
уже рассматривают как есте- 
ствеиное состояние вещест- 
ва, нагретого до очень вы- 


сокой температуры, и как 
динамическую — систему — 
объект приложения элект- 


ромагкитных снл. 

Книгу с интересом про- 
чтут все, кто интересуется 
современной физикой. 

-$. Старз Дж. Мо- 
яекулы жизни. Перевод с 
англ, Объем 6 л.. тираж 
50 006 экз., цена ЗО к. 

В книге в живой и до- 
стунной форме излагаются 
элементарные понятия бно- 
химии и описываются  %мо- 
лекулы жизни», т.е. те мо- 
лекулы. которые  прини- 
мают участие в жизненных 
процессах. 

Книга представляет не- 
сомненный интерес для ши- 
рокого круга читателей, 


И. Климова, 
М. Смолянский 
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4Кванть для младших школьников 





Задачи 


1. Пои и Балда играют на ящел- 
баны» в следующую игру. Они, не 
показывая друг другу, пишут каж- 
дый  последовательность из 1976 
знаков «нлюс» или «минус». После 
этого выписывают знаки но кругу: 
первый знак из набора Попа, первый 
знак из набора Балды, второй зпак 
нз набора Попа, второй зпак из’ на- 
бора Балды и так далее. Балда дает 
Пону столько щелбанов, в скольких 
местах илюс цаходится рядом с мн- 
нусом. Как должен играть Пони, чтобы 
в нанхудшем для себя случае полу- 
чить поменьше щелбанов? 

2. Ученики двух седьмых классов 
купили 737 учебников. Каждый ку- 
пил одннаковое количество книг. 
Сколько было  семиклассников и 
сколько учебников закуннл каждый 
из них? 

3. На рисунке вы видите два при- 
мера. на умножение. В каждом при- 
мере каждой букве соответствует своя 
цифра. Какая? 

4. Девять чисел а, В, с, 4, е, 
}. 5, №, В отличны от вуля. Докажи- 
те, что средн чисел аеё, айс, Бр, 
— вес, — аН], — БаК есть хотя бы одно 
положительное и хотя бы одпо отри- 
цательное. 

5. Представьте себе, что в ворон- 
ку насыпаны мелкие металлические 
опилки, которые свободно вытекают 
ИЗ «носика» воронки. В ОПИЛКИ ВОТ- 
кнута металлическая — проволочка, 
другой конец которой намотан на 
стеклянную палочку. Что будет про- 
исходить с опилками, если палочку 
натирать куском шерстяной материи? 
Чтобы убедиться в правильности свое-, 
ГО «предсказания», попробуйте вос- 
произвести этот несложный — опыт. 
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Степа изобретает 

Смотрите, — убеждая сзоих друзей 
шестиклассник ‘Степа  Мошкии, — 
я придумал новое отображение плос- 
кости на себя! При этом отображе- 
нии точка О отображается на себя: 
0—0 — как при повороте. Всякая 
другая точка А отображается из 
такую точку А,, что А, прниадле- 
жит лучу ОА) п 
= 2 1|04А| *). Теперь возьмем ма 
‘прямой р точки А, В, К, Ри по- 
строим их образы Л,, В, К, О, 
(рис. |}. Вы видите, все оии лежат 
на одной прямой р,, Т.е. прямая 
р отображается на прямую р.. 
Прямая АС отображается па пря- 
мую А.С., т.е. на себя, и угол 
АОВ отображается па себя. Но самое 
удивителыюе не в этом. Все расстоя- 





*) Иридуманное Степой отображение нзу- 
мчаслея п третьей четверти седьмого класса 
и посит название «гомотетия». Степи Мошки 
об этом ‘ие знал. 
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о. 
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ния в придуманном мною отображе- 


нии удванваются! Например, 
М.В] = 2 МВ, Ср = 
о ЮРИ = 2? 0Ы н 


т. д. Следовательно, прямая р ото- 
бразилась на прямую р, так, что 
все расстояния увеличились в два 
раза' Из курса геометрии 6 класса 
мы помним, что конеруэнтными фи- 
гурами называются такие, которые 
опюбражаются одни на другую с со- 
хранением рассточний. При. отобра- 





Рис. |. 


жении фигуры р на фигуру р, рас- 
стояиня не сохранились  Слелова- 
тельно, прямая р не конгруэнтна пря- 
мой р! И даже прямая АС не кон- 
груэнтна сама себе, ведь она отобра- 
знлась на себя так, что расстояния не 
сохранились: МС = 2 МС! 
Аналогично н угол АОВ не конгру- 
энтен сам себе. Так что, — твердо 
произнес Степа, — прямая может 
быть не конгруэнтна сама себе; су- 
ществуют прямые, не конгруэнтные 
друг другу! 

— Это не так! — выкрикнул Ге- 
ша. — Всякие две прямые конгруэнт- 
ны! Всякая фигура конгруэнтна са- 
ма себе! 

— Почему это? — возразил Сте- 
на. — Существуют же неконгруэнт- 
ные треугольники,  некопгруэнтные 
параллелограммы, — неконгпуэнтные 
окружности! Почему бы не сущест- 
вовать и неконгруэнтным прямым? 

Кто же прав в этом споре? 


Вечный путаник Степа Мошкин 


Вы уже выяснили, кто прав? Ну ко- 
нечно же, Степа повторяет старые 
оинбки — определение конгруэнт- 
ных фигур он заменил, не сознавая 
этого, другим. Ведь в учебнике ска- 
зано’ «ослы фигуру Ф можно отоб- 
разить на фигуру Ф, так, что рас- 
стояние между любыми двумя точ- 
ками фигуры Ф равно расстоянию 
между азтветствующими им точка- 
ми фигуры Фу, то аворят, что 


фигура Ф конгруэнтна фигуре Ф,». 
Иначе это можио сказать так: 


егли существует отображение одной 
фигуры на другую, при котором рас- 
спояная сохраняются, то эти фи- 
гуры называются — конеруэнтными. 

А Степа решил, что конгруэнт- 
ными фигурами называются такие, 
которые отображаются друг на 
други толька с сохранением рас- 
стояний! Если же существует отоб- 
ражение одной фигуры на другую, ие 
сохраняющее расстояния, то такие 
фигуры, считает Степа, неконгруэнт- 
ны. Правда, слово «только» Степой 


куапетесите.ги 


не было произнесено, но оно им под- 
разумевалось как само собой разу- 
меющееся. 

Своим иримером Степа показал, 
что существует отображение фигуры 
на конгруэнтную ей фигуру, не со- 
храняющее расстояния. А Геше надо 
было указать другое отображение 
прямой р па прямую р., сохраняю- 
щее расстояння, скажем,  централь- 
ную симметрию с центром в середине 
отрезка АД, пли осевую симметрию 
с осью, проходящей через середины 
отрезков АА, и ВВ,, или параллель- 
ный перенос, при котором точка А 
отображается в точку А,. Конечно, 
н угол АОВ конгруэнтен сам себе, — 
достаточно указать  тождественное 
отображение или осевую симметрию 
с осью, являющейся  биссектрисой 
угла АОВ. 


Что же определил Степа? 


Степина оиибка ставит интересный 
вопрос: а существуют ли случан, в ко- 
торых и по школьному определению 
конгруэнтности, н по Степиному по- 
лучится один и тот же результат? Дру- 
гими словами, существуют ли фи- 
гуры, которые могут быть отображе- 
пы одна иа другую только с сохра- 
нением расстояний? 

Чтобы ответить на этот вопрос, 
начнем с простейших случаев. Фн- 
гура — это множество точек. Про- 
стейшей фигурой является фигура, 
состоящая из одной точки. Пусть 
Е, = {4}, Е, = {В}, где Аи В— 
точки. Ясно, что существует сдинст- 
венное отображение фигуры Р, на 
фигуру Ё,. оно точку А отображает 
на точку В: 

А-В. 

Поскольку фигуры Р; иЁ, содержат 
по одной точке, то можно говорить 
лишь о расстоянии от точки А до 
точки А и от точки В до точки В. 
Но ЦАА| = |ВВ| =0, поэтому 
все отображения Е, на Р, сохраняют 
расстояния. 

Пусть теперь Ё, = {А, 8}, Е. = 

- {С, 0}, где А, В, С, В — точки 


РЕ. 


В Ф 
Е, Е. 
Рис. =. 


и ПАВ = |СВ. Фигуру Р, мож- 
но отобразить на *) фигуру Р, толь- 
ко двумя способами (рис. 2): 

П А-—С, ВО; 

2) АП, ВС. 

Поскольку В] = ЮВ = 

10С| . то оба эти отображения 
сохраняют ‘расстояпия. Поэтому фи- 
гура РР, может быть отображена на 
фигуру Р, только с сохранением 
расстояний (т. е. этн фигуры коп- 
груэнтны ци ма определению учебци- 
ка, и по Степииому определению). 

Таким образом, фигуры, отобра- 


жающиеся друг на друга только с 
сохранением расстояний,  сущест- 
ВУют. 


Возьмем теперь две фигуры ЁР, п 
Е... каждая из которых состоит из 
трех точек. принадлежащих одной 


нрямой (рнс. 3). причем |АСр = 
== КГ] = 5 см, |В = ЕВ] = 
= 3 си ПАВ = ЖЕ =206м 


Эгн фигуры конгруэнтны друг другу, 
так как отображение 
А-> К. В-- Е, СО 
сохраняет расстояния. Огобразим те- 
перь Ё, на Ё, так: 
А—К, Вр, С- Е. 
Прв этом отображении точки Аи В 
отобразились на точки К и О, но 
АВ |5= | КР]. т.е. расстояние 
не сохранилось. Следовательшю, фи- 
гуру Р,, можно отобразить на фигуру 
Ро и без сохранения расстояний, т. е. 
«по Степе» ЁР, и Е. не коигруэнтны. 


*) Подиеркнем: отобразыть на (а не а), 
т.е. отображение иредполагается обратимым. 
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Рис. 3. 


Теперь посмотрим, какие фигуры 
«но Степс» конгруэнтны самн себе. 
Пусть фигура Р состоит из двух то- 
чек: Р = {А, В}. Эту фигуру можно 


отобразить на себя только двумя 
способами: 
1] АА, ВВ: 


2) А-В, В- А. 

Прин обоих отображениях расстоя- 
ния сохраняются: АВ = 
= |АВ|] = 18В/|. Таким образом, 
при всяком отображении данной фи- 
гуры Р на себя расстояния сохра- 
НЯЮТСЯ. 

Пусть теперь Ё, = (А, В, С] — 
фигура из трех точек, изображенная 
па рисунке 3. Отобразим се на себя 


так: 

А-—- А, В--С, С-В. 
Поскольку [АС = В, это 
отображение не сохраняет  расстоя- 
ний, п по Степиному определению эта 
фигура сама себе не конгруэнтна. 


Чтобы полностыо ответить на во- 
ирос «что же определил Степа», ре- 





Рис. 4. 


\ 
| 


шите следующие задачи: Вам может 
показаться, что при решении некото- 
рых из них достаточно сослаться на 
«очевидность», но такая «ссылка» 
не будет решением этих задач. Нужно 
привести логнческие рассуждения, 
опирающиеся на определение кон- 
груэнтных фигур, скажем, доказать, 
что для указанных в задачах фигур не 
существует отображения,  переводя- 
щего одну из них в другую ни сохра- 
няющего расстояния. 

Задачн 

}. Найдите все фигуры ЕР, и Р,. каждая 
из которых состоит из трех точек и которые 
можно отобразить друг иа друга только 
с сохранением расстояний. 

2. Найдите все фигуры, состоящие из 
трех точек, которые отображаются на себя 
только с сохранением расстояний. 

3. Можно ли отобразить на себя множе- 
ство всех вершии квадрата так, чтобы ни 
одно из расстояний между различными точ- 
ками ие сохранилось? 

4. а) Докажите, что для любых двух 
конгруэнтных фигур на плоскости, состоя- 
щих более чем из трёх точек, найдется 
отображение одной из них на другую, не 
сохраняющее расстояния. 

6) Локажите, что для любой фигуры на 
плоскости, состоящей более чем из трех 


куапетесте.ги 


точек, найдется отображение ее на себя, 
не сохраняющее расстояния. 

5. На рисунке 4 изображеи кусок листа 
бумаги в клетку. Цифрами 1. 2, Зит.д. 
обозначены точки пересечения прямых сет- 
ки. Конгруэнтиы ли фигуры ЕЁ; и Ро. если 

а) №215; 7; З; А.=17; 15; 61; 

6) Р,=110; 7; 41; В.=212; 7; р 

в) Е. =[1; 2; 6; 5}; Р={7; 8: №; И}; 

г) Е, = (6; 7; Н; Ю;, Р.=11; 4: 6; 30 

д) Р.=( И 6}, Р.=[4: 7; 

е} Е,={1; 2; 3; 4}, Е.= 0 2; 3; 4}. 

В каких случаях Р, можно отобразить 
на Ё› без сохранения хотя бы одного расстоя- 
Иня? 

6. Найдите 


Е.Е. н 
а) Е,=15; 9: 12!. В=Р., ЗЕЁ.; 
6) Е.={1; 2; 5; 6; 7}, ЮЕЁ‚. ПЕР,,. 


на рисупке 4 фигуру Р., 
если 


СЁ 
в) Е. = (10; 7; 12; 5; 1И.6ЕР,, 7ТЕЁ.- 

7. Докажите, что неконгруэнтны 

а) фигуры Р,= (5; 1; 2} и Р.= (6; 3; 8} 
{рис. 4): 

6) граница квадрата н окружность; 

в) фигура. состоящая из трех различных 
точек, и фигура, состоящая из четырех 
различных точек; 

Г) прямая и фигура. представляющая со- 
бой объединение двух лучей с общим началом, 
ве являющихся противоположными; 

д) треугольник со сторонами 3, 4. 5 см 
и треугольтик со сторонами 6, 7, 8 см. 





Как устроено 
атомное ядро 


(Начало см. с. 80, 42, 55) 


Европа может рассмат- 
риваться как ядро, состоя- 
щее из ряда протонов (кото- 
рые обладают неодинаковы- 
ми размерами и зарядами) 
и из нескольких нейтронов 
(без заряда и малой массы). 
Все онм удерживаются на 
своих местах с помощью 
колоссальной силы. которая 
не дает им разлететься и 
называется географией. Ядро 
это несимметрично, посколь- 
ку содержит на западной сво- 
ей окраине весьма мощный 
протон (имеется в виду Вели- 
кобритания), который об- 
ладает «волновыми характе- 
ристиками». присущими толь- 
ко ему. На юге располагает- 


ся нечто такое, что может 
быть названо нейтрино (Ита- 
лия). — Можно предполо- 
жить, что частица эга также 
подчиняется законам кван- 
товой механики. Характер- 
ко в эгом отношении, что 
центральная ее часть {Рим) 
— вечиая, тогда как об ос- 
тальной  территорин этого 
нельзя сказать. 
Затруднения начинают- 
ся © рассмотрения электро- 
нов, которые обращаются по 
орбитам, далеким от ядра. 
В дакном случае роль эдек- 
тронов играют колонии. Они 
принадлежат, если можно 
так выразиться, отдельным 
протонам. Но некоторое вре- 
мя тому назад ядро подвергло 
их ужасной  бомбардиров- 
ке. что заставило некото- 
рые электроны перераспре- 
делиться между протонами. 
Один весьма влиятельный 
протон, на математическом 
языке обычно выражаемый 


свастикой, стал вести себя 
в этом отношении весьма 
и весьма неспокойно, что 


грозит иарушить устойчивое 
состояние ядра. Можно, од- 
нако, надеяться, что если за- 
падный протон увеличит свой 
заряд (имеется в виду — 
осуществит перевооруже- 
ние), то. хотя напряженное 
состояние между протонами 
сохранится. ядро в целом 
станет более устойчивым. 

Я полагаю, что осветил 
эту чрезвычайно сложную 
ситуацию в достаточной ме- 
ре и пользуясь термниами, 
вполне доступными физикам. 
Я мог бы сказать еще словно 
и в отношении всемирного 
закона тяготения Ньютона, 
поскольку о нем упомииал 
профессор Акдраде. Но я 
чувствую, сэр, что Вы при- 
держиваетесь собственной 
точки зрения ина этот счет, 
а мне не хотелось бы трогать 
то, что для Вас свято» 
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К статье «Графическое задание фунхции» 

.Х= [-5 3]; У= |[- 62}; 0,5) == 
- 2 — наибольшее значеине, [ (—1!) = —1 — 
наименьшее значение: функция не является 
ни четной. ни нечетной, ни пернодической; 
функция { положительна в промежутках 
1; 2[н 3.5; 4]. отрицательна в промежутках 
[--1; Пи 12; 3,5], обращается в-нуль при 
х=|, х==2, хе=3,5; функция | возрастает 
в промежутках [0: тар (2,5; 4]. убывает 
в промежутке |1,5; 2,5], постоянна в проме- 
жутке [—1; 0]. 


К статье «Завод-втуз при Московском 
автомобильном заводе им. И. А. Лихачева» 


Варнант 1` 


й 3/4 и та 
: то, — : 


2. хх —1; 3/<х<1. 


3. х= кл/7, Е — целое. не кратное 7. Ука- 
зан ие. Домножить обе части уравиения 
на $м 2х, проверив, что корни уравнення 
5т 2 х-=0 не являются корнями исход- 
ного уравнення. 


Вариант 2 
1. (УР 12 —0Ле. 
2. х,. 1 = 108 31 18) = 2. 


4+115( 
3. х, = 2 Ал, х, = 2 Ал + л/2, 


хз = (—1) +! агс т (3 У2 5) + 
+ #л (Ё — целое). 


Физика 
1. 1= 2 сек; 9 = 25 м/сек 
2. Ен = 0,6 н. 
3. А = 0,2. 
4. из 10,5 м/сека-38 кмечас. 
5. 1=23°С. 
6. и=400 м/сек. 
7. Ю жЗм. 
8, А= 48. 10-7? дж. 
9, (= 24 к; А = 288 дж 
10. Я =ВГ® 
И. Финд= 1,26 в 
12. &1-=0,3 м 


13. Е=0,2 м; р=5 Эпир. 
14. ^=0,5 мкм. 
15. ЕЕ? 36. 
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К статье «Фигуры конгруэнтны... фигуры 
неконгруэнтны? » 


1. ЕР; и Е. — множества вершин двух 
хонгруэнтных равиосторонних треугольин- 
ков. 

2. Миожество вершин равностороннего 
треугольника. 


3. Нет. Указание. Для вершин 
квадрата есть шесть расстояний: 4 — по 
сторонам, 2 — по диагоналям, первые четыре 
равны друг другу. 

4. Указание. Если при любом отоб- 
ражении расстояния сохраняются, то все 
расстояния между различными точками рав- 
ны друг другу. 

5. а} Ла; при отображении 5-—7,7- 15, 
3-+ 16 расстояния сохраняются. 

6) Да; прн отображении 10-2, 7-7, 
4-+ 12 расстояиня сохраняются. 

в) Да; при отображении 1—1, 5—12, 
6—8, 2-+7 расстояния сохраняются. 

г) Нет, так как отображения фигуры Ё, 
на фигуру ЁР.. сохраняющего расстояния, 
в этом случае не.существует. Например, на 
какие бы точки второй фигуры мы ии отоб- 
ражали точки би 7, расстояние между их 
образами будет больше расстояния 17| 

д) Да. 

е) Да; всякая фигура может быть отоб- 
ражена на себя с помощью тождественного 
отображения. В данном случае можно отоб- 
разить Р, иа ГР. с сохранением расстояннй 
и так: 1-4, 4—1, 2—3, 3—2 (проверьте сохра- 
нение расстояний и при этом отображеиин). 

6. а) Ё. = {15, 3, 4} или Ё, = 115, 3, 
16}, или Р.= | 15, 3, 2], или Р.-=1 15, 3, 4}. 

6) Е,-—={10, 1, 12, 7.6} или Р.={1®, НП, 
12, 8, 7}, или Еа=( 10, 11, 12, 15, 14), или 
Р.=110, 11. 12, 15, 16}. 

в) Р.-=[6, 7, 5, 2, Ю} или Р.=[6, 7, 8, 
14:;:3) 

7.. а) На какие бы точки фигуры РГР. мы 
ни отображали точки Ен 5, расстояние [15 | 
не сохраияется. 

6) Допустим, что граница квадрата отоб- 
ражеиа на окружность с сохраиением рас- 
стояний. Наиболее удаленные друг от друга 
точки границы квадрата — противополож- 
ные вершины квадрата. Наиболее удаленные 
точки окружности — днаметрально протнво- 
положные. Следовательно, длина 27 диамет- 
ра окружности должна быть равиа длине 
диагонали квадрата. Но на граннце квадрата 
существуют только две пары точек, иаходя- 
щихся друг от друга на расстоянии 27, онн 
отобразятся иа две пары диаметрально про- 
тивоположных точек окружности, а на ок- 
ружноств существует бесконечиое миожество 
пар диаметрально противоположных точек. 
На границе квадрата таких пар больше нет, 
т. е. ва другие диаметрально противополож - 
ные точки окружностн кнкакая пара точек 
граиицы квадрата отобразиться не может. 
Значнт, отобразить границу квадрата на ок- 


ружность, сохраняя прн этом расстояния, 
невозможно. 

в) Поскольку вторая фигура нмеет на 
одну точку больше, чем первая, то отображе- 
ния первой фигуры на вторую не сущест- 
вует вообще. 

г) Указание. Для любых трех точек, 
являющихся вершинами треугольника, спра- 
ведливо неравенство |АВ | | |ВС|> [АС]. 

д) Наибольшее расстояние между точ- 
ками первого треугольника —5 см, межах 
точками второго треугольника — 8 си. Сле- 
довательно, в первой фигуре нет точек. кото- 
рые могли бы быть отображены на точки вто- 
рой фигуры, находящиеся друг от друга на 
расстоянии 8 см, то есть сохраняющего рас- 
стояния отображения первой фигуры на вто- 
рую нет. 


К задачам «Кваит» 
АЛЯ младших школьинкой» 
(см. «Квант» № 10} 

1. Поскольку мастер Седов не черноволо- 
сый (они отвечает черноволосому) н не селой. 
то он рыжий; кандидат в мастера ие рыжий 
и ие черноволосый, стало быть — седой. 

2. 5 команд: 2 очка Указанно. 
В чемпионате могли участвовать до 7 команд 
{нначе первый прнзер набрал бы более 7 оч- 
ков); сумма очков. ипабранных вместе п 
командами в чемпионате, равна л(л— 1). 

3. 6084==78х78. Указание. Рас- 
смотрите последние цифры квадратов чисел 
и воспользуйтесь признакамн делнмостн на 
9 и на 3. 

4. Для гореиня необходим приток кис- 
лорода. В обычных земных условиях приток 
кислорода происходит за счет конвекции — 
вблизи пламени нагретый более легкий воз- 
дух и продукты сгорания поднимаются 
вверх. н на их место притекает более холод- 
ный воздух, содержащий кислород. В состоя- 
нин невесомостн конвекции пет, и пламя 
гаснет из-за отсутствия кислорода. 


К заметке «Лиигвистика -- математика» 
(См. «Квант» № 0. с. 55) 
1. 1. Хороший друг красивых сыновей. 
2. Красивый сын хорошего друга. 
3. Хорошие сыновья красивых друзей. 


2. Слова е н Г служебные. Слово е нмеет 
3 значения: |) показатель именного сказуе- 
мого; 2) показатель деятеля при пассиве; 
3) показатель будущего времеин глагола. 
Слово Е имеет 2 значения: 1) показагель про- 
шедшего времсин глагола; 2) показатель пря- 
мого дополнения. Размытые фразы: 

1. Это — енльная кошка. 

2. Конечно же собака ие будет ссть 
бананы. 

Ю. Аоте {ее иг! 1 ПопопЕ Г 1е тай тоа. 

И. Е Чатаа {е (ааа 1 е тама. 

12. ЕНа {ее шаНе е а1 Ша е 1е паи 
риза- 
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Рис. 1. 


К задачам 
(см. с. 21 } 

1. Сколь угодно далеко (см. рис. 1 
разнымн цветами показаны траектории кон- 
цоБ отрезка). 

2. ад х=5. УК 2=0: 6) х=4, 
и =9. 2; =1. и, =3; х, =5, у, = 8, 
28 =3. и: = 2; в) х=3, у=4; Г) х= 7, 
у=2, г=9. 

3. а) Воспользоваться перавенством 

х \х-у 
в 2—1. 6) Воснользоваться выпукло- 


стью функциин  и= 10. х0<а<). 


К задаче «Нспорченный квадрат» 
(См. «Квант» № 10, Зс. обл.) 
См. рис. 2. 


К статье «ХХУ Олимпиада по физике 
в Польше» 
(См. «Квант» №10} 


Теоретические задачи 


1. Правильные ответы: |е; 2а; 3-- ; 46; 
5—да; б— нет: 7в. 


Рае, 
2. При ха С= = | 


о |. Е =0. 


Е 


= ‘ 





Рис. 2. 





п 2а х 


Рис. 3 


Приа<х< 22а 
(24а — х) ао Е. 


[о 
Ч (=, | г,) 
Же |(х— а) в, -- ав] веха. 
Чеха, х— а) е:а] 
ео воза"? (2,—=1)* 
— ее) ахрафе 6“ 
=е, 2; и В ж = — Е. 
График Е (х) представлен на рисунке 3. 


‘тах = 2,5 - 10-3 н. Если конденсатор отклю- 

чить от источника, то сила уменьшится ва 
22С 

величину АГ = Г 





1 
№ 5 = эк. д 
3. 5=Из = тек, т. = 








-} 99 ОВК, 
Ге] — 
Газ Ге 
4 а) г,» = анты 6) В, =. = 
у > г р К г 
ЗЕЕ ТИ" 
74 у? 


5. акр 226? 26’; яв = 96° 27". 


(Окончание. Начало см. нас. 43) 

„1. «Лознер (Минск) 3, 4; С. Люксютов {Киев} 
$—5. 9: А. Мааягин (Смоленск) 9; В. Марты- 
нов (Волгоград) 4: В. Мельник (Каменец- 
Подольский) 9; Ю. Мельниченко (Байрам-Али) 
7; И. Мидодшивияи (Цхинвали) 3, 0; О. Мир- 
еабасов (Черновцы) 4; Я. Морозов (Горькнй) 


$9 
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3—7; А. Морозовский (Киев) 3, 4, 9; Ю. Мур- 
закаев (Североморск) 9, 2; Р. Мусалимов 
(Байрам-Алн) 7: Ю. Мухарский (Киев) 
3—2: Ю. Михин {Улан-Удэ) 4, 9: НИ. Ники- 
форов (Великие Луки) 9. 2; В. Николайчик 
(Старые Дороги) 3—5. 2; Б. Нимбуев (Улан- 
Улэ) 3; А. Обезноз (Макеевка Донецкой обл.) 
5; Е. Огневицкий (Диепропетровск) 3—5, 0; 
К. Оспанов (Байрам-Али) 9; А. Охримчук 
(Выкса) 3, 5, 7, 9; Д. Натарая (Тбилиси) 
9. 0, 2; О. Невзнер (Лиспропетровск) 3; 
И. Пелецкий (Москва) 3; Н. Нисецкий (За- 
порожье) 4; В. Нлахотный (Краснодар) 9: 
И. Побылица (Ленииград) 3; Е. Пономарев 
(и. Черноголовка Московской обл.) 4; С. Но- 
чомарев (Пермь) 5; В. Потемкин {Великие 
Луки) 3—5; С. Пряхин (Долгопрудный) 9; 
В. Рибель (Ставрополь) 3; А. Рудерман 
(Ленинград) 3, 4, 7; С. Самиаяк (Бар) 3, 7; 
Т. Саргазаков (Повосибирск} 3, 5. 7; В. С2- 
мак (Кишинев) 3; А. Сенкевич (Ош) 2; Ю. Ско- 
пинцев (Львов) 7: Ю. Скрынников (Рустави) 3; 
В. Смирное (Уфа) 4: Ю. Смирнов (Ленин- 
град) 3. 4; Ю. Смоленцев (Ессентуки) 3: 
В. Сорокин (Днепропетровск) 3, 2; С. Соскин 
(Киев) 3, 5. 0, 2; В. Стовба` (Москва) 9; 
С. Субботин (Алма-Ата) 2; М. Суслов (Моск- 
ва) 3—5, 7. 4. Тараненко (Горловка) 9; 
Ю. Тикунов (Новосибирск) 3, 5; Ю. Тищенко 
(Люберцы) 5; Г. Трейдерис (Вильнюс) 5; 
К. Третьяченко (Киев) 3—6; К. Трутнев 
(Казань) 3, 5, 7; А. Фарбер (Тамбов) 4; 
И. Федин (Омск) 3-5, 7; А. Худошин (Жарь- 
ков) 2; К). Целуоти (Старая Русса) 3; Н. Цур- 
кис (Калинииград) 3; Р. Шарипов (Каракуль 
Бухарской обл.) 3; Ф. Шарипов (Сатка) 
7, 9. 2; С. Шаташвили (Тбилиси) 3; Э. Шиф- 
рин (Днепропетровск) 3—5; А. Шульга 
(Полтава) 3. 7; С. Шуралев (Минск) 9, 2; 
Е. Яненко (Киев) 3—6. 
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| | - ``. > 

| На рисунке вы видите развертку двенадцати — _ 
| кубиков, раскрашенных в 6 цветов: красный, 

‹ желтый, зеленый, синий, безый и черный. . 


т 
Склейте по этим разверткам кубикн, а за- ы 
‚тем сложите из них прямоугольный <. 
параллелецниед 2.2Ж3 так. чтобы па " 
кажлой его боковой грани размером 2Ж3 ц 
присутствовали все шесть цветов. При этом 
кубики лозжиы соприкасаться  одннаково 

| окрашенными граиямн. и 

„Л. Мочалов 
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Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


Замысловатый узор на обложке журнала 
соткан из четырех одинаковых кривых с об- 
щим началом, расположенным в центре. Этн 
кривые нарисованы с помощью вычнелитель- 
ной машины. Начало одной кривой мы вос- 
произвели здесь. Правило, по которому по- 
строена эта кривая, довольно просто: начи- 
ная с отрезка АВ! Олины 4 (на первой стра- 
инце обложки 4=|мм) последовательно 
проделывается такая процедура: уже лпостро- 
енная часть линии АВь поворачивается отно- 
сительно точки Вк на 90 по часовой стред- 
ке. 
Так нолучается новый 


кусок  лииии 


ВьВь.; затем прямой угол с вершиной 
Вь скруглястся — заменяется дугой окруж- 
ности лнаметра 4. {Точки АДВ;, Ва, -.., на ри- 
сунке отмечены красным цветом.) Построен- 
ная так кривая — ее изобрелн канадские 
математики Кнут и Дэвис — называется 
«Кривой Дракона». Она обладает целым 
рядом удивительных свойств: она никогда 
не пересекает сама себя, а четыре кривые. 
выпущенные из одной точки. при неограни- 
ченпом продолжении запознят всю плоскость 
равномерным узором. О некоторых свойст- 
вах этой кривой рассказано в «Кванте» №2 
за 1970 год. 
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Научно-популярный 


физико-математический 


эзкирнал 
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циях и их основных свойствах вы можете прочитать в статье на с- 34 
На рисунке, приведенном на обложке, нзображена скатерть, сшнтая из 
шелковых лоскутков. Несколько этих лоскутков образуют правильную 


пятнконечную звезду. Обнаружить эту спрятанную звезду не так-то 


просто. 


На этом рнсунке изображен орнамент, сконструнрованный нз синусомд, 
Постарайтесь разобраться в этом Орнаменте. О периодических функ- 
Не могли бы вы найти звезду н отделить ее от остальной части ска- 
терти? 


примером перноднческнх функций является знакомая вам сннусоида. 
выполненный ЭВМ. 


Перноднческне функции нграют важную роль в анализе. Харвктерным 
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Расстановки и транспозиции 


Как-то раз, перелистывая учебник 
своего сына «Мамематика-5», я нат- 
кнулся на следующую задачу *). 
Тома «Детской энциклопедии» сто- 
яли в таком порядке: 1, 2, 6, 10, 
3, 8, 4, 7, 9, 5. Как поставить их по 
порядку, если можно брать два со- 
седних тома и ставить их, не меняя 
порядка, рядом на новое место (в на- 
чало, конец или между двумя томами)? 
Довольно быстро мне удалось най- 
ти решение. Оно изображено на ри- 
сунке 1. Но у меня давно выработа- 
лась привычка анализировать ре- 
шенную задачу, и сразу же возник 
вопрос: «А если бы тома стояли 
нначе?». Тут же в голову пришел 
способ перестановки, не зависящий 


*} В последнем изданнн учебиика «Мате- 
матнка-5» (М.. «Просвещение», 1976) эта за- 
дача фигурирует под номером 1249. 
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от первоначальной расстановки то- 
мов. Сначала взять 1-й том и том, 
стоящий справа от него, н поставить 
нх в начало, затем 2-й том и том, 
стоящий справа от него, и поставить 
их за 1-м томом и т. д. Если нужный 
том стоит в конце ряда, то сначала 
следует взять любую пару из еще не 
установленных томов и переставить 
их в конец ряда, после чего переста- 
новка нужного тома окажется воз- 
можной. 

Я испробовал этот способ на рас- 
становке, предложенной в задаче, и 
четырьмя перестановками поставил 
тома в пужном порядке. Затем взял 
расстановку: 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 
3, 2, 1. После шести перестановок 
(см. рис. 2) пришел к следующей рас- 
становке: |, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 9. 
Тут я обнаружил, что дальне метод 
не действует. Кроме 9-го, остался 
лишь один 10-й том, и переставлять 
в конец ряда нечего. 

Я проделал перестановку томов 
еще раз и тем же способом, но ставя 
в конец ряда уже другие пары. Пе- 
реставлять пришлось дольше, но ре- 
зультат остался прежним — снова на 
конце ряда сочетание 10, 9, с кото- 
рым мой способ не может справиться. 
И тут я вспомнил, что аналогичная 
ситуация возникает в знаменитой иг- 
ре «15» *). Там передвиженнями фи- 
шек невозможно из положения на 
рисунке 3 перейти в положение на 
рисунке 4. 

Идея доказательства этого факта 
основана на операции «транспозиция». 
Транспозицией некоторой последова- 
тельности чисел называется перемена 
местами каких-либо двух из этих 
чисел. При этом доказывается, что 
если одна последовательность чисел 
получается из другой прн помощи 
четного числа транспозиций, то не- 
возможно добиться того же резуль- 
тата с помощью нечетного числа транс- 
позиций, и, наоборот, если последо- 





*) См. «Квант», 1974, № 2, с. 26.“ 
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вательность чисел получается из дру- 
гой нечетным числом транспозиций, 
то невозможно получить ее четным 
числом трансиозиций. 

Осталось выяснить, четному или 
нечетному числу транспознций соот- 
ветствует операция, описанная в за- 
даче. Перенос одного тома на новое 
место эквивалентен серии транспо- 
зиций: сначала с ближайшим томом, 
потом со следующим и т. д., пока он 
не встанет на свое новое место. Точ- 
но так же перенос следующего тома 
эквивалентен серии траиспозиций с 
теми же томами. что и в первом слу- 
чае. Общее число транспозиций будет 
равно удвоенному числу транспозн- 
ций при переносе одного тома, поз- 
тому наша операция эквивалентна 
четному числу транспозиций. 

Следовательно, некоторые расста- 
новки томов операцией, указанной 
в задаче, можно упорядочить, а 
другие — нельзя. В частности, рас- 
становка 1, 2, 3, 4, 5, 6, Т, 8, 10, 
9 получается из расстановки 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8,9, 10 нечетпым числом 
транспозиций, и, следовательно, ие 
может быть в нее переведена рас- 
сматриваемой операцией. 

Обратите внимание. что в наших 
рассуждениях мы нигде не пользо- 
вались тем, что томов 10. С тем же 
уснехом эти рассуждения можно про- 
вести для любого другого количества 
томов. 

А вот то, что мы переставляли по 
два тома сразу, было очень сущест- 
венно. Действительно, если бы мы 
переставляли по одному тому, то 
при любой начальной расстановке 
такой операцией мы смогли бы рас- 
ставить тома по порядку. А если пе- 
реставлять по три тома? А по че- 
тыре?... 

На половину из этих вопросов 
можно ответить сразу. Перестановка 
четного числа томов соответствует 
четному числу транспозиций, следо- 
вательно, такой операцией невозмож- 
но перевести одну расстановку в дру- 
гую, получающуюся из нее нечетным 
числом транспозиций. 





Ну, а если 


переставлять по три 
тома? Давайте 


попробуем! Сколько 
же для начала взять томов? Три — 
мало, возьмем четыре. Посмотрим, 
какие расстановки можно получить 
из расстановки по порядку: 1, 2, 
3, 4 — из исе 2, 3, 4, 1 и 4, 1, 2, 3, 
из них 3, 4, 1, 2... и все! Такие пере- 
становки называют циклическими, по- 


тому что они переставляют числа по’ 


кругу — если одну расстановку выпи- 
сать по окружности, то любую другую 
можно прочитать, начав с некоторого 
места (рис. 5). Но никакие две из 
расстановок 


2 9% 

о. ъ3 

1, 3, 2, 4 

Пе м 

тю, 25.3 

9 в 2 
нельзя перевести друг в друга цик- 
лическими перестановками, а ведь 
каждой из них соответствуют еще 
по три расстановки, получающиеся 
циклическимн  иерестановками. Та- 


ким образом, все 24 различные рас- 
становки чисел 1, 2, Зи 4 (проверьте, 
что их 24) разбиваются на 6 групи по 
4 расстановкн в группе, причем нашей 
операцией мы не можем Получить из 
расстановки одной группы расстанов- 
ку другой группы. 

Сохранится ли такое положение, 
если мы возьмем не четыре, а пять или 
болыше томов? Оказывается, нет! Ре- 
ннаюшую роль здесь сыграет следую- 
щая лоследовательность расстановок: 
1, 23 41 9 

15 № т 3-52. № 38.55. 

Переставляя по три тома, мы по- 
меняли местами первый и второй 
тома, вернув на место остальные. 
Таким же образом мы можем пере- 
ставить любые два соседних тома, 
причем не только, когда у нас пять 
томов, но и для любого большего 
числа томов. Действительно, если эти 
два тома — не последние, то взяв 
сще и следующий за ними том, пере- 
ставим эту тройку томов вперед, 
затем поменяем местами первые два 
тома (как было показано) и снова 
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вернем тройку томов на их старое 
место. В результате все тома встанут 
на прежние места, кроме выбранных 
нами двух томов, которые поменяются 
местами. Если же мы захотим поме- 
нять местами последние два тома, 
то сначала возьмем три первых то- 
ма, поставим их в конеи, затем совер- 
шим описанную процедуру, и, нако- 
нец, поставим на старое место стояв- 
шие в начале тома. 

Теперь для вас, видимо, не будет 
неожиданным утверждение: если чис- 
ло томов не меньше пяти, то любую 
расстановку этих пюмов можно лпе- 
ревести в расстановку по порядку, 
переставляя тома тройками *). Ведь, 
последовательно меняя местами со- 
седние тома, можно сначала пере- 
вести первый том на первое место, 
затем второй том — на второе и т. д. 

А что будет в случае перестановки 
по пять томов? По семь томов? Во- 
обе по 2л + 1 тому? Решения этой 
проблемы я нигде ие встречал. 

Можно сиросить: «А кому нужны 
эти перестановки?» Оказывается, нуж- 
ны, и очень часто, наприхер, теория 
перестановок играет важнейшую роль 
при решении вопроса — можно. . ли 
корни данного алгебраического урав- 


*) Тем самым мы решили задачу А\404 
{«Квант», 1976, № 9). 


нения л-й степени выразить с по- 
мощью радикалов (как это делается 
для квадратного уравнения). Было 
выяснено, что уравнения третьей и 
четвертой степени обладают этим свой- 
ством, а для уравнений пятой степени 
и выше корни, как правило, уже не- 
возможно выразить через коэффици- 
енты с помощью радикалов. 

В «Кванте» про это уже рассказывалось, 
последний раз — в статьях «Группы» н «Ал- 
гебра — древняя м современная» («Квант», 
1976. № 10). Если вы нх читали, то сразу 
заметите, что рассматриваемые иамн переме- 
щения томов — это подстановки, порождаю- 
щие груллу (правда. не всю группу полста- 
новок 5п— в этом н состоит проблема). 
а перестановки по кругу четырех элементов 
образуют циклическию гриппи. Может быть, 
теория групп вам и поможет (хотя, скорее 


всего, эта задача решается «комбииаторными» 
соображениямн). 


Теперь, пожелав успеха тем, кто 
решил взяться за окончательное ре- 


шение поставленной проблемы, по- 
ишем в учебнике еще интересные 
задачи. 


Одно или больше? 


Найдите четыре натуральных чис- 
ла, таких, что сумма произведения 
люзых трех из них и | делится на 
четвертое число. 

Первое, что приходит в голову, — 
взять все числа равными 1. Такая 
четверка чисел действительно удов- 
летворяет условиям задачи. А нет 
ли еще решений? Где-то я видел эту 
задачу. Открываю книжку И. Л. Ба- 
бинской «Задачи математических олим- 
пиад» (М., «Наука», 1975) и нахожу 
ее под номером 142. Ищу ответ. Чи- 
таю — «Например, 1, 2, 3, 7». Меня 
этот ответ не устраивает. Для меня 
это то же самое, что ответ: «Напри- 
мер, 2» на вопрос: «Какие корни у 
уравнения х? — 5х + 6 = 02». 

Нет... где-то ещё я видел подоб- 
ную задачу. Ну конечно, «Сборник 
задач московских — математических 
олимпиад» (М., «Просвещение», 1965), 
с. 70, задача 215. Вот она. 

215. Найти все такие тройки чи- 
сел а, $, с, отличных от 1, что про- 


изведение любых двух чисел тройки. 
сложенное с единицей, делится на 
третье число. 

В ответе — единственный 
2:3: 1. 

Не правда ли, ответ очень похож 
на ответ интересующей нас задачи, 
хотя здесь речь идет не о четырех, 
а о трех числах. А что будет для двух 
чисел? Для каких пар чисел сумма 
каждого из них с единицей делится 
на другое? Задача с четырьмя числами 
для пятиклассников, с тремя — для 
учеников 7-—10 классов... Однако 
наберемся смелостн и приступим к 
решению. 

Если одно из этих двух чисел 1, 
то второе число должно быть дели- 
телем числа 2: либо 1, либо 2. Не- 
трудно проверить, что обе пары (1, 1) 
н (1, 2) удовлетворяют условию за- 
дачн. 

Пусть ни одно из чисел не равно 1. 
Тогда, очевидно, эти числа взаимно 
просты. Пусть а<ф, тогда а т 1 =, 
но а-т 1! делится на 6, следова- 
тельно, а -+ | = Ь. Отсюда вытекает, 
что а+т1=6. А так как В 1 
делится на а, то а -| 2 делится на а, 
следовательно, 2 делится на а, и 
поскольку а 52 1, тт а=2, в = 3. 

Итак, существуют всего три пары 
таких чисел, что сумма одного из 
них с единицей делится на другое: 
И, №, (2, №, 6, 2. 

Достаточно простое решенне этой 
задачи наводит на мысль нопробовать 
решить сразу общую задачу: 

«Найти п чисел таких, что про- 
изведение любых п — 1 из них в сум- 
ме с единицей делится на оставшееся». 

Докажем две леммы. 

Лемма 1. Пусть числа ат, аз, ... 
... а, обладают тем свойством, что 
произведение любых (п— 1} из них 
в симме с | делится на оставшееся. 
Тогда, добавив к ним число а,.1-—1, 
получим набор чисел, произведение 
любых п из которых в сумме с 1 де- 
лится на оставшееся. И, наоборот, 
если среди п--1 чисел есть 1 и произ- 
ведение любых п из них в сумме с 1 
делится на оставшееся, то, убрав из 


набор: 
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этого набора единицу, получим на- 
бор из п чисел. произведение любых 
п — | из которых в сумме с единицей 
делится на оставшееся. 

Формулировка леммы громоздка, 
а доказательство тривнально. До- 
статочно использовать тот факт, что 
от умножения числа на единицу это 
число не меняется, и то, что на еди- 
нинцу делится любое число. 

Более содержательной является 
вторая лемма. 

Лемма 2. Пусть числа ау, 
а,. .... а, обладают тем свойством, 
что произведение любых (п — 1) из 
них в сумме с 1 делится на оставше- 
еся. Тогда, добавив к ним число 
И и1 = @:а....а, + 1, получим на- 
бор чисел, произведение любых п из 
которых в сумме с единицей делится 
на оставшееся. 

Для доказательства нужно прове- 
рить два утверждения. 

Первое — то, что произведение пер- 
вых п чисел в сумме с единицей де- 
лится на а: — следует из опре- 
деления числа а. 1. 

Второе — для случая, когда чис- 
ло а„+; входит в произведение. Обо- 
значим через А; произведение пер- 
вых п — | чисел без а;: надо пока- 
зать, что Аа... + 1 делится на а: . 
Для этого достаточно заметить, что 
апт == 9:4: -+ 1; тогда 
Аа: + 1 - АцАа, + 1) - 1 = 

—= а? + (А, - 1), 
и первое слагаемое делится на а, 
второе, заключенное в скобки, тоже—- 
но предположению леммы. 

Из этих лемм следует, что в задаче 
с тремя числами будут следующие 
решения: (1, 1, 1), (1, 1, 2), {1, 2, 3), 
(2, 3. 7); в задаче с четырьмя числа- 
ми (1. 1,1, 1), (1,11, 2), @, 1,2, 3}, 
{1, 2, 3, 7), (2, 3, 7, 43). Осталось 
выяснить, нет ли других решений. 


Новых решений, содержащих еднницы, 
прн п-= 3. очевидно, нет (убрав одиу нз еди- 
ниц, мы по лемме | получилн бы новое реше- 
ние задачи с двумя числами, а в ней других 
решений нет). Пусть теперь (х, и, 2) — неко- 
торое решенне задачи с тремя чнслами. Легко 
доказать,что любые два из этих чисел должны 
быть взанмно простыми. Пусть 2х«у<2. 
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Запишем соотио шения задачя: 


ху в,2, 
хг + | = оц, 
ие 1 ==. 

Здесь Аз, Аз, Аз — натуральные числа 
Перемножив этн соотношения, получим: 
хуз(ху + хи 2) Е ли- уг - хе = 

==# ВА зхуг. 
Отсюда следует, что ху + уг -+ хг 4 ] де- 
линтся на хуг, т. е. 
хи -г уг г хг + 1 = Ахух, 


где А — натуральное чнсло. Разделив обе 
части этого равенства на хуг, получим 


Наибольшее значение А получится прн па- 
нменьших значениях х, у 2, т. е. при х=-2, 
у=3, 2=4 (на самом деле 225). Отсюда 


27 
24’ 
и, поскольку А — натуральное число, то 


оно равно 1. Итак, нужно найти все нату- 


ральные числа х, уни 2 такие, что 25х<у« 2 
н 


Г Е Ре. 
На Наза= 


1 1 1 1 
РН. 


Покажем, что х= 2. Действительно, 
если х>23, то у>4, 225, следовательно, 
1 1 ', 
и 
1 1 1 1 48 
= 
9 "з5 +. 
Получнли противоречне. Итак, х=2. 
Тогда соотношение запишется так: 
1 


1 1 1 
о РЕ Е: 


Выразив отсюда у, получим 





5 
Ио: 


Значит. 2-2 является делителем чнсла 5, 
т.е 2-3, или 2=7. В первом случае у=7, 
во втором у-=3. 

Итак, (2, 3, 7) — единственное ре- 
шение задачи с тремя числами, не 
содержащее единицы, следовательно, 
ранее нами были выписаны все ре- 
шения этой задачи. 

Посмотрим, существуют ли дру- 
гие решения задачи с четырьмя чис- 
лами. 


Очевидно, и здесь достаточно рассмот- 
реть лишь те решения, которые не содержат 
единни, т. е. натуральные числа х. ц, 2, и 
такие, что 25х< 32 ны ни 


хуг Г 1 = в, 
хуи Е 1 —= Крг, 
хги -- |= Ау, 
у2ы -- 1 = Вх, 


где №. Ё», Ё к А; — натуральные числа. 
Перемножнв эти соотношення, получим ана- 
Логично предыдущему случаю, что 

хуз -- иху-- хан -Р узи -Г | => Ахузц, 
где А — натуральное чнсло, или 


1 | 1 1 1 
Ру Ра НН Ти 





= А. 


Поскольку х22, и23, 224, и5, то 


1 1 [ } 1 
ча ь = 


31 
= 24, 
следовательно. —_А = |. Далее аналогично 
показывается, что  х-=2, у=3. — Теперь 


откуда 


Зилчнт, и—6 является делителем числа 37. 
т. е. либо и=7, 2==43, либо и=43, 27, 
Итак, сиова получили лишь имеклаееся уже 
решенне. Значит, н в этом случае были пере- 
числены все решения. 


Полученный результат наталкн- 
вает нас на гипотезу. что и дальше 
все ранения задачи для п чисел бу- 
дут получаться из решений задачи 
АЛЯ п — {1 числа с помощью лемм 1 
н 2. Увы: Гипотеза эта неверна, во 
всяком случае для п — 5 — кроме 
решеция (2, 3, 7, 43, 1807), получае- 
мого с помощью леммы 2, есть еще 
одно; (2, 3, 7. 47, 395). 

А что будет дальше? Будут ли 
решения задач для большего коли- 
чества чисел получаться применением 
лемм |1 н 2 к этим теперь уже двум 
решениям, не содержащим единиц, 
или появится еще одно или даже два? 
Пока это проблема. 


Сколько делений? 


Следующая задача «на смекалку» так- 


же фигурнрует во многих книгах для 
школьников. 
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Рис. 6. 


Длина линейки без делений 13 см. 
Как поставить 4 деления внутри ли- 
нейки так, чтобы с ее помощью мож- 
но было отложить отрезки длиной 
ое т, & 9; 10. 1, № 
13 см? 

Условие задачи, видимо, нужно 
поясиить. Поставив деление, отстоя- 
щее от конна на | см, и несколько раз 
прикладывая линейку, можно отло- 
жить любую из заданных длин. Здесь 
же требуется указать соответствую- 
щую длину прямо на линейке, от 
деления до деления (или до конца 
линейки). 

На рисунке 6 показано одно из 
решений этой задачи. Естественно 
попытаться выяснить, есть ли дру- 
гие решения, но гораздо интереснее 
такие вопросы: почему именно четыре 
деления? А если три? Какова наи- 
болыная длина линейки, на которую 
можно нанести 4 деления с выполне- 
нием указанных свойств? И вообще, 
какое наименыиее количество делений 
нужно нанести на линейку длины п 
(сл), чпюбы с ее помощью можно было 
отложить все целочисленные отрезки 
от 1 см до п (см)? 

Как всегда, начнем с проб. Для 
линейки длины 1 см никаких деле- 
ний не нужно. При длине в 2 см и 


1 


3 Синие] 
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10 Спам ТЕ 1 
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12 Саиаилисиинаи нение) 
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Рис. 7. 


3 ем достаточно одного деления. При 
длине в 4, 5, 6 см двух делений до- 
статочно, а одного мало, при длине 
в 7, 8, 9 см надо три деления (двух 
пе хватнт), при длине в 10, 11, 12, 
13 см — четыре деления. (трех не хва- 
тит). Эти результаты получены перебо- 
ром вариантов, соответствующие им 
расстановки изображены на рисунке 7, 
но с увеличением длины линейки ста- 
новится все труднее и труднее про- 
водить полный перебор. Нужны ка- 
кие-то общие методы. Попробуем спер- 
ва оценить чнсло делений (сверху 
и сиизу). 

Пусть па линейке длины л (см) по- 
ставлено № делений. Сколько сущест- 
вует различных отрезков (не отрезков 
разной длины, а просто различных 
отрезков) с концами в точках деления 
или на концах линейки? Так как лю- 
бая пара из перечислениых точек 
определяет отрезок, а их А -2, то 
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отрезков будет (А + 2) (А -! 1)/2. А так 
как по условию задачи должио по- 
лЛучиться п различных длин, а длины 
некоторых отрезков могут и совпадать, 
то должно выполняться неравенство 


ЕЕ! 
> ТА то. 


Отсюда следует, что на отрезке дли- 
ны л необходимо поставить не ме- 
нее (И8а+т1Т —3)!/2 делений (если 
это число не целое, то нужно брать 
ближайшее к нему большее целое 
число). 

А какого количества делений на- 
верняка хватит? Конечно, (п — 1)-го 
хватит (можно нанести все санти- 
метровые деления), на чельзя ли 
обойтись меныним числом? 

Попробуем такую расстановку № 
делений: сначала поставим 2 делений 
через каждый сантиметр, затем деле- 
ние через (т -- 1) (См), снова через 
(т + 1) См) ит. д., иока не поставим 
все А делений. Рассмотрим теперь 
линейку с правым концом в (т -1) 
(см) от последнего деления. Длину 
этой линейки { выразим через # и т: 
р=т (Е — тут т 1 = 

= — т? + пи + (ЕО. 
Используя формулу деления с остат- 
ком $ — рт Е 1} - 4, цетрудцо цо- 
казать, что при любом т такая рас- 
становка деленнй удовлегворяет ус- 
ловию задачи. 

Отметим еще одно важное свойство 
такой расстановки делений — если от- 
резок укоротить справа на любое 
целое число сантиметров, то тачки 


деления по-прежнему будут удовлет- 





ворять условию задачи (т. е. можно 
булет постронть все целочисленные 
отрезки от | см до новой длины лн- 


нейки). 
Осталось выяснить, насколько 
большим можно сделать [, меняя т 


{число делений А фиксировано}. Для 
этого запишем формулу для { в виде 


(Е ра -(” 





пи =}. 


2 


Отсюда видно, что { будет наиболь- 
В+ Г)? 

>}. 

Значит, если Ё нечетно, то надо поло- 





шим при наименынем [бе 


#1 
жить т= —›_, @ если Е четно, 
Ё #2 
то надо положить #1 = = илнт=-—5—. 
Итак, 
(#-- 0+5 1 #4614 
[> ОПОР 


Вместо {| можно подставить п. 
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РУ 4п-5—3 (если это число 
не целое, то нужно брать ближайшее 
к нему большее целое число). 

На рисунке 8 изображена таблица, 
в которой для нп от 1 до 15 даны точ- 
ные значения А(л) —наименышего числа 
делений, удовлетворяющих условию 
задачи; полученной нами ранее из 
формулы л > (# Е 2)(Ё + 0/2 оцен- 
ки снизу и только что выведенной 
оценки сверху. Видно, что эти зиа- 
чения мало отличаются друг от друга, 
но с ростом л это отличие становится 
все больше. 

Найти формулу, связывающую точ- 
ное значение # с п, видимо, весьма 
непросто. Неясно даже, будет лн 
функция А(п) монотонной, т. е., если 
для отрезка длины п достаточно # 
делений, то достаточно ли их будет 
для отрезка длины п — 1? 

Как видите, от школьной задачкн 
до серьезной и трудной математиче- 
ской проблемы — один шаг. 

Попробуйте свои снлы в решении 











Выразив теперь А через п. получнм: этих проблем. Ждем ваших писем 
2 Повторив ту же «подстанов- еще раз, получим 
Где ошибка: ку» бесконечное число раз, р] 
Докажем, что 1=9. С одной Получим равенство 2 = ИВИЕТ, БИЬ 
стороны, 2 3 — в - {5) 
2 р 3—5 
= (1) вы - (3) и 
3—=—— Понторив ту же «подстановку» 
Подставим в правую часть 3—... р : ий 
равеиства (Г) вместо Ё вы- с А и 
р) другой сгороны, лучим равенство 
ражение т. Получим о 
-- 2 = 3—2’ 44) 2 = Е 7. 
= Е Ы . 3— 9 (6) 
2 Подставим в правую часть 3—=—- 
3—3 равенства 59 вместо 2 вы- 3—.... 
Проделав эту «подстановку»  ражение 5. Получны Правые части равенств 


еще раз, получим 


2 
ры 
3—2 © 

3— =— 


3—1 


2 * 
_2_ 
3—4 


Проделав эту «подстановку» 


2 = 


{3) н (6) одинаковы. Следо- 
вательно, должиы быть рав- 
ны между собой и левые 
части: 1=2. 


Ю. Гайдук 
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ВЫЛАЮЩИЙСЯ 
СОВЕТСКИ 


ОПТИК 


К 10-летию 
го дня рождения 
Д. С. Рождественского 





«Это было в тяжелые годы граждан- 
ской войны. Транспорт работал в 
Петрограде с перебоями. Иногда он 
совсем замирал. В эти дни за Нев- 
ской заставой можно было увидеть 
немолодого седобородого человека, ко- 
торый, опираясь на палку, шел ров- 
ным, неторопливым шагом. Он шел 
пешком с Васильевского острова, с 
противоположного конца города, где 
жил в небольшой университетской 
квартире, чтобы вместе с товарища- 
мн принять участие в налаживании 
производства — оптического стекла. 
Что гнало пожилого профессора в 
заводскую лабораторию из руково- 
димого им института, где тоже хва- 
тало работы? Не тот ли священный 
огонь науки, что перевоплощает уче- 
ного в борца и не дает иссякнуть 
человеческим силам?» *). 





*) А. Н. Осиновский, А. Ф. Ко- 
нонков. Д. С. Рождественский. М., 
«Просвещение», 1974, с. 3. 
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Познакомимся поближе с этим 
удивительным человеком. 

Дмитрий Сергеевич  Рождествен- 
ский роднлся 7 апреля 1876 года 
в Петербурге, в семье талантливого 
русского педагога Сергея Егоровнича 
Рождественского, по учебникам рус- 
ской нсторни которого обучалось не- 
сколько поколений гимназистов. Он 
получил хорошее домашнее воспита- 
ние, прекрасно владел немецким, ан- 
глийским и французским языками 
н окончил гимназию с серебряной 
медалью (подвела четверка по рус- 
скому языку н литературе на вы- 
пускных экзаменах). Его любимыми 
предметами были физика, химия н 
биология, и он сохранил эту любовь 
на всю жизнь. 

В 1894 году он поступил на ес- 
тественное отделение Петербургского 
университета и в лечение года изу- 
чал биологию и химию. Но интерес 
к физике победил, и сдав положен- 
ные экзамены, Рождественский вновь 
поступил на первый курс теперь 
уже математического отделения, где 
изучали также механику, физику н 
астрономию. Занимаясь в универси- 
тете, он посещал далеко не все лек- 
ции (тогда это разрешалось студен- 
там), но зато много работал самостоя- 
тельно. Правда, потом он жалел, 
что посещал мало лекций, и считал, 
что надо было бы ходить хотя бы 
на все лекции по физике, которые 
сопровождаются демонстрационными 
опытами. Он придавал очень большое 
значение этим опытам и однажды, 
уже будучи профессором в том же 
уннверситете, отменил в последний 
момент лекцию, когда убедился, что 
демонстрационные эксперименты пло- 
хо подготовлены. 

Потеряв год в начале универси- 
тетских занятий, он вынужден был 
сделать то же самое и на последнем 
курсе. Случилось так, что в 1899 го- 
ду, перед самой сдачей выпускных 
экзаменов, в университете началась 
студенческая забастовка. Царское пра- 
вительство отдало распоряжение про- 
водить экзамены под охраной поли- 


Д. С. 


Рождественский (1876— 1940). 


ции. Многие студенты, и среди них 
Д.С. Рождественский, отказались сда- 
вать экзамены в присутствии полн- 
цейских. В следующем году он но- 
лучил диплом с отличием и был 
оставлен в университете, как тогда 
говорили, для подготовки к профес- 
сорскому званию. 

В качестве узкой специальности 
он выбрал оитику, хотя научных 
руководителей в этой области фи- 
знки в университете ие оказалось. 
Более того, большинство универсн- 
тезских профессоров считало, что их 
дело преподавать, а не заниматься 
наукой. Но Дмитрий Сергеевич, по 
его же словам, «наплевал на эти 
взгляды... и начал работать». Само- 
стоятельность и независимость в на- 
укс были главными чертами его лич- 
ностн. 

Работать в одиночку, конструн- 
руя и собирая необходимую для опы- 
тов. аппаратуру, было нелегко даже 
такому упорному и трудолюбивому 
человеку. Поэтому начатые в 1903 го- 





ду исследования были оформлены в 
виде магистерской диссертации и за- 
щищены только в 1912 году. Правда, 
тремя годами позже он уже защитил 
докторскую диссергацию и вскоре 
был избран заведующим Физическим 
ниститутом Петроградского  универ- 
ситета. Это был редкий случай в рус- 
ской физике, когда кому-то удава- 
лось внести крупный вклад в миро- 
вую науку, оставаясь у себя дома, 
в России. Заканчивая послужной спи- 
сок Д. С. Рождественского, укажем, 
что в 1925 году ои был избраи чле- 
ном-корреспопдентом Академии наук, 
ав 1929 году — академиком. 

Чем же обогатил науку этот вы- 
дающийся советский ученый? 

Он начал свои исследования с 
изучения апомальной дисперсии све- 
та в парах щелочного металла зат- 
рия. В знаменитом онызе Ньютона 
свет, проходя через стеклянную приз- 
му, разлагался в цветной спектр. 
Из этого опыта следует, что показа- 
тель преломления зависит от цвета 
{илн от длины волны). Эту зависи- 
мость называют дисперсией. Так как 
призма в опыте Ньютона сильиее 
всего преломляет фиолетовые лучи 
н слабее всего красные, мы можем 
утверждать, что преломление тем силь- 
нее, чем меньше длина волны. Для 
прозрачных тел ов видимой области 
спектра зависимость показателя пре- 
ломлепия от длины волны достаточно 
хороию описывается следующей фор- 
мулой: 

Ь 
п-=а+ =, 
ге а и &-— постоянные величины, 
характеризующие данное вещество. 
Такая зависимость пазывается иор- 
мальной дисперсией. 

Но еще в 1862 году фраипузский 
физик Леру, пропуская свет сквозь 
призму, наполненную парами йода, 
обнаружил нарушение этой законо- 
мериости. Пары йода сильно ногло- 
щают свет нескольких определенных 
длин волн. Разложив свет, который 
прошел через эти пары, в снектр, 
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пиелощения 


Е) 
> 
ы 








мы увидим в нем ряд темных линий — 
их цазывают линиями поглощения. 
Оказалось, что вблизи этих линий 
коэффициент преломления у более 
длинных волн выше, чем у более ко- 
ротких. Аналогичисе явление на- 
блюдается при прохождении света 
сквозь нары натрия (рис. 1) и других 
веществ, у которых. линни поглоще- 
иня лежат в видимой областн спектра. 
Это явление получило название ано- 
мальной дисперсии. Теория аномаль- 
ной дисперсии была создана немец- 
ким физиком Зельмейером еще в 
1871 году, но долгое время не имела 
надежной экспериментальной — иро- 
верки. Определение показателя пре- 
ломления вблизи линий поглощепия 
оказалось необычайно сложным де- 
лом из-за сильного поглощения света. 

Д.С. Рождественский разработал 
оригинальный метод точного опре- 
деления показателя преломления не 
только вблизи линии поглощения, 
но даже внутри самой линии. Полу- 
ченные им данные об измененни пока- 
зателя преломления вблизи линий 
поглощения паров натрия подтвер- 
дили справедливость теории Зель- 
мейера. Но у этой работы был еще 
более важный результат. Метод Рож- 
дественского позволяет точно опре- 
делитьотношение интенсивностей двой- 
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ных слектральвых линий {дублетов), 
нли, как говорили з то время, стно- 
мение чисел вибосторсв, излучаю- 
ших каждую из этих линий. Оказа- 
лось, что у многих гоществ отнсию- 
ние иитенсивчостей соседних. линнй 
в дублетах зыражаестся небольшими 
целыми числами. Рождественский оп- 
ределил величины этих отношений 
для большиияства дублетов елочных 
металлов и похазвл. что не за- 
нсят “и от темизратены. пи эт 


пения парсз, а 






сии 
"изу 


ль = * „> ^^ 
определяются свой- 


самих атомов исследуемых 
веществ. В докторской лиесептации 
сн писал об этом так: еМайленные 


простые стиошееня голуби, очевил- 
нс, соответствовать какой-то очень 
простой черте з стосении атомов и 
молечул. Но г чем заключается эта 
простота, при совоеменных данных 
об атомах еще реиить невозможно». 
Напомним читателям, что это было 
написано в самом начале 1915 года, 
когда теория атома, предложенная 
Нильсом Бором, делала еще первые 
шаги. 

Как показала в дальнейшем кван- 
товая механика, отношение интенсив- 
ностей характеризует вероятности ие- 
рехода электронов с одной орбиты 
атома на другую и является очень 
важной характеристикой атома. Один 
нз учеников Рождественского про- 
фессор В. К. Прокофьев так охарак- 
теризовал значение работ своего учи- 
теля: «Излучение атомов, спектраль- 
ные линии характеризуются двумя 
величинами: длиной волны и инитен- 
сивностью. Закономерности для длин 
волн спектральных линий установ- 
лены Бором в Коиненгагене. Метод 
определения их интенсивностей дан 
на другом конце Европы — в Пет- 
рограде». 

Первоначально теория Бора объяс- 
няла только строение атома водорода 
н однократно нонизнрованиого атома 
гелия, у которого в электрониой 
оболочке остастся всего один эдек- 
трон. В труднейшие годы граждаи- 
ской войны и интервенции, голода 
ин хозяйственной разрухи, в неимо- 


верно неблагоприятных для занятия 
наукой условиях, да еще при пол- 
ной изоляции от всей мировой пауки, 
Д. С. Рождественский нашел оспов- 
ные идеи дальнейшего развития тео- 
рии Бора. В научном докладе на те- 
му «Спектральный анализ и строение 
атома», который он прочитал в 1919 го- 
ду. на праздновании первой годовши- 
ны Государственного оптического иц- 
ститута, Рождественский четко сфор- 
мулировал основные положения, бла- 
годаря которым теория Бора была 
применена сначала к спектрам ато- 
мов щелочных металлов с одиим элек- 
троном во виешней оболочке, а затем 
н к спектрам любых атомов. 

Как выяснилось виоследствин, та- 
кие же идеи были использованы Ар- 
нольдом Зоммерфельдом, — Эрвином 
Шреднигером н рядом других вы- 
дающихся зарубежных физиков при 
развитин и совершенствовании _ тео- 
рин Бора. 

Претворяя в жизнь свои идеи, 
Рождественский осуществил клас- 
сический анализ спектра нона маг- 
ния, лииии которого близки к ли- 
ниям нейтральвого атома щелочного 
металла натрия. Эта работа послужила 
образцом для многочисленных ана- 
лизов спектров нонов различных эле- 
ментов, выполненных в последующие 
годы. 

Д. С. Рождественский внес круп- 
ный вклад и в теорию микроскопа. 
Изобретенный еще в ХУП веке, мик- 
роскоп вскоре нашел множество раз- 
нообразных применений. Однако тео- 
рия этого важного оптического при- 
бора была создана только в начале 
нашего века. Геометрическая оптика 
позволяет рассчитать увеличение мик- 
роскопа. Но она не может дать ответ 
на вопрос о том, каковы предельно 
малые размеры тела, которые еще 
можно увидеть при помощи микро- 
скопа. (Ведь мы знаем, например, что 
обычный микроскоп не позволяет увн- 
деть атомы и молекулы.) Она также 
ничего не может нам сообщить о 
характере н происхождении дифрак- 
цнонных и интерфереиционных полос, 
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‚ изображение объектов в микроскопе 


(рис. 2). Для этого нужна теория, 
учитывающая взаимодействие свето- 
вых волн, отраженных рассматрива- 
емымн в микроскои объектами. Ав- 
тором первой такой теорин был не- 
мецкий физик-оптик Аббе. Но тео- 
рня Аббе относилась к специальному 
случаю, когда рассматриваемый объ- 
ект освещается пучком когерентных 
лучей. Такие лучи имеют одинаковую 
длину волны и неизменную разность 
фаз колебаний. На практике этот 
случай обычно не реализуется. Дру- 
гой предельный случай в теорин 
микроскопа рассмотрел советский фн- 
зик академик Л. И. Мандельштам. В 
этом случае изучаемый объект сам 
светится некогерентным светом. Обе 
эти теорни учитывали только дифрак- 
ционные явления. Д. С. Рождествен- 
ский создал теорню микроскопа, ра- 
ботающего в условиях обычиого ос- 
вещения. В ней учитывались также 
и интерференииониые эффекты. При 
этом он нашел практические пути 
повышения эффективности мякроско- 
пических исследований. 

Дмитрий Сергеевич был не Толь- 
ко физиком, но и глубоко образоваи- 
ным ботаником. Он много и охотно 
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работал с микроскопом. В статье 
«Чем овладел н что должен завоевать 
микроскоп» он писал о Левенгуке: 
«Он сам плавил стекло. сам шлифо- 
вал. сам полировал, сам монтировал 
лупы между серебряными ин золо- 
тыми дисками... сам искал и нахо- 
дил объекты наблюдения. Подчерки- 
ваю это потому, что в микроскопни 
творит новое и совершенное тот, 
кто знает, для чего творит и что 
ищет». Эти же слова могли бы ха- 
рактеризовать и работы Рождествен- 
ского. Какой бы областью исслелова- 
ний он ни занимался, он стремился 
войти в нее «до конца», со всеми 
ее тонкостями и деталями. Так в 
свое время он глубоко проник во 
все детали оптического производства 
н сам учнася у мастера-оптика Алек- 
сандрова шлифовать точные оптиче- 
ские поверхности. 

Заслуги Д.С. Рождественского в 
развитии советской физики далеко 
не исчерпываются его личным вкла- 
дом в науку. Он был не только очень 
крупным ученым, но также прекрас- 
ным учителем и организатором науки. 

В своей педагогической деятель- 
ностн Рождественский очень высоко 
ненил и стремился всячески разви- 
вать самостоятельность в работе сту- 
дентов. В лекциях он старался оста- 
навливаться прежде всего на прин- 
ципиальных проблемах и на том, 
чего не было в учебниках, чтобы сту- 
денты сами потом разбирали более 
простые и хорошо известные разделы 
науки. 

Смело вовлекая молодежь в са- 
мостоятельные научные исследования, 
он создал талантливую школу совет- 
ских физиков. К чисау его учеников 
относятся академики А. А. Лебедев, 
И. В. Обренмов, Д. В. Скобельцын, 
А. Н. Теренин, В.А. Фок, члены- 
корреспонденты АН СССР Е. Ф.Гросс, 
С. Э. Фриш и многие другие извест- 
ные ученые. 

Рождественский принадлежал к 
числу передовых русских ученых, 
которые стремились поставить на- 
уку на службу народу. Поэтому он 
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с энтузназмом встретил Великую Ок- 
тябрьскую социалистическую рево- 
люцию, понимая, какие огромные 
возможности развития науки она от- 
крывает перед учеными. В первые 
же месяцы после революции он ста- 
рательно трудился над объединением 
усилий разрозненных и весьма ма- 
лочисленных групп петроградских фи- 
знков-оптиков и вскоре внес в На- 
родный комиссарнат просвещения де- 
тально разработанный проект созда- 
ния научного центра нового типа — 
Государственного оптического  ин- 
ститута (ГОИ). В нем он писал: 
«...при скромных средствах универ- 
ситетских физических лабораторий, 
прн слабом развитии оптнческой про- 
мышленности в России централизация 
работников по оптике при государ- 
ственной широкой поддержке необ- 
ходима и для чисто научных задач, 
и для правильного направления и 
подъема деятельности оптической тех- 
ники и промышленности. Необходим 
оптический институт». Проектом пре- 
дусматривалась также организация 
прн институте двух подчиненных ему 
предприятий — завода по производ- 
ству оптического стекла и завода 
оптической аппаратуры. Советское 
правительство поддержало эту идею, и 
6 мая 1919 года нарком просвещения 
А. В. Луначарский подписал декрет 
об учреждении Государственного оп- 
тнческого института. 

Шла война. Молодая Красная Ар- 
мия остро нуждалась в биноклях, 
стереотрубах, оптических прицелах 
для орудий. А в стране негде было 
купить даже простые очки. Царская 
Россия не имела своей оптической 
промышленности ни ввозила оптиче- 
ские приборы из-за границы, глав- 
ным образом из Германии, где име- 
лнсь знаменитые заводы Цейса. Имен- 
но на них работал Аббе, который, 
по словам Рождественского, оптиче- 
скнм снаряжением немецкой армии 
почти выиграл первую мировую вой- 
ну. В России же никто даже не знал 
технологии приготовления оптическо- 
го стекла. Все это приходилось созда- 


вать и разрабатывать заново, прак- 
тически на пустом месте. Но благо- 
даря Государственному оптическому 
институту’ этн работы развивались так 
успешно, что уже к 1927 году наша 
страна полностью прекратила  за- 
купку оптического стекла за рубе- 
жом. Советская оптическая промыш- 


ленность наладнла производство не 
только биноклей и стереотруб, но 
н микроскопов, спектрографов, те- 


лескопов и другой сложной научной 
аппаратуры. 

Гранднозная нзучно-техническая 
революция, происходящая в настоя- 
шее время, необычайно усложнила 
связь науки и производства. Наука 
теперь играет огромную роль в жиз- 
ин общества, она стала непосредствен- 
ной производительной силой, кото- 
рая готовнт революционный перево- 
рот во всех современных производ- 
ствах — и в металлургии, и в маши- 
ностроении, и на строительных пло- 
щадках, и на колхозных и совхозных 
полях. Эти перемены потребовали 
коренной перестройки производства, 
укрупнения и объединения предприя- 
тий, создания фирм и научно-произ- 
водственных объединений. В докладе 
А. Н. Косыгина на ХХУ съезде КПСС 
по этому поводу сказано следующее: 
«В десятой пятилетке создание про- 
изводственных объедннений в про- 
мышленности будет завершено. Объе- 
динения — это качественно новое явле- 
ние в управленни промышленным про- 
изводством. Они представляют собой 
не механнческое соединение предпрни- 
ятий, а единый производственно-хо- 
зяйственный комплекс, в котором 
органически слиты наука и произ- 
зодство, широко развиты спецнализа- 
ция и кооперирование». 

Д. С. Рождественский — придавал 
большое значение взаимодействию на- 
уки с производством. Так, в 1936 году 
он пнсал: «Мы одерживаем над ста- 
рым миром одну победу за другой. 
Мы становимся на первое место в ряде 
отраслей промышленности и ненре- 
рывно завоевываем все новые первые 
места... Теперь на очереди у нас — 


организовать свою науку, показать 
нашу снлу в науке и, главное, в на- 
учной организации промышленности. 
Особенно в такой промышленности, 
какова оптическая, так как она не 
отделима от оптической пауки», 


Не удивительно, что Государствен- 
ный оптический институт оказался 
в числе инициаторов создания научно- 
производственных объединений. Ор- 
ганизованное по его инициативе более 
10 лет назад Ленниградское оптико- 
механическое объединение, в состав 
которого, кроме ГОЙ, входят спе- 
циальные конструкторские бюро, оп- 
тические заводы и другие подразделе- 
ния, работает весьма успешно. Не- 
давно в объединении создан самый 
крупный в мире оптический телескоп 
с диаметром зеркала 6 метров. 


Нам хочется закончить эту статью 
смелой и дальновидной мечтой, кото- 
рую Д. С. Рождественский высказал 
еще в 1919 году, в коице своей речи 
на праздновании первой годовщи- 
ны ГОИ. 


«Видение уже недалекого буду- 
щего рисуется глазам. Каждый атом 
известен, возможности соединений в 
молекулы исследованы и могут быть 
рассчитаны во всякий момент. Хи- 
мия уже более не экспернимеитальная, 
а теоретическая паука. Как рядовой 
архитектор в справочной книжке на- 
ходит метод расчета построек, так 
рядовой химнк, сидя в своем кабинете, 
по определенным уравнениям н таб- 
лицам находит методы осуществления 
сложнейших, необходимых для жнз- 
ни химических соединений. Это власть 
над природой, подчинение ее челове- 
ку в мере почти непостижимой — 
в ней сущность и душа техники. Ее 
даст знание атома... мы и предугадать 
не можем, как преобразится жизиь 
человека в ближайшие десятилетия, 
когла загадка атома будет разгадана, 
когда тысячи, десятки тысяч ученых 
приложат волю к разрешению на- 
ряду с другими задачами этой, быть 
может. важнейшей, когда наука еже- 
часно будет приближаться к жизни.» 


$ 
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Д. Рождественский 


ЭВОЛЮЦИЯ 

УЧЕНИЯ 

О СТРОЕНИИ 
_ АОМОВ 

И МОЛЕКУЛ 


Мы приводим здесь часть доклада. который 
академнк Д. С. Рождественский сделал 15 ноя- 
бря 1932 года на юбилейной сессии Академии 


наук, посвященной пятнадцатнлетню Велн- 
кой Октябрьской соцналистической револю- 
ции. Публикацию подготовил В. Лешковцев. 


Не было эпохн в истории физики, 
когда развитие ее шло бы так быстро 
н решительно, как в последние 15— 
20 лет. В это время была возведена 
новая и чудесная постройка научной 
мыслн, решена была загадка строения 
атомов... 

Постройка атома воздвигалась бы- 
стро в связи с тем, что огромные за- 
пасы материалов были уже поднесе- 
ны и горами лежали в порядке, ожи- 
дая строителя. Перноднческие свой- 
ства атомов, после вековой работы 
химиков уложенные Менделеевым в 
законченную систему, до сих пор 
сохранившую почти весь свой перво- 
начальный облик, требовали теорети- 
ческого обоснования. Десятки тысяч 
работ по спектральному анализу, точ- 
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нейшие закономерности в спектрах, 
казалось, с очевидностью указывали, 
где н как нужно вести стройку. Но 
строитель запоздал. И теперь мы 
знаем, почему. 

Лучшие умы того времени безус- 
нешно пытались приложить свои руки 
к укладке фундамента. Рэлей иисал 
о своем бессилии. Ритц, всю свою 
недолгую жизнь глубокого исследо- 
вателя посвятивший теории спвектраль- 
ного анализа, ие нашел пути. Несом- 
ненно, теоретиками. прославившими- 
ся на переломе столетия. было пере- 
думано гораздо больше, чем на- 
писано, так как бесплодность по- 
пыток обнаруживалась с первых же 
шагов. 

Всем известна последняя блестя- 
шая теория Дж. Дж. Томсона. Ему 
удалось построить модель атома хни- 
мического. Внутри широкой, положн- 
тельно заряженной по всему объему 
сферы правильно расставлены элек- 
троны. Их силы притяжения и от- 
талкивания взанмно уравновешивают- 
ся, они неподвижны. Этого требует 
классическая электродинамика, так 
как всякое движение равносильно 
излучению, потере энергии, а запас 
энергни в атоме не может не быть по- 
стоянным. Эта модель атома удачно 
подчеркивала восьмикратную перно- 
дичность системы Менделеева и по- 
тому пользовалась выдающимся ус- 
пехом. Но перед законами спектраль- 
ного анализа и она оказалась бес- 
сильной. А опыты Резерфорда по рас- 
сеянию @-частиц ... показали знако- 
мую нам картину легких электронов, 
окружающих тяжелое ядро в числе, 
равном номеру элемента. 

Но почему не падают электроны 
на ядро, нейтрализуя его заряд, если 
движение им воспрещено? Этот узел 
дано было разрубить Нильсу Бору. 
В июле 1913 года он  провозгла- 
сил два принципа, которые не 
только прочно утвердили познание 
атома, но и произвели сдвиг в осно- 
вах физики. 

Чтобы сделать это, нужна была 
смелость, почти дерзость. 


Вопреки законам электродинами- 
ки, электроны совершают планетар- 
ное движение вокруг ядра и все-таки 
не излучают энергии. Эти особые 
состояния атома, эти формы движе- 
ния Даются квантовыми законами. 
Каждое состояние отличается от со- 
седнего на один квант действия. 

Так требует первый принцип Бо- 
ра. Он рвет с классическими зако- 
нами лученспускания, поглощения, 
дисперсии, в итоге чего получаются 
две оптики: квантовая оптика атомов 
и классическая оптика давно изучен- 
ных явлений... 

Второй принцип гласит, что излу- 
чение происходит только при пере- 
ходе электрона из одного состояния 
в другое и прнтом так, что излучает- 
ся строго монохроматическая волна, 
а излучаемая энергия, деленная на 
частоту колебаний, опять равна од- 
ному кванту действия. 

Этот квант действия, впервые вве- 
денный в науку Планком, и далее 
все время будет маяком, который на- 
правит на истинный путь, но на“ пер- 
вых шагах оба принципа кажутся 
столь искусственными, столь не- 
привычными, как будто придуман- 
ными нарочно, что первое движение — 
оттолкнуть, не принять их. Но сде- 
лать этого уже нельзя. Выведенная 
между линиями водородного спектра 
связь, точнейшая формула Бальмера, 
оправдывается до деталей. Целочис- 
ленные законы получают смысл. Не- 
понятные ранее звездные спектры ио- 
низированного гелия уясняются. Даже 
с самых первых шагов теории перио- 
дичность химической валентности, хо- 
тя и туманно, намечается. Сразу об- 
рисовался такой комплекс ясного и 
связанного, что нельзя от него отка- 
заться. 

Теперь мы знаем, почему запоздал 
строитель. Оба принципа Бора рево- 
люциониы. Привести к ним могло 
только глубокое переживание кван- 
товых основ явлений, длительная ас- 
симиляция идей Планка и, как ско- 
ро увидим, Эйнштейна ... 

Но новая связь между законами— 


2 *Килыте № 12. 


квантовая связь. С самого начала она 
отказывается от конкретности. Она 
ведет баланс энергии, но не анализи- 
рует процесса. Квантовые состояния 
электрона в атоме соответствуют оп- 
ределенным орбитам движения. Каж- 
дая орбнта характеризуется неизмен- 
ным запасом энергии, уровнем энер- 
гии. Взаимодействия атома с внеш- 
ним миром происходят, согласно вто- 
рому принципу, или с излучением, 
или с поглощением светового кванта. 
Возможно столкновение с другим элек- 
троном, когда скачком две системы 
обмениваются одним квантом дей- 
ствия, и потому скачком энергия 
переносится нз одной системы в дру- 
гую. Но при этом полный отказ рас- 
членить этот скачок — излучение, по- 
глощение, столкновение;  регистри- 
руется лишь баланс энергии. Это 
уже много, здесь открывается воз- 
можность классифицировать уровии 
энергии, наблюдать, как идет процесс 
в ту или другую сторону. Но кине- 
матика и динамика переходных ста- 
днй, то, над чем так напряженно ра- 
ботала старая физика, остаются не 
только туманными, но просто совер- 
шенно закрытыми... 

В это время с особым значением 
выступают мысли Эйнштейна о фо- 
тоэлектрическом эффекте, высказан- 
ные еще в 1905 голу. Сущность их 
следующая. Падая на вещество, свет 
вырывает из него электроны, и при 
самом слабом свете скорость вырван- 
ных электронов все же одинакова. 
От интенсивности его зависит лишь 
число вырванных электронов. Ясно, 
что здесь мы имеем те же элементар- 
ные акты ионизации, выбрасывания 
электрона одним квантом света на 
бесконечно удаленный уровень в от- 
дельных атомах. Скорость Выбрасы- 
ваемого электрона вычисляется из 
баланса энергии в духе второго прин- 
ципа Бора. 

Самый процесс ионизации и здесь 
остается неизвестным. Свет падает 
квантами. Они отдельны, индивиду- 
альны, эти мельчайшие комки света. 
И если это так, то что же такое ин- 
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тенсивность света? Она пропорцио- 
нальна числу падающих квантов. Эта 
мысль была отчетливо высказана Эйн- 
штейном. Ее логическое развитие тре- 
бует признания, что интенсивность 
света пропорциональна вероятности 
падения кванта света, а отсюда — 
что кванты света распространяются 
но каким-то непонятным пока зако- 
нам вероятности. Забегая вперед, мож- 
но сказать, что подобный ход мысли 
теперь (в 1932 году) является для 
нас естественным, но тогда он не был 
в сознании даже Эйнштейна. Наоборот, 
он пишет: «<... волновая теория света 
столь прекрасно оправдалась в опи- 
сании оптических явлений, что она, 
конечно, никогда не будет заменена 
друтой теорией». И, несомненно, тог- 
да еще не была подготовлена почва; 
самсе понятие о кванте света было 
революционным. Как известно, квант- 
комок или квант-нгла далеко не сра- 
зу были приняты в науке. Они будили 
сомнение, но не вызывали согласия. 
Слишком трудно было свойства вол- 
ны — интерференцию, дифракцию — 
приписать комку, частице. Бор дол- 
го не принимал иден о кванте света 
как частице... 

Но в первой стадии квантовой 
теории даже самое понятне о кванте 
света как частнце мало интересовало 
исследователей. Все мысли’ заняты 
были изучением строения атома водо- 
рода, анализом действня на него 
электрического и магнитного полей. 
В особенности много усилий посвя- 
щается изучению упругих и неупру- 
гих соударений электронов со всевоз- 
можными атомами (знаменитые опы- 
ты, начатые Франком и Герцем уже 
в 1913 году). Они на первых порах 
служили одним из главных подтвер- 
ждений принципов Бора. Здесь в 
особенности стало до конкретности 
ясно, как каждый атом может су- 
ществовать в различных состояниях 
н как налетающий со стороны элек- 
трон перекидывает электрон атома с 
уровня на уровень, всегда отдель- 
ным скачком... 

Когда мы наблюдаем поглощение 
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Ил ученспускание монох роматического 
света одной и той же длины волны, 
то подобный процесс старая оптика 
трактует как резонанс. Свет синхрон- 
но раскачивает электроны, и они лу- 
ченспускают. Иначе в квантовой тео- 
рии: поглощаемый квант света пере- 
водит электрон с уровня на уровень, 
из состояния / в состояние 33 (см. рис.). 
Побыв в состоянни 3, электрон само- 
стоятельно перескакивает назад в со- 
стояние /, теряя такой же монохрома- 
тический квант, какой раныше был 
поглощен. Это кажется мало удачной 
перефразировкой старого воззрения. 
Но вот оказывается, что есть атомы — 
н их немало, а молекулы почти все, — 
где возврат идет из состояния 3 не 
только в состояние /, но и в совсем 
новое состояние 2. Если же приба- 
вить, что новым подходящим квантом 
можно изловить электрон в состоя- 
ниях 9 или 2 и перевести в состоя- 
ние 4 и далее таким образом переки- 
дывать электрон, как футбольный 
мяч, из состояния в состояние, то 
ясно, что экспериментатор внолне 
овладел понятием о многочнсленных 
состояниях атомов: квантовой сторо- 
ной вопроса... 

Забегая несколько вперед, можно 
сказать, что опыты настолько конкре- 
тизировали постулаты Бора, что самое 
название постулата потеряло смысл; 
утверждения Бора — теперь ясные и 
необходимые выводы опыта. Это ка- 
сается в особенности обмена энергии 
квантами, второго постулата, плодо- 
творность которого была и остается 
нзумительной. 


Математический кружок 
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Инварианты 


В «Кванте» уже писалось о решении задач 
при помощи подбора инварнанта (1976, 
№ 2. с. 32). В данной статье обсуждаются 
понятие инварианта и ряд возникающих 
в связн с ним вопросов. 


1. Общая постановка задачи 


При помощи инвариантов решаются 
задачи следующего типа: даны мно- 
жество М (элементы его мы будем 
называть «позициями») и правило, по 
которому разрешается переходить от 
одной позиции к другой; можно ли 
из данной позиции а перейти за не- 
сколько шагов в другую данную пози- 
цию В? Более общая задача: как для 
произвольной пары позиций <, В иста- 
новить, можно ли из а за несколько 
шагов перейти в В? 

Очевидно, описанные ситуации об- 
ладают следующим свойством: если 
из позиции © можно перейти в позни- 
цию Вн из В можно перейти в пози- 
цию \, то из и можно перейти в %. 
Это свойство называется транзитив- 
ностью. 

Рассмотрим конкретную задачу. 

Задача 1. Круг разделен на 
п секторов, в которых как-то расстав- 
лены п фишек. Разрешается одно- 
временно передвинуть любые две фиш- 
ки: одну — на один сектор по часовой 
стрелке, другую — на один сектор в 
противоположном направлении. Мож- 
но ли из позиции р, в которой в каж- 
дом секторе стоит по одной фишке, 


2* 


перейти к позиции у, в которой все 
фишки собраны в каком-нибудь 09д- 
ном секторе? 

В данной задаче, кроме свойства 
транзитивностн, имеет место также 
следующее важное свойство: если 
из позиции © можно перейти в пози- 
цию В, то и из В можно перейти в 
©. Это свойство называется симмет- 
ричностью. 

Свойство симметричности соблю- 
дается не во всех задачах рассмат- 
рнваемого типа; например, в шах- 
матах пешки назад не ходят. В этой 
статье мы ограничимся задачами, для 
которых исловие — симметричности 
выполнено. 

Условимся считать, что из любой 
позиции а можно «перейти» в нее же. 
Это свойство называется  рефлексив- 
ностью. 

Назовем познцини м и В эквива- 
лентными, если по заданным правн- 
лам из а можно перейти в В (ввиду 
предположенной симметричности это 
равносильно тому, что из В можно пе- 
рейти ва). Эквивалентность позиций 
ах ин В мы будем обозначать так: 


а — В; неэквивалентность — так: 
@ 2 В. 
Поскольку эквивалентность по- 


знций рефлексивна, симметрична н 
транзитивна, исходное множество М 
разбивается на непустые непересекаю- 
щиеся подмножества (рис. 1): М -= 
= М, ИМ.) М, { 1... В каждом из 
подмножеств ЛМ; все позиции экви- 
валентны: если а«Е@М, н ВЕМ,, 


то а— В. Если же позиции а и В 
принадлежат разным подмножест- 
вам; а Е М, В ЕМ, (15=], тоа 


и Вне эквивалентны *). Подмножества 
М; мы будем называть орбитами. 
Повторим еще раз: если мы находимся 
в позиции ©, принадлежащей какой- 
нибудь орбите М;, то мы можем, 
перемещаясь по этой орбите, пере- 
браться из позиции © в любую другую 
позицию, принадлежащую той же 


*) «Квант», 1972, №2, с. 2. 
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Рис. 1. 


орбите. С другой стороны, сойти с 
этой орбиты, т. е. перебраться © по- 
знции © на позицию В, принадлежа- 
мую любой другой орбите, мы не 
можем. 

Орбит может быть как конечное, 
так и бесконечное число. Впрочем, 
если множество Л конечно, то, ра- 
зумеется, и число орбит конечно. 


2. Инварнант 


Числовая функция 
на множестве «позиций» М, назы- 
вается инвариантной функцией. или 
инвариантом, если на эквивалент- 
ных позициях она принимает одина- 
ковые значения: 


если < — В. то} (а) =} (В). (1) 
Задача 1 (продолжение). 
Пусть пл =2 т. Раскрасим секторы 
через один в синий ин белый цвет. 
Тогда при каждом перемещении число 
фишек в белых секторах либо не 
меняется (рнс. 2}, либо увеличи- 
вается на 2 (рис. 3), либо уменъ- 
шается на 2 (рис. 4). Для произволь- 


Ё определенная 


ной расстановки © фишек по секторам 


обозначим через б (а) число фишек в 
белых секторах. Рассмотрим теперь 
такую функцию р: 


0, если б (=) четно, 
р) = 1, если б (<) нечетно. 


Из сказанного выше вытекает, что 
эта функция р (четность числа фишек 
в белых секторах) является инварнан- 
том. Поскольку п = 2 т, для конеч- 
ной ПоЗиЦиН у имеем р (\) = 0. 


Если т = 2 +1, то 5 нечетно. 


Значит, для начальной позиции [в 
нмеем р (в) =1. Из ршШыЕр С) 
вытекает, что познини ц и \ це 
эквивалентны. Таким образом, в этом 
случае (п=2т, т=ЗЕ- | из 


позиции вц нельзя перейти в пози- 
цию У. 
Ну, а ели т= А? Тогда 


п 


д четно ир (и) =р (*) = 0. В этом 


случае инвариаинт р не дает возмож - 
ности установить, эквивалентны по- 


зиции д ну или нет. 





Дело в том, что если / — инвариант,- то 
из } (<) = {(В). вообще говоря, пичего не 
вытскает. Еслн [(©)5|[{В), то позиции & 
и В не эквивалентны (это следует из (1))- 
Если же [(а) = } (В), то позиции © н В могут 
быть как эквивалентными, так и не эквива- 
лентнымн: инварнанту не запрещается на 
разных орбитах прнинмать одинаковые зна- 
чения. (Например. постояпная функция, 
т. ©: функция, которая на всех элементах из 
М принимает одно н то же значение, тоже 
ниварнаитна.) у 

Как же быть? Попробуйте для 
какого-нибудь п вида 4 А перейти от 
позиции ид к позиции у... Почему-то 
не удается. Попробуем найти другой, 
более тонкий инварнант. 

Занумеруем секторы (скажем, по 
часовой стрелке) от 1 до л. Для про- 
нзвольной расстановки © фишек по 
секторам обозначим через а, (<) 
количество фишек в А-м секторе при 
расстановке с. Рассмотрим теперь 
такую функцию 0: 

9 (©) = Г.а, @) + 2:а, @) + 3З:а, @- 
+ ... + л:а, @). (2) 


Является ли функция д инвариантом? 
Произвольное допустимое — переме- 
щение (рис. 5} затрагивает 4 слагае- 
мых суммы (2): 
ВР -- Ге {а) - {: + 1) -@1 41 (&)-- 
+... + 9— 1-а,. @) + 
+ ]-а, @) + ... (3) 


При перемещенни, изображенном на 
рисунке 5, сумма (3) превратится, 
очевидно, в сумму 


4-е: а, ®— п. + 
ЕО. ыы ФИ 
+... + 0—0. а. ®я+и+ 

1. №; я — |+... 


Легко проверяется, что обе суммы 
равны. Итак, 9 — инварнант! Нет, 
мы забыли, что п-й сектор граннчит 
с первым. Значит, есть еще 3 возмож- 
ностн (рис. 6—8). Подсчет, аналогич- 
ный только что сделанному, показы- 
вает, что в случае, изображенном на 
рис. 6, 9 (а) уменьшится на п, а в 
случае рисунка 7 — увеличится на 
п. В третьем случае $ (@), конечно, 
не изменится. Итак, за одно переме- 
щение значение функции 9 может 
измениться, но только на п. Следова- 
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Рис. 8. 


тельно, функция г, значение которой 
на расстановке « равно остатку от 
деления числа 9 (<) на п, ссть ин- 
вариант. 

Для позиции у (если все п фишек 
собраны в [-м секторе) 

а; (у) =а, (\) ==... = ви (У) = 

= 014+ Ку) =... =а, (У) =0, 


а (У) =л. 
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Значит, 9(%) =[л и г()=0 
(каковы бы ни были пи 1). С другой 
стороны, 

а, (и) =а, (в) — ... = ад) =1. 
Значит, 

п(п-- 1 
аи) = 12+ З+.. ва. 
Еслн п-т, то 9 (и) 

пт-т и гта 0. Сле- 
довательно, при четном п получаем 
г (№) 2- г (\). Итак, при четном л по- 


зниии дну не эквивалентны. 

Если же п = 2т + 1, то 9 (и) = 
= п.(т-+ Ю и г() —0. Таким 
образом, при нечетном п мы опять 
нмеем: г (и) = г (\). Получается, что 
при нечетном л вопрос об эквива- 
лентности позиций ин иу снова 
остается открытым. 


3. Универсальный инварнант 


Назовем инварнант { универсальным, 
если на неэквивалентных позициях 
он принимает различные значения: 
еслн © В, то [(<) зе [ (В). 

Таким образом, для универсаль- 
ного инварнанта | 

если | (<) = [ (В), тоа — В. 
Универсальный инвариант на каждой 
орбите принимает свое значение. По- 
скольку для универсального инва- 
рианта 


а — В + [(@) = { 8), 


универсальный инвариант для любой 
пары позиций позволяет установить, 
эквивалентны они или нет. 

Как проверить, что некоторый ин- 
варнант / универсален? Общего мето- 
да не существует. Иногда может по- 
мочь следующая простая 

Теорема. Если а) существуют 
такие {[ позиций 6., 6.,.... бу, что 
каждая позиция а Е М эквивалентна 
одной из них иЪ) инвариант | при- 
нимает, по крайней мере, | различ- 
ных значений, то } — универсальный 
инвариант и позиции 61, 6; (Е ]) по- 
парно не эквивалентны. 

Из а} вытекает, что существует не 
более { орбит. Из Ь} вытекает, что 
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существует не менее {/ орбит. Следо- 
вательно, существует ровно { орбит. 
Снова из Ъ} вытекает теперь, что ин- 
варнант } принимает ровно [ значе- 
ний и, значит, } универсален. Нако- 
нец, из а) вытекает, что позиции 
6,,6.. ..., б: принадлежат разным ор- 
битам и, таким образом, попарно не 
эквивалентны. 

Задача |1 (окончание). Дока- 
жем, что инвариант г универсален. 
Обозначим через 8, такую расстанов- 
ку фишек: одна фишка — в #-м сек- 
торе, все остальные — в л-м секторе. 
Под 6, мы будем, разумеется, пони- 
мать расстановку, при которой все 
п фишек — в п-м секторе. 

Легко сообразить, что любая рас- 
становка эквивалентна одной из по- 
зиций б:, б., ...,б,. В самом деле, 
пусть © — произвольная расстановка 
фншек. Попытаемся собрать все п 
фишек в П-м секторе. Для этого бу- 
дем передвигать первую ` фишку, 
пока не загоним ее в п-й сектор; од- 
новремеино, в соответствии с прави- 
лами, мы будем перемещать вторую 
фишку в противоположную сторону. 
Затем загоним в л-й сектор вторую 
фишку, двигая в противоположную 
сторону третью фишку, и так далее — 
вплоть до (п — Ю-й фишки. Когда 
мы загоним м — 1 фишек в л-й сек- 
тор, п-я фишка будет в каком-то м 
секторе ({ -= 1,2, ..., п). Это и озна- 
чает, что @^— 6; 

Посчитаем г (6,). При Е5Ел: 


а, (5;) =а, (6;) =... =а;-. (6) = 
= а1+1 (6,) =... =а,-, (61) = 0, 
а; (6;)=1, 
а, (5:)=п—1. 


Следовательно, 4(6;} = СЕ 
т -(п — 1) и гб; = Е. Кроме того, 
9 (6) =л-п и гб,) =0. Итак, 
инвариант г принимает по крайней 
мере л значений. 

По теореме инвариант Е ре 
сален и позиции 6, 6.,.. 
попарно не эквивалентны. 

Поскольку г — универсальный 
инварниант, 


а— Вег (а) = 


г (В). 


В предыдущем параграфе мы посчи- 
тали, что 

г (и) = гб) = п— нечетное. 
Следовательно, р- у тогда и толь- 
ко тогда, когда л — нечетное. Зада- 
ча, наконец, решена полностью. 

Упражненне |1. Докажите, не 
нспользуя понятня инварнанта, что при не- 
четном л познцим и и % эквивалентны. 

Упражнение 2. Проверьте, что 
любая функция от инварнанта снова является 
нивариантом: если | — ииварнант н &— 
произвольная числовая функция, то и функ- 


ция В 
й (а) = #0 (<) (4) 
тоже ниварнаитна, 

Упражиенне 3. Докажите, что 
любой инвариаит можно представить в виде 
функции от любого универсального инварнан- 
та: еслн А — инвариант, а {— универсаль- 
ный ннвармант, то существует такая число- 
вая функция д. что выполняется (4). 

Упражнение 4. Определим через 
универсальный ннварнантхиз задачи | два 
новых ииварнанта: {(@) = [г (@)]; я (@) = 
= |" (0) —2]?. Докажите, что инвариант } 
универсален, а ннварнант & не уинверсален. 

пражиение 5. Пусть [— унн- 
версальный  инвариант.’ Каким условиям 
должна удовлетворять числовая Функция р, 
чтобы инварнант А, определенный равенст- 
вом (4). был универсальным? 


Задача 2. Даны 20 карточек. 
На двух карточках написана цифра 
0, на двух — цифра 1,... ‚на двух 
последних — цифра 9. Можно ли 
расположить эти карточки в ряд 
так, чтобы карточки с 0 лежали ря- 
дом, между карточками с 1 лежала 
ровно одна карточка, ..., между кар- 
точками с 9 лежало ровно 9 карточек? 

Эту задачу можно решить без вся- 
ких инварнантов. Однако для нас 
она интересна тем, что у нее есть два 
принципиально разных решения, ис- 
пользующих инварнанты. 

Представим себе 20 ящиков, рас- 
положенных в ряд.  Переформули- 
руем теперь нашу задачу следующим 
образом: можно ли расположить 
карточки по ящикам так, чтобы вы- 
полнялись два условия: 

а} карточки с 0 лежат в соседних 
ящиках, карточки с | — через один 
ящик, ..., карточки с 9 — через де- 
вять ящиков; 

Ь) в каждом ящике лежит по од- 
ной карточке? 


Очевидно, порознь выполнить каж- 
дое нз условий очень легко. Это и 
приводит к двум решениям. 

Первое решенне. Поло- 
жим в первый ящик 10 карточек: 
одну — с 0, одну — с 1,... ‚ одну — 
с 9. Затем вторую карточку с 0 по- 
ложим во второй ящик, вторую кар- 
точку с 1 — в третий ящик, ..., вто- 
рую карточку с 9 — в одинадцатый 
ящик. Условие а} выполняется. Мы 
хотим попытаться, не нарушая его, 
так переложить карточки, чтобы ус- 
ловие Ь) тоже выполнялось. Разре- 
шим перекладывать любые две «одно- 
именные» (с одной н той же цифрой) 
карточки через одинаковое число 
ящиков. Нетрудно заметить, что при 
произвольном разрешенном пере- 
мещении сдвиг в сумме происходит 
на четное число ящиков. Это подска- 
зывает идею взять в качестве инва- 
рнанта остаток от деления на 2 суммы 
номеров ящиков, в которых лежат 
карточки. 


Упражнение 6. Закоичить наме- 
ченное решение. 


Второе решение. Поло- 
жим в первый и второй ящики карточ- 
ки с 0, в третий и четвертый — кар- 
точки с |,..., в. девятнадцатый ни 
двадцатый — карточки с 9. На этот 
раз выполнено условие Ъ). Разрешим 
менять местами любые две карточки. 
При таком перемещении расстояние 
между восемью парами «одноименных» 
карточек не меняется, между дву- 
мя — меняется; таким образом, сум- 
ма всех этих расстояний... 


Упражнение 7. Закончить: реше- 
ные. 


4. Полная система инвариантов 


Иногда вместо универсального ин- 
варнанта проще найти ин использовать 
полную систему инварнантов. Систе- 
ма инвариантов <}, [.,...,р» на- 
зывается полной, если равенства 


[й (@)=А (В), 
р @)=Р $), 
(5) 


р (@) =№ в) 
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имеют место одновременно тогда и 
только тогда, когда Позиции @ н В 
эквивалентны. 

В чем суть этого определення? Если 
позицни 2 и РВ эквивалентны, то, поскольку 
р, №...., В — инвариаиты, каждое из 
равенств системы (5} все равно выполняется. 
«В эту сторону» полнота еще ни при чем. 
Если бы инварианты [,, {[»...., Рь были уни- 
версальными, то эквивалентность познций 
© ин В вытекала бы из любого равенства снсте- 
мы (5). Мам не дана их универсальность, но 
зато требуется, чтобы одновремен- 
ное выполнение равенств системы (5) 
влекло эквнвалентность позиций ми БВ. 
Именно в этом суть понятия полноты. Та- 


ким образом, хотя некоторые из инвариантов ^ 


р, р, -..,Ё могут на неэквивалентиых по- 
зициях <, В принимать одинаковое значение, 
значения набора <}, [»..., » на них 


различны. 

Полная система инвариантов — 
это обобщение понятия уннверсаль- 
ного нинвариаита: если { — универ- 
сальный инварнант. то система ‹{У, 
состоящая из одного инварианта, ко- 
нечно, полна. 

Задача 3. В таблице 2х2 
записываются целые числа. — Разре- 
шеется, во-первых, в любом столбце 
одновременно: к одному числу приба- 
вить 2, из другого — вычесть 2 и, 
во-вторых, в любой строке одновре- 
менно: к одному числу прибавить 3, 
из другого — вычесть 3. Какие таб- 
лицы эквивалентны? 

Рассмотрим три функции: для лю- 


бой таблицы 
а ") 

ей 
обозначим через р(а} сумму ат 
5 о са, через д @) — остаток 
от деления числа а + $ на 2 и через 
г (&) — остаток от деления числа а -| 
7 с на 3. Функции р, 9, г являются 
нивариантами. Не очень трудно до- 
казать, что произвольная таблица @ 
эквивалентна таблице 


(@) р (©) —9(@)—г (©) }. 
Следовательно, из равенств 


р (а) =р4), 
[99-90 (6) 
г (о) =г(В) 
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Рис. 9. 


вытекает, что таблицы @ и В эквива- 
лентны одной и той же таблице и, 
значит, эквивалентны между собой. 
И обратно: эквивалентность таблиц 
а и В влечет равеиства (6), поскольку 
р. 9 и г— инварианты. Таким обра- 
зом, ‹р, д, гу — полная система. 


Упражнение 8. Решите задачу 
для таблиц лхХл, в которых разрешаются 
те же преобразования, что и в задаче 3, 
Естественно ожндать полную систему из 
2л—1 инвариантов. 

Упражнение 9. Если |. [., с 
.... [в-оинварнанты и #& -- числовая функция 
от # аргументов, то функция В: 

В (2) = 2 (10). 6)... @) 1) 
является инвариантом (ср. с упражнением 2). 
Проверьте. 

Упражнение №. Если В — инва- 
рнант, а <ЁЬ, №.-...Й » — полная систе- 
ма ннвариаитов, то существует такая число- 
вая функция & от А аргументов, что выпол- 
няется (7) (ср. с упражнением 3). Докажите. 

Упражнение 11. Мпожество М — 
множество точек числовой плоскости, то 
есть множество пар <х, у» действительных 
чисел. Единственный допустнмый переход: 


{х, уу-+(иу, ху. Пусть 
| НИ, У-=хы, 
НЫ, УЕХТУ. 


Доказать, что «р. [> — полная система 
инвариантов. 

Упражненне 12. Множество 1 --- 
множество точек пространства или множество 
троек (х. у, 2> действительных чисел. Раз- 
решены переходы <х, у. 2), х, 2) ни 
«х, ц, 2) -+ (х. 2. уу. Пусть 


[#3 (х. 9, 2) = хуг, 
Ь (х, у, 2) = ху .:- у: + 2х, 
в, уу деЕхфуф 2. 


Доказать, что <Й. №№. >» — полная система 
ниварнаитов. 

Упражнение 13. Миожество М 
состоит из всевозможных паборов (нли кор- 
тежей) (ху. Ха, хз... хи» действительных 
чисел (л фиксировано). Разрешается менять 
местами любые двз соседних числа. Найти 
полную систему инвариантов. 





Рнс. 10. 


В отличие от задач 1 —3, которые 
были просто задачами олимпнадного 
типа, упражнения 11—13 играют важ- 
ную роль в алгебре многочленов. Ин- 
варианты в них интересны не для ре- 
шения вопроса об эквивалентности 
(который ясен н без них}, а сами по 
себе — как полезные функции. 





Упражнения 

14. Даны розетка с п дырками и элект- 
ройная лампа с п штырями. Дырки зануме- 
рованы от 1 до п (рис. 9). Можно лн замуме- 
ровать штыри от 1 до я так, чтобы при любом 
включении в розетку один нз штырей попадал 
в дырку со своим номером? 

15. Многие знают «игру в 15»: в коробоч- 
ке 44 лежат 15 шашек с номерами от 1 до 
15; разрешается за один ход передвинуть 
в пустую клетку одну из шашек, соседних 
с ней. Можио ли превратить положение р 
в положение 0 (рис. 10)? 

Найдите для этой игры универсальный 
` инварнант- 
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16. На клетчатой доске 11% 11 отмечено 
22 клетки так, что на каждой вертикали 
и на каждой горизонтали отмечено ровно 
2 клетки. Два расположения отмеченных кле- 
ток эквнвалентны. если, меняя любое число 
раз вертикали между собой и горизонтали 
между собой, мы из одного расположения 
можем получить другое. Сколько существует 
неэквнвалентиых расположений отмеченных 
клеток? 

17. Испанский король решил перевесить 
по-сноему портреты своих предшественников 
в круглой башне замка. Однако он хочет, 
чтобы за один раз меняли местамн только 
два портрета. висящих рядом, причем это 
не должны быть портреты королей, один из 
которых царствовал сразу после другого. 
Кроме того, ему важно лишь взаимное 
расположение портретов, и два расположе- 
ния, отличающиеся поворотом круга, он 
считает одинаковыми. Доказать. что, как бы 
сначала ии внсели портреты, король может 
по этнм правилам добиться любого нового 
нх расположения. 

18. Все целые числа от 1 до 2п выписаны 
в строчку. Затем к каждому числу прибавили 
номер того места, на котором оно стоит 
Доказать, что среди полученных сумм най- 
дутся хотя бы две. дающие при делении па 
2п одинаковый остаток. 

19. Вернемся к задаче | с фишками в 
круге и разрешим теперь двигать две фишки 
как в разные стороны, так н в одну сторону. 
Найтн для этой задачн универсальный ий- 
варнант- 

20. В таблице ЗЖЗ расставлены числа 
Ти —1. Разрешается менять знак одновре- 
мепио у всех элементов строкн или столбца. 
Докажите, что: 

а) число орбит равно 16; 

Ь} кажлая орбнта содержит ровно 32 эле- 
мента: 

с) произведение всех чисел любого квад- 
рата 2х2 в таблице является ниваризнтом; 

4} произведения чисел в четырех квадра- 
тах, указанных на рисунке 11. образуют пол- 
ную систему ниварнаитов. 

Решать этн задачи можно в любом поряд- 
ке; ясно, что одни помогают другим- 

21. Вектор <а, 6», где а, В — целые 
числа, разрешается заменять одним из векто- 
ров я Ь, 6), (о-Ь, 65), <, а>. 

айти универсальный инварнант (ср. с 
задачей №420). 

22. Пару векторов <а, 5), «с, 4», где 
а, В. с. 4 — целые числа, разрешается заме- 
нять на одну нз пар а В, 5», (са, 4»; 
{а 5. в). и 4}; (6, а», (а, с». Найти 
полную систему инвариантов. 
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Решення задач нз этого ио- 
мера можно присылать не 


позднее 1 февраля 1977 г- 
ло адресу; 113035, Москва, 
М-35. Б. Ордынка, 216, 


редакция журнала «Квант». 
После адреса на конверте 
напишнте, решения каких 
задач вы посылаете, напри- 
мер «Задачиик «Кванта», 
№416» илн *... Ф428». Ре- 
шения задач по каждому из 
предметов (математике и фи- 
знке). а также новые задачи 
просьба присылать в отдель- 
ных конвертах. Задачи из 
разных номеров журнала при- 
сылайте также в разных кои- 
вертах. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результа- 
ты проверкн ваших решений). 
Условия оригинальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цин, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашными 
решеннями этнх задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», новая задача 
по физике» или «... новая 
зарача по математике» ). 
Наиболее трулиые задачи от- 
мечены звездочкой. 

Задачи Ф428, Ф429 и $432 
предлагалнсь на |Х Междуна- 
родной олимпиаде по физике. 
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задачник 


нбанта 


Задачи 
М416 — М420; $428 — Ф432 


№416. На плоскости даны л точек А,,..., А,, 
никакнетрни из которых не лежат на одной прямой. 
Какое наибольшее число отрезков с концами в 
этих точках можно провести так, чтобы не получи- 
лось ни одного треугольника с вершинами в этих 
точках? 
А. Григорян, М. Примак, 
С. Фишбейн 


М417. На поверхности куба с ребром 1 расположе- 
на замкнутая ломаная линия. На каждой грани 
куба находится по крайней мере одно звено лома- 
ной. Докажите, что длина ломаной не меньше 
ЗИ2. 

В. Произволов 


М418. Докажите, что для любого натурального п 
выполняются неравенства: 


аи 1 } 1 
"(} т Е о ОР 


1 
= + "(!-— = у 

| п 
№419. В круге радиуса 16 расположено 650 точек. 
Локажите, что найдется кольцо с внутренним радн- 
усом 2 и внешним радиусом 3, в котором лежат 

не менее 10 из данных точек. 

А. Гейн 


М№М420. а) Из дроби ;- разрешается получить лю- 


бую из трех дробей =. ыы >. 5. 








Можно ли та- 


кими преобразованиями из дроби > получить дробь 
67 
бя? 

* ты 
6)* Из пары | т 4) 


любую из трех пар т =“. , и 


разрешается получнть 





Куап. тссте.ги 


ь а в 
( - . Можно ли из пары дробей г 


а, получить 


я 
й 
следующие пары: (=. 5} (=> вл (5. В (35. 


13\ /39 6 з 
58} 58. т}? (Здесь мы рассматриваем дробь а/ё 


просто как пару взаимно простых чисел: допус- 
каются «дроби», у которых в числителе илн зна- 
менателе стоят отрицательные числа или нуль.} 
в)* Постарайтесь выяснить, какие вообще дроби 
(соответственно пары дробей) можно получить из 
данных в задачах а) и 60). 


Г. Гуревич, 
Б. Макаревич 


$428. Сфера раднуса К = 0,5 м вращается вокруг 
ее вертикального днаметра с постоянной угловой 
скоростью ® = 5 рад/сек (рис. 1). Вместе со сферой 
на ее внутренней поверхности вращается неболь- 
шюое тело, находящееся на высоте, равной половнне 
радиуса. 

1) Определить минимальное значение коэффициен- 
та трения, при котором это состояние возможно. 
2) Определить минимальное значение коэффициен- 
та трения, если угловая скорость сферы равна 
в) = 8 рад/сек. 

3) Исследовать устойчивость состояний в случае 
вышенайденных значений коэффициента трения 
прн: а} малых измененнях положення тела; 6) ма- 
лых изменениях угловой скорости сферы. 





Рис. 1. 


Ф429. Стенки цилиндра, поршень и внутренняя 
перегородка площадью 1 дм? изготовлены нз тепло- 
изоляционного материала (рис. 2). Клапан в пе- 
регородке открывается в том случае, если давление 
справа больше давления слева. В начальном со- 
стоянии в левой части цилиндра длиной 11,2 дм 
находится 12 г гелия, в правой частн, имеющей ту 
же длину, — 2е гелия, с обеих сторон температура 
Рис. 2. равна (С. Внешнее давление равно 10$ н/м. 
Удельная теплоемкость гелия при постоянном 
объеме су = 3,15.103 дж/(ке-град), а при постоян- 
ном- давлении с, = 5,25. 10% дж/(ке.град). 
Медленно передвнгаем поршень по направлению 
к перегородке (с небольшой остановкой в момент 
открытия клапана) и осторожно доводим поршень 
до перегородки. Чему равна произведенная нами 





С Работа? 
-220 в [4 
$430. На рисуике 3 показана простемиая схема 
выпрямителя. Диод счигается идеальным: его со- 
противление в прямом направлении равно нулю, 
в обратном — бесконечно велнко. Во сколько 
Рис. 3. раз изменится мощность, выделяемая на соиротив- 
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Рис. 4. 


№376. а) В ряд расположено 
30 хлегок. На семой правой 
клетке стоит белая фшика, 
на самой левой — черная. 
Каждый из двух играющих 
по очереди передвигает свою 
фишку на одно поле — впе- 
ред или нозад.` (Пропускать 
ход нельзя.) Проигравшим 
считается тот, и кого нег 
хода. Кто выигрывает: на- 
чикающий или его партнер? 


6) Решите задачу, заменив 
30 ха М. 
№377. Дан треугольник 


АВС. Найти на стороне АС 
такую точку 9, чтобы пери- 
метр треугольника АВО рав- 
нялся ОФлине стороны ВС. 
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Куапетесите.ги 


лении Ю, при подсоединении параллельно ему кон- 
денсатора С такой емкости, что за период колеба- 
ний напряжения сети ((/ = 2206, { = 50 гц) заряд 
конденсатора практически не меняется? 

В. Скороваров 


$431. В дифференциальном вороте, схематически 
изображенном на рисунке 4, используется цепь, 
каждый метр которой содержит № звеньев. Шкивы 
верхнего блока снабжены зубцами, которые проде- 
ваются в звенья цепи, причем шкив большего дна- 
метра имеет п зубцов, а шкив меньшего днаметра 
п — 1. Трение в системе таково, что силы, необхо- 
димые для подъема или опускания груза, отлича- 
ются в А раз. Предполагая, что трение ог направ: 
Ълення движения не зависит, найти эти силы. 


$432. В стеклянном шаре имеется воздушный 
сферический пузырек. Необходимо найти способы 
измерения диаметра этого пузырька. Шар должен 
остаться целым. Способы должны быть описаяы 
как можно точнее. 


Решения задач 
М376 — М378; Ф383 — ФЗ86 


В этой задаче речь идет о «неннтересной» нгре, где проигрыш 
того или другого партнера никак не зависнт от их стратегии: 
все зависит от иачального положения фишек. 

Будем называть расстоянием между двумя фишками 
число клеток, расположенных между ними. При № = 30 
в начальной позицаи расстояние между фишкамн — 28. 
Ясно, что после каждого лолухода (хода одного из партнеров} 
это расстояние уменьшается или увеличивается на единицу. 
Такнм образом, при М =- 30 и вообще при четном М рас- 
стояние может стать равным нулю после четиого числа 
полуходов. Поэтому выиграть может только второй — толь- 
ко после его хода фишки могут оказаться рядом. Он действи- 
тельно выиграет, если будет все время ходить вперед. 

По тем же причинам прин нечетном № может вынграть 
только первый (начинающий). 

Н. Васильев 


®* 


Эта залача — на построенне циркулем и линейкой; публикуя 
ее, мы надеялись получить именно такое, чисто геометриче- 
ское решение. Многие же читатели искали точку 0, состав- 
ляя уравиения и проводя ловольно громоздкие вычисления. 

Прелположнм, что нскомая точка Р найдена, т.е. что 
Р- двр = 1|8С| (см. рис. 1). Тогда если от точки В отложить 
отрезок ОК, равный по длнне отрезку ВО, то длина отрезка 
й В равна разностн длин стором ВС н АВ треугольинка 

Из этого замечания ясно, как решать задачу. На стороие 
АС от точки А отложим отрезок АХ: | АК | = |86|— [АВ |, 


Рикс. 1. 


№378. Докажите, что суще- 
ствует бесконечно много на- 
тиуральных чисел, не пред- 
ставимых в виде 

а) хз | 93-1 23, где х, 
у, 2-— целые числа; 

Н „п 

6 жет. ж, 
где ху, --., хи — катуральные 
числа. 

в) Докажите. что дю- 
бое рациональное число мо- 
жно представить в виде х? -|- 
-- УЗ -{ 23, где х, у, #— 
рациональные числа. 


куапетесите.ги 


и соединим точку К с вершиной В. Из середины О отрезка 
ВК восставим перпендикуляр; точка пересечення этого пер- 


пенлнкуляра со стороной АС и булет искомой точкой 
{ м р Г [ВК] и О — середина [ВК]; следовательно, |ВО |-= 
= }- 


Осталось выяснить. всегда лн задача имеет решенне. 

В треугольнике АВО: | АД |-- [ВО] > |АВ |, то есть Рьдвс== 

= |0 |-- Вр |+ “АВ 2|А8 |. Следовательно, заиача 
нмеет решение, если ]ВС|7> 2|АВ |. 

С. Охитин 


> 


а) Легко проверить. что если х — целое число, то либо х3, 
либо хз |- |, либо х3 — | делится на 9. Действительно, если 
х —= ЗВ, то это очевидно; еслн х= З#ё-= | то хз =: 
= {< — ПЗ Зх (х — 1} = (343 -|- 9Ах; если же х =ЗА-—1, 
то |= (х + 0 -{ Зх(х-г 0 = (3% - 9Ах. Иначе на- 
ше утверждение можно сформулировать так: прн делении 
куба целого числа на 9 в остатке могут получиться только 
0. 1и —1. Отсюда сразу видно, что сумма трех кубов при де- 
ленни на 9 может дать в остатке только 0, |, +2, =3. Цо- 
этому все числа вида 9 -= 4 в виде суммы трех кубов целых 
чнсел представлены быть не могут. 

6) Возьмем все натуральные числа, менышие числа №” 


(где № >> | — какое-то натуральное число). Если а = хм | 
хо + ... + жи (где х!-— натуральные числа), и а< М”, 
то хрк М — |1. Мз п чиселх; ..-, ха, каждое из которых мо- 


жет принимать (№ — 1) значений {1.2...., №М-—1), можно 
составить {/\№ — 1)Я наборов (см., например, «Квант», 1971, 
№ |, статью Н. Я. Виленкнна «Комбинаторника»). Средн 
сумм. составленных из н-х степеней чнсел этих наборов, бу- 


дут и однкаковые; так что количество чисел а вида хр + 


ха + ... + хп, меньших МЛ, не более {М — 1)". Следовз- 
тельно. [^^ — (№ — 1" ] = Ам натуральных чисел, мень- 
ших №”, миельзя представить в внде суммы п-х степеней рсёно 
п натуральных чисел. Число Ам можно сделать как угодно 
большим. поскольку Ам >МП-1 и п> 1. Нз этого следует, 


что натуральных чисел, ие представимых в виде ху Г хо сн 


+ ..- + хл, — бесконечно много. 


в) Доказательство утверждения, сформулированного в 
пункте в), внервые было получено в 1825 году. Выглядит 
оно потрясающе: для рационального числа а неносредствен- 
но пищется его представление в виде суммы трех кубов ра- 
ннональных чисел: 


аз — 38 з — аз + 33а + 38 \3 
гы (я р За + 38 ) ( З2а? + Зза -- 38 ) 
а? -1|- 33а 


3 
+ ен - ©) 


Непонятно, праяда, как до такой формулы можно «додумать- 
ся» {впрочем, можег быть, кому-нибудь нз наших чнтателей 
это к удалось). Мы лишь можем предложить вам проверить, 
что эта формула верна. 

Однако задачей © сумме трех кубов математики занимались 
не для того, чтобы получить формулу (*); сама по себе она, 
хоть и выглядит внушительно, мало поучительна. Гораздо 
важнее было понять, что «скрывается» за этим тождеством. 
Но это уже совсем специальный вопрос; им занимается один 
нз самых трудных разделов математикн — алгебраическая 
геометрия. 

И. Глуманов 
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$383. Цолочка зассы ти 
длины [| надета на гладкий 
круговой. конус с уелом при 
вершине За. Конус вместе 
с цепочкой вращается с угло- 
зой скоростью в вокруг вер- 
тикальной оси, совпадающей 
© Обью симметрии конуса. 
Плоскость цепочки горазон- 
тальна. Найги натяжение це- 
пачки. 


Куап. тссте.ги 


Рассмотрим силы, действующие на малый участок цепочкя 
м 
длины АГ. Это снла тяжестн @ = п —{ ›. сНла № нормальной 


реакцнн поверхностн конуса ин силы натяжения цепочкн РЁ, 
действующие на участок АГ со стороны соселннх участков 
{рис. 2). Сумма проекций всех сил на вертикальную ось ОУ 
должиа быть равия нулю. поскольку цепочка вообще не пе- 
ремещается в вертикальном направлении: 


№ за — С= 0. (1) 


‚ Сумма проекций всех снл на горизонтальную ось ОХ обеспе- 


чивает центростремительное ускорение элемента цепочки: 
- т сз 
22 зп ф— М 60$ < = 7 Мот. (2) 


м 


1 1 
Здесь г = 5 и Маф = э; =я-Г ис. 3). Решая сов- 


местно уравнения (1) н (2), получим 
т Я ®5 4 
Ре (а + |. 


т 


о 


а) 





$384. Две взаимодействую- 
щие между собой частицы 1 
и 2 с массами т: и та воот- 
ветственно образуют  замк- 
нитию систему. На рисунке 
4. а локазана траектория 
частицы ! и положение обе- 
их частиц в момент времени, 
когда скорость частицы 1 
равна у. а скорость частицы 
2 равна — Зу. Построить тра- 
екторию частицы 2, если 
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По условию залачн импульс (количество движения) даиной 
снстемы равен. нулю: 

пицу -- ть {— 3%) = 0, 
поскольку ли = 3 т.. Равенство нулю иыпульса замкнутой 
снстемы означает, что ее центр масс все время остается пе- 
подвижным. 

В случае двух частиц центр масс расположен на отрезке, 
соеднияющем частицы, и делит этот отрезок в отношении, 
обратном отношенню масс. Поэтому построение траскторин 
частицы 2 сводится к следующему (рис. 4, 6). Проводим отрезок 
АВ, соединяющий частицы Ги 2 в заданный момент времени 
(когда Ут, = — ЗУт,). Делим этот отрезок ина четыре частн 
и откладываем одну часть от частицы /. Найденная точка О 
определяет положение неподвижного центра масс. Далее 
соединяем произвольную точку траектории частнцы РЁ (иа- 
пример, точку А1) с центром масс отрезком АО н продолжа- 


Ф385. Большая тонкая про- 
водящая пластина площа- 
ди $ и толщины @ помещена 
в однородное электрическое 
поле Е, перпендикулярное 
пластине. Какое количество 
тепла выделится в провод- 
нике, если поле выключить? 


$386. В вершинах равно- 
бедренного прямоугольного 
треугольника, катет которо- 
го разен а. расположены 
одинаковые — металлические 
шарики радиусов г (г«а). 
Шарики заряжены зарядом 
9 каждый. Шарики Ти? 
соединяют проводником, за- 
тем проводник убирают. За- 
тем так же поступают с ша- 
риками 2 и Зи, наконец. 
с шариками $ и Г. Какие за- 
ряды установились на шари- 
ках? 


©, 

р ау? 

9, с О, 
Рис. 5. 


куапетесте.ги 


ем этот отрезок на расстояние ОВ, — 34,0. Найдениая 
точка В, будет соответствующей точкой траектории частицы 
2. Проведя такое построение для всех точек траектории ча- 
стицы /, получим траекторию частицы 2. 


х® 


При внесении проводящей пластины в электрическое поле 
под действием этого поля пронсходит перераспределение сво- 
болных зарядов в пластине. На противоположных сторонах 
пластины, перпендикулярных каправленню внешнего поля, 
скапливаются заряды  протнвоположных знаков Внутри 
пластины напряженность поля равна нулю. Это означает, что 
свободные заряды, распределенные по поверхности пластины, 
создают поле, напряженность которого внутрн пластнны рав- 
на —Е, а вне пластилы равна нулю. 

Сразу после исчезновения внешнего поля внутри пласти- 
ны остается только поле поверхностных зарядов, которое об- 
ладает энергией 

2 


Е 
Я = Р- 2.54. 
Под действием этого поля пронсходит «обратное» перераспре- 
деление зарядов по всему объему пластины. При этом вся 
энергия электрического подя выделится в внде тепла: 
Е? 
9 = 5 ео $4. 


® 


Решение задачн зависит от того, какой из шариков находит 
ся в вершине прямого угла. 

Поэтому удобнее решить сначала две вспомогательтые 
задачи. Первая задача --— о распределении суммарного заряда 
© двух маленьких шариков, расположенных на концах кате- 
та. Шарикн соединяют проводинком в присутствии такого же 
шарика с зарядом Оо, находящегося в третьей вершине равно- 
бедрениого прямоугольного треугольннка {рис. 5). Пусть 
после соединения заряды шарнков станут @; и Ф.. Соединен- 
ные шарики будут иметь один и тот же потенцнал, который 
можно определить согласно принципу суперпознции как 
сумму потенциалов, созданных каждым зарядом в отдельностн. 
Условие г « а позволяет ве заботиться о том, как нменио 
распределены заряды О,, @., @, по поверхностям шарнков. 

Система уравнений 


ВЕ а О О 5 


4лесга Члгога 4леоёг  4лкоЕа 


&.-- .=09 


9, 9. 
4леога |2 › 


4 ДеЕг 


приводит к решению 


2 4 (а— г) 
_ 9; 2-У2)0о _ 9 
ан о РИО 
где „-2—-И 2). 2- Уз) (так как г «а). 
4 (а— г) ча 


Вторая вспомогательная задача — о распределении сум- 
марного заряда @ двух шариков, расположенных на концах 
гинотенузы. При соединении этнх шариков в присутствии та- 
кого же шарика с зарядом @о. расположенного в вершине 
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2 прямого угла, в силу симметрии суммарный заряд шариков 
распределяется межлу нимн поровну: 


об 


Решение двух вспомогательных задач позволяет быстро 
найтн решение трех основных. Рассмотрим, например. слу- 
чай, когда в вершине прямого угла находится шарик 1 
(рис. 6). Тогда до всех соединений 

Ч, = 9, 92 = 9. 4 = = 9- 
Суммарный заряд шариков / н 2 равен О -= 2 4. Заряд в треть - 
ей вершние О, = 9. Поэтому после соединения шариков 


1 3 1н2 будем иметь: 
9 
Рис. 6- 0, =-—5 — #Чо = 9—1#9, 94 =9+444, 8, =9. 
1 Теперь уберём проводник между шарикамн Ги 2 и соедн- 


ним шарикн 2 н 3. Суммарный заряд шариков 2 и 3 до соеди- 
нения 2—3 равен 


@ = (9-29) Е 9=39+ №9. 


Эти шарнки расположены на концах гнпотенузы. Следова- 
тельно, после соединения 2--7 распределение зарядов будет 
таким: 


9 Е Е 
91 —=9— #9, 9: = 0 =9- 9 9; 9 =9 +5 9. 


Суммарный заряд шариков 3 и {1 после убнрання провод- 


2 З ника равен 

р. Г: 
Рис. 7. о- (+= в) 9—9 = 9—4. 
| - 


Е 
зарял в последней вершине (2) равен Фо = 9: =49-#+ 29. 


Поэтому после соединения 3—! заряды распределятся так: 
[# к \ Г \ 
9 =э —#@ = 9—4 «)—# ч+ 5 ч)= 


2 
5 | 
4 (14-5 =), 


93 =э 129. =9 ЕЖА А" 
Рис. В. 


Подставляя значение де И и пренсбрегая 


г 
членами, содержащимн величину а 8 степени выцю пер- 


Хх 2 9 (++. 


вой, окончательно получим: 


оне (1 Е И .. 
денеч (14 в а 
ваяеч (1 ое "). 
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Результаты Для случаев. изображенных На рисунках 7 
н 8, сведены в таблицы: 


(Рис. 7) | 9 | $» ®л 


До всех соедине- 9 3 
Пий 


После соединення 
1—2 


Пос; : 3 Е в. ь 
и 1 9—5 29—19 9+ — #9 + К? 


После соединения 
8—7 


Ирнближенное 
значение 


(Рис. 8} 


До всех хоедине- 
инй 


После соединения 
1—2 


После соединения 
2—3 


После сосдинения | д 
9 [ р 


значение 


Приближенное и (1 : ВЕ ) о (+е=У2 ) (:- з Е ) 





Б. Буховцев 


3 Кваат № 12 ? 


По страницам школьных учебников 


куапетесите.ги 





А. Земляков, Б. Ивлев 


Периодические 
функции 


«Все это было, было, было...» 
А. Блок 


Зта заметка лолжиа помочь старшеклассни- 
кам лучше разобраться в том, что такое пе- 
рноднческие функцин. Понятие периодич- 
ностн, весьма важное как в математике, 
так и в физике, долгое время относилось 
х числу наиболее трудных в школьном курсе 
математики. По сути же это понятие не слож- 
но, нужно лишь как следует вникнуть в смысл 
определения пернодичности- 

Учебники «Алгебра и начала анализа» 
для 1Х нХ классов (под ред. ‘А. Н. Колмо- 
горова) в дальнейших ссылках обозначаются 
просто ПХ и Х. 


Напомним, что функция { называ- 
ется периодической функцией, если 
существует хотя бы одно число 
Т==0О такое, что выполнены сле- 
дующие два условия: — 

{А) если х ЕО ()), то Х+ТЕ 
ЕР ч х—ТЕО4), 

(Б) для любого х ЕР (В 
Р-Р Т -7-Т) 
прн этом число Т называется перио- 
дом функции { (ср. ПХ, п. 69). 
Менее формально можно сказать так: 
пернодическими называются такие 
функции, значения которых повто- 
ряются через некоторый промежуток 
Т значений аргумента: 
ре ГЕ-+27 = 

= 1 (х— Т) = (х— 2Т) -: 
(поясните, как из определения — из 
условий (А) ин (Б)} — вывести выписан- 
мую цепочку равенств). Очевидно, 
график пернодической функции ото- 
бражается сам на себя при парал- 
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Ни переносах а 


ТТ, 0 н 


—а=г{—Т, 0) на расстояние Т 
вдоль оси Ох (см. рис. |; это свой- 
ство графика пернодической функции 
[ можно было бы принять за опреде- 
ление периодичности } — объясни- 
те). 

С периодическими или с «прибли- 
женно пернодическими» процессами 
приходится часто встречаться как в 
природе, так ин в технике, н именно 
поэтому важно изучать периодиче- 
ские функцин в математике. Примеры 
таких процессов — смены дня и ночи 
или времен года, связанные с прибли- 
женно перподнческими вращениями 
Земли около своей осн и около Солн- 
на; приливы и отливы и смена фаз 


Луны; движение поршня в цилиндре 
двигателя внутреннего сгорания 
ит.д. 


Примеры периодических функций 


|”. В курсе Х класса подробно 
изучаются функции внда 
|, © — А с9$ (®х | $), где А, о >0, 
— они связаны с так называемыми 
гармоническими колебаниями. Как 
известно, функция [, периодическая 
и имеет периоды 

525 42.25 кз. 

* ©’ © 
т.е. все целые кратные лГо 
пЕ2) наименьшего по-. 
ложительного периода 
То - 2 л/ю этой функции (рис. №. 

”. Конечно, любая постоянная 
функция : 
Г (х) = с (при любом х ЕВ =) @) 
является периодической, причем ее 
пернодамн будут любые числа 
Т ==0 (а наименьшего положитель- 
ного пернода не существует). 

3°. Согласно определению, если функция 


{ периодична и Т>>0 — ее период, то для 
любой точки хоЁ О (}) точки хе НТ, ж — 


—ТЕО {], далее, точки хо ЕТ н хо — 
—@2Т тоже принадлежат Р (), ит. д.; такнм 


образом, если { определена в точке хо. то 
она должна быть определена во всех точках 
%н—= Хо | ЛТ, где ПЕС (:. е. п=0, + 
2, ...). Значения [во всех этих точках долж- 
ны быть одннаковы: [(х») = с не зависит 
от п. Если считать, что при всех остальных 
значеннях Хх (т. е. при хз хи) функция { вовсе 
не определена, то мы получаем по 
существу простейший пример периодической 
функции: 


а) ( с при х= хи =х. + ЯТ, ПЕР. 
не определена при остальных х. 


График } — бескопечное множество точек 
вида (хп, с) на одннаковых расстояниях друг 
от друга. Пернодами { являются целые крат- 
ные яТ числа Т — наименьшего положитель- 
пого периода (рис. 3). 

4°. Укажем совсем общий слособ постро- 
ения периодических функций с данным це- 
рнодом Т>>0 — точнее, способ построения 
их графнкоп. Зададим функцию {[ на полуин- 
тервале [0,7Т| пронзвольно, а за- 
тем применим к графику | над этим проме- 
жутком (прн 0«5х<_Г) всевозможные парал- 

-—ь = 


лельные переносы внда по = г (пТ, 0}, 
где п — целые числа (рис. 4, а. 6). Очевид- 
но, при этом получится графнк периодиче- 
ской функини [ с пернодом Т. 

Задача 1. Может ми нериодом функ- 
ции Г построенной описанным выше обра- 
зом, оказаться число Те, меньшее Т 
(0<Т.< ПП? Если можех. приведите пример. 

Наши дальнейшие планы таковы. 
Во-первых, мы рассмотрим некоторые 
важные свойства периодических функ- 
ций. Далее на примерах покажем, как 
установить периодичность илн не- 
пернодичность конкретных функций, 
заданных формулами, и как отыски- 
вать перноды. Наконец, мы сформу- 
лируем ряд задач разнообразного ха- 
раклера, касающихся пернодических 
и непериодических функций. (Неле- 
риодическими — пишется слитно — 
принято называть функции, не являю- 
щнеся пернодическимн.) 

Известные из курса 1Х класса 
примеры  перноднческих функций 
(т. е., по сути,  тригонометрические 
функции} приводят к следующему 
наблюдению: если у периодической 
функинн {Ё существует наименымий 
положительный пернод, т.е. такой 
пернод Т.о, что любое число Ё, боль- 
шее нуля н меньшее Ть, уже не яв- 
ляется пернодом [, то все остальные 
перноды функции { суть целые крат- 
ные Т.— числа внда Т = лГ., где 


3 
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п — целое. Это верно для любой пе- 
рнодической функции, у которой су- 
ществует наименьний — положитель- 
ный период (у перноднческой функ- 
цин [может и не существовать такого 
периода — см. пример 2°, а также 
задачу 19). 

Теорема 1. Есаи Ту — наи- 
меньший положительный период пе- 
риодической функции [, то произ 
вольный период Т этой фи умкции [ 
представляется в виде Т = пТо, где 
п — целое. Обратно, любое число Т 
указанного вида является периодом | 
(при этом удобно считать периодом | 
также и число 0 = 0.Тд). 

Доказательство (ср. 1Х, 
с. 186). 

Замечание: если числа Т, и Т. 
являются пернодами функции р, то и 
нх сумма ТТ, н разность 
Т, — Т. будут периодами #. (Убе- 
дитесь в этом самостоятельно.) 

Отсюда сразу ясно, что если Го — 
нернод [, то все целые кратные Ть— 


числа Т = лТ,, п 6 2, — являются 
периодами /. Пусть теперь Те — 
нанменыший положительный пернод 


р аТ — произвольный пернод {. До- 
нустим, что ТГ не представляется в 
виде Т = пГь где п — целое. 
Тогда число Т заключено строго 
между какими-то соседними це- 
лымн кратнымн числа Го (рис. 5}: 


ПТ. < ТЗ ЭТь 


Вычитая из всех частей этого нера- 
венства число пТо, получим: пТо — 
— То < Т— Го п +0Т.— 
— ТГ, тео ТГ-=Т-— пм 
< То. С одной стороны. поскольку 
Т— наименьший  пернод [, число 
Т’. заключенное между Оби Ть 
не может быть периодом функции 
Е: с другой стороны, согласно сделан- 
ному выше замечанию, чнсло Т”’ = 

Т — "То является периодом 
{ (как разность нериодов Ти иТ.). 
Полученное противоречие показывает, 
что Т = пТГ и теорема поаностью 
доказана. 

Итак, если у функции { сущест- 
вуег наименьший положительный пе- 
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ы Е 

ат х 
-т 0 т 2% ... въ @ы)т, 
Рис. 5 





Р(г) 
о вода фиить 
Ро т г 
Рнс. 7. 


рнод и нам удалось его найти, то тем 
самым найдены н все остальные пе- 
рноды } — это будут целые кратные 
нанменышего. 


Важное замечание. В учебни- 
ке Х на с. 173—174 приведено опре- 
деление периодической функиин, не- 
сколько отличное от определения из 
п. 69 учебника 1Х. Именно, в учеб- 
нике Х условие пернодичности (Б) 

Га) = + Т = те-Т) 
заменено па более слабое требованне: 

(Б.} для любого х ЕВ @{) выпол- 
нено Ро) = РТТ). 

Оказывается, из (А) и (Б,)сле- 
дует (Б). В самом деле, пусть фу 
ция [ удовлетворяет условню (А) 
и условию 4Бо). Тогда из (А) сле 
дует, что для х ЕД () число х, = 
= х—Т ЕР. Отсюда по свой 
ству (Бо) получаем: г. 

Ра = Роз +7), ге 
СМК ый. ыы 

Вернемся к иримерам. 

5`. Функция 

х } при х=-0, 
Г) = х = не В при х=0 
непсрнодична. Действительно, усло- 
рие (А) не может быть выполнено 
ни прн каком Т==0: число хо -= 
= Г ЕД, ах Т=ояВ {$ 
(рис. 6}. 





Рис. 9. 


6°. Функция 2 (>) -= с03 Их 
непериодична — опять 
условие (А): 

Рф = хх 0, 

и если Т>0, тох, = Т/2 ЕД (0, 
ню хо— ТГ = — 7/2 < 0 ние при- 
надлежит О (7); аналогично рассмат- 
ривается случай Т<0 (рис. 7). 

7°. Квадратичная фупкция } (х) = 
= х? определена всюду: В (} = 

В, — и поэтому условие (А) для 
нее выполнено при любом 7. Есаи же 
при некотором Т == 0 выполнено и 
условие (Бо), то при любом х ЕК 
должно быть верно соотношение х? = 
— (х + Т)*. Взяв х = 0, получим: 
0* = ОТ), т. е Т:2=0, или 
ТГ =0, в противоренне с условием 
Т == 0. Следовательно, условие {Б ‚) 
не выполнено ни при каком Т = 0, 
и функция }(х) = х? — неперноди- 
ческая. 

8°. Функция { (х) 


также 
не вынслиено 


с0$ х (рис. 8), 


как известно, периодична: се перно- 
дом является, например, Го == 2л- 
Это наименьший период, так как 
0х =] линь при х = 2дн, 
ПЕ, т. е. значение 1 функции} 
повторяется через 2п; поэтому пе- 
риода, меньшего 2л, у {не может 


быть (в противном случае значение | 
функция принимала бы в точках, от- 
стоящих друг от друга менее, чем 
на 2л). 

Из теоремы | выводим, что перно- 
дами функции } (х} = с05 Хх явля- 


Куап.тссте.ги 






хо+8л 
ня 
Рис. И. а 
ются целые кратные 2л и только они. 
(Обратите внимание на то, как мы 
доказывали, что период 2л — нан- 
меныний. Подобное рассуждение по- 
могает и во многих других случаях.) 
97. Общее замечание. Если Р(х) — 
периодическая фупкния с пернодом 
Т, то, какова бы нн была функция РЁ, 
сложная функция у = Е) эв- 
ляется периодической, причем Т бу- 
дети се иернодом. (Обоснуйте это: 
сру@. А, „6. 175.) Например, функ- 
ции ©0352 х, 051 х, И созх (см. рисун- 
ки 9—11] — на рисунках 8—11 ио 
техническим причинам на координат- 
ных осях выбраны разные мас- 
штабы) — периодические с_пернодом 
2л (здесь Е (2) =-2?, 23, Мг. соответ- 
ственно). Независимо от сформу- 
лированного Замечання, расемот- 
рим функцию у = <05* х и непосред- 
ственно проверим для нее условия 
периодичности (А) и (Бо). 
10°. Функция Й (х) 
(рис. 9) всюду определена, 
условие (А) 


0$" х 
поэтому 
выполнено автоматиче- 
скн. Далее, } имеет % своим перно- 
дом: ‘так как с0$ (х -- 2) с0$ х, 
то 05? (х + 2л) = со$? х, т. е. 


Ё(х + 21) =[Ы. 


Вопрос: является лн Т, = 9 
наименьшим периодом [ (х) = с05$* х? 
Попробуем на него ответить. Рас- 
смотрим те х, при которых Ё (х) = 1, 
т. е. 05 х =]; тогда с05х = ] 
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или с05х= — 1, откуда х= лй, 
то есть значение | повторяется через 
л. а не через 2л! Может быть, наи- 
меньшим периодом } будет л? 

Преобразуем с05? х по известным 
формулам: 


с0$ 2х + | 
Ро от 
Функция у = с0$ 2х периодична с 
пернодом —л (поясните);  следова- 
тельно, и функции (/.) соз 2х и 


(1/5) со 2х - М, = [(х) будуг иметь 
период л. Поскольку значение |1 у 
функции { повторятся через л 
(см. выше), число пл будет наимень- 
шим периодом #. 

То же самое можно получить и 
с номощью формулы приведения: 
с05 (х + п) = — с0$ х, поэтому 
с05? (х + л) = - с05$х)* = с0$ %х. 

11°. Общее замечание. Если функ- 
ция }(х) периодична с периодом Т, 
то любая сложная функция вида 


Е (х) = а (Ах- В) +Ь 
{А = 0, В, а, 6 — постоянные) 


является периодической, причем ее 
периодом будет число  Т’= ТА. 
{Обоснуйте это; ср. с Х, с. 175.) На- 
пример, функция вида а со$ (Ах + 
- В) + 6 периодична с пернодом 
2л/А. 

Сформулируем теперь ряд задач. 

Задача 2 Выясните, какие из ука- 


занных ниже фуикций нернодичны, а ка- 
кне — нет: 
р в 5тх 
а} чт [х|, ) мял|, в} Е 


Задача 3. Докажите, что следующие 
функции непериоднчны: 


2) . в) т [(Их)?]. д) х- зтх, 


| 
бзшу, рез М, е) т УЫ. 


Задача 4. Докажите, что следующие 
функции периодичны, н найдите их наимень- 
ший положительный пернод: 


а) яп? х, в) чп8х, 
. Хх Хх 
6) зи? х, г) Ут м, 
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д) яп 2х -- чи 3х, 


е) т + за Ух 

Очевидно, что если функции [Ё(%и 
#(х) периодичны с одинаковым периодом ТГ. 
то их сумма 5(х) == /(х) -- #(х) тоже будет 
периодической функцией. причем Т являет- 
ся ее пернодом”)}. 

Задача 5. Функции} (х) на (х) всюду 
определены н имеют одинаковый нанменьший 
положительный период Т.. Верно ли, что 
Та является наименьшим и для суммы 


[() + #0)? Придумайте две такие (всю- 
ду определенные) функции {/ и &. период 
суммы которых был бы ровно в 2 раза 


меньше Т.. 


Пусть пернодические функции } ня 
нмеют нанменьшие ноложительные перноды 
Т, и Т.. соответственно, и ХТ, АТ. 

Вопрос. В каком случае у функций 
Ён в существует общий (конечно, уже не 
наименьший} период Т? 

Ответ. Если у {и я есть общий период 
Т. то по теореме! Т = тТ, = пТ., где 
тн п — целые; отсюда следует, что Г/Т,== 
= лип — рациональное число. Обратно, еслн 
отношение Т./Г, рационально, Г/Т,= та, 
то тТГ, = пТ, = Т — общий пернод функ- 
ций [и я. 

Все наши рассуждения показывают спра- 
ведливость такого утверждения. 


Теоремз 2. Если наименьшие поло- 
жительные периоды периодических функций 
Ри &@ соизмеримы. то есть отношение ТУТу 
рациокально, то и сумма этих функция 
Ро) + & (х} периодична. 

Оказывается, что если отношение нанмень- 
шнх периодов всюду определенных и непре- 
рывных функций { н в иррациональ - 
но, то функция [- & будет иепериодиче- 
ской. То же самое можно сказать н о произве- 
дении пернодических фуикций (мы ограня- 
чимся лишь тем, что приведем несколько 
соответствующих примеров; общее же дока- 
зательство сформулированного утверждения 
довольно сложно). 

Задача 6. Докажите, что следующие 
функции (произведения и суммы периодиче- 
ских!) не являются пернодическимя: 


а) со5х - с 5 И 2х, в) зшх. зт У 2х, 
6) соз х-- с И 2х, г) зпх- в ИУ? х. 





”} Здесь есть небольшая тонкость: об- 
ласть определення суммы {(х) РЕ(х — 
это пересечение РБ = В (РПД {%), ин может 
случиться так, что Р =: 5. Нигде не опреде- 
денную функцию удобно считать периодн- 


ческой, причем ее пернодом следует считать 
любое число. 








Рис. 13. 


Замечание. Функции из задачи 6 
относятся к очень важному, особенно в физи- 
ческих приложениях, классу  лонти-перио- 
дических функций. Такие функции } удовлет- 
воряют слелуюшему условню: для любого 
{<коль угодио малого) числа 22-0 существует 
«иочти-пернод» — число 750 такое, что при 
произвольном х значеине }(х-Т) равно 
{ (><) с точностью до в, то есть |Их-Т) — 
—{ = е. Грубо говоря, это объясняется тем, 
что иррационзальные числа с любой точ- 
ностью можно приблизить рациональными; 
заметим, что чем меныше в, тем больше будет 
«почти-пернод» Т. 

В физике величины измеряются приблн- 
женио, поэтому об их иррамиональности го- 
ворнть не приходится. С почти-периодиче- 
скими процессами в природе сталкиваются 
тогда, когда рассматривают пернодическне 
явления, отношение периодов которых не 
целое, а дробь с болыцам зиаменателем. 

Пример. При- составлении календаря 
одновременно нужно учесть обращение Зем- 
ан вокруг Солнца (с пернодом в | астрономн- 
ческнй год) и вращение Земли около собст- 
венной осн (< периодом 1 сутки). Из сообра- 
жений улобства календарь лолжен быть 
пернолическим, причем желательно, чтобы 
его период был общим периодом того и дру- 
гого вращения. Отношение астрономическо- 
го года к суткам приближенно равно т= 
= 365,242199. Если считать это значение 
точиым, то общий период рассматриваемых 
процессов чересчур велик — | миллион лет 
Поэтому еше Юлий Цезарь ввел «почти-пе- 
ряол» в 4 года, что соответствует значению 
т—365.25— 365 И,, а римский папа Грнго- 
рий ХИ в 1582 голу узакопил зпочти-пе- 
рнод» календаря в 400 лет, принятый и в на- 
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стоящее время. Он соответствует приближе- 
нию 71-=865,2425==365'/‚,. Подробнее обо 


всем этом напнсано в статье Н. М. Бес- 
кина «Цепные дроби», «Квант», 1970, 
№ 1. 


Вернемся к пернодическим функциям. 

Задача 7. Может ли: 

а) сумма двух всюду определенных непе- 
риолнческих функций быть периодической 
функцией? 

6} сумма двух всюду определениых непе- 
рнодической и пернодической функций быть 
периоцщической функцией? 

[К пункту а): придумайте две всюду 
определекные непериодическне функции та- 
кие, что их сумма является периодической 


с нанменьшим положительным периодом 
2л.] 


Задача 8. Фуикция # задана на полу- 
нитервале [0,9[ своим графиком, как пока- 
запо на рисунке 12. Доопределите функцию | 
при всех остальных хе В так, чтобы получк- 
лась периодическая функция с наименьшим 
положительным ибриолом: а) 4, 6) 9, в) №0, 
г) 4л. 


Задача 9. Функция { задана в двух 
точках: [(@) = А,Ё($} = В, причем АВ 
(рис. 13). Доопределите функцию до перно- 
алической (не обязательно веюду определен- 
ной!). Какие нанменыине положительные 
периоды могут быть у такой (лоопределенной) 
функции? 

Задача 10. Существует ли периоди- 
ческая функция, у которой: 

а) все нррацнональные числа являются 
нерночами, а все рациональные пе являются? 

6} изпротив, ке рациональные числа 
чи пернодами, а все иррациональные— 
нет 
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В статике изучается равновесне твер- 
дых тел, находящихся под действием 
снл. Под равновеснем тела следует 
нонимать состояние, при котором те- 
ло не получает ускореннй, то есть 
движется равномерно и прямолн- 
нейно или, в частности, находится 
в состоянни покоя в инерциальной 
системе отсчета. (В практических за- 
дачах систему, связанную с Землей, 
считают инерциальной.) 

Какие силы действуют на тело, на- 
ходящееся в равновесии? Прежде 
всего надо назвать снлу тяжести. Сни- 
ла тяжести, действующая на данное 
твердое тело, представляет собой 
равнодействующую снл тяжести, 
действующих на его частицы. Ли- 
ния действия сиды тяжести прохо- 
дит через центр масс тела -— центр 
тяжести. 

Далее, на тело действуют реак- 
ции связей — силы, препятствующие 
перемещению тела в каком-нибудь 
направлении. Направление  дейст- 
вия реакции связей противоположно 
тому направлению, в котором связь 
препятствует перемещению данного 
тела. Реакции связей — это силы 
упругости и силы трения. Особен- 
ность них в том, что абсолютное зна- 
чение нх, а иногда и направление, 
наперед не известны н зависят от 
формы тел, состояния поверхностей, 
а также от других сил, действующих 
на тело. 
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Правильное определение направ- 
ления сил реакции играет при реше- 
нии задач статнки очень важную роль. 

Поэтому рассмотрим, как направ- 


лены реакции некоторых — видов 
связей. 

1. Тело опирается на гладкую 
поверхность нлн опору. Трение от- 


сутствует. Когда соприкосновение те- 
ла с опорой пронсходит в одной` точ- 
ке, сила реакцин поверхности прило- 
жена в точке касания тел и направ- 
лена либо по общей нормалн к поверх- 
ностям соприкасающихся тел в точке 
их касания (рис. 1, а), либо по нор- 
мали к поверхности тела нлн к по- 
верхности опоры (рис. 1, 6). Такую 
реакцию называют нормальной. 


2. Связь осуществляется гибкой 
нитью. Сила реакции нитн всегда 
направлена вдоль нити от той точки, 
в которой нить прикрепляется к телу 
(рис. 1,8). 

3. Шарнирная — связь — цилинд- 
рический шарннр, в котором ось шар- 
нира . периендикулярна нлоскости 
действия сил (рис. 1,2). Реакция 
такого шарнира может иметь любое 
направление в плоскости, перпенди- 
кулярной к его оси (в плоскости рн- 
сунка). 

Рассмотренные виды связи яв- 
ляются идеальными, нли связями без 
трення. 


4. При наличии трення между те- 
лом и поверхностью связь, кроме 
нормальной реакцин, дает еще до- 
полнительную реакцию — снлу тре- 
ния ЁР,р. Сила трения всегда направ- 
лена в сторону, противоположную 
возможному перемещенню тела по 
поверхности. Если тело, на которое 
действуют силы, покоится, то сила 
трения покоя всякий раз имеет то 
значение, которое необходимо для 
предотвращения скольжения. Мак- 
симальная величина силы трения по- 
коя определяется, как известно, из 
условия 

Вр: тах им, 


где и — коэффициент трения, а №— си- 
ла нормальной реакции поверхности. 
Таким образом, в зависимости от дру- 
гих сил, действующих на тело, сила 
лхрения нокоя может принимать все 
значения от нуля до Рутр. шах. Прин 
этом полная сила В — Рр- М 
реакции поверхности (рис. 1, 9) бу- 
дет меняться от значения № до неко- 
торого максимального значения 
Але определяемого условием 
Вах = М + Р.роих. Угой ф, КО- 
торый составляет сила КЮ с нор- 
малью к поверхности, будет изме- 
няться от нуля до некоторого пре- 
дельного значения 4, Задаваемого 
условием 
ЕГтр. тах 


48 Ф = ре Зы 


(этот угол называют углом трения). 

В статике твердого тела рассмат- 
рниваются две основные задачи: 

1. Определение условий, при* ко- 
торых тело под действием сил может 
находиться в равновесии. 

2. Нахождение  действуклщих на 
тело -сил (в большинстве случаев — 
реакций связей), когда тело заведо- 
мо находится в равновесин. 

Мы ограничимся рассмотрением 
только таких систем, в которых все 
действующие на чело силы лежат в 
одной плоскости, — так называемых 
плоских систем сил. 

Любое движение твердого тела 
можно представить как наложение 
двух видов движения — поступателъ- 
ного и вращательного {вокруг неко- 
торой осн). Тело будет оставаться в 
состоянии покоя, если не будет прн- 
чин, приводящих к возникновению 
поступательного движения или вра- 
щения. 

При поступательном  движешнии 
тела можно рассматривать движе- 
ние одной точкн тела — его центра 
масс. 

Если сумма сил, приложенных 
к телу, равна нулю, то центр масс 
будет сохранять свою скорость Ннеиз- 
менной и, В частиости, будет по- 
конться, если он был в покое. Но 
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это еще не означает, что тело будет 
находиться в равновеснн. 
Рассмотрим следующую задачу. 


Задача 1 


К бруску, лежащему на гладкой 
горизонтальной  плоскостн, в двух 
его точках приложепы две силы, рав- 
ные по абсолютной величине и на- 
правленные в противоположные сторо- 
ны (рис. 2). (Такая система сил назы- 
вается парой сил.} Относнтельно ка- 
кой точкн будет поворачиваться 
брусок? 

Решенне. Опыт подсказы- 
вает, что брусок будет  цоворачи- 
ваться. Но так как сумма сил, дей- 
ствующих на тело, равна мулю, то 
центр масс его будет оставаться в 
нокое, а пара сил вызовет вращение 
бруска вокруг осн, проходящей че- 
рез центр массе и перпендикулярной 
к плоскости, в которой лежат силы. 


В общем случае, когда сумма сил, 
приложенных к телу, равна нулю 
(> Е, = 0). а линии, вдоль которых 
действуют силы, не пересекаются в 
одной точке, центр масс сохраняет 
состояние движения нензменным, ‘в 
частности, нокоится, но само тело 
будет поворачиваться вокруг осн, 
проходящей через центр масс. 


Для характеристики  враща- 
тельного действия силы в статике 
вводится новое понятие — момент 
снлы. 

Рассмотрим твердое тело, спо- 
собное врашаться в вертикальной 
плоскостн вокруг горизонтальной 
осн, проходящей через точку О 
(рис. 3). Допустим, что к телу при- 


ложены снлы ЕР. ЁР., Р., Е,. линии 
действия которых лежат в вертикаль- 
ной плоскости. Опыт показывает, что 
вращательное действие каждой из 
этнх снл зависит це только. от велизи- 
пы снлы, но и от расстояния от оси 
до лннии действия силы. Это расстоя- 
нне называют плечом силы. 
Моментом силы относительно оси 
называется алгебранческая величи- 
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Рис. 3. 


на, равная произведению абсолютной 
величины силы на расстояние от оси 
вращения до линии действия силы. 

В случае нлоской системы сил 
можно вместо момента снлы относи- 
тельно оси, периеидикулярной к ило- 
скости действия’ сил, говорить о 
моменте силы относительно точки, 
имея в виду точку пересечения этой 
оси с наоскостью. 

Внешние силы, например Е, и 
Р. на рисунке 3, могут вращать тело 
вокруг осн О в противоположные 
стороны, поэтому моменту силы при- 
писывают знак «-» или «—». Услов- 
но принято моменты сил, стремя- 
щиеся повернуть тело против часовой 
стрелки, брать со знаком «--», а по 
часовой — со знаком «—» (в соот 
ветствин с правилом отсчета углов). 

Момент пары сил равен взятому 
с соответствующим знаком произве- 
дению модуля одной из сил на рас- 


стояние между линиями действня сиз| 


{плечо}. зай 


и 


Докажите, что момент пары сил равеи сум’ 


ме моментов сил пары относительно любой 
точки плоскости. 

Пару сил, не изменяя се враща- 
тельного действия на данное твердое 
тело. можно переносить и произволь- 
но поворачивать в плоскости  дей- 
ствня сил. 

Введя момент силы, можно сфор- 
мулировать общие условня равно- 
весия для плоской системы сил. 


Для равновесня тела необходнмо 
и достаточно, чтобы были одновре- 
менно равны нулю векторная сумма 
приложенных к телу сил н алгебраи- 
ческая сумма моментов этих`сил от- 


носнтельно любой точки О плос- 
костн: ; Е, 0, (*) 
Х Мо (Ед = 0. (++) 


Прн выполненни первого условия 
ускоренне центра масс тела равно 
нулю; при выполненин второго усло- 
вия угловая скорость вращения всех 
точек тела остается нензменной и, 
в частностн, если тело поконлось, 
угловая скорость его точек остается 
равной нулю *). 

Векторное равенство (*) может 
быть представлено в виде двух ска- 
лярных: 

> Ра — 0, 


Ри = 0, 


где Ри Р;, соответственно проек- 
ции силы СЕ, на осн координат Хх 
и У, лежащие в плоскости действия 
сил. 

При ременни задач для получе- 
ния уравнений в наиболее простой 
форме рекомендуется одну нз коор- 
дннатных осей проводить перпен- 
днкулярно возможно большему чис- 
лу неизвестных снл, а моменты сил 
находнть относительно точки, в ко- 
торой пересекается возможно боль- 
шее число неизвестных снл. 

Если действующие на тело силы, 
расположенные в плоскости, взаим- 
но параллельны, то число уравнений 
равновесия сократится до двух. Дей- 
ствительно, если направить одну из 
осей координат, например ось Х, пер- 
ипендикулярно линиям действия сил, 
то проекция каждой из сил на эту 
ось будет равна нулю, и тело будет 


*) Момент силы в случае вращательного 
движения является аналогом силы в случае 
лоступательного двнжения. Прн поступатель- 
ном движении ускорение центра масс про- 
порциональшю приложенной силе, при вра- 
щательном движепиин изменение угловой ©ко- 
рости в едипицу времени — угловое ускоре- 
нне — пропорционально моменту силы. 


а а 
не: 
—- 5—5 — 
ет п-т 
Рис. 4. 
находиться в равновесии, еслн 

Х Ру =о, > Мо (Ру - 

1 й 
(ось У параллельна снлам). Можно 
еще и по-другому занисать условие 


равновесия тела, на которое дейст- 
вуют параллельные силы: 


2 Мл (Ед — 0, ХМ, (РУ - 


Ибн этом точки А и В не должны ле- 
жать на прямой, параллельной си- 
лам. 

Для тела, способного вращаться 
вокруг закрепленной оси, единствен- 
ным условием равновесия будет ра- 
венство нулю алгебранческой суммы 
моментов приложенных к нему сил 
относительно этой оси. Это правило 
называется правилом моментов. 


Задача 2 


На невесомом стержне, разделен- 
ном на 10 равных частей, нанизаны 
десять шариков, массы которых рав- 
ны последовательно 1, 2,3, ..., 9, 
10 г так, что их центры совнадают © 
точками делений (рис. 4}. —Опреде- 
лить, в каком месте должен опнраться 
стержень на опору, чтобы находиться 
в равновесии. 

Решение. Для выполнения 
условия (*) равповесия стержня не- 
обходимо, чтобы в точке опоры на 
стержень действовала сила реакции 
опоры, направленная вверх и равная 
по абсолютной величине 

В ХР; = Утв - 55 а (дин). 
Чтобы выполнялось условие (**) рав- 
новесия, точка опоры должна нахо- 
диться на таком расстоянии х от 
точки О стержня, чтобы Х(ти-х)— 
--Юх - 0, где х, — расстояние от 
точки О до шарика с массой т;;: 


ата 2а-тьв + 


+ ... -- Юа-тьой = Вх. 
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Из этих равенств находим 
385 ай м 
Х—= 55 Г. =а, 

то есть точка опоры совпадает с цент- 
ром арика массы ть. 


Рассмотренная задача по сущест- 
ву есть задача на определение центра 
тяжести для случая линейного распо- 
ложения точечных масс. 


Докажнте, что положение центра тяжестн 
системы, состоящей из л матернальных 
точек, массы которых 2, №... И, 
лежащих на одной прямой и имеющих ко- 
ординаты соответслвенио х, Хь хз, . 
определяется коорлинатой 
п 
> т} х 
Г. 

м ы 


сер Ме 


& = 


п 
где М- Ут; масса всей системы. 

1—1 

Для тел, размеры которых очень 
малы по сравнению с радиусом Земли, 
снлы тяжести. действующие на от- 
дельные частицы тела, можно счн- 
тать параллельными друг другу и 
сохраняющими для каждой из ча- 
стнц постоянную величину при лю- 
бых поворотах тела. Равнодействую- 
щая всех элементарных снл тяжести 
есть снла тяжести, действующая на 
все тело. Абсолютная величина ее 
равна 
Мв = Ут, 


н приложена эта сила к цеитру масс, 
так как любое тело, падающее сво- 
бодно (под действием только силы 
тяжести}, движется поступательно. 
Поэтому нентр масс называют цент- 
ром тяжести тела. 

Итак, центром тяжести твердого 
тела называется точка, в которой прн- 
ложена равнодействующая сил тя- 
жестн, действующих на частицы дан- 
ного тела. 

Нужно отметить, что центр тяже- 
сти может лежать и вие пределов 
данного тела (например, для кольца, 
согнутого тонкого стержня и т. п.). 

Зайти центр тяжести однородного 
тела часто помогают соображения 
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а) 
6) 
РВ" г?) 
Рис. 5. 
симметрии. Если тело имеет ило- 


скость, ось или центр симметрии, то 
центр тяжести лежит соответственно 
в илоскости, на осн или в центре 
симметрии. Так, центр тяжести одно- 
родного круглого кольца, круглого 
диска, тонкого стержня, прямоуголь- 
ной пластины, мара находится в нх 
центре симметрнии. 


Задача 3 


Найти центр тяжести круглой одно- 
родной пластины раднуса К с круг- 
лым вырезом раднуса г, центр кото- 
рого находится на середине раднуса 
Ю (рис. 5). 

Решение. В силу симметрии 
центр тяжести пластины лежит на 
липни. проходящей через центры 
большого (0) н маленького (9) кру- 
гов. Пусть он находится в точке, 07 
на расстоянии хот центра большоко 
круга (см. рис. 5, а). — «Дополним» 
фигуру до сплошного однородного 
круга. Центр тяжести при этом пере- 
местится в точку О. Следовательно, 
сумма моментов сил тяжести перво- 
начальной фигуры и сплошного кру- 
га радиуса г относительно точки О 
равна нулю (см. рнс. о, 6): 


Ю 
овл (В? — 7?) х=рела 
(р — плотность материала пластины). 


Отсюда 
г2Ю 
х= ая) 


— центр тяжести пластнны — нахо- 
дится слева от точки [@] на расстоянии 
ВЮ 


28:—7 от нее. 


Приступая к разбору следующих 
задач, укажем некоторые дополни- 
тельные легко доказуемые положения, 
которыми мы будем пользоваться. 

Силу, приложенную к твердому 
телу, можно переносить по линии ее 
действия, при этом ие изменяется ее 
момент относительно точки нли осн. 

Если па тело действует система 
снял, линни действия которых пере- 
секаются в одной точке, то мы можем 
перенести силы вдоль линий вх дей- 
ствия в точку пересечения и сложить 
их, пользуясь правилом параллело- 
грамма, Если равнодействующая сила 
будет равна нулю и начальная ско- 
рость тела также равна пулю, то тело 
будет находиться в покое. 

Если на тело действуют три не- 
параллельные силы, лежащие в одной 
плоскости, и под действием этих сил 
тело находится в равновесии, то ли- 
нни действия этих сил пересекаются 
в одной точке (это положение носит 
название теоремы о трех силах). 


Задача 4 


"Груз массы м подвешен с по- 
мощью двух нитей так, что одна нить 
образует с вертикалью угол а, а 


другая проходит горизонтально 
(рис: 6). Найти силы натяжения 
нитей. 


Ренение. На тело действуют 
сила тяжести тб и силы Т, и Т., 
натяжения нитей. Сироектируем эти 


снаы на осн координат Хи 
н запишем условия равновесия 
(см. рис. 6): 
но оси Х — 
Т, — Т, эта = 0 
по оси У— 


Т, с0$ @ — ша = 0. 
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Решая эту систему уравнений, 
получаем 


т, = 


та 
с05% , 


Г. = та 4ва. 


Задача 5 


Груз массы т перемещают с по- 
стоянной скоростью но горизонталь- 
ной плоскости с помошью троса. 
Коэффициент трения о плоскость ра- 
вен п. 

8} Найти силу Т натяжения 
троса, если он направлен под углом 
& к горизонту (рис. 7). 

6) Прн каком углем сила натяже- 
ния троса будет наименьшей? Чему 
она будет равна? 

Груз считать материзльной точ- 
кой. 

Решение. а} На груз дейст- 
вуют снла тяжестн тв. сила М 
нормальной реакции плоскости, снла 
натяжения троса Т, максимальная 
сила трения Р;рштех (Так как имеет 
место скольжение}. Запишем усло- 
вия равновесия груза (см. рис. 7): 





Рис. 6. 





Рис. 7. 
№5 


по овн Х — 
т с0$ @ — Рур шах а 0, (1) 


по оси У — 


Т зпа-- №М—тв-= 0. (2) 
Из (2) находим М = тя — Т ята. 
Тогда Рурлиак — ВМ — и (И — 
— Тана). Подставив это значение 
в (1}, найдем 
ни 
Т= зат нята * (3) 


Примечание. При решении 
этой задачн абитуриенты донускают 
ошибку, считая Р., — ив. 

6) Из (3) следует. что сила Т бу- 
дет минимальной, когда величина 


знаменателя (с05а + в чпа) мак- 
симальна. Обозиачив и через 1, 
можно знаменатель преобразовать 
так: 


со$ @ - {6 ф эта = 


зу — (©05% с05ф + чта $$) = 


1 
с0$ я 





с0$ (&«— $). 


Это выражение максимально  прн 


© — ф = 0, откуда @ = ф = агс@ п. 
; . ша 
Учитывая, что 5 9, == 
тн 1 
1 
и с05а= полставив 


найденное значение а в (3), полу- 
чим 


и ыы 4 . 
виа у ЕЕ © ИЕ 
Задача 6 
Лестница опирается на — верти- 


кальную стену и горизонтальный пол 
(рис. 8). Центр тяжести лестницы 
находится на середине ее длины. 
Коэффициенты трения в точках А 
н В соответственно равны , = 0,5, 
и. = 0,4. Определить нанменьший 
угол наклона лестинцы к горизонту, 
ири котором оиз может оставаться в 
равновеснн. ь 
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Решение. 
щие на лестницу, изображены на рн- 


Силы,  действую- 
сунке 8. Это — снла тяжести тб и 
‹илы реакции со стороны пола н сте- 
ны, равные соответственно 


В. = Мл + К, В, =— М2 + К. 


Пол действием этих сил лестница на- 
ходится в состояним равновесия. 
Обозначим длину лестницы через 
21. Приравнивая нулю суммы проек- 
цнй всех сил на оси Х и У и сумму 
моментов сил относнтельно точки А, 
получим следующие трн уравнения: 


№Мв — РА, = 0, (1) 
№ + 28 — ма = 0, (2) 

тЯ с0$ @ — Мв-21 т “а — . 
— РВ - 21 с0$ @ = 0. , (3) 


Так как угол а — наименьший угол 
наклона лестницы, при котором лест- 
ница находится на границе между по- 
коем и скольжением, то силы трення 
будут максимальными, н это дает еще 
два уравнения: 


ый — ВМА, (4) 
Г = И.М. (5) 


Решая уравнения (1)—(5) совместно, 
получаем для @пу: 
1 — ши 
би = гс —— 55 = 38,6?. 


Эту же задачу можно решить дру- 
гим способом — графическим. Снача- 





Рис. 9. 

ла построим линии 
сил реакций 
и В (рис. 9). Для этого отложим от 
нормали к полу в точке А угол 

ре, 
фи: = агс4а =? = агс{в п, (угол трения) 
1 КА ге ВН, (УГО. ре 


действия полных 
Кн КВ, в точках А 


в  паправленин против часовой 
стрелкн (направление возможного 
вращения чюд действнем силы Ю)}}. 
Такой угол составляет с нормалью 
к полу в точке А линия действия 


снлы Ю„. Аналогичным образом 
получим линию действия сиды Юр. 


Так как лестница находится в 
равновесии под действием трех сил: 
тб. В. КВ‚. то линии действия 
этих снл пересекаются в одной точке 
(точка С). Точку пересечения линий 
действня сил и и М» обозначим О. 


Рассмотрим треугольшик ВОС. Из 
этого треугольника имеем 

и ср 

В ВВ = $. =и,- {6) 


Ш т 
Но ВО = {соза, Ср =СЕ— ОЕ = 
=СЕ— ВО. Из треугольника СЕАД 
нах › им 


СЕ = ЕА СФ, = [с05& с ф, = 


1 
= — /соза. 
Н: 


Из треугольника ВОЛ 
ВО = 21 5т5. 
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Следовательно, СО = = [с0$@ — 
1 


— 2! па. Подставив значения СО и 
ВО в (6). получим 


1 
—1 605 к — Яр, 


в ЕС 
105 а —Ё», 
нлИ 
1 
—— 2 ща=и.. 
ра 
Отсюда 
ПЕ 
о. = агсёа и : 
вх В 


В заключение предлагаем вам са- 
мостоятельно решить несколько за- 
дач. 


У праж нения 

1. Докажите, что центр тяжести олно- 
родного треугольника лежит в точке перссе- 
чения его медиан. (Примечание. До- 
казательством геометрической теоремы о 
том, что мелианы треугольника пересекаются 
в одной точке, может являться утверждение, 
что для всякого тела центр тяжестн — это 
одиозначиа спределеиная точка.) 

2. Однородная цилнндрическая труба 
массы ти радиуса г подвешена горизонталь- 
но на тросе, охватывающем трубу «поперек» 
(рис. 10). Длина хорлы АВ, соединяющей 
крайние точки дуги. по которой трос сопри- 
касается с трубой, равна 6. Определить силу 
Т натяжения троса. 

3. Одноролный цилиндр А массы т 
н раднусв г опирается па гладкую поверх- 
ность цилиндра В раднуса Е н удерживастся 
в равновесии прин помон\н нити СР длвны Г. 
закрепленной в верхней точке пилиидра В 
(рис. И). Определить силу патяжения нити 


н силу реакцин цилиндрической поверх- 
ности. 
4. Определить  нанменьшую величину 


силы, которую нада приложить в горизоцталъ- 
ном напрявленин к верхней грани кубнчс- 
ского ящика массы т для кангования его 
по горизонтальной поверхности. Чему равна 
сила давления на упор А (рис. 12) в начале 
кантования? 

5. На наклонной плоскости, образующей 
с горизонтом угол @, нахолнтся тело массы 
т. Определить нанменыную силу Ррип, КС- 
торую нало приложить к телу, чтобы сдви- 
путь его вверх, и угол В. который должиа 
составлять эта-сила © плоскостью, если ко- 
эффициент трения равен в. Какова будет 
ири этом сила давления Рдавл Тела па пло- 
скость? 
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Рис. 19. 


Рыс. 11. 





Рис. 15. 
6. Гладкий тар ралднуеа г н массы т 


Рис. 12. 


покоится на горизонтальном полу, касаясь 
ясртикалыюй стены. С какой снлой Г сле- 
дует прижать к нему брусок высоты й (рис. 
13). чтобы шар приподнялея над полом? 

7. Провелочиую квадратную рамку. от 
которой отрезапа одна сторона, подвесили 
так. как показано на рисунке 14. Определить 
угол Ф. 

8. От однородной квадратной пластипы 
со стороной а отрезают квадратный кусок 
так, как показано на рисунке 15. Какой долж- 
на быть длина а; стороны отрезаемого квад- 
рата, чтебы центр тяжести оставшейся пла- 
стины находился в точке С? 

9. Олнородный стержень ОА закреплен 
шаринрно в точке О. В точке В на расстоянин 
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Рис. 17 
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Рис. 18. Рис. 20. 


Ь от точки О к стержню подвешен груз Сб 
массы т. Стержень удерживается в равиове- 
сии в горизонтальном положении с помощью 
груза Р, прикрепленного к нему с помощью 
нитн, перекинутой через блок (рис. 16). 
Ири какой длине стержня масса груза Р 
может быть минимальна? Линейная алот- 
ность стержня равна >. Блок считать ндеаль- 
НЫ. 

10. Одпородная балка длины Ён массы т 
опнрается на глалкую вертикальную стену 
и шероховатый горизонтальный гол. Козф- 
финнейт трения о пол равен д. Определить, 
при каком угле с вертикалью балка нахо- 
антся в равповесни. Найти давлецие ий опо- 
ры в точках А и В при максимальном угле 
@ (рис. 1). 


11. Балка АВ длины #=2 м и массы т- 
=40 кг подвешена на двух пружинах. Пру- 
жины в свободном состоянии имеют однна- 
ковые длины, коэффициент упругостн левой 
пружины в два раза больше, чем правой. 
Определить массу груза, который надо по- 
ложить на балку в точке К (рис. 18), чтобы 
балка заняла горизонтальное положение, 
если АДР = ВС = 30 см н ОК=20 см. 

12. Однородный стержень длины 2 
опирается на горизонтальную плоскость и 
неподвижный полуцилиидр раднуса г (рис. 


Физики шутят 





Как измерить 
высоту? 


Ниже опнсывается несколь- 
ко (восемь) способов реше- 
иня следующей важной как 
в теоретическом, так и ири- 
кладиом отношении задачи: 
«Как определить высоту 
миогоэтажного здания при 
помощи достаточио длимной 
веревки и ртутного баро- 


метра с высотой корпуса 
один метр». 
Описанные методы  могуг 


быть применены при реше- 
ини широкого класса амало- 
гичных задач (измерение 
высоты Эйфелевой башин, 
телевышки в Останкине, 
Джомолунгмы и т. п.). 


„Первый слособ 
{тривнальный). Подняться с 
барометром на крышу  зда- 
ния, привязать к барометру 
веревку, опустить барометр 
до мостовой. а затем поднять 
его. Измерить длину пона- 
добившейся для этого ве- 
ревки. 

Второй способ 
{прямой). Держа барометр 
вертнкально, — подниматься 
по лестнице и отмечать дли- 
ну прибора ма стене. Подсчи- 
тав колнчество отметок, 
получить высоту здания. 

Примечание. Если ука- 
заииым ‘способом измерить 
высоту одного этажа и по- 
лученную величину умно. 
жить на число этажей, то 
будет допущена слишком 
болывая погрешность. 

Третий способ 
(аэростатический). Мзмерить 
атмосферное давление у под: 
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19). Коэффициент трения стержня о цилиндр 
и о плоскость равен и. Каково наибольшее 
зиачение угла ф, при котором стержень нахо- 
дктся в равновесии? 

13. Труба АВ длины { опирается концом 
А на горнзоитальную плоскость. а в точке 
С — на гладкую вертикальную опору высо- 
той а= И? (рис. 20). Найти наименьшую 
величину коэффициента трения межлу тру- 
бой н плоскостью, при котором возможно 
равновесне, если угол паклона трубы к го- 
ризонту а= 60°. 


вожия и на уровне крыши 
здания. По изменению нока- 
заний барометра определить 
высоту  здаиня. 
Четвертый спо- 
соб (геометрический). Вы- 
нести барометр в солнечиый 
депь ва улицу. Устеновить 
его вертикалыю. Измернть 
длину сего тени и длину те- 
ни здаиня. Из подобия тре- 
угольников вычислить 
искомую высоту здания. 
Пятый способ 
{социологический). Опро- 
сить всех жильцов дома в 
усредяить  иазванные ими 
значения высоты. В качест. 


ве приза предложить ба- 
рометр. 
Шестой способ 


(кинематический). Зная чис- 
ло уларов своего пульса в 
минуту. измерить число его 
‚даров за время падения вер- 
Тикально  ориентированно- 
го барометра с крыши зда- 
иня. По формуле Я — &12/2 
вычислить высоту здания. 
Седьмой способ 
(официально - бюрократиче- 
ский). Обратиться к инже- 
неру ЖЭКа, в ведении ко- 
торого находится даннсе 
злание. По документам уз- 
нать высоту здання. (Баро- 
метр отсутствует, так как 
был разбит в предыдущем 
«кинематическом» = опыте.) 
Восьмой способ 
(педагогический)... Может 
быть, наши читатели предло- 
жат свой способ ин пришлют 
его описание в редакцию 
журнала? 


М. Тульчинский 
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С. Белый 


Прямоугольный 
треугольник 


На вступительных экзаменах по математике 
довольно часто предлагаются задачн, свя- 
занные с прямоугольными треугольникамн. 
Что же нужно знать о прямоугольном тре- 
угольнике, кроме теоремы Пифагора. чтобы 
успешно решать такие задачи? 06 этом 
и пойдет речь в настоящей статье. 


Утверждение |. Центр ок- 
ружности, описанной около прямо- 
угольного треугольника, совпадает с 
серединой гипотенизы. 

Отсюда вытекает следующее со- 
отношение: 


т=ВЮ.= 5. 


где т — длнна медианы, 
ной к гилоленузе, 
санной окружности, с — гипотенуза 
(см. рис. 1 — он поможет вам дока- 
зать это утверждение). 

Это соотношение часто 
зуется при решении задач. 

Пример ‚ {МГУ, химфак, 
1974). В прямоугольном  треуголь- 
нике АВС с катетами 3 и 4 (см) вер- 
шина С прямого угла соединена с 
серединой О гипотенузы АВ. Найти 
расстояние между центрами окруж- 
ностей, вписанных в треугольники 
АСО и ВОО. 

В силу утверждения 1 точка О — 


проведен- 
Ю — радиус опи- 


ИСПОЛЬ- 


центр описанной окружности, поэто- 
му [ОА| 1|РС|-= |РВ|. Сае- 
довательно, треугольннки АСО ни 


ВСР — равнобедренные (см. рис. 2). 
Центры окружностей, винсанных в 
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треугольники АСО и ВСО. лежат 
на биссектрисах углов АОС и ВОС. 
Но биссектрисы в равнобедренных 
треугольниках являются н высотами, 
поэтому — ЕСЕБР — прямоугольник, 
а 0,20, — прямоугольный  треу- 
гольник. Следовательно, чтобы 
определнть — |0:0,1, достаточно 
найти [ОО и 10.0|. Сделаем 
это с помощью свойства биссектрисы 
внутреннего угла треугольника: если 


1АС1Г= 3, |ВС|Г= 4. то|АВ| = 
5 (по теореме Пифагора), |СЕЁ | 
а 5, 1СВ| = 8,5, |РЕ|\=2, 
[Е0,1: 10.0 [= 1681: 16| = 
- 1:55:2,5, откуда  |ЕО.| = 0,75, 
10.0 | = 5/4; аналогично |0. | 
- 5/6 и, наконец, 
10, 0.1 =У О. БЕ+ТО. ОР = 
=5 И 1312 (сл). 
Пример 2 (ЛГУ, 1979. 
Внутри прямоугольного  треуголь- 


ника АВС (С -= 90°) взята точка 
О так, что треугольники ОАВ, ОВС 
и ОАС равновелики. Найти 100]. 
если известно, что [ОА | * + |ОВЁР= 
и? {а > 0). 
По условию задачи треугольнн- 
ки ОАВ, ОВС и ОАС равновелики. 


Это сразу же наводит ма мысль, 
что О — точка пересечения медиан 
треугольника АВС, так как 


обратное утверждение хорошо. извест- 
но. Этот факт, действительно, не- 
трудно доказать (от противного) для 
любого треугольника. Дальнейшне 
вычисления очевидны (см. рис. 3): 


ОА |= АА =ЗУИТАср + ГВСЕ, 











4 
дву Зуев ИТЕРА, 
Оо обе 
полно. ос 
10С| = 7. 
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Пример 3 (МГУ, химфак, 
1973). В прямоугольный — треуголь- 
ник АВС вписан квадрат так, что 
две вершины его лежат на гипотенузе, 
а 0ве Оругие — на катетах. Радиус 
окружности, описанной около тре- 
угольника АВС, относится к.-сто- 
роне квадрата как 13:6. Найти 
углы треугольника АВС. 

Пусть А = @, сторону квадрата 
обозначим через а (см. рис. 4). 
Тогда |АВ| = асжа+ ат 
- ава, и 

асша ра ава 13 
2а ТБ, 


откуда ерое+Е дес + 1 = 133, 
3 а — 10 ва + 3=0, а, - 
= агсы 3, а, -= ага \,. — Но углы 
Рис. 2. а, и @, дополняют друг друга до 
прямого. Таким образом, углы тре- 





угольника АВС равны агс\р 3, >, 
агсё р 1/, . 


Утверждение 2. Высота, 
проведенная из вершины прямого угла 
прямоугольного треугольника, делит 
его на два подобных прямоугольных . 
треугольника, каждый из которых 
подобен данному. 

Из этого утверждения вытекают 
следующие соотношения  (обозначе- 
ния см. на рис. 5}: 

1? =а’б’, а’ =: ’е, в = Вс, 

а’ 





Добавим к ним еще формулы для 
вычисления площади  прямоуголь- 
ного треугольинка: 





$ = заб = СЁ — тё = В. 


Пример 4 (МФТИ, 1962). 
В прямоугольном треугольнике АВС 
из вершины прямого угла С проведена 
высота СР. Известно, что радиусы 
окружностей, вписанных в треуголь- 
ники АСР и ВСО, равны гу и г». 
Найти радиус окружности, вписан- 
ной в треугольник АВС. 
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Рикс. 6. 


Согласно утверждению 2 треуголь- 
ники АОС, СОВ н АСВ подобны 
(см. рис. 6). А в подобных треуголь- 
никах радиусы вписанных окружно- 
стей (как, впрочем, и любые другие 
соответственные линейные элементы) 
относятся как соответственные сто- 
роны. Поэтому 

АСЕ ТВС 1481, 
” Г г 

Отсюда, используя теорему Пифа- 

гора, получим: и? А? + 72? = ГЕ, г = 





Е ый. 
иг = ИН 


Замечанне. Получениая формула 

? = 2:2 носит общий характер: для 

любых соответственных линейных Элементов 

х, у. 2 трецеольников АПС. СОВ. АСВ 

5 еб 

(рис. 6) спроведлиея зависимость хё-р у"= 2. 

Для доказательства этого утверждения 

достаточно вместо Г:, 7 г подставнть соот- 
ветственно х, у, 2. 


Пример 5 (МФТИ, 1969). 
В прямоцеольном спреугольнике про- 
ведена биссектриса СР прямого угла 
С. Известно, что 1ТАР |= п 
| Вр |= п. Найти высоту, опущен- 
ную из вершины уела С. 

Пусть х ня у— длины проекций 
катетов на гннотенузу (рис. 7). Тог- 

х | АС 


—” = ри ь› г 

да р) 18С1® © 
Гра, КАР 
180 17185 п 


(по свойству биссектрисы). 
ется система 


Получа- 
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Найля из этой системы хи, по фор- 
муле й=Уху определим высоту: 
тп (т-- п) 


тё- т 


д = 


Утверждение 3 (обратное 
теореме Пифагора). Если в треуголь- 
нике квадрат одной стороны равен 
сумме квадратов двух других сторон, 
то этот треугольник — прямоцголь- 
ный. 

Это утверждение вытекает из тео- 
ремы косинусов, в ряде случаев оно 
бывает очень полезным. 

Прнмер 6. Мусть а, 6— 
катеты прямоугольного треуголь- 
ника АВС, с — гипотенуза. й— 
длина высоты, опущенной из вершины 
С. Доказать, что трецгольник со 
сторонами ПН С-В а Ь 3вля- 
ется прямоугольным. 

Легко проверить, что (а -| 6)* 
— 1? = (сС-+ Я)". так как это равио- 
сильно равенству аё = сй. Отсюда 
и следует утверждение задачи. 

Хорошо известна формула г= 


Е > (илн $ = ри), где $ — пло- 


змадь треугольника, р — полупери- 
метр, г— раднус вписанной окруж- 
ностн. Для прямоугольного  тре- 
угольника радиус вписанной окруж- 
ности можно вычислять по более 
простой формуле: 
а —с 
= р 


Отметим также формулу 
7+ 2Ю =а+ф 
(последние две формулы зэквивалент- 
ны). Попробуйте доказать эти фор- 
мулы самостоятельно. 





Пример 7 (МГУ, химфак, 


1974). В прямоугольном — трецуголь- 
нике АВС с катетами |АС] 3 
и |ВС | — 4 проведена высота СБ. 


Найти расстояние между центрами 
окружностей, вписанных е треуголь- 
ники АСР и ВСО. 

Пусть л: и г,— радиусы окружно- 
стей, внисанных в треугольиикн АСВ 
и ВСЬ соответственно (рис. 8). Тогда 


10,0. = И Ее — в = 
2 и2. и г ь. 


2 2 
Но и м +12 ==, где гт— радиус ок- 
ружности, вписанной в треугольник 
АВС (см. пример 4), ноэтому 


ГО, Я [= р ОВ 


2 

И, наконец, приведем сще одно 
утверждение, которое также бываег 
полезным для решения задач. 

Утверждение 4.. В пря- 
моугольном треугольнике с неравными 
катетами биссектриса прямого угла 
делит пополам угол между высотой 
и медианой, проведенными из верши- 
ны того же угла. 

Доказательство этого утверждения 
ясно из рисунка 9. 

Пример 8 (МГУ, ВМК, 1973). 
В прямоугольном треугольнике АВС 
длина высоты, опущенной на гипоте- 
нузу, равна а, биссектрисы прямого 
угла — 6. Найти площедь треуголь- 
ника АВС. 

Проведем меднаиу СМ (см. рис. 9) 


Ро 
и положим ОС =а; тогда, согласно 
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—^ 
утверждению 4, и /СМэ=«а. Далее, 


а я 
605% — р. ©0905 8х = 2 05% —| = 
2— в 
= ь: , [СМ | == 052% = 
аб 
— 2а:--Ь? - 


Теперь можно ‘найти площадь тре- 
угольника АВС: 


$ ==|СВ|-1АМ|= СВ СМ |= 
а? = 


Вы, наверное, уже обратили внни- 
мание, что все рассмотренные выше 
задачи решались алгебраическим ме-. 
тодом. Это не удивительно, так как 
приведенные выше формулы предсгав- 
ляют собой мощный арсенал для со- 
ставдения всевозможных уравнений. 
Однако не следует думать, что все 
задачи на прямоугольные треуголь- 
ники решаются алгебраически — 
нногда полезно предварительно сде- 
лать некоторые дополнительные по- 
строения. 

Пример 9 (МФТИ, 197). 
Около прямоугольного треугольника 
АВС описана окружность. Расстоя- 
ния от концов гипотенузы АВ до 
прямой, касающейся окружности в 
точке С, соответственно равны т и 
п. Найти катеты АС] и |ВС]. 

Проведем высоту СР (см. рис. 10) 


—^ “> —^ 
и заметим, что АСР-=АВС=АСЕ 
(последние два угла измеряются по- 
ловиной одной и той же дуги АС). 
Поэтому треугольники АЕС и АВС 
конгруэнтны (по гипотенузе ин остро- 
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Следовательно, 
Аналогично можно до- 


`му углу). 
= | Е] ==. 
казать, что |ВБ|-=|ВЕ=п. 


мБ! = 
Теперь 
} АС] -=И ТАБАВГ = Ут + тя, 
18Сс|1=И ВБТДАВ| = Ин 1-ти. 


Упражнения 

1 (МФТИ. 1963). Из вершины прямого 
угла В прямоугольного треугольника АВС 
опущена высота ВО. Доказать, что ее длина 
равиа сумме радиусов окружностей, вписан- 
ных в треугольники АВС, АВР и ВСР. 

2 (МФТИ, 1963). Сумма катетов прямо- 
угольного треугольннка равна [, а длина 
высоты. опущенной из вершины прямого уг- 
ла, равна й. Найти плошаль треугольника. 

3 (МФТИ, 1971). Периметр прямоуголь- 
мото треугольника АВС (С=90°)’ равен 
72 см, а разность длин медизиы СК и высоты 
СМ равна 7 см. Найтн площадь треугольника 
АВС 


й] {МГУ. химфак. 1973}. В прямоуголь- 
ный треугольинк АВС впнсан квадрат СЕКМ 
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так, что точка К лежит на Гипотенузе АВ, 
аЁн М — на катстах. Сторона этого квадра - 
та относится к ралнусу круга, вписанного 
в треугольник АВС, как (@2+`И2):2. 
Найти углы треугольника. 

5 (МГУ, ВМК. 1973}. В прямоугольном 

треугольнике АВС проведена биссектриса 
СЬ прямого угла. Из вершины А (А`-45°) 
на [С/.|] опущен перпекдикуляр АБ. Найти 
площадь треугольника АВС, если |АБ{-=а, 
СМ Ь. 
6 (МГУ. химфак, 1974}. В прямоугольном 
треугольнике АВС с острым углом 30° про- 
зедена высота СО из вершины прямого угла 
С. Найти расстояние между центрами ок- 
ружностей, вписанных в треугольники АСР 
и ВСП, если меныний катет треугольника 
АВС равен 1. 

7 (МГУ, ф-т почвоведения. 1974). В пря- 
моугольном треугольнике АВС ({С=90`) 
|СА|-=-4. На кахете СВ взята точка 12 так, 
что |СО|-1. Окружность ралцуса У 5 2 
проходит через точки Сир и касается в точ- 
ке С окружности, описанной около треуголь- 


ника АВС. Найти площадь треугольника 
АВС. 
8$ (МГУ. экономический ф-т, 1974). 


В равнобедренный прямоугольный треуголь- 
ник АВС (В==90°) вписан прямоугольник 
ММКВ так, что две его стороны МВ и КВ 
лежат на катетах. а вериших М — на гипо- 
тенузе АС. В каком отношенни точка № 
должна делнть гипотенузу, чтобы площаль 
прямоугольника составляла 18% площади 
треугольника? 

Я (НГУ. 4971). В прямоугольный тре- 
угольник вписана окружнасть радиуса г. 
Радиус окружности, касающейся гипотенузы 
н продолжений катетов, равен А. Найтн 
длину гнпотенузы. 

10. В прямоугольном треугольинке АВС 
из вершины прямого угла С проведена вы- 
сота СД. Периметр треугольника АОС ра- 
веп а, а треугольника ВОС — 6. Найти пери- 
метр треугольника АВС. 

















К адачи ы 3. Вычислить сумму | р? р? | 
% те "Ни а, ^^ 
наших 23° +6 -- Их тб буРеРь. | Рье | РеРа | 
|. С. Сефибеков . 2 Е | 
читателен (с. и ы ы у 
У. Алла 


1. Доказать, что 
108 мА 30 -}- 3100 - Ве 
..-; 999 99919° 


делится па 100 000. 


2. Локазать, что если 
а — нечетная Цифра, то 
038 — | делится на 1976. 


М. Штеренберг 
(г. Саратов) 
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Дагестанской АССР) 


4. Пусть а. 6. с — дли- 
ны сторон треугольника, р — 
его полупериметр, рз = р — 
— а, ЛЕРА Н=рЫ- 
— <; д. Гь. Гс — радиусы 
вневписаниых окружностей. 
Доказать следующие соотно- 
шения между элементами это- 
го треуголькика: 


(г. Выру Эстонской ССР) 


5. Решить уравнения 
- а) хуг = уг; 

6) ху = ух: 

в} ху+? = их. 


И. Михалкозич 
(Минская обл.) 
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Московский 
инженерно-физический 
институт 


Московский ордена Трудового Красного 
Знамени  инженерно-физический — институт 
{МИФИ) организован в 1942 году. В созда- 
нин института приннмали участие крулней- 
шие ученые нашей страны во главе с 
И. В. Курчатовым. МИФИ готовит инжене- 
ров-исследователей широкого профиля по 
‘ряду новейшнх направлений наукн. Срок 
обучения — 5 лет и 6 месяцев. 

МИФИ — один из ведущих вузов стра- 
ны. В составе МИФИ — пят, факультетов, 
есть один филиал. работает  подготовитель- 
ное отделемие. При институте создаиы фа- 
культет повышения квалификации препода- 
вателей вузов страны по физике, Всесоюзная 
школа по ядерной физике и кафедра физики, 
на которую возложена подготовка и передача 
но центральному телевиденню лекций по 
общей физике для студентов-заочников и 
учебных передач по физике н математике для 
поступающих в вузы. 

Факультет экспериментальной и теоре- 
тической физнки готовит  инженеров-физи- 
ков и инженеров-математиков для нсследо- 
вательской работы в области теоретической 
и экспериментальной физики, разработки 
современных физическнх установок и систем. 

Факультет технической физики выпуска- 
ет инженеров-физиков. специализирующих- 
ся в области теоретического и эксперимен- 
тального исследования ядерных, теплофизи- 
ческих, газодинамических, молекулярно- 
кинетических и электромагнитных процес- 
сов, конструироваиня и эксплуатации физи- 
ческих установок н приборов, а также в об- 
ласти создания и исследования новых мате- 


риалов. 
Факультет автоматики и электроники 
выпускает  ииженеров-физиков,  специали- 


зирующнхся в области создания и эксплуата- 
цик  электрофизических установок, систем 
автоматического управления — технологиче- 
скнми и физическими процессами, разработ- 


кн электронных устройств современных тех- 
ннческих систем. 

Факультет кибернетики готовит инже- 
неров-системотехников и инженеров-матема- 
тиков по разработке н математическому обес- 
печению современных — быстродействующих 
электронных вычислительных маши и авто- 
матизнрованных систем управления. 

Специальный факультет физики (СФФ} 
организован при МИФИ н Физнческом ин- 
ституте им. П. Н. Лебедева АН СССР в 
1972 году. Он является новой формой обу- 
чения и готовит инженеров-физиков по но- 
вейшим ипаправлеииям физнки. На факуль- 
тет зачисляются студенты из иемосковских 
высших учебных заведений, имеющие обра- 
зованне в объеме двух с половнной курсов 
физических и физико-математических  фа- 
культетов н проявившие склонность к на- 
учной работе. Обучение на СФФ производит- 
ся по нндивидуальным планам. В настоящее 
время на СФФ заинмаются студенты из 
28 университетов и 4 политехнических ин- 
ститутов. 

Филиал МИФИ в г. Обнинске готовит 
ииженеров-теплофизиков по разработке и 
эксплуатации атомных электростанций и 
установок, — ннжеперов-снстемотехников по 
проектированию ни эксплуатации автоматизн- 
рованных ‘систем управления, инженеров- 
математнков по применению средств вычис- 
лительной техиики. 

Подготовительное отделение работает 
на правах отдельного факультета. Передо- 
вые рабочие. колхозвикн и демобилизован“ 
ные воины в течение одного учебного года 
занимаются математикой, физикой, русским 
языком и литературой, они получают сти- 
пендию на правах студентов младших кур- 
сов. После успешно сданных выпускных эк- 
заменов слушатели этого отделения зачис- 
ляются на 1-й курс МИФИ без дополнитель- 
ных вступительных экзаменов, 

Свыше тысячи слушателей обучаются на 
подготовительных платных курсах н курсах 
рабочей молодежи. 

Ниже приводятся некоторые варизиты 
письменного вступительного экзамена по 
математике и задачи устиого экзамена по 
физике 1976 года. Уствые вопросы форму- 
лируются в соответствии с программой для 
поступающих в вузы. 


Математика 


Варкант 1 

1. От пристани А одновременио отпра- 
вились винз по течению реки катер н плот. 
Катер спустился вниз по течеиню на 96 хм, 
затем повериул обратно и вернулся в А че- 
рез 14 часов. Изйти скорость катера в стоя- 
чей воде и скорость течення реки, если из- 
вестно, что катер встретил плот на обратном 
пути на расстоянии 24 км от А. 

2. В равнобедренный треугольник впи- 
сана окружность. Точка пересечения медиав 


$5 


треугольника лежит на этой окружности. 
Найти угол при основании равнобедренного 
треугольника. 


3. Решить перавенство 3 Я >2”. 
4. Решить систему уравнений 


пх + сов и = 0, 


. 1 
2х -- со5 у = =. 


Вариант 2 

1. Сумма первых п членов арифмети- 
ческой прогрессии равна половнне суммы 
следующих п членов этой прогрессин. Найти 
отношение суммы первых Зл членов прогрес- 
син к сумме ее первых п членов. 

2. В правильную треугольную усечен- 
ную пирамиду с двугранным углом © при ос- 
нованин вписан усеченный коиус. Определить 
боковую поверхность конуса, если апофема 
боковой грани пирамиды равна сумме ра- 
днусов оснований конуса, а раднус меньшего 
оспования конуса равен г. 

3. Решить неравенство 

+6 


10 1 1308 Е 
Г =——=—5 
03 1 ы 3-2 |. 


4 Решить систему уравнений 


| 
$Н1х.с05 И = — 


| Зах = Шу. 


Варнант 3 

1 Если лвухзначное число разделить на 
пронзведенне его цифр, то в частном полу- 
чится 3, а в остатке 9. Если же из квадрата 
суммы цифр этого числа вычесть произвеле- 
вие его цифр, то получится данное число. 
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его вершины находятся на боковых ребрах, 
а четыре другие вершины — на основании 
пирамиды. Боковые грани пирамилы накло- 
нены к плоскости оспования под углом (<. 
Определить объем пнрамнды. 

3. Решить уравчение 


2— Й 
Е: а Юон вах 


4. Решить уравнепие 


д Но 2 
воз(х + 4) - соз (— + =— с0$2х. 


Физика 

1. Если к источнику тока подключить 
последовательно два различных вольтметра, 
то вх ноказания будут (\ == б6н Ц, = 386. 
Если подключить один первый вольтметр, 
то он покажет нанряжение (== 8в. Прене- 
брегая сопротивлением соединительных про- 
водов, определить э. д. с. # источника тока. 

2. В однородном магиитном поле рас- 
положен виток с сопротивлением В = 0,5 ом 
и площадью $ = 100 см?. Нормаль к иплос- 
кости витка составляет угол @ == 60° с век- 
тором индукции В. За время 1—0,5 сек ин- 
дукция поля увеличилась с постоянной ско- 
ростью от В, = 0,1 шл до В. = 0,6 та. 
Найти количество теплоты, которое выде- 
лилось в внтке за это время. 

3. При облучении некоторого металла 
светом сначала с длиной волны А; => 0,3 мкм, 
а затем —с А. = 0,6 мкм обнаружили, что 
соответствующие максимальные скорости 
фотоэлектронов отличаются друг от друга 
ви = 2 раза. Найти работу выхода электро- 
на с поверхности этого металла. 

А. Диденко, А. Забоев, 





Найти это число. Г. Пактюхов, Н. Шолохов 
2. Куб с ребром а впнсан в правильную 

четырехугольную пирамиду так, что четыре 

Головоломки 

Магическое домино 1976 

Мз 28 костей домино сло-  Расставьте в этих клетках  ризонтальном ряду были 

жите прямоугольник 7Ж8 числа от | до 27 (четыре равны друг другу и суммам 

такой, что еслн не учиты- числа уже стоят) так, чтобы каждых восьмн инсел, стоя- 


вать семн енустых» квадра- 
тов. образующих последний 
столбец, то из 49 клеток 
составлеи «магнческий ква- 
драт» {в котором  сумми- 
руются очкн половинок кос- 


тей) — суммы очков по го- 1 


ризонталям. вертикалям ни 
двум днагоналям  одннако- 
вы и равны 24. 


„7. Мочалов 


$6 


суммы чисел в каждом го- 


щих нокруг чисел 1. 9. 7, 6. 


Я. Алексеев 


АИ 


ОЛИМПИАДЫ 
1 
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З. Моисеева, 
А. Савин 


ХУШ Олимпиада 
по математике 


ХУПЕ Международная математиче- 
ская олимпнада проходила в нюле 
1976 г. в г. Лненце (Австрия}. В ней 
принимали участие команды 18 стран: 
Австрин, Болгарни, Великобритании, 
Венгрин, Вьетнама, ГДР, Греции, 
Кубы, Нидерландов, Польши, Ру- 
мынни, СССР, США, Финляндин, 
Франции, Чехословакин, Швецин, 
Югославии. (В качестве наблюдателей 
присугствовали представнтелн ФРГ.) 
Команда каждой страны состояла из 
восьми школьников и двух руково- 
дителей, кроме Кубы, команда кото- 
рой состояла из трех школьников и 
руководителя. 

Для большинства участников 
ХУПГ Международная олимпиада 
явнлась естественным продолжением 
национальных олимпиад. У нас в 
стране после республиканских олим- 
пнад их победители участвовали в спе- 
циальных отборочных соревнованиях. 
Затем с учетом результатов, показан- 
ных ребятами на всесоюзных олимпна- 


дах этого и прошлых лет, н был опре- 
делен окончательный состав команды. 
В нее вошли: Юрий Буров (школа 
№ 2г. Москвы}, Александр Гончаров 
{школа № 13 г. Никополя Днепро- 
петровской обл.), Петр Гриневич (шко- 
ла № 204 г. Москвы), Сергей Миро- 
нов (школа № 6 г. Сафонова Смолен- 
ской обл.), Никита Нецветаев, Борис 
Соломяк н Сергей Финашин (все — 
ФМШ № 45 г. Ленинграда), Татьяна 
Хованова (школа № 444 г. Москвы). 

Поездке на Международную олнм- 
пнаду предшествовал месячный учеб- 
но-тренировочный сбор, по традиции 
проводимый в школе памяти 
В. И. Ленина в Горках Ленинских. 
Поскольку состав команды был опре- 
делен заранее, сбор этого года носил 
чисто треннровочный характер,— ре- 
бята работали без дополнительной 
нервной нагрузки, вызываемой в 
прошлые годы неизвестностью: кто 
же из них поедет на Международную 
олнмпнаду. В результате команда 
оказалась в хорошей форме. 

Во время сбора было проведено 
три тренировочных соревнования. Для 
интересующихся читателей приводим 
задачи одного из них. 


1. Построить треугольник по центрам 


вписаниого, описанного в вневписанного 
кругов. 
2. Все корни некоторого многочлева 


< комплексными коэффнциентами лежат в 
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открытой полуплоскости. граница которой 
проходит через точку 0. Доказать, что все 
коэффициенты многочлена отличны от нуля. 


3. Решить уравненне 


1 
ива 
Е 
Е ая = 
т 


(знак дроби употреблен п раз). 

4. Доказать, что если в треугольнике 
перпендикузяры, восставленные из  ©сио- 
ваний бнссектрис, пересекаются в одной точ- 
ке. то треугольник равнобедренный. 


Хх +9 
5. Дано: х, =, хуи = Юхд 


Доказать, что 
1—10-<хи < -10-№. 

Кроме решения различного рода 
задач, на сборах было уделено боль- 
нюе внимание и теоретической под- 
готовке участников. В прошлые годы 
«ахиллесовой пятой» нашей команды 
былн задачн на многочлены, посколь- 
ку эта тема в школьных программах 
практическн отсутствует. В этом году 
вопросам алгебры многочленов, об- 
ластям Дирихле, теорни графов и не- 
которым другим вопросам было уде- 
лено ‘достаточно много времени, что 
позволило нашей команде на олим- 
пнаде успешно справиться с задача- 
ми такого рода. 

9 нюля советские школьники при- 
были в Вену, откуда на следующий 
день вместе с командами других стран 
поехали к месту проведения ХУПП 
Международной математической олим- 
пиады в г. Лиенц, столицу Восточного 
Тироля. Маршрут этой экскурсии 
протяженностью около 600 км про- 
ходил по живописным местам южной 
частн-Австрин. Надолго в памяти ре- 
бят останутся романтические альпий- 
ские пейзажи (более 50% территории 
Восточного Тироля расположено вы- 
ше 2000 м над уровнем моря): луга, 
пересеченные множеством бурлящих 
безымянных ручейков и речушек, бе- 
лоснежные вершины гор, леса. 

Соревнования проводились 12 и 
13 июля. В каждый из дней школь- 
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никам предлагалось по три задачи, 
на решение которых отводилось по 
4 часа (тексты задач помещены в кон- 
це статьи, в скобках указано, какой 
страной была предложена задача и 
сколько очков давалось за ее полное 
решение; указания к решению задач 
помещены в конце журнала). 

Работы, как всегда, проверялись 
руководителями команд, а оконча- 
тельная оценка выставлялась совме- 
стнос координаторамн — австрийс- 
кими математикамн. Работа коор- 
дннаторов и жюри была завершена 
к 17 июля. 

Нужно отметить, что реальная 
трудность задач несколько разошлась 
с оценкой жюри. Нанболее сложной 
оказалась пятая задача, по которой 
участники соревнований собрали лишь 
15% возможного числа очков. Сле- 
дующей по сложности оказалась вто- 
рая задача (26%), затем третья (38%), 
первая (52%), четвертая (62%) н ше- 
стая (65%). Разной оказалась и труд- 
ность отдельных задач для команд 
разных стран. Видимо, успехи школь- 
ников различных стран прн решении 
той или нной задачи тесно связаны 
с программой их обучения в школе. 
Так, англичане и французы традн- 
ционио хорошо решают задачи на 
многочлены и экстремумы, шведы — 
экстремальные задачи и т. п. Почти 
все команды успешно справнлись с 
щестой задачей, в которой нужно бы- 
ло увидеть некоторую закономерность 
и доказать ее методом математической 
ИНДУКЦИН, нсключение составили 
лишь те страны, где этот метод дока- 
зательства не нашел широкого при- 
менения в программах и учебниках 
(Финляндня, Голланлия, Греция, Ку- 
ба). Немногие школьникн справились 
с пятой задачей (система линейных 
уравнений), не заметив под алгебран- 
ческой оболочкой ее комбинаторный 
характер. 

Наши Школьники выступили д0- 
вольно ровно по всем задачам и набра- 
ли по первой задаче 90% возможного 
числа очков, по второй — 79%. по 
третьей — 72%, по четвертой — 95%, 
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Команда СССР на ХУИТ Международной математической олимпиаде (слева напра- 
во) стоят: Н. Нецветаев, С.,Мнронов, А. Гончаров, Б. Соломяк, С. Финашин, Ю. Буров, 


П. Гриневнч; сндят: Т. Хованова, 


3. И. Моисеева (зам. 


руководителя команды). 


А. П. Савин (руководнтель команды). С. Конягин (участник международных олимпнад 


1972, 1973 г., тренер команды). 


по пятой — 57% и по шестой — 81%. 

Утром 18 июля участники олим- 
пиады на автобусах отправились в Ве- 
ну, познакомившись по дороге со 
старинным городом Зальцбургом, а 
на следующнй день осмотрелн Вену 
н ее окрестности, посетили музей 
истопии искусств. 

Торжественное закрытие олимпна- 
ды проходнло 20 июля в Ратуше. 
Призеры получили дипломы и цен- 
ные подарки. 


1 премию 

получнли девять участников, набрав- 
шие от 40 до 34 очков: „Л. Пьер (Фран- 
ция, 40 очков), Т. Хованова (СССР, 
39), М. Клейман (США, 38}, А. Гон- 
чаров и С. Фичашин (оба СОСР, по 
37), Д. Рикард {Великобритания, 35), 
Н. Нецветаев (СОСР, 34), К. Гриль 


(Австрия, 34), Р. Месон (Великобрн- 
таиня, 34). 


П премию 

получили 28 школьников, набравших 
от 31 до 23 очков. Среди них трое со- 
ветских ребят: Б. Соломяк (31 очко}, 
П. Гриневич (26) и С. Миронов (24). 


ИТ премию 

получили 44 участника, набравшие от 
22 до 15 очков. Среди них советский 
школьник Ю. Буров (22 очка). 

В неофициальном командном заче- 
те первые десять мест распределились 
так: СССР (250 очков), Великобрита- 
ния (214), США (188), Болгария (174), 
Австрия (167), Франция *(465), Венг- 
рия (160), ГДР (142), Польша (138), 
Швеция (120). При этом лишь в ко- 
мандах СССР, Болгарии и Австрии 
все восемь участников получили на- 
грады. 


Необходимо заметить, что олимпиа- 
да прошла организованно, в духе 
дружбы и взаимопонимания. Участ- 
ники рассказали о своих странах, 
узнали многое о других, обменялись 
памятными подарками, значками, су- 
венирами. Эта олимпиада несомненно 
оказала большое влияние на воспи- 
тание молодежн в духе дружбы и 
взаимного уважения людей различ- 
ных национальностей и рас. 


Задачн ХУЙ! Международной 
математической олимпиады школьннков 
1-й день 

| Плошадь плоского выпуклого четы- 
рехугольннка равна 32 см?, а сумма длин 
двух противоположных сторон в одной диа- 
гоналн равна 16 см. Указать все значения, 
которые может принимать длинна другой 
днагонали. (Чехословакия, 5 очков.) 

2. Пусть Рих = 22-9, Рь (х) = 
= РиРь-,{2))(Ё=2, 3. ...). Доказать, что 
для любого натурального п все корни урав- 
нения Р» (х) = х вещественны и различны. 
(Финляндия, 7 очков.) 

3. Прямоугольная коробка может быть 
полностью наполнена единичными кубами 
О кубов параллельны ребрам коробкн). 
-слн же заполнять коробку кубамн объема 
2 с ребрамн. параллельными ребрам короб- 
ки. то максимальное число таких кубов за- 
полнит лишь ровно 40% объема коробки. 
Указать внутреннне размеры всех коробок, 


для которых это имеет место (у 2==1,9599}. 
(Нидерланды, 8 очков.) 


2-й день 
4. Найтн наибольшее значение, которое 
может принять пронзведение  исскольких 
натуральных чисел, сумма которых равна 
1976- (США, 6 очков ) 
5. В снстеме р уравненнй с 9=-2р не- 
известнымн 


их: +... Нам =0, 
арх, + . . . - @рохо = 0 
коэффициенты а; |! — 1.0, Н Доказать, 
что существует  решенне  (х:, х». ., ха) 
этой снстемы такое. что все х — целые, 
для некоторого | (15759) хуЕ0 н для 
всех | (1531/59) 5 < 9. (Нидерланды, 
7 очков.) : 
6. Последовательность би | оп- 
ределена следующим образом: и=2, и:= 


—5/2, ип = ит (и? | — 2), (п>!). Дока- 
зать, что при п>1 

ат = 2" "ЫЗ 
гле [х] — наибольшее целое чнело, не пре- 
восходящее х (Великобритання, 7 очков.) 
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И. Слободецкий 


]Х Олимпиада 
по физике 


С 1 по 7 нюля в Будапеште проходи- 
ла очередная 1Х Международная 
олимпиада по физике среди школьни- 
ков. Такие олимпиады начали про- 
водиться с 1967 года. Первая Междлу- 
народная олимпиада была организо- 
вана по инициативе Польской народ- 
ной республики. В ней приняли уча- 
стие школьники пяти социалистиче- 
ских стран: Болгарии, Венгрин, Поль- 
ши, Румынии и Чехословакии. Уже 
в следующем, 1968 году, к участни- 
кам олимпиады из этих стран присо- 
едипилнсь учащиеся Гермавской де- 
мократической республики, Советско- 
го Союза и Югославии. С тех пор 
команда нашей страны участвует во 
всех олимпиадах. А в 1970 году Моск- 
ва принимала у себя участников 
ГУ Международной физической олим- 
пнады. 

Олимпиада включает в себя реше- 
ние трех теоретических задач и вы- 
полнение одной экспериментальной 
работы. Теоретический и эксперимен- 
тальный туры проводятся в разные 
дни. На решение задач и выполнение 
эксперимента дается по 5 часов. Все 
задачи готовятся страной, проводя- 
щей олимпиаду. Эта страна обеспе- 
чивает и проверку работ, но резуль- 
таты проверки окончательно утверж- 
даются Международной комиссией, со- 
стоящей из руководителей всех ко- 
манд. Председателем Международной 


комиссии в этом году был академик 
Академии наук Венгрии Г. Маркс. 

По статуту олимпиады задачи со- 
ставляются на основе специальной 
программы. Эта программа, в основ- 
ном, включает все те вопросы, которые 
изучаются в средних школах всех 
стран-участниц. Но имеются н иеко- 
торые дополнения. Например, тема 
«Вращательное движение твердых 
тел», которую ие изучают школьники 
нашей страны. 

В этом году в олиминаде участво- 
вали команды из 10 стран: Болгарии, 
Венгрии, ГДР, Полыши, Румынии, 
`СССР, Фраицин, ФРГ, Чехословакии 
и Швеции. На олимпиаде также пря- 
сутствовал наблюдатель из Фиилян- 
дии. Каждая команда, как всегда, 
состояла из 5 участников. 

В состав команды СССР вошли по- 
бедители Всесоюзной олимпиады, но- 
казавшие хорошие результаты на трех- 
недельных тренировочных сборах в 
Горках Ленинских: 

Владимир Булатов — выпускник 
физико-математической школы-интер- 
ната № 45 ири Ленинградском госу- 
дарствениом университете; 

Андрей Голубенцев — выпусккик 
средней школы № 13 г. Саратова; 

Владимир Кривцун — выпускник 
срелней школы № 27 г. Харькова; 

Валерий Старшенко —- выпускник 
средней школы № 28 г. Запорожье; 

Ильдар Хамитов — выпускник 
физнко-математической школы-ннтер- 
ната № 45 при Ленинградском госу- 
дарственном университете. 

Конечно, во время олимпиады про- 
ходили интересные встречи, были ор- 
ганизованы экскурсии по Дунаю, 
вдоль озера Балатон и в веселый Бу- 
дапаинтский Луна-парк. Но главное— 
это решение задач. 

Какие же задачи достались участ- 
никам олимпиады? Все теоретические 
задачи помещены в «Задачнике «Кван- 
та» (см. задачи Ф428. Ф429 и $432 
в этом номере журнала}. По трудно- 
сти они примерно такие же, как за- 
дачи заключительного тура Всесоюз- 
ной олимпиады. За решение каждой 
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теоретической задачи максимально 
можно было получить 10 очков. Наи- 
большее количество очков (9 и 10) 
за решение первой задачи получили 
13 участников, второй — 14 и треть- 
ей — 8. 

За выполнение экспериментальной 
работы можно было получить до 20 оч- 
ков. Задача была такой: 


‚ На рабочем стсле нмеются: часы, термо- 
метр, нагревательный элемент па [2 в, две 
пробирки © жидкостью известной удельной 
теплоемкости со == 0,5 кал/(г-ерад) н кри- 
сталлический материал Х с нензвестными 
тепловыми свойствами. Колнчество жидко- 
сти в пробирках н масса кристалаа М извест- 
ны. Матернал Х в жндкостке ие раство. 
ряется 

Исследуйте тепловые свойства матернала 
Х в нитервале от комнатной температуры 
до 80°С и определите его характерные теп- 
ловые коистанты. Результаты измерений 
представьте в виде таблиц и графиков. 

Вы можете распоряжаться только теми 
приборами и материалами, которые находятся 
на столе. Испорченные Вами приборы и ис- 
пользованные материалы не заменяются. 


Эту задачу нельзя пазвать труд- 
ной, однако до конца довели ее не- 
мпогне. Если за теоретические зада- 
чи примерно 20% участников набра- 
ли 27—30 очков, то за экснеримен- 
тальчую работу получили 19—20 оч- 
ков лишь 4 участника, т.е. меньше 
10%. 

Приведем краткое решенне эксперимен- 
тальнсй задачи. 

В ходе выполнения работы нужно по- 
строить графики зависимости от времеви 
температуры чистой жидкости (подогревае- 
мой изгревателем) н жидкости вместе с крн- 
сталлическим материалом“ Х (см. рисунок). 
Из рисуика видно. что второй график имеет 
ПОЧТИ горизонтальный участок; это свиде- 
тельствует о иалаячии фазового перехода, 
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т. е плавления кристалла Х. Пользуясь эти- 
ми графиками, можио определнтъ температуру 
плавления кристалла, удельную теплоем- 
кость кристалла и расплава и удельную теп- 
лоту плавления кристалла. Так как масса 
кристалла была неведнка, естественно было 
считать, что при нагревании пробирки тепло- 
отвод (учитывая и нагревание самой пробнр- 
ки) во всех случаях один и тот же. Неизме- 
неи, разумеется, и приток тепла от нагрева- 
теля. 


Температура плавлеиня кристалла опре- 
деляется непосредственно из графика. 
Удельную теплоемкость кристалла нало 
было вычислить, составив уравнения тепло- 
вого баланса для чистой жидкости и для 
жидкости с кристаллом. При нагреванин 
в пробирке чистой жидкости выполняется 
равенство 
со ТжАТ = АЕ {1} 


Здесь ти — масса жидкости, АМ — раз- 
ность между мощностью источника (притоком 
тепла) н мощностью потерь (теплоотводом), 
{ — время и АТ — изменение температуры 
жидкости за это время. Аналогичио при на- 
тревании жидкости с кристаллом 


СотмАТ, + сктьАТ, = АЕ, (2) 


где с„— удельная теплоемкость кристалла, 
т„ — его масса, {, — новое время и АТ, 
новое измененне температуры. 
Обозначим АТЛ н АТ, '(, через а ина, 
соответственно. На рибунке © на, — тан- 
генсы углов наклона графиков зависимости 
температуры в пробирке от временн (есте- 
ственно, до момента начала плавлення). 
Уравиения (1} и (2) можио перепнсать так: 





сотка = М, (1^} 
2) 
Разделнв второе уравнение на первое, по- 
лучим 


Соне, Г сктые. = АТ. 


‚бы т & 
1 — —=-- 
Со Ты 6,’ 
откуда 
тк @—@, 
Е. пк 
Определив по графикам ан &а,, нетрудно 
изйти С. 
Аналогично можно было определить 


удельную теплоемкость расплава. 

Для того чтобы найтн удельную тепло- 
ту плавления кристалла А, надо было сос- 
тавить еще одно уравнение теплового балан - 
са; 


Ат = МУЕ,, 3) 


где {,— время плавления кристалла. Разде- 
лив это уравненне на уравиение (1”}, по- 
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лучим 


мах , 
Сотук =“ 3’ 





откуда 
Ти 
А = со “т, а. 

Все эти расчеты можно было провести 
и более аккуратно. Во-первых, из-за нерав- 
номерности иагрева температура жидкости 
и кристалла во время плавления несколько 
повышалась (см. рисунок). Поэтому в левой 
частн уравиення (3) должны присутствовать 
члены сотнАТ, и сытьАТ, (АТ, — соот- 
ветствующее измененне температуры за вре- 
мя Е.). Правда, не совсем ясно, как быть 
со вторым членом, — прн плавлеини крн- 
сталла меняется его удельная теплоемкость. 
Впрочем, им совсем можно было пренебречь, 
что не вносило большой ошибкн. Во-вторых, 
можно было учесть в явном виде теплоемкость 
самой пробиркн. Для этого было бы доста- 
точно, например, построить график нзэменения 
температуры со временем для пробиркн с 
другим колнчеством жидкости. 

При определенин тепловых параметров 
кристалла Х считалась удовлетворнтельной 
точность до 20%. Получить ее, в принципе, 
было несложно. Однако многим участникам 
олимпиады это оказалось не под силу. 


Результаты олимпнады таковы: 


{ премию 
получили участники олимпиады, на- 
бравшие от 42 до 47,5 очков. Это — 
В. Булатов (СССР), В. Кривцун 
(СССР), К. Кульпа (Польша), Р. Лу- 
бис (Польша), А. Порсон (Франция), 
Г. Попеску (Румыния) ин И:;Хами- 
тов (СССР). 


Й премню 
получили 7 участников, набравшие 
от 37 до 42 очков. Средн них А. Го- 
лубенцев. 


1И премяю 
получили 12 участников, набравшие 
от 30 ло 37 очков. 


Грамоты 
получили 13 участников, набравших 
от 23 до 30 очков. Среди них В. Стар- 
шенко. 

Абсолютным победителем олимпна- 
ды стал польский школьник Р. Лу- 
бис. Он получил высшую оценку — 
20 очков — за экспериментальную ра- 











боту н 27,5 очков за теоретические за- 
дачи. Такие же результаты по теоре- 
тическому туру были у членов нашей 
команды В. Кривцуна и И. Хамито- 
ва, а также у М. Хегнера из ГДР. 
Однако на экспериментальном туре 
В. Кривцун и И. Хамитов потеря- 
ли по 5 очков, а М. Хегнер — 10 оч- 
ков. 

Официального командного первен- 
ства на олимпиаде ие проводилось. 
Но, конечно, все подсчитывали, сколь- 
ко очков набрала каждая команда, 
сколько премий и грамот получили 
ее члены. В частности, наша команда 
получила три первые премин, одну 
вторую премию и одпу грамоту. Чле- 
ны нашей команды набрали в сумме 
192,75 очка. Команда Румынии набра- 
ла 181 очко, команда ГДР — 174 очка. 


В заключение хочется отметить: 


очень хорошую организацию 1Х Меж- 
дународной олимпиады по физике. 
Этим участники олимпиады обязаны 
Министерству народного образования 
Венгрии, Физическому обществу им. 
Р. Этвеша и кафедре атомной физики 
Будапештского университета. Очень 
хорошо были проверены все работы, 
несмотря на их многоязычие. У Меж- 
дународного комитета почти не было 
претензий по оценкам. На олимпиаде 
царил дух доверия, взаимопонимания 
н дружбы. 


Советские школьники Владимир Булатов, 
Владимир Кривцун н Ильдар Хамнтов, по- 
лучившие 1 премию, во время выполнення 
экспернментальной работы. 


Фото Ласло Кемени 
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Рецензии, библиография 


Всесоюзный 
конкурс 
общества «Знание» 


Общество «Знание» ежегодно 
проводит Всесоюзный кон- 
курс на лучшую  научно- 
популярную книгу и брошю- 
ру. в котором принимают 
участие центральные и рес- 
публнканские издательства: 
В 1976 году на конкурс по- 
ступили 19] кинга н 282 бро- 
июры. издаиные в 1975 голу. 
Средн ннх были 42 книги и 
брошюры. посвященные раз- 
личным проблемам физики, 
математики, астрономин н 
космонавтики. Жюри кон- 
курса пол председательством 
академнка А. Л. Яншина от- 
метило некоторые из них 
почетными дипломами и де- 
нежными премиями. 

Диплом второй степени 
получила научно-популярная 
кинга члена-корреспонлента 
АН СССР И. С. Шкловского 
«Звезды: их рождение, жизнь 
и смерть», о которой мы уже 
рассказали в рецензии 
В. Бронштэна «Как рож- 
даются, живут и умирают 
звезды», опубликованной в 
восьмом номере нашего жур- 
нала. 
Второй такой же дип- 
лом присужден научно-попу- 
лярной книге профессора 
Н. Я. Виленкина «Популяр- 
ная комбинаторика», выпу- 
щениой издательством «На- 
ука» (см. рецензию М. Смо- 
ляиского «Комбинаторика — 
что это такое?» в этом номере 
журнала). 


А 


Еще один липлом второй 
степени присужден сбориику 
научно-популярных статей 
под названием  «Школьни- 
кам о современной физнке. 
Физнка твердого тела», вы- 
пущенному нздательством 
«Просвещение». Об этом 
сборнике мы подробно рас- 
сказали в двенадцатом номе- 
ре нашего журнала за 
1975 ‹ год (см. рецензию 
Б. М. Яворского . «Школьни- 
кам о физике твердого тела»). 

Очень интересна также 
книга Р. С. Гутера ин Ю. Л. 
Полунова «От абака до 
компьютера» из серии «Жизнь 
замечательных ндей», выхо- 
дящей в нздательстве «Зна- 
ние». В ней расска- 
зывается история вычисли- 
тельной техники с древней- 
ших времен до нашнх дяей. 
Но не только техники, а ин ее 
творуов Морлэнда, Бэр- 
роуза.  Стэнхоупа, Бэббед- 
жа, Айкена н многих другнх 
математиков и механиков. 
Эта книга также получила 
диплом второй степени. 

Поощрительный диплом 
получила книга «Поиски 
н открытия планет», написан- 
ная докторами физнко-ма- 
тематических наух Е. А. Гре- 
бениковым ин КЮ. А. Рябо- 
вым (издательство «Наука»). 
Рассказ © ней помещен в пре- 
дыдущем номере нашего жур- 
нала. Такой же награды удо- 
стоена книга Л. А. Левннова 
н Г. В. Сапгира «Приключе- 
иия Кубарика и Томатнка, 
или веселая математика» 
(ч. Г). рассчитанная ина до- 
школьников. Книга выпуще- 
на издательством «Просвеще- 
ние». 

Жюри отметнло также 
несколько — научно-популяр- 
ных брошюр по физике, ма- 
тематнке н астрономни, вы- 
пушщенных издательством 
«Знание». 

Диплом первой степени 
присуждев брошюре «Совре- 
менная культура н матема- 


тика», написанной — акаде- 
мнком В. М. Глушковым, 
академиком АН УССР 


Б. В. Гнеденко и кандидатом 
физико-математических — ма- 
ук А. И. Коронкевичем. 
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Брошюра содержит три 
статьи по общим проблемам 
математики. Первая статья 
называется «Математика в 
историн человечестваз, вто- 
рая — «Об источниках но- 
вого в математике» и тре- 
тья — «Роль математикн в 
современной науке». Она из- 
дана в серин «Математика. 
Кибернетика». 


Диплом второй степени 
присужден брошюре члена- 
корреспондента АН СССР 
Г. Т. Зацепииа и казлидата 
физико-математических  на- 
ук В. С. Березниского «Ней- 
триниая астрофизика». В 
необычайно живой, почти ху- 
дожественной форме в ней 
рассказано о сложных про- 
блемах понска и регистрации 
нейтрино — этих, казалось 
бы, совершенно неуловимых 
элементарных частиц. 


Нейтрииная астрофизн- 
ка — новая область  совре- 
менной науки. Она позволя- 
ст решать проблемы, кажу- 
щиеся совершенно невероят- 
ными. До нелавинх пор 
астрономы — регистрировали 
электромагинтные волиы н 
частицы, рождающиеся иа 
поверхностях небесных тел. 
Теперь. благодаря нейтрин- 
ной астрофизике. они полу- 
чают возможность загляды- 
вать в недра этнх тел. Ведь 
нейтрино рождаются внутри 
звезд в результате  пронс- 
холящих там термоялерных 
реакций. Так как нейтрино 
способны проходить без 
столкновений огромные тол- 
щи вещества, они уносят с 
собой невскаженную инфор- 
мацию о процессах, проис- 
холящих внутри звезд. Мы 
до сих пор не знаем, как 
выглядят недра Земли на 
глубине болес двух  песят- 
ков километров. А нейтрин- 
ные телескопы принесут нам 
сведения о состоянии звезд- 
ных недр. } 

Такой же диплом полу- 
чнла брошюра члена редак- 
ционной  коллегин  иашего 
журнала «Квант» профессора 
Я. А. Смородниского «Тяго- 
тение», о которой мы расска- 
залн в десятом иомере наше- 


го журнала (см. рецензию 
В. Лешковцева «Новое о 
гравнтации>). Она вышла в 
серии «Физика». 

Трем брошюрам присуж- 


лены  поошрительные — ди- 
пламы. 
Брошюра доктора фи- 


знко-математическнх наук 
А. Г. Постинкова называется 
«Культура занятий матема- 
тихой (нз записок ученого)». 
Она представляет собой явле- 
ние, необычайно редкое в на- 
шем книжном мире. Исполь- 
зуя богатый личный опыт, 
а также опыт известных ему 
ученых, автор исследует мно- 
гочисленные проблемы пси- 
хологии математического 
творчества. Как правильно 
оценить свон способности, 
как нх развивать я совер- 
шенствовать, как лучше ор- 
ганизовать свои занятия —- 
множество нитересных мыс- 
лей пробуждает эта брошю- 
ра даже у тех-читателей, ко- 
торые не намерены связы- 
вать свою жизнь с матема- 
тикой. Ну. а те. кто любит 
математнку, непременно 
должны ее прочитать. Она 
выпущена в серни «Матема- 
тика. — Кибернетика». 
Вторая брошюра — 
«Переменные звезды — 
написана членом редакцион- 
ной коллегни нашего журна- 
ла кандидатом  физико-ма- 
тематических наук Ю. Н. Еф- 
ремовым. Она вышла в серии 


«Космонавтика. Астроно- 
МИЯ». 

Третья брошюра — 
Жилкие кристаллы»  — 
напнсана доктором физнко- 
математических наук 
Н. Г. Чистяковым и кандн- 


«датом  физико-математиче- 
ских наук Л. К. Вистинь. 
Опа вышла в серни «Новое 
в жизни, науке, технике». 
В ней рассказывается о не- 
обычном состояини многнх 
органических веществ, при 
котором текучесть, — свой- 
ственизя  жндкости,  соче- 
тается © упорядоченностью 
молекул, присущей твердым 
кристаллам. Авторы описы- 
вают физические свойства 


жидких кристаллов, а также: 


их практические 
НИЯ. 


примене- 


В. Рудов 


Комбинаторика — 
что это такое? 


В прошлом году  увилела 
свет новая книга известного 
ученого пн популяризатора 
науки Н. Я. Виленкина — 
«Популярная комбинато- 
рика» *}. 


В 19659 году в Главной 
релакции физико-матема- 
тической литературы изда- 
тельства «Наука» была напе- 
чатана его же книга «Ком- 
бинаторика». Она получила 
всемирное признание и была 
переведена на многие языки 
(аиглийский, пемецкий,  ис- 


панскнй, польский, венгер- 
ский. чешский, эстонский). 
Ренензируемая книга 


очень мало напоминает свою 
предшествениицу. Из щести 
глав три написаны заново, 
а остальные трн — пол- 
ностью переработанный текст 


из книги «Комбинаторика». 
Начинается — «Популяр- 
ная комбинаторика» главой 


из истории комбинаторики 
н ее приложений. Здесь рас- 
сказано о первых магических 
квадратах, о фигурных чнс- 
лах. © комбинаторных рабо- 
тах астрологов, занимавших- 
ся сочетаниями планет, о том, 
как схоласт Раймонд Люл- 
лий пытался создать машину, 
дающую различные сочета- 
ния понятий, и о комбина- 
торных задачах, возникав- 
ших в азартных играх. Ав- 
тор рассказывает о том, как 
комбинаторика выделилась в 
самостоятельную ветвь мате- 
матики, о работах Паскаля, 
Ферма, Лейбница и Эйлера. 
Без сомнения, большой ин- 
терес вызовут у читателя 
рассказы ©  придожевиях 
комбинаторики к разгадке 
древних  письменностей, к 
изучению генетического кода, 





*) Виленкин Н. Я. 
Популярная комбинаторика. 
М., «Наука». 1975. 
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к открытию периодической 
системы Менделеева. Жаль 
только, что эвтор совсем 
не останавливается на прн- 
мененнях комбинаторики к 
техннке и на комбинаторике 
кристаллических решеток. 

Вторая глава посвяше- 
на классификации комбниа- 
торных задач. 

Следуя известной книге 
Бержа. автор делит ком/н- 
наторные проблемы след лю- 
щим образом: 

1. Найти кояфигуравию 
элементов, обладающую за- 
ранее заданными свойствами. 

2. Доказать существова - 
ние (нли отсутствие? конфи- 


гурации © зэлсинымн свой- 
ствамн. 
3. Найти общее число 


коифигураций с заланчыми 
свойствами. 

4. Описать все сгогобы 
решения данной комбинагор- 
ной залачи. дать алгоритм 
их перечисления. 

5. Из всех решеннй дан- 
ной комбинаторной задачи 
выбрать оптимальчое {по тем 
илв иным параметрам). 

На примере магических 
квадратов и задачи о ферзях 
он показывает, как ищутся 
конфигурации с заданными 
свойствами, потом расска- 
зывает об общем принципе 
решения проблем оптимиза- 
ции; если решение являет- 
ся оптимальным в целом, 
то оно должно быть опти- 
мальным в любой своей ча- 
сти {этот принцип лежит в 
основе так называемого дн- 
намического программирова- 
ния *)). На примере «игры 
в |5> показывается, как мож- 
но доказать невозможность 
решения некоторой задачн. 
Рассмотрев известную олим- 
пиадную задачу о научной 
переписке: 

Шесть ученых  перепи- 
сываются Фдруг с Эругом по 
0вум научным темам. Каж- 
дый переписывается с каж- 
дым по одной теме. Доко- 
жите. что найдутся трое 
ученых, переписывающихся 
между собой по одной и той 
же теме, 


*) «Квант», 1972, № 3, 
с. 6. 
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— автор разбирает потом ее 
разлнчные обобщения и ус- 
ложнения: переписку 17 уче- 
ных по трем темам, прида- 
ине различного веса отдель- 
ным темам и Т. дД., подводя 
читателя к формулировке об- 
шей теоремы Рамсея. Следует 
пожалеть, что объем и ха- 
рактер книги не дали воз- 
можности привести в общем 
виде доказательство этой’ за- 
мечательной теоремы. 

Далее разбирается тео- 
рема о различных представи- 
телях (или, как ее еще на- 
зывают, леорема о деревен- 
ских свадьбах), которая дана 
с полиым доказательством. 
Эха теорема лает автору по- 


вод поговорить о графах 
и комбннаторных задачах 
теории графов. Кончается 


глава более известным мате- 
риалом теорни графов —Эй- 
леровыми маршрутами (0б- 
ходом графа, при котором 
ни одно ребро не проходится 
дважды), гамильтоновыми 
путями (замкнутыми  путя- 
мн, проходящими по олному 
разу через каждую вершину 
графа), задачей о четырех 
красках и т.д. Как и все 
последующие главы, она со- 
держнт много разнообраз- 
ных задач (всего в книге 
приведено более 400 задач). 
К сожалению, большинство 
задач второй главы носит 
олимпиадный характер. Они 
могут создать впечатление, 
что н задачи последующих 
глав будут столь же трудны, 
хотя это совсем ие так 
многие задачи третьей, чет- 
вертой н пятой глав со- 
всем простые. 


В третьей главе излбже- 
на «классическая комбина- 
торика» — размещения, пе- 
рестановки ин сочетания как 
с повторениями, так и без 
них. При изложении этих 
вопросов автор систематиче- 
ски нспользует язык теории 
множеств и понятие корте- 
жа. Это позволило ему четко 
определить основные поня- 
тня. Хотя, как и во всей 
книге, изложенне ведется пу- 
тем разбора более или ме- 
нее занимательных задач, на 
самом деле эта глава пред- 
ставляет собой учебное по- 
собие по комбинаторике, на- 
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„ Писаниое достаточно 


четко 
н снстематичио. — Переход 
на теоретнко-множественный 
язык позволил естествеино 
включить сюда разбор фор- 
мулы включений и исключе- 
ний (формулы перекрытий), 
позволяющей найти число 
элементов В объединении не- 
скольких конечных — мно- 
жеств, если известио число 
элемектов в каждом множе- 
стве, а также в пересечении 


любого набора этих мно- 
жеств. 

Следующая глава на’ 
зывается «Комбинаторика 


раскладок ин разбиений». 
Об этнх вопросах шла речь 
и в предыдущей книге автора, 
но теперь изложение стало 
четче и компактнее. Появил- 
ся новый материал, наПрн- 
мер, рассказано о числах 
Белла. то есть © числе раз- 
яичных возможностей раз- 
бить данное комечное мио- 
жество на непересекающиеся 
подмножества, а также о чис- 
лах (Стирлинга 1-го рода, 
то есть о числе способов 
разложить п различных пред- 
метов в то неразличимых 
ящиков так, чтобы все ящнки 
были непустымн. 


Была в предыдущей кии- 
ге и глава «Комбинаторные 
задачи с ограниченнями». Но 
теперь. вместо разбора оя- 
дельных, почти ие связан- 
ных друг с другом задач, 
дано изложение общих поня- 
тий и формул. В частности, 
автор дает общую формулу 
для вычисления так называе- 
мых ладейных многочленов. 
Он восстанавливает исторн- 
ческую справедливость, от- 
мечая, что дадейные числа 
(число способов поставить на 
доску данной формы п ла- 
дей так, чтобы ни одна пара 
ладей ие могла взять друг 
друга) были введены и изу- 
чены советским математиком 
С. Е. Аршоиом за десять 
лет до того, как этимн чис- 
лёми стали заниматься аме- 
рнкаиские математики Кап- 
ланский и Риордан. Закацчи- 
вается глава задачами о ма- 
жордоме короля Артура н 
0б очередв в кассу. 

Последняя, шестая, гла- 
ва книги рассказывает о ком- 
бннаторных задачах,  свя- 
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занных с теорней групп — 
о комбинаторике орбит. 
Типичной задачей такого ро - 
ла является отыскание числа 
способов покраснть верши - 
ны куба в А цветов. Общий 
способ решения таких задач 
основан на некоторых поия- 
тиях теории групп *). Хотя 
автору удалось найти более 
простое изложение этого ме- 
тода, чем встречающееся в 
большинстве книг по ком- 
бннаторике (в популярной 
литературе этот метод, на- 
сколько нам известио, ни- 
когда не излагался). конец 
главы несколько труден для 
читателя, которому адресо- 
вана кннга. 

Таким образом, в целом 
получнлась очень интерес - 
ная м живо написанная кни - 
га по комбинаторике. Однако 
приходится сожалеть, что за- 
дачи, приведенные в кииге, 
даны не только без решений, 
но и без ответов. 

Новая книга Н. Я. Вн- 
ленкина по комбинаторике 
будет интересна школьникам 
старших классов, интересую - 
щимся математикой, учнте- 
лям и всем, кому приходит- 
ся иметь дело с комбинатор- 
нымн эадачамн. В 1976 голу 
она удостоена второй пре- 
мин Всесоюзного конкурса 
на лучшее произведенне на- 
учно-популярной литера- 
туры. 

В настоящее время ти- 
раж книги полностью разо- 
шелся. Мы надеемся, что 
издательство «Наука» вы- 
пустит второе издаине этой 
полезной кинги, расширив 
ее объем, что даст возмож - 
ность включить решения прн - 
веденных в имей задач н 
другой материал. исключеи - 
ный при подготовке кннгн. 


М1. Смолянский 





*) О группах можно про- 
читать в  «Кванте», 1976, 
№ 10. 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. По случаю избрания Мирафло- 
реса презнлентом Анчурин был устро- 
ен роскошный обед. За круглый стол 
сели 666 гостей, большинство из ко- 
торых были лысыми. Назовем двоих 
сидящих по обе стороны от каждого 
гостя — его соседями; двоих сидящих 
через одного от него по обе стороны, — 
его «вторыми соседями» н Т. д. 

Мирафлорсс заметил, что для каж- 
лого лысого ровно один из его вторых 
и один из его четвертых соседей — 
лысые. Сколько лысых было на обеде? 

2. В магазине есть на равную 
сумму коифеты стоимостью 2 рубля 
за килограмм и стоимостью 3 рубля 
за килограмм. По какой цене надо 
продавать смесь из этих конфет? 

3. Из сличек было сложено слово 
«ТОЛЯ» (см. рисунок). Переложите 
ровно одну спичку так, чтобы нолу- 
чилось женское имя. 

4. Дана доска 19Х 19 клеток. На 
каждой клетке поставлено по шашке. 
Можно ли переставить шашки так, 
чтобы каждая шика оказалась на 
соседней клетке (по горизонтали или 
по вертнкали, но не по диагонали)? 

5. Имеются неправильные весы с 
двумя чашками и сколько угодно раз- 
ных правильных гирь. Как отвесить 
на этих весах одип килограмм крупы? 
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Л. Финк 


Еще раз 
0 счастливых 
билетах 


Вчера мой племянник Миша вбежал 
ко мне с возгласом: «Дядя, я, кажет- 
ся, решили» 

— Что ты решил? 

— Задачу о счастливом билете. 
Помнишь, как-то в трамвае мы с то- 
бой пытались посчитать, сколько су- 
ществует «счастливых» трамвайных бн- 
летов, у которых сумма первых трех 
цифр номера равна сумме последних 
трех цифр? 

— Как же, помню. Об этом нашем 
разговоре даже напечатали в «Кванте» 
(см. № 7 за 1975 г., с. 67—70). Зна- 
чнт, ты нашел точное число счастли- 
вых билетов, не пользуясь прн этом 
методом перебора? 

— Почти. 

— Что значит «почти»? Почти точ- 
ное число? 

— Нет, число-то точное. Но я 
все-таки пользуюсь методом пере- 
бора. Правда, просматриваю не мил- 
лион шестизначных чисел, а в тысячу 
раз меньше. 

— Расскажи-ка, как ты это де- 
лаешь. 

— Я вычислил, сколько счастли- 
вых билетов имеют заданную сумму 
первых и последних трех цифр, рав- 
ную определенному числу, напри- 
мер А. Обозначим количество трех- 
значных номеров с суммой цифр, рав- 
ной А, через М (Е). Чтобы получить 


6$ 


счастливый билет с суммой трех пер- 
вых н трех последних цифр, равной К, 
можно выбрать любой из этих М (А) 
трехзначных номеров для левой поло- 
вины номера билета и любой другой 
(или тот же самый) — для правой. 
Например, с суммой цифр А = 1 есть 
три трехзначных номера: 001, 010 
и 100. Комбинируя их, получим 9 
шестизначных номеров счастливых бн- 
летов: 


001001 001010 — 001100 
010001 010010 010100 
100001 100010 100100 


В общем же случае счастливых 
билетов с суммой цифр, равной А 
в каждой «половинке», будет | № (#) |?. 
Наименьшее возможное значение # 
равно 0 (для номера 000), а наиболь- 
нее — 27 (для номера 999). Просум- 
мировав значения |М№ (А) |? по Ё от 
О до 27, мы получим число всех воз- 
можных счастливых билетов. Сделав 
это, я нашел ответ — число счастли- 
вых билетов С = 55 252. То есть в 
среднем один из 18 билетов является 
счастливым. 

Миша радовался так, будто отор- 
вал сразу несколько счастливых биле- 
тов. 

Ноздравляю 


тебя с решени- 


ем, — сказал я. — Вот только мне 


не ясно, каким образом ты определял 
значения М (А) 

— Очень просто. Выписал тысячу 
трехзначных чисел от 000 до 999 и 
подсчитал сумму цифр у каждого. 
Я справился с этим без всяких вы- 
числительных машин — всего за одно 
воскресенье, — гордо ответил Миша. 

— Что же, похвально. Но, пожа- 
луй, полезнее было бы поискать фор - 
мулу или правило, позволяющее на- 
ходить М (ЕЁ) без перебора. 

— Я пробовал, дядя, честное слово! 
Но ничего не получилось. 

— Давай попытаемся вместе. Для 
начала слегка нзменим обозначенне: 
вместо М (#) будем писать №, (#). 

— А что означает эта тройка 
внизу? 


— То, что мы рассматриваем трех- 
значные номера. 

— Но это и так ясио! 

— Дело не в этом. Мы обобщим 
задачу и будем искать №, (®} — ко- 
личество п-значных номеров с сум- 
мой цифр, равной #. 

— Дядя, я не могу решить задачу 
для трехзначных номеров, а ты хо- 
чешь решать ее и для четырехзнач- 
ных, и для пятизначных ... Ведь это 
значительно труднее! 

— Конечно, труднее, если поль- 
зоваться перебором. Но легче, если 
рассуждать логическя. Между про- 
чим, в истории математики известно 
немало задач, решить которые уда- 
лось лишь после того, как они были 
сформулированы в общем виде. По- 
пробуй для начала найти №, ()- 

— Сейчас подумаю. Нужно опре- 
делить, сколько однозначных чисел 
имеет сумму цифр #. Но для однознач- 
ного числа сумма цифр совпадает с 
самим числом. Тут и решать нечего. 
Есть одно однозначное число с сум- 
мой цифр, равной нулю, — это 0; 
одно однозначное число с суммой цифр, 
равной единице, — это 1, озцо число 
с суммой цифр, равной двум, — 2, 
н т.д. Значит №, (&) = 1, если Ё 
принимает значения от 0 ло 9, а при 
других значениях # — М, (К) = 0. 

— Отлично! Пойдем далыше. Пред- 
положим теперь, что мы уже знаем 
значения №,_, {(®) для всех К. По- 
пробуем выразить через них М, (#). 
Другими словамн, гопробуем найтн 
количество д-значных номеров с сум- 
мой цифр, равной №, предполагая, что 
для (п — Ю-значных номеров задача 
уже решена. 

— Ясно, — ответил Миша. Зна- 
чения А, (#) мы уже знаем; поэтому 
нужно найти только способ перехода 
отп — 1 кл. Тогда мы сможем после- 
довательно определить значения А! , (А), 
№. (Е), ит. д. Ну что же, попробуем. 
Пусть первой цифрой л-значного но- 
мера является число {. Чтобы сумма 
цифр этого номера была равна К, 
остальные его цифры должны в сумме 
Аать А— {. Таких (п — )-значных 
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номеров существует М, (Е— Ц. 
Цифра {! может быть любым целым 
однозначным числом, не превосходя- 
щим А (то есть 0 319, {< В, и 
каждой из этих цифр соответствует 
№, (&— 1) п-значных номеров с 
суммой цифр, равной А, причем все 
эти номера различны. Значит, всего 
таких номеров будет 


№, (#) = М „1 {#) и № „1 (# —1} ис 
т а 
ть Мк {&— 4) ыы М1 {Е ЕЕ 5) те 
= М фл (Е — 6} к М1 (А — 7) : 


т М 1 (Е — 8) М, (Е 9); {*) 
причем, если # <9, то для Ё >> Ё со- 
ответств ующие значения №, 1 (Е — {) 
мы будем считать равными нулю. 

По формуле (*) можно вычислить 
значення №, (Е) для всех &, если из- 
вестиы значения №, _, (#). А так как 
значення М, {) мы уже знаем, то 
задача рецена! 

— Совершенно верно, — сказал я. 
Формулы, аналогичные формуле (*), 
называются рекуррентными. Конечно, 
чтобы по формуле (ж) вычислить все 
значения /, (#), нужно потрудиться, 
но не целый день, а минут 10—15. 
Но дело не ва времени, а в получении 
регулярного, непереборнкого решения. 
Пользуясь полученной формулой, мож- 
но вычислить количество счастливых 
билетов не только для наших трам- 
ваев, но и для трамваев с восьмизнач- 
нымн,  десятизначными и вообще 
2н-значными номерами. Помнится, я 
читал в одном фантастическом романе, 
что в автобусах главной планеты сис- 
темы а Центавра для билетов исполь- 
зуются именно восьмизцачные номера. 
Давай-ка найдем, чаще ли жителям 
этой планеты попадаются счастливые 
билеты, чем нам? 

Миша взял листок бумаги и начал 
рисовать таблицу. Прежде всего он 
заполнил столбец для п -: 1 едини- 
цами при # в пределах от 0 до 9. Ос- 
тальные клетки этого столбца можно 
было заполнить нулями, но он ре- 
шил их не писать. Столбец дляп = 2 
Миша получил по рекуррентной фор- 
муле {*), сложив соответствующие 
значеция А',(®), №,(® — 1), ..., №0) 


Так, №, (6) =м, (6) + М, (5) + 
+ М, (4) + М, (3) + №, (2) + М, (+ 
-- М, (0) = 7. Затем по той же фор- 
муле были построены столбцы для 
п=зил== 4. 


Таблица значення \„ (1) 











= 
ре 





3 4 
* | 

[и | 1 1 1 
1 1 | 2 3 4 
2 | З 6 10 
3 1 4 10 20 
4 1 5. 15 35 
5 1 6 21 56 
6 Г 7 28 84 
7 1 8 - 36 120 
8 1 9 | 45 165 
Э 1 10 55 220 
10 9 63 282 
и 8 69 388 
12 т 73 415 
13 6 75 480 
14 5 75 540 
15 4 73 592 
16 3 69 633 
17 2 63 660 
18 | 55 670 
19 45 660 
20 36 633 
21 28 592 
22 21 540 
23 15 480 
24 10 415 
25 6 348 
26 3 282 
27 | 220 
28 | 165 
29 120 
30 84 
ыы 56 
32 35 
33 20 
- 10 
35 4 
36 1 


— Теперь, — сказал Миша за- 
кончив таблицу, — можно подсчитать 
число счастливых билетов с двузнач- 
нымн, четырехзначными, шестизнач- 
ными и восьмизначными номерами. 
Для этого все числа в п-м столбце 
моей таблицы нужно возвести в квад- 
рат и сложить. 


70 


Куапитеситве.ги 


Проделав это, Миша получил: 
для двузначных номеров С == 10, 


для четырехзначных —С= 670, 

для шестизначных С= 55 952, 

для восьмизначных С = 4 840 030. 
—щ Таким образом, — подытожил 


Миша, --на планете системы © Центав- 
ра на 100 миллионов билетов прихо- 
дится чуть больше чем 4,8 миллиона 
счастливых. В среднем — примерно 
один счастливый билет из 21, а не 
из 18, как у нас. Им потруднее, чем 
нам, добывать свое «счастье». 

— Воттеперь, — сказал я, —мож- 
но считать поставленную задачу ре- 
шенной. 

— А нет ли других способов ее 
решения? — спросил Миша. 

— Вероятно, есть. Может быть, 
них придумают читатели «Кванта» и 
поделятся с нами? Не обязательно 
стараться найти точное число счаст- 
ливых билетов, можно ограничиться 
оценкой или приближенной формулой, 
если эти оценки обеспечивают неболь- 
шую относительную погрешность. 
Вот, например, одна простая формула, 
выражающая количество 2п-значных 
счастливых билетов при любом п с 
относительной погрешностью не бо- 
лее 4%: 


С == 10?” ГУЗЗ пя. 


С увеличением п относительная по- 
грешность быстро уменьшается. 

— Как ты получил эту формулу, 
дядя? | 

— Сейчас это объяснить трудно. 
Я воспользовался методами теории 
вероятностей: надеюсь, что через не- 
сколько лет ты с этой теорией позна- 
комишься. 


Ответы, указания, решения 
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К статье «Периодические функции» 


1. На рисунке | показано. как описан- 
ная в примере 4” конструкция дает функцию 
с периодом Го == 7/2. (Постройте аналогич- 
но функцию с иериодом Ге = 7/3.) 


2. а) Функиня }(х} = зт ||  непе- 
риодична. 

6) Функция [(х) = |5т х|  периодич- 
на с маименьшим положительным  перно- 
дом п. 

н) Функция 

Их 
Ра) = ах — 


ГИ при т хэ0, т. е. хлл, л Е-27.. 
| нс определена ири х-== ля, п 2, 


периодична © наименьшим положительным 
периодом л. (Нарисуйте графикн функций 
м3 задачи 2.) 

3. а) и 6). Функции [ (х) = Их и & (х)= 
=ыт (Мх) непернодичны, поскольку их 
область определения есть множество — 1х|хэЕ 
50}: и ие выполнено условие (А) (ср. с 
примером 5). 

в} Функция 


Но) = зи СИ») | = 

__ |1 х при х>0, 

[не определена при х<0 
непериодичиа — не выполнено условие (А) 


(ср. с примером 60°). [Отметим. что для 
То = 2л при любом х 6р {Г) тем ие менес 
выполиено условие (Бо) :[(х) Р-НЕ Ту: 
эта функция. гак сказать, «пернодичиа 
в одиу сторопу — вправо». } 


У 





г) Если функция {(х) = х?-3Зх-- 17 пе- 
риодична и Г50 — ее период. то при любом 
хЕД (1) = В должно быть выполнено со- 
отношение { (ХТ) = }(х). т. е. 

ТРЗ Г-НУ = хх, 


или 2Тх-| Г? -- ЗТ = 0. 
Подставив сюдах = их = 1, получим два 
уравнения, которым должно удовлетворять 
число ТГ 

т 3ЗТ = оби ТЕ 5Т = 0. 


Вычитая первое уравнение из второго, полу- 
чаем: 27Т =0.и Т=О. в противоречие с 
условием Т50. Значит. И непериодичиа. 
д) Функция {(х) = хп х обращает- 
ся в пуль при х = Ои не может быть равна 


нуаю при || 1 (ибо тогда > и 
япх 2 —1, откуда |4 = зто 
> 1+4 {| = 0). Следовательно, [ неперио- 


лична [если бы } была перкодична с перно- 
дом Г, то [(х) = 0 при х = НТ (поясните), 
т. е. Гобращалась бы в нуль при сколь угодно 
больших значениях х, а это противоречит 
вышесказанному |. 

е) Функция ГО) = за Им всюду оп- 
ределена. поэтому. конечно, условие перио- 
дичности (А) выполнено. Допустим, что | 
пернодична с периолом ТГ. Рассмотрим нулн 
функции [, т. е. х такие, что } (х}== 0. Мы име- 
ем: 


т Ир =о И х| = ли, 
где ПЕЙ. п-0, 


поэтому [х|= л?н*, то есть 
=— =1*1*, л=0, 1,2, ... Заметим. что рас- 
стояние по числовой оси межлу соседними 
нулями ап и ол, (Или —@ли — 01) равно 
Инч1— аи = п? (п-- дРа? = д? (21-51) 

и стремится к бесконечиости © ростом п. 
С другой стороны, из предполагаемой перяо- 
лдичиости {| следует, что 
Рет) = [(0 = би рт лтТ) = [(я*) = 

== вм) = 0, 


т. е. у фуикции { имеется бесконечно миого 
нулей вТ ин л?--7Т на одном и том же рас- 
стоянии д? друг от друга. Очевидио, это про- 
тиворечит вышесказанному (поясните!) 
Следовательно. функция {Г непериолична. 
|Попробуйте аналогичным образом доказать 
ненернодичиость фуикцин } (х) = эм (х?). | 

4, а) пл, бл, в) 2л, г) 12л. д) 21, 
се) 2 7/2 Е. 

5. Сформулированное 
верно. ИЧапример, функции 

(<) = сх |1 и &(\) = 1-<05х 

имеют наименьший период 2л, а их сумма 
ЕЕ (х) = 2`— постоянная функция, пе- 
рнолом которой является любое число. Вло- 
рой пример: функции 

(>) = 05 х+{-с0$ 2х и р (х) = 1—©05х 


х = =ап = 


утверждение пе- 


п 


имеют наименьший периэд 2л (поясните), 
а их сумма 
орда ®) = 108 2х 
имеет наименьший пернод в 2 раза меныше — 
а 
6. а} Заметим, что фуикиия [(х) = 
=0$ х-соз (1/8х) принимает значение у =1 
только при х = 0. В самом деле, 


: 0$ х = 1, 
с05 х-с0$ И2х = 1% р 
я соз 8х =! 


а со х = —Ё, 
или 5. 
со 1/8х = —1 |. 
В первом случае имеем: х=2ят и ]/2х= 
=9лп, глел. п 7. Если х=0 удовлетво- 
ряет обоим этим соотиошениям (при каких- 


то т и 1), то после деления второго урав- 
нения на о получим: 
же, 


У = т ' 


Противоречие показывает, что первая систе- 
ма имеет единственное решение х == 0. Вто 
рая система вообще не имеет решений, что 
доказывастся  апалогичным образом. 
Итак, Ё[ (<) = 1 только при х= 0, ин 
поэтому функция [ периодической быть не 
может (в противиом случае { (Г) = Ё(©}= И). 
6) Выражение для функции { (х) = со$ х-Е 


И? — рациональное число. 


-с0$ Ух можно преобразовать к виду 
Ио =2 с в озх— Ух _ 
2 


=? м х.са 


н—— Ий. 


Далее, как в задаче а). доказывается. 
что [(х) = 2 лишь при х=0, и поэтому | 


непериодична. (Отметим, что число 
1-- ]/8 
1—1 иррационально. Докажите это рас- 


суждением от противного.) 
Другой способ сразу заметить, что 


#(<)=2. лишь если 60$ Хх = с05 У2х = (: 
тем самым задача сводится к уже разобран. 
ной. 

в} Заметим. прежде всего, что рассуж- 
дения пуикта а} для фувкции } {х) = запхх 
хз! М?х ие проходят (попробуйте!). По- 
ступим иначе. 

Рассмотрим иули функции [, то есть х 
такие, что | (х) = 
Имеем: 
этх.зт ИУИ2х = Ожбшх = 0 

или $т 9х == 0] 


лн 


у 





то есть х = ат = пт или х=ф= 


55] 


где т, ПЕ. 
72 
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Допустим. что функция { периодичиа с пе. 
риодом ТЭО. Поскольку {7 (Г) =[(0-- ТГ) = 
=={ (0) = 0. либо Т = ам. либо Г=Ь, „, (Яля 


некоторых та, Па, отличных от 0}. 
Разберем  сиачала случай Т= т, 


Так как {(5, НТ) =[(6,) =0. то число 
ЕТ =6, а», должно равняться либо 
ат. Либо бп. В первом случае 


. п 
Ь, -- Янь —= @т. Т. ©. ут Ято = дт, 


1 
откуда ЕР ш—мь и У? = ти Еа 


— противоречие. Во втором случа? 


а 
5, + ат, = В. т. е. ут 


ма 
п— |] 
МЕ > == н У2=- т со 


—- онять противоречие. 
Аналогичным образом мы приходим к 
противоречию и В случае. когда Г 6; 
(рассмотрите его самостоятельно}. 
г) Формулу.  задающую фуинкиию 
<) = мп х-- чт ]/2к ‚ можио иреобразо- 
вать к виду 


Руза АЗ У 1 ИЯ. хе 


как в предыдущей зада- 








откуда 


Далее рассуждаем, 
че в 

7. а) Сумма двух непернодических функ- 
инй может быть периолнческой фуипкцией. 
Приведем два примера: 


1) В =, аф=г. Г 
На) = 

2 Г =х- ятх. <} = 1—>. 
Го ® = ГЕяп ох (поясиите). 

6) Сумма пернодической н неперноли- 


ческой функций может оказаться перниоди- 





Рис. 2. 


ческой! Пример: 


Ро) == ных < Ух, 


в) = 1 5т СУ х). 
Ро) 8) = 1-- чих. 
8 На рисунках 2а) н 6) показано, 


как данную функцию доопределить ло перио- 
дической с периодом 4 и с произвольным пе’ 
рнодом То 9. 

9. Пусть Г > 0. Рассмотрим числа а», = 
= ат Т и 6. = 4лТ. где ти п — ще 
лые, и положим / (ат) = { (а) = Аи} (в)= 
= [(5) = В при любых т, п Е 2 (м. рис. 3). 
Если эти соотношения задают функцию, т. с. 
не может случиться так, что х = 9 = 
= ВниЕ(х) = АЕ) = В. то эта функция 
будет периодической с наименьшим перио- 
дом Т (кр. с примером 3). Если же для ие- 
которых т и л все-таки ат= в. то исходную 
функцию (заданную в двух точках) нельзя 
продолжить до периодической с периодом Г 
{поясните). Соотношение ит == &„ означает, 
что а-райТ = ФЕНТ, т. е. (т--в)Т = ра 


в—а 


ш ХТ мы: Е = т—пЕМ. 


Итак, нашу функцию можно продолжить до 
пернодической с нанменьшим  положитель- 
ным периодом Т при любом Т_> 0, кроме 
Т — (6-а*, где КСМ. (Попробуйте ана- 
логичным образом проанализировать ту же 


задачу в случае, когда Ра) ЕР), т. в. 
А 8,.. 

10. а) Такой фуикции не существует. 
Действительно, предположив противное, 


среди периодов такой функции { мы имели 
бы пррациональные числа Т, = ]/З и Т, = 
52 — 1/2. Но тогда, согласно замечанию из 
доказательства тсоремы 1, их сумма Г,-|-Т., 
т.е. рациональное число 2. являлась 
бы периодом /, в противоречие с условием. 

6) Такие функции существуют — на- 
пример. так называемая фучкция Дирихаде: 


0 при рациональном х. 
2 | ри р 


| Г при иррациональном х 





Рис. 3. 
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{ср. с Х. с. 174. пример 3). Докажите, что 
любое рациональное чнсло является перно- 
дом этой функции, а любое иррациональное — 
не является. 





К статье «Элементы статики» 
и Ча 
. Т= 
2 Г. 


3. На рисунке 4, а указаны силы, дей - 
ствующие на цилиидр А: ив — сила тяжести, 
М — сила иормальной реакция поверхности. 
цилиндра В. Т — сила натяжения нити СО. 
Цилиндр А находится в равновесни, слело- 
вательно, лниин действия этнх сил пересе- 
каются в одной точке. Так как линии дейст- 
вия сил ив и М пересекаются в точке 0’. 
то и линия действия силы Т должиа прохо- 
дить через эту точку. т. е. должна быть иа- 
иравлена вдоль радиуса г. 


Постронм треугольник, сторонами ко- 
торого являются силы лв. Ми Т (рис. 4.0). 
Этот треугольник подобеи  треугольчику 
С00’. Из подобия треугольников — имеем 

т ь т № 
0’С — со =“ 00°. 
или к 
Т те В 
г № Е 
Отсюда 


1+: 
Т = т, № = | 1-4 а ] тв- 


Аналитический метод решения этой за- 
дачи иривел бы к громоздким вычислениям. 





Е. /5 

4 бе: Рмы = и 
| ц с95 © -- зт а 
5. Рин УД Ч: р, В == 
0$ & — ни! < 

= аг и; Рдавл = ПЕЙ: ^^ тв- 

6) Т 

т9 
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‚Я : 

2 в 

; 

г 
1 И 

т | . 
- 79 Мо 

Рис. 5. 
6 > пра И. 


в—й 


2 
7. = 2% 5. 


—1 
8. а, = Е: а. 
9. На рисунке 5 указаны силы. дейст- 
вующие на стержень. Запишем уравнение 
моментов сил отиосительло точки О: 


1 
Ми —\ -5— #86 = 0, 


где М — масса груза Р. Отсюда М = 
{ ть 
Зе Ре. При 21 = Му сумма 
{ ть 
м --Г должна быть минимальной. 


р а. 
ак как (1 же М р у = <оп3 (при 


заданиых условиях не зависит от 1. то 


{ ть 
сумма у + —2- 





минимальна, когда 
{ ть 
уя=ч. те й= и 2 тб Е 
ы у 
— + . р ИЕ. в 
10. а = агсш 2 и; Рлавл = И, Раавл = 
= ни? 8- 
11. Мгруза = 35 ке. 


№ ему т 
(Ен): 
т 2азта 


18: и — Мрт доеоз в 90,48. 
# 
К статье  «Прямоугольный треугольник» 


| ЗЕЕЕ- 
2. НУР №). 3. 144 см. 
4. 457, 45°, 9%:. 5. 26 Д?а — 5). 


а 
6. 5 (У6— 2. 1. 4. 8. 9:1. 9. г. 
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Рис. 6. 


10. Ут. 


К статье «Московский инженерно- 
физический институт» 
Математика 

Варнант 1 

1. Обозначим скорость катера в стоячей 
воде через у (кличас), а скорость течения реки 





(плота) — х (кличас). Мз условий задачи 
имеем следующую систему уравиеннй: 
96 96 
т т (1) 
96 72 24 
т (2) 
ух Гу Хх 
Для ее решения введем новую пеизвест- 
ную 2= ух. Уминожив второе уразвемис 
системы нз х, найдем 


96 72 
ага р= 24, 


откуда после простых преобразований полу- 
чаем квадратное уравиелие 22—72 = 0. 
Но 2320, поэтому 2 == 7. Подставив у == 7х 
в периое уравнение системы, нмеем: 


&. 9. 
Е Г 


откуда х == 2. 

Ответ: скорость катера 14 кы’чес, 
скорость течения реки 2 км/час. 

2. Пусть АВС — рассматриваемый рав- 
нобедренный треугольник  (АВ| = 18С], 
О — центр внисанной окружности {рис. 6). 
Медиана ВР пересекает окружность в двух 
точках: А и 0. Так как точка [) лежит на 
стороне основания треугольника, то, соглас- 
но условню. К — точка пересечения медиан 
треугольника АВС и ВК: РК = 2-1. 
Обозначим радиус вписанной окружности 
через г, а величину угла ирн основании тре - 
утольника АВС через ©, тогда |Ш0К] = 2%, 
[ВК] = 4г, ВО! = 5". — Соединим центр 
вписанной окружности с точкой касзиля Ё 
н рассмотрим треугольник ВОЕ. Радиус, 
проведенный в точку касания, перпендику - 
лярен касательной, поэтому треугольник. 
ВОЕ — прямоугольный. Из треугольника 


АВО нмеем АВР = л/2—@, а нз треуголь- 
ника ВЕО 


М. Ма. ИЗ 
$ м —=р 1= 5. 
1 
Отсюда а — агссо$ =. 
3. О. Д. 3.: х20. Перепишем иера 


венство так: 


З7 Я За Зоь 2. 


Отсюда  “Ихлаюр, 2. Но 10.2>0. 
поэтому х 0 при а 0, х>> (ав. 2)1 
при а 0. 


4. Мз первого уравнения системы нахо- 
дим зтлх = —с0$ у. Подставив полученное 
значение &п ох во второе уравнение системы, 
найдем соз? у = М.. Таким образом, исход- 
ная система распадается на двс: 


а 


сои = — 


Ответ: х, = (— Ал вл, и: = 
= 2/3 2; х, = (— 0#п/б-+ Ал, у, = 
= 21/3 2! (к, { — целые). 
Варнант 2 


1. 6.2. л/27 (12). 
4. Хх: = 2/6 24, и: = 


. —1/2<х<2. 
Е х: = 


==71/6 --2Ал, у: = 4л/3-|- 211; хх, = 
=—1/6-{ 2Ал, 9, = 2л/3З- 9ид: я —= 
= 57/6 -|- 2Ал, ци, = 5л/3-- 211 (А, п— 
целые). 

Вариант 3 


1. 63.2. аз (2-- 42)? си? /б. 3. При 
О<За<1. 1<а<2, в=3 одно решение: 


х=а-- 2: при 2<а<3, а>3 два решення: 
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х =а-2, х, =а—-2; 

шений пет. Указани Е 
ным отмечены области, Е входящие в 
О.Д.3., кразным—решения уравнения). 
4. х=яагссо$ (1/2 /2) -2ёл (&— целое). 


Физика 


‚ других а ре- 
рис. 7Т (чер- 


— 
1. ®= ВН = 128. 
В, — В, "$? со? 
2" 0; арм = 25 лкдж. 
Не (п? — 7, „/ А} 
5 11? — 1) 


3. А= 252,2. 10-18 дж вы 


= 1,4 36. 


К Бы - «ХУЙ! Олимпиада по математике» 

. Пусть АВСО — выпуклый чегырех- 
абьннй удозлетворяющий условиям зада- 
чи. Обозначим | АВ| жа, |ВО| =, [СВ] = с. 


По условию а в--с= 16 (см). —Още- 
НИМ аа четырехугольника АВСО: 
32= = 5 ат 5 66 (поскольку двер = 


= Задвр + ЗАвсо)» Причем равенство до- 
„”х ^^ 
стигается. лншь если АВР = ВОС-=90°. Но 


1 1 1 1 , 
$ @6 Ра с) = 5 6(16—6) з 


= 32 — (8-—5):=32, 
Е лишь если $ = 8 (см). Значит, 


”` “> 

$ = 8 {см). АВР = ВСС == 90°, аотсюла лег- 
ко следует, что [АС] == 8 1/2 (см). 

2. Сделаем замену х=2с0$%. тогда 
Р, = — 205 2%. Р.(х) = (2с0$52а):-—9 = 

2с05 4% и далее по индукции несложно 
показать. что Р; (х) = 2 с0$ (2%). 

Данное уравнение перенишется з виде 


причем равенство 








2 с05 (2"а) 3 2 соза. откуда Уи (2” 5 —1|) а 
р - Йа =0. @, = 2х = 
ие | 
Эл 2Ьл 
и. 1” х, = 260$ ЗАРЕ: Жи = 
Их 
= 260$ (В =0. 1... 97-1 | ыы 
5 ти : { 

= 1.2.....2" ^ *). Осталось доказать, что все 


эти кории различны. так кэк миогочлен 
Ри (х) —х имеет степень 2" и не может 


имсть болыие чем 2” корней. Различие кор- 
ней внутри серий следует из монотонности 
функции со$ ©. а различие корней из раз- 
ных серий следует из взаимной простоты 


чнсел 9" — | и ро }. 
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Второе решение этой задачи можетбыть 
получено из такого замечания: когда х про- 
бегает отрезок [—2: 2], Р, (х) дважды про- 
бегает этот отрезок, сначала и от 2 до 
—2., а затем возрастая от до 2. Отсюда 
несложно вывести, что у уравнения Ра) = 
:=х вдвое больше веществениых корней. чем 
у уравнения Р»_и(х) = х. 

3. \з условия задачи следует, что реб- 
ра коробкя имеют целочисленные длины. 
Обозначим их через а, В нсн будем счи- 
тать, что о=зф=хс. Поскольку на отрезке 


длины х помещается. не более [х/ УЗ ЗР от 


резков длины уг. то кубикн объема 2. по- 
мещенные («встык») в коробку, образуют 
прямоугольный параллелепипед. максималь- 


ные размеры  когорого будут [4/5 2], 
[из 5]. [с/у 3]. По условню 
2 [м1 Э1. [6/73]. [с/у] =: 0,4 абс, 
откуда 
а [4 


5 ы°` т. о 9 


Проследим за изменсиием величии [4 $] 


н в/ [пу 5] ири возрастании л: 
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= ай 125, 12813 = 12513). 

4. Пусть ианбольшее значение произве- 
дения достигается для чисел а;, @%, ..., Чл. 
(а,-+ -.. Ра» = 1976). Тогла2 = а = 4 для 
всех г = 1.2....п, так как а--1 > а-1, 
н есля ак = 5, то ав < 3 (ак —3). Далее за. 
меиим каждый сомножитель, равный 4, 
лвумя сомножителями, равными 2, от этого 
произведение ие изменится. Заметим еще, 
что 21[2-:2 = 3-43, но 2.2.2< 3.3, Те. 
перь а; приннмают значение 2 или 3, прн- 
чем значение 2 поннимают ме болес двух а}- 
Но 1976 = 658.3-:2, поэтому произведение 
равно 2.3%88, 

5. Посмотрим. сколько существует раз- 
личных наборов целых чнсел 


(:.. то, 13. --- [6 

таких, что !#Д < р для всех | = 1.2, ‚ 9. 
Очевидно, нх ровно (2р-г 1)4= Ор Гар. ‘по- 
скольку каждое {; может принимать значс- 
ния от —р до р. а количество чисел #; рав- 
но 9. 

Рассмотрим далес набор чисел 

(61. В». ..., бр). 

где 

в: = анё-ваны- ... фан. 
и посмотрим, какое количество может быть 
различных таких наборов при ИД =р. 
Заведомо |6! < р4 для всех ё = 1, 2, 
лоэтому количество иаборов (Б,, 5. ых 





Замечаем, что при я.6 будет я/[п/з |= 
=3/2 (поскольку при н п>7 нз неравенства 


[1/8 >Я — 1 


Зе а бы 
п/ [п/у 2 | <у 2 (Ши 2+ О, 
а при л = 6, п = 7 неравенство следует из 


таблицы). поэтому 2 < а< 6 (ниаче левая 
часть (») не превосходит {3/,)3 = 27/8<_5). 


Теперь видим, что „(ГИ | лнбо равно 2, 
либо равно 5/3, либо не болыше 3/›. Но ие 
больше 3/, может быть люшь одии из сомио- 
жителей в (*), так как иначе третий сомио- 
житель должен быть больше 2. Значит, два 
из чисел а, 6, с могут принимать лишь зна- 
чения 2,5. Теперь перебором вариантов на- 
ходим два ответа; а,-- 2, 6, = 3, с, = 5; 
@: =, 5. =5, с. = 6 (иадо еще учесть, 


В 
что п] п/ у 2 [Е5.4, так как в случае 
равенства будет 41 =5| „Ли?! ‚ 6412 = 


следует 


7 


не больше, чем (2р9- ПР-= (4р?41)Р. Но 
(2р-т 1)8Р=- (4р--4р--1й > (4реР1Р, по. 
этому каким-то двум наборам (11. (4, --., #9) 
н (1, В. 2 Я } соответствует один ин тот 
же набор (1, к .... вр) («принцип Дирих- 
ле»), то есть для любого { выполнено равен- 
ство 


ангар... 910% = , 

= ин-та т 5 Рави ( Ь;). 
Но тогда набор чисел (х:, Хьь .... Хи). ге 
дк = Ш И 4. .... 9). удовлет. 
воряет данной в условни задачи системе 


уравнений, 
от нуля (поскольку наборы (11, 


(!,, Ре и ) различны) и 
Ыл = р < ями = 


= 4р = 90=1.2, .... 9. 
6. Рассмотрим несколько первых зна- 
чений и» и попробуем представить их целую 


причем хоть одно из х; отлично 
а 1) и 





Рис. 8. 
часть в виде, указаниом в условии задачи: 


ее 22°—{- 10°); 13 --2—*—<— 193. 


и. Е 5242173 1 ©—(2 1+1 ›'з, 


ни =, = 2128—1013 |. 2103. 
из вы, = 212-7113 - уе ь 
Естественно предположить, что всегда 


Е о а ааа 


Это легко доказывается по индукции, 
сюда следует утверждение задачи. 


а от- 


К задачам «Квант» для младших школьников» 
(см. «Квант» № 11) 

1. Рассмотрим два соседних зиака из 
набора Попа. Между ними встанет один знак 
из иабора Балды. ЛИ знаки Попа различ- 
ны, то какой бы знак ни написал Балда, 
Поп получит на этом один щелбаи. Если же 
знаки Попа одинаковы, то в лучшем случае 
{когда знак Балды совпадает с его знакамя) 
он ис получит ии одного щелбана, но зато в 
худшем случае (когда знак Балды отличает- 
ся от его знаков) он получит целых два щел- 
бана. Значит, Попу надо чередовать знакн, 
тогда ои получнт ровно 1976 щелбанов. 

2. 737 = 67х И (0ба эти числа — про- 
стые). Поэтому в классах 67 учеников, каж- 
дый из которых купил ! кииг. 

3. 209х209 = 43681; 153Х 153 = 
= 23 409. 

4. Произведение шести указанных в 
условин тройных произведений равно 
— а фсе" ат Рае" А?, т. е. отрицательно. Зиа- 
чнт, шесть рассматриваемых чнсел ие могут 
быть все положительными или все отрица- 
тельными. 

5. При каждом движении шерстяного 
лоскута по стеклянной палочке наэлектрн- 
зованные опилки будут разлетаться в сторо- 
ны. высыпаясь из воронкя в виде хшатра». 


(см. с. 67) 
Легко заметить, что от каждого лы- 
сого ндет (через одного) следующая цепочка 
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юоючоояьрьоъ 
фюочоояьърьоь 


Рис. 9. 


лысых (Л) и нелысых (Н): 
...ЛЛНЛЛНЛЛН..., 
поэтому среди 333 гостей, 


сидящих через 
одного, будет 222 лысых. Поскольку лысых 
большинство, такая же цепочка будет для 


гостей, сидящих между рассмотреинымн, 
поэтому всего лысых 444. 

2. 2р. 40к. за килограмм. 

3. ТОЛЯ-ЮЛЯ. 

4. Нельзя. Указание. Раскрасим 
доску под «шахматную» и поставим на белые 
поля белые шашкн, а на черные — черные. 
После перестаиовкн белые шашки должны 
стоять на черных полях, а черные — на 
белых, но числа белых и черных полей на 
доске 19.19 различны. 

5. Поставить на одну чашку весов ки- 
лограммовую гирю и уравновесить ее с 
помощью имеющихся правильных гирь. За- 
тем заменить  килограммовую гирю таким 
количеством крупы, чтобы весы оставались 
в равновсенн. 





К головоломкам 
«Звезда нз домино» 


(см. «Квант» № Пе 31) 
0:0,0:5. 5:6. 6:2; 
1:1. 1:3, 3:5. 5:5; 
2:2, 2:0, 0:6, 6:6: 
3:3, Эа: 25. 5:1: 
4:3, 3:6, 6:1, 1:0; 
5:4, 4:4, 4:0, 0:3; 
6:4, 4:2, 2:1, 1:4; 


«Восстановите пентамиио» , «Четыре и сто» 
(см. 4-ю с. обл). 
См. рис. 8. 9. 


К задачам 
(см. с. ЭЙ 
3. Указание. хЗ-[ 6х? |- Их-6= 
= ие) 3). 


5. а) хух = 625; 6) ух = 25; в) ух = 32. 
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75 ЛЕТ НОБЕЛЕВСКИМ 
ПРЕМИЯМ 


Каждый год, начиная с 
1904 года, 40 декабря ко- 
роль Швецим в торжествен- 
ной обстановке вручает лзу- 
реатам Нобепевскме пре- 
мин. Эти международные 
преммимн получилмы свое на- 
звание по мменм мх учре- 
дителя Альфреда Нобеле, 
шведского мнженера-кими- 
ка, мзобретателя мн промыш- 
ленника, который для этмх 
целей завещал весь свой 
мапмтал. Ежегодно присуж- 
дается пять Нобелевских 
премия за работы по фни- 
змке, киммм, физнологми 
мли медициме, литературе, 
за также за деятельность по 
укреплению ммра между 
народамм. Кроме того, в 
1968 году Государственный 
банк Швеции учредил еже- 
годную премию памяти 
Нобеля за работы в обла- 
сти экономических наук. 
Намболее высокий престиж 
ммеют Нобепевскме преммы 
в областы маукм. В чмспе 
лауреатов по физике — 
вмыднейшме ученые размых 
стран, такме как Рентген, 
Лоренц, Беккерель, Пьер м 
Мармя Кюрн, Планк, Эйн- 
илейн, Бор, де Бройль, 
Гейзенберг, Дирак, Фермы. 
В 1958 году Нобелевскую 
премию по физике получн- 
лм советскме ученые 
И. Е. Тамм, И. М. Франк м 
П. А. Черенков за открытме 
О С ВЕТ 
ченмя, известного под ма- 
званмем «эффект Черенко- 
ва». За нсследованме по тео- 
рим конденсмрованных сред. 
особенно жидкого гелыя, 
премия по физике 1962 го- 
да была присуждена 
Л. Д. Ландау. Н, Г. Басов м 
А. М. Прохоров вместе с 
американским ученым 
Ч. Таумсом получили в 
1964 году Нобелевскую пре- 
мию по физыке за фунда- 
ментальные исследования в 
области квантовой радно- 
физикы. 
На фото приведены маркм, 
посвященные лауревтам 
Нобелевскых премий. 

А. Датыки 
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ВОССТАНОВИТЕ ПЕНТАМИНО 


В квадрате (с вырезаниым цеитром) уложе- 
ны 12 тетрамиио (фигуры из 4 клеток) и 
12 квадратиков (рисунок сверху). Сотрите 
12 перегородок, отделяющих квадраты от 
тетрамино, так, чтобы этот же квадрат (без 
иентра) был заполнеи 12 пентамино (фигу- 
ры из 5 клеток). изображенными внизу. 






Куап.тссте.ги 


ЧЕТЫРЕ И СТО 


Начиная с цифры 1 в верхием левом углу 
проведите ломаную в иижний правый угол 
с цифрой 9. При этом двигаться от нифры 
к цифре можно только либо вправо, либо 
вниз; количество «поворотов» должно быть 
равно 4; сумма цифр, перечеркнутых лома- 
ной, должна равняться 100. 


„7. Мочалов 
9 @ 
® ь 
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